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Presentación

Dedicatoria.

A la memoria de L. Euler en el 300 aniversario de su nacimiento.

Leonhard Euler, Basilea 15 de Abril de 1707-San Peterburgo 18 de Septiembre de 1783

Granada 2007, trece generaciones después.
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Un punto de partida.

Ya que la Creacíon es perfecta y obra del Sapientı́simo Creador,

nada ocurre en el Universo sin que alguna regla de máximo o

ḿınimo aparezca.

Leonhard Euler.
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Máximos: el problema de Dido.

Una hermosa leyenda.
Alrededor del año 820 A.C.
En Tiro, Fenicia,reina Mattanquien tiene una hija,Dido, y un hijo, Pigmalíon.
La hermosaDido se casa conSicarbasy a la muerte de su padre le sucede en el trono.
Pigmalíon manda asesinar aSicarbasy se hace con el poder deTiro

La reina Dido huye con sus leales en varias naves; desembarcan enChipre, donde se aprovisionan
y raptan a varias doncellas.
Despúes, prosiguen viaje hasta tocar las costas del Norte de Africa.
Los indı́genas salen a recibirles de forma animosa pero al ver la belleza deDido se calman.
Dido aprovecha para hacer la siguiente peticíon:
Deseaŕıa tanta tierra como pudiera rodear con una piel de toro
Los indı́genas aceptan.Dido parte en delgadas tiras una piel de toro y en el espacio que consigue
encerrar funda una nueva ciudad:Cartago
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Máximos: el problema de Dido.

Al poco tiempoEnéas, pr ı́ncipe troyano, llega a las cercańıas deCartagotras haber naufragado
en su huida al fin de la Guerra de Troya.
Dido se enamora deEnéasy viven una apasionada historia de amor hasta queJúpiter requiere a
Enéaspara que regrese alLaciodonde los Dioses le han encargado la fundación deRoma.
Dido desesperada se sube a una pira funeraria y se da muerte apuñalandose.
Esta es la historia deDido y Eńeascomo la cuenta Virgilio en la Eneida.
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Solución al problema de Dido:primer intento

February, 2007. Granada – p. 7/44



Solución al problema de Dido:primer intento

February, 2007. Granada – p. 8/44



Solución al problema de Dido:primer intento

February, 2007. Granada – p. 9/44



Solución al problema de Dido:primer intento
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Solución al problema de Dido:primer intento

Estapruebade Steiner da como solucíon: el ćırculo.
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Solución al problema de Dido: el análisis.

Falta demostrar que existe una curva de longitudL que hace ḿaxima el área.
Seay : [a, b] −→ [0,∞) una función.
El área encerrada por la gŕafica y los ejes es

A(y) =

Z b

a
y(x)dx

Parametrizando respecto al arco:

(x, y) : [0,
L

2
] −→ IR2, tal que

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

(x(0), y(0)) = (a, 0),

(x( L
2
), y( L

2
)) = (b, 0)

y

(x′(s))2 + (y′(s))2 = 1

El problema queda reducido a calcular el ḿaximo de

A(y) =

Z L/2

0
y(s)

q

1 − [y′(s)]2ds

sobre las funciones que verificany(0) = y( L
2
) = 0.

L. Euler dar á la solucíon sisteḿatica...
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Mínimos

Muchos principios fı́sicos est́an formulados en t́erminos de ḿınimos de alguna magnitud:

Principio de tiempo mı́nimo de Fermat.

Principio de la mı́nima acción de Hamilton

Principio de Lagrange de estabilidad de los equilibrios conenerǵıa mı́nima.

Etc, etc, etc.

Este tipo de problemas es estudiado por elCálculo de Variaciones

.
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Principio de la mı́nima acción de Hamilton

Principio de Lagrange de estabilidad de los equilibrios conenerǵıa mı́nima.

Etc, etc, etc.

En Geometŕıa hay much́ısimas situaciones en las que solucionar el problema pasa por
calcular mı́nimos:

Cálculo de geod́esicas

Problemas de curvatura

Superficies ḿınimas

Etc, etc, etc.
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.
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Principio de tiempo mı́nimo de Fermat.

Principio de la mı́nima acción de Hamilton

Principio de Lagrange de estabilidad de los equilibrios conenerǵıa mı́nima.

Etc, etc, etc.

En Geometŕıa hay much́ısimas situaciones en las que solucionar el problema pasa por
calcular mı́nimos:

Cálculo de geod́esicas

Problemas de curvatura

Superficies ḿınimas

Etc, etc, etc.

En Econoḿıa también son naturales este tipo de problemas.
Los modelos pioneros son debidos a F. P. Ramsey (Cambridge U.K., 1903-1930)

Este tipo de problemas es estudiado por elCálculo de Variaciones

.
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Mínimos

Los nombres de la primera etapa (antes del siglo XIX) son
(los) Bernouilli, Newton, Euler, Lagrange, Legendre

La segunda etapa se origina con elprincipio deDirichlet
visto por Weierstrassy Riemann y lleva aHilbert y al siglo
XX.
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La braquistocrona.

Esos locos con sus viejos cacharros!!
El problema parece haber sido considerado porGalileo en 1638.
En Junio de 1696Jean Bernouilli lo formula como desaf́ıo a los mateḿaticos de laépoca.
Planteamiento del problema.
Dados dos puntosA y B en un plano vertical, obtener la curva que los une, de forma que una

part́ıcula que cae por ella bajo la acción de la gravedad emplea el tiempo mı́nimo.

Teniedo en cuenta queTiempo =
Espacio

V elocidad
, hemos de hacer ḿınimo:

T (y) =

Z l

0

p

1 + [y′(x)]2
p

2gy(x)
dx,

sobre las funciones tales quey(0) = a, y(l) = 0.

Se ha obtenido la solucíon por diversos ḿetodos.
Una por el propio Bernouilli , usando una analoǵıa con el principio de tiempo ḿınimo de Fermat.
La sistemática por Euler, y la más sorprendente ...
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... la solución de Newton
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El punto de vista clásico: Euler.

El problema geńerico del Cálculo de Variaciones es calcular el ḿınimo de

F(u) =

Z b

a
f(x, u(x), u′(x))dx

sobre una clase admisible de funciones,A.
Supongamos que parav ∈ C1

0([a, b]) se verifica que siu ∈ A, entoncesu + tv ∈ A, al menos
para |t| < ǫ.
Euler aplica el Cálculo: si u0 es un ḿınimo enA, entonces cualquiera que seav ∈ C1

0([a, b]) la
función

g(t) = F(u0 + tv), tiene un ḿınimo en t = 0 ⇒ g′(0) = 0

haciendo los ćalculos e integrando por partes resulta:

g′(0) = 0 ⇐⇒

Z b

a

»

fu(x, u0(x), u′
0(x)) −

d

dx

`

fu′(x, u0(x), u′
0(x))

´

–

v(x)dx.

Y como es para toda funcíon testv, concluimos que:

La condición necesaria para queu0 sea ḿınimo es que se verifique la Ecuación de Euler:

fu(x, u0(x), u′
0(x)) =

d

dx

`

fu′ (x, u0(x), u′
0(x))

´

.
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El punto de vista clásico: Euler.

Condiciones suficientes fueron estudiadas por
Weierstrass, Jacobi, Lagrange, Legendre, Hilbert, etc.

Grosso modo, para calcular ḿınimos o ḿaximos reducimos el

problema a resolver ecuaciones diferenciales
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Métodos Directos

Sea elProblema de Dirichlet:
∆u = 0, x ∈ D ⊂ IR2, u(x) = g(x), x ∈ ∂D

Para resolverloRiemanncambia el punto de vista y usa lo que llama
Principio de Dirichlet :
La funcíonu, armónica en el dominioD y verificandou(x) = g(x) cuandox ∈ ∂D, es aquella que

hace ḿınima la integral
Z

D
|∇u|2dx

sobre las funciones que satisfacen el valor de frontera.

El principio lleva el nombre de Dirichlet puesél mismo intentó dar una demostracíon.

Las funciones que usabaDirichlet eran pocas para concluir la convergencia necesaria.

Este defecto fue notado porWeierstrass.

El Principio de Dirichletaparece tambien utilizado porGreen y por Thompsom.
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Métodos Directos

¿ A que se llama ḿetodo directo?

Usar la minimización para probar existencia de solucíon de lasEcuaciones en Derivadas Parciales

que son Ecuaciones de Euler de alǵun funcional(como la integral de Dirichlet).

Hilbert desarrolló una forma general entre 1900-1904:

Da una prueba correcta del principio de Dirichlet.

Propone en su famoso programa delCongreso Internacional de Parisde 1900, el estudio de
problemas relacionados y el estudio de la regularidad de losminimizantes

Notemos que una dificultad que se observa es que se trata de calcular extremos en espacios de
funciones, t́ıpicamente dedimensíon no finita.

Lo realmente curioso es que para poder calcular ḿınimos (o máximos) vamos a necesitar
promedios.
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Idea de los métodos directos

Consideramos, como ejemplo,
f : IR −→ IR

x −→ f(x) = ex.

Es acotada inferiormente, siendoinf
x∈IR

f(x) = 0, pero no alcanza ḿınimo.

El problema es que cualquiersucesíon minimizante:es decir,{xk}k∈N tal que
f(xk) → 0 no es acotada,xk → −∞.

En el otro extremo, un caso muy interesante es cuando

f : IR → IR es continua y tal que lim
|x|→∞

f(x) = ∞

En este caso,usando el Teorema deBolzano-Weierstrassse prueba la existencia de mı́nimo.
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Idea de los métodos directos

Con losMétodos Directosse trata de obtener la existencia de ḿınimos de

J(u) =

Z

D
F (x, u(x),∇u(x))dx u ∈ A ⊂ X,

siendoA una clase admisible de funciones determinada por las condiciones del problema y
contenida en un espacio normado completo (espacio de Banach), X.
En esta exposicíon X Espacio de Banach significaŕa:

RN

El espacio de LebesgueLp(Ω) = {f |

Z

Ω
|f |pdx < +∞} si 1 ≤ p < ∞ donde la norma

se define por||f ||p = (

Z

Ω
|f |pdx)1/p,

o L∞(Ω) = {f | ||f ||∞ = sup |f(x)| < +∞}.

los espacios de SobolevW 1,p(Ω) = {f | f ∈ Lp(Ω), ∇f ∈ [Lp(Ω)]N},
(∇f entendido en sentido de distribuciones).
+∞ ≥ p ≥ 1, Ω ⊂ RN un abierto.

Por simplicidad nos limitaremos al caso1 < p ≤ ∞.
Por razones obvias los conceptos funcionales los introduciremos paraLp.

Trataremos de reproducir lo que ocurre enIR.
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Y llegan los promedios!!!

Dificultades:

Se trata de calcular el ḿınimo en una clase admisible de funciones,A ⊂ X, determinada
por las condiciones del problema. Aśı X es t́ıpicamente un espacio normado de funciones
con dimensíon no finita. Supondremos queX es completo para poder pasar al lı́mite.

Por un conocido teorema deM. Rieszno hay un resultado del tipo de Bolzano-Weierstrass
enX de dimensíon no finita con respecto a la convergencia de la norma, en el sentido, que
de sucesiones acotadas no necesariamente se pueden extraersubsucesiones convergentes.

Es decir, ¡los compactos son escasos!.

Para obtener un marco adecuado se debe introducir un concepto deconvergencia d́ebil.

DEFINICI ÓN. SeaΩ ⊂ RN un abierto y Lp(Ω) con1 < p < ∞.
Sea{fk}k∈N ⊂ Lp(Ω).
Decimos quefk ⇀ f debilmente enLp(Ω) si y solo si

a) ExisteA > 0 tal que ||fk||p < A para todo k ∈ N

b) Para cada cuboQ ⊂ Ω se verifica
Z

Q
fkdx →

Z

Q
fdx
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Y llegan los promedios!!!

NOTA.

1. Sip = 1 la situación para nosalirsedeL1 con la convergencia d́ebil, requiere una
condicíon de equi-integrabilidad. De hecho la caracterizacíon es un famoso teorema de
Dunford-Pettis.

2. Sip = +∞ se tiene el concepto deconvergencia d́ebil-*. Decimos quefk
∗
⇀ f debil-* en

L∞(Ω) si y solo si se verifican||fk||∞ < A y la condición b) de la definición anterior.

Es ahora fácil establecer el resultado siguiente.
TEOREMA. Sea1 < p < ∞. La sucesíon{fn}n∈IN ⊂ Lp converge d́ebil- mente af ∈ Lp si y

solo si para cada funcióng ∈ Lq ,
1

p
+

1

q
= 1, los promedios con pesog convergen, es decir,

Z

fngdx →

Z

fgdx

Sip = ∞, la sucesíon{fn}n∈IN ⊂ L∞ converge d́ebil-* a f ∈ L∞ si y solo si para cada función

g ∈ L1,
Z

fngdx →

Z

fgdx
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Propiedades de la convergencia débil.

El resultado del Teorema anterior se toma como definición de convergencia d́ebil en la literatura
de Análisis Funcional:
SeaX espacio de Banach yX∗ su dual decimos quexk ⇀ x debilmente enX si

〈xk, y∗〉 → 〈x, y∗〉, para todoy∗ ∈ X∗

En IRN hay normas con bolascuadradasy redondeadas. En IRN da igual pues todas son
equivalentes!
Sin embargo siX es un espacio de dimensión no finita no todas las normas son equivalentes
(por ejemplo enC1([a, b])).
A partir de ahora consideraremos queX tiene una norma uniformemente convexa, es decir, si
para cadaǫ > 0 existeδ > 0 tal que si

||x|| ≤ 1, ||y|| ≤ 1, ||x − y|| > ǫ entonces||x + y|| < 2(1 − δ)

(en este sentido con bolasredondeadas).
Nótese que si1 < p < ∞ la norma deLp(Ω) es uniformemente convexa.
Esta eleccíon no es solo por est́etica!
Teorema.SeaX espacio de Banach con norma uniformemente convexa, entonces si

||xk|| ≤ M existe una subsucesiónxkn
⇀ x, débilmente.
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Propiedades de la convergencia débil.

Más en general se tiene la siguiente definición.

Definición. SiX es un espacio de Banach tal que cualquiera que sea la sucesión acotada,

||xk|| ≤ M , existe una subsucesiónxkn
⇀ x, débilmente, diremos queX es un espacio reflexivo.

Es obvio quesi una sucesión converge en norma, converge debilmentey que elrećıproco, es falso.

Una propiedad que es muy importante en las aplicaciones es lasiguiente.

TEOREMA. SeaX espacio de Banach yxk ⇀ x debilmente enX, entonces

||x|| ≤ lim inf
k→∞

||xk||.

El resultado en el Teorema se lee diciendo quela norma es debilmente semicontinua inferiormente

(d.s. c. i)en el sentido de la definicíon siguiente.

Definición. SeaX espacio de Banach y seaI : X → R un funcional. Se dice queI es debilmente

semicontinuo inferiormente si cuandoxk ⇀ x

I(x) ≤ lim inf
k→∞

I(xk).
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Un resultado general de minimización

Si queremos copiar lo que ocurre enIRN est́a claro lo que hay que hacer...
TEOREMA. SeaX espacio reflexivo y sea

I : X −→ IR

satisfaciendo:

a) Paraα > 0 y β ∈ IR, I(x) ≥ α||x|| + β (Coercividad).

b) I es debilmente semicontinuo inferiormente.

Entonces,

existez ∈ X tal queI(z) = inf
x∈X

I(x)

El teorema es cierto, incluso f́acil de probar, pero es solo relativamentéutil... La hip ótesisb),
(d.s.c.i) es poco compatible con las funcionesno lineales.
Los funcionalesinteresantes son de la forma

J(u) =

Z

D
F (x, u(x),∇u(x))dx.

Dos contribuciones se deben destacar:

La convexidad deF en el gradiente y alguna regularidad, implican la d.s.c.i. y, por tanto,
la posibilidad de obtener ḿınimos. J. Serrin (1959), (1961) yE. De Giorgi (1968)

En condiciones muy generales los ḿınimos sonregulares. E. De Giorgi (1957)

En este sentido se resuelven algunos de los problemas planteados porHilbert en 1900.
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Una aplicación

Consideremos el problema

(P)

8

<

:

−∆u = |∇u|2 + λf(x) enΩ

u = 0 en∂Ω,

conλ > 0 y f ∈ L1(Ω), f(x) � 0 tal que si

λ1(f) = inf
φ∈W

1,2
0

(Ω)(Ω)

Z

Ω
|∇φ|2dx

Z

Ω
fφ2dx

se verifica
(B) λ1(f) > 0.

Haciendo el cambio de variable de Hopf-Cole
v = eu − 1

el problema se transforma en

(PL)

8

<

:

−∆v = λf(x)(v + 1) enΩ

v = 0 en∂Ω,
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Una aplicación

TEOREMA. Supongamos quef satisface la hiṕotesis(B) entonces,

1. Siλ > λ1(f) el problema(P) no tiene solucíon enW
1,2
0 (Ω).

2. Siλ < λ1(f) el problema(P) tiene unaúnica solucíon tal queeu − 1 ∈ W
1,2
0 (Ω).

Idea de la demostración.

1. Si λ > λ1(f) quiere decir, por densidad, que

existeφ0 ∈ C∞
0 (Ω) tal que

Z

Ω
|∇φ0|

2dx < λ

Z

Ω
fφ2

0dx < +∞

Si, por contradicción, suponemos que(P) tiene una solucíon u, entonces multiplicando la

ecuacíon por φ2
0 e integrando por partes obtenemos,

2

Z

Ω
φ0∇φ0∇u dx =

Z

Ω
φ2

0|∇u|2dx + λ

Z

Ω
fφ2

0dx.

Luego se concluye

λ

Z

Ω
fφ2

0dx = 2

Z

Ω
φ0∇φ0∇udx −

Z

Ω
φ2

0|∇u|2dx ≤

Z

Ω
|∇φ0|

2dx

que contradice la definicíon deφ0.
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Una aplicación

2. Si λ < λ1(f) consideramos el problema lineal(PL) que se obtiene con el cambio de
Hopf-Cole.
Como0 < λ < λ1(f) el funcional

J(v) =
1

2

Z

Ω
|∇v|2 −

λ

2

Z

Ω
f(x)v2 − λ

Z

Ω
fv

est́a bien definido enW
1,2
0 (Ω) y, además,

1) J es coercivo, pues

J(v) ≥

„

1

2
−

λ

λ1(f)
(
1

2
+ ǫ)

« Z

Ω
|∇v|2 − C(ǫ)λ

Z

Ω
f

y si 0 < ǫ < 1
4
(λ1(f) − λ), entoncesδ =

“

1
2
− λ

λ1(f)
( 1
2

+ ǫ)
”

> 0.

2) Es facil ver queJ es diferenciable enW 1,2
0 (Ω) y que las soluciones de(PL) son los

puntos cŕıticos deJ .

3) J es debilmente semicontinuo inferiormente por la debil semicontinuidad inferior de la
norma y por el teorema de Rellich.
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Una aplicación

Por tanto, usando el Teorema abstracto, existev que es un ḿınimo y solución débil de (PL).

Tomandou = log(1 + v) concluimos.

La unicidad de solucíon tal queeu − 1 ∈ W
1,2
0 (Ω) es un ćalculo inmediato sobre(PL).

Nota. Sin la condición eu − 1 ∈ W
1,2
0 (Ω) el problema(P) tiene infinitas soluciones enW 1,2

0 (Ω).
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A veces ni máximos ni mínimos...

En muchos problemas ´las soluciones interesantes no sonni máximos ni ḿınimos.
Un ejemplo. ConsideremosΩ ⊂ R3 un dominio acotado.
Sea el funcional

I : W
1,2
0 (Ω) −→ R

definido por

I(u) =
1

2

Z

Ω
|∇u|2dx −

1

5

Z

Ω
|u|5dx.

I no es acotado inferiormente pues siu0 ∈ W
1,2
0 (Ω), u0 6= 0, y definimos

g(t) = I(tu0) se verifica que lim
t→∞

g(t) = −∞.

I tampoco es acotado superiormente pues siφ ∈ C∞
0 (Ω), tal que sopφ = Br(x0) ⊂ Ω

φµ(x) = µ
3

5 φ(µ(x − x0)), se tiene que

i) El soporte deφµ esta contenido en la bolaB r
µ

(x0) que, siµ > 1 est́a contenida enΩ.

ii) ||φµ||5 = ||φ||5

iii) ||∇φµ||2 = µ
1

10 ||∇φ||2 → ∞ cuandoµ → ∞.

Por tanto I(φµ) → ∞ cuandoµ → ∞.

February, 2007. Granada – p. 32/44



A veces ni máximos ni mínimos...

Los puntos cŕıticos deI no pueden ser ni ḿaximos ni ḿınimos globales.
No es dif́ıcil ver que u = 0 es un ḿınimo local. Pero ¿habŕa algún otro punto cr ı́tico no trivial?
Si calculamos la ecuacíon de Euler que da los puntos cŕıticos deI resulta ser,

8

<

:

−∆u = |u|3u, si x ∈ Ω

u = 0, si x ∈ ∂Ω

Resulta aśı que se trata de calcular soluciones (no triviales) del problema anterior.

Y no podemos pensar en minimizar o maximizar...

Nos va a dar la solucíon una contribución del año 1973 debida a

Antonio Ambrosetti y a Paul Rabinowitz.
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El Teorema del Paso de la Montaña

SeaX espacio de Banach. Consideramos
I : X −→ IR

(H1) Hipótesis sobre la geometrı́a

I(0) = 0,

Exister > 0 tal que si |x| = r, I(x) > α > 0,

Existey0 con |y0| > r tal que I(y0) < 0

(H2)Hipótesis sobre la regularidad

I ∈ C1(X).

Existec0 tal que si{xk}k∈IN ⊂ X verifica

I(xk) → c < c0

I′(xk) → 0, entonces existe una subsucesión xkj
→ x∞ enX.

TEOREMA. (Paso de la montãna). SeaX reflexivo eI verificando(H1), (H2). Entonces

c = inf
γ∈Γ

sup
t∈[0,1]

I(γ(t))

es un valor cŕıtico deI, es decir, existex0 ∈ X tal queI(x0) = c e I′(x0) = 0.
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El Teorema del Paso de la Montaña.

¡Es claro el nombre del Teorema!

Lo aplicamos a nuestro funcionalI.
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Aplicación

Volvemos a considerar el funcional
I : W

1,2
0 (Ω) −→ R,

I(u) =
1

2

Z

Ω
|∇u|2dx −

1

5

Z

Ω
|u|5dx.

(H1) Hipótesis sobre la geometrı́a

Es claro queI(0) = 0,

Usando la inclusíon de Sobolev,

S(

Z

Ω
|u|6dx)

1

6 ≤ (

Z

Ω
|∇u|2dx)

1

2 ,

y la desigualdad de Ḧolder, obtenemos

1

5

Z

Ω
|u|5dx ≤

|Ω|
1

6

5S5
‖∇u‖5

2.

Es decir,

I(u) ≥
1

2
‖∇u‖2

2 −
|Ω|

1

6

5S5
‖∇u‖5

2

Por tanto, si‖∇u‖2 = (
S5

|Ω|
1

6

)
1

3 , I(u) ≥ C(S,Ω) > 0

Además siu0 6= 0 es claro que parat suficientemente grandeI(t u0) < 0
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Aplicación.

(H2)Hipótesis sobre la regularidad

I ∈ C1(W 1,2
0 (Ω)). De hecho,

I′(u) : W
1,2
0 (Ω) −→ R

se define por

I′(u)(φ) =

Z

Ω
〈∇u,∇φ〉dx −

Z

Ω
|u|3uφ.

Condicíon de Palais-Smale. Si {xk}k∈IN ⊂ W
1,2
0 (Ω) verifica

I(uk) → c

I′(uk) → 0, entonces existe una subsucesión ukj
→ u∞ enW

1,2
0 (Ω).

En efecto, se tiene

c = lim
k→∞

I(uk) = lim
k→∞

I(uk)[I(uk) −
1

5
< I′(uk), uk >= lim

k→∞
(
1

2
−

1

5
)‖∇uk‖

2
2,

por tanto, ||∇uk||2 < C y por el teorema deRellich-Kondrakov existe una subsucesión
ukj

→ u∞ enL5(Ω)

y por la continuidad de (−∆)−1 se tiene que
ukj

→ u∞ enW
1,2
0 (Ω).
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... y más promedios...

Materiales compuestos(composites)periódicos :
Nos centramos en el caso ḿas simple de losproblemas a dos faseses decir, inclusiones dispersas de
part ı́culas extrañas en un medio.

En la estructura se supone que las partı́culasdispersasson muy pequẽnas con respecto al
tamaño del cuerpo.

Sonmateriales microsćopicamente no homogéneos.

Se observa estabilidad de las propiedades fı́sicas (conductividad eĺectrica, la
transferencia de calor, la permeabilidad, etc, ) que difieren de las caracteŕısticas
individuales de los materiales constituyentes

La descripción local se da por ecuaciones en derivadas parciales concoeficientes altamente

oscilantespara tener en cuenta las escalas microscópica y macrosćopica y las propiedades
estructurales ( periodicidad, quasiperiodicidad, etc.) .

February, 2007. Granada – p. 38/44



Compuestos periódicos enN = 1.

Consideremos,

(P )

8

>

<

>

:

−
d

dx

„

aǫ(x)
duǫ

dx

«

= f, l1 < x < l2

u(l1) = 0, u(l2) = 0

donde
0 < α < a(x) < β es regular enIR, 1-periódica, a(x + 1) = a(x) y

aǫ(x) = a
` x

ǫ

´

Estimación para las soluciones de(P ).
`

Z l2

l1

|u′
ǫ(x)|2dx

´ 1

2 ≤
l2 − l1

α

`

Z l2

l1

|f |2dx
´ 1

2 entonces

uǫ ⇀ u0 debilmente enL2(l1, l2)

u′
ǫ ⇀ u′

0 debilmente enL2(l1, l2)

Llamando

ξǫ = aǫu
′
ǫ satisface −

dξǫ

dx
= f en (l1, l2).
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Compuestos periódicos enN = 1.

Teniendo en cuenta las estimaciones parauǫ concluimos que

||ξǫ||2 ≤
β(l2 − l1)

α
||f ||2, por tanto,

ξǫ ⇀ ξ0 debilmente enL2(l1, l2).
Además

−
dξ0

dx
= f .

Nótese que tenemos,

||ξǫ||2 + ||
dξǫ

dx
||2 ≤

β(l2 − l1)

α
||f ||2 + ||f ||2.

Por tanto, para alguna subsucesíon,
ξǫ −→ ξ0 fuertemente enL2(l1, l2).

PROBLEMA. ¿Qué relación hay entreu0 y ξ0?
La respuesta la da el siguiente resultado.
Teorema. (Riemann-Lebesgue)

Sea1 ≤ p ≤ ∞ y seaf λ-periódica conf ∈ Lp([0, λ]). Sea fǫ(x) = f(
x

ǫ
).

Entonces

fǫ ⇀
1

λ

Z λ

0
f(x)dx, para ǫ → 0, debilmente enLp(O), ∀O ⊂ R abierto acotado.

Débil-* si p = ∞)
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Compuestos periódicos enN = 1.

En el problema bajo estudio tenemos que

0 <
1

β
<

1

a(x)
<

1

α
y

1

a(x)
, 1-periódica

Por el Teorema de Riemann-Lebesgue tenemos en particular que
1

aǫ(x)
⇀

Z 1

0

1

a(x)
dx = a∗ 6= 0, enL∞([l1, l2])

Entonces, como
duǫ

dx
=

ξǫ

aǫ
, concluimos que

duǫ

dx
⇀ a ∗ ξ0.

Es decir,
du0

dx
= a∗ξ0, o bien,

(P )

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

−
d

dx

0

B

B

B

@

1
Z 1

0

1

a(x)
dx

du0

dx

1

C

C

C

A

= f, l1 < x < l2

u(l1) = 0, u(l2) = 0

que se llamaecuacíon homogeneizada.
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Compuestos periódicos enN = 1.

Lo que se busca es obteneruǫ.
Si se resuelve el problema auxiliar (¡que no depende de ningún dato! y se llamaecuacíon de los
correctores),

(C)

8

>

<

>

:

−
d

dy

„

a(y)(1 +
dw(y)

dy
)

«

= 0, 0 < x < 1

y −→ w(y), 1-periódica,

la solución uǫ aparece como la siguientecorreccíon deu0,

uǫ(x) = u0(x) + ǫw(
x

ǫ
) u′

0(x) + O(ǫ), ǫ → 0, en el espacio de energı́a.

Es decir,uǫ es dado aproximadamente por

u0 que describe el comportamiento aescala macrosćopica.

El corrector w que es una funcíon 1−periódica que describe las oscilaciones a escalaǫ.

NOTA. Ni los coficientes de la ecuación homogeneizada ni los correctores dependen de los datos.
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Unas gráficas.
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FIN
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