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(P)
W(—:H&(Q)

donde
e Q dominio abierto y acotado de RV, N =3
e 0<a

e g:Qx(0,+00) — R Carathéodory
Modelo mas simple:

1
gxs)=—, r>0
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Definicién de solucién

Si0<ae LI\%(Q), g :Qx(0,4+00) — R Carathéodory, decimos que w es
solucién de

—Aw(x) +g(x, w(x))IVw(x)I? = a(x), x€Q

(P)
we Hg(Q)

si g(x, w(x))IVw(x)? € L (Q) y

el}(Q)
—N—

f Vw(x) - Vop(x)dx + f g(x, w(x))IVw(x) P (x)dx = f a(x)p(x)dx

Q Q Q

Ve (5°(Q)



—Aw(x)+g(x, w(x))IVw(x)I? = a(x), xeQ
(P)
we Hg(Q)
Motivacién Fisica
@ Problemas estocasticos de control
P.L. Lions, '80, A. Bensoussan, J. Freshe y U. Mosco '82

e Patrones de crecimiento en frentes de solidificacion (crecimiento de

tumores)
M. Kardar, G. Parisi y Y.C. Zhang '86,

@ H. Berestycki, S. Kamin y G. Sivashinsky '01 (frentes de crecimiento
de llamas de fuego)

@ Flujo en una roca porosa fisurada permeable

G.l. Barenblatt, M. Bertsch, A.E. Chertock y V.M. Prostokishin, '00
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Crecimiento Natural

—Aw(x) +g(x, w(x))IVw(x)I? = a(x), xeQ
¢ we HY(Q) (P)

@ Ecuacion (P) es invariante mediante el cambio no lineal de variables
del tipo w = H(u). Kazdan y Kramer, '78.

@ Contraejemplos Serrin, '69 si el crecimiento de Vw es supercuadratico.

@ Cllculo de Variaciones: ecuaciéon de Euler asociada al funcional

J(w) = %!A(x, W) Vw2 —b[a(x)w, we H(Q)

—div(A(x,w)Vw) + %A:N(X, w)lVw?=a(x), xe€Q

Trabajos de D. Arcoya L. Boccardo y L. Orsina.
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Resultados previos

[ L. Boccardo, F. Murat y J.P. Puel '82,'83,...

g:QxR— R Carathéodory
g(x,s)s=0 = 3 sol. w.
aeli(Q), g> %

3 Ferone y Murat '98
g acotada y Carathéodory

I sol. w.
aeLN/2(Q) “pequefia” }:> ol w



Resultados previos

[@ Brezis y Nirenberg, '97
( g(x,5)s=0, para |s|>>0)

[§ Boccardo, Segura de Ledn y C. Trombetti, '01

[§ Porretta y Segura de Ledn, '06

[@ Abdellaoui, Dall’Aglio y Peral, '06

[§ Arcoyay M-A., aparecerd en Rev. Mat. Iberoamericana

[§ Giachetti y Murat, en preparacién. El caso g(x,s) = —=

O



Existencia de solucion para
—Aw(x)+g(x, w(x))IVw(x)I? = a(x), x€Q

Teorema
g:Qx(0,4+00) — R Carath.,, h:R—R t. q.

Vhell, 0< h\\ cerca de cero
3 sol w e Hj(Q),
0<g(x,s)<h(s), Vs>0, aexeQ ;—
g(x,w)IVw|? € L}(Q)
aeLw2(Q) yinfg,a>0, VYQoccQ
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Esquema de la prueba

Problemas aproximados

gn(x,s) =

0,

g(x,s),

s<0
nh(%)ﬁg(x,s), 0O<ss<li
1<s

1/n



Esquema de la prueba

Problemas aproximados

0, s<0
gn(x,s) = nh(%)%g(x,s), 0<ss%
g(x,s), 1<s

gn(x,s) "= g(x,s), Vs>0y paraae x€Q,

gn(x,s)<g(x,s), Vs>0, paraae xe€Q, Vn>>0,

gn(x,5)s=0, VseR.
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Problemas aproximados

wp(x)|?
—Awp(x) +gn(x, Wn(x))% =ap(x), xeQ } (P,)
wy € Hi()
donde an(x) = Tp(a(x))
Ti(s)
ke —
!
i
K k y




Problemas aproximados

wi(x)12
—Awp(x) + gn(x, W,,(X))% =ap(x), xeQ (P)
wy € Hi()
donde ap(x) = Tp(a(x))
Ti(s)
ke —
\
i
Tk k :
y |

BMP= 3w, € Hj(Q)n L*(Q) solucién de (Py,)



Problemas aproximados

IVW,,(X)I2 () x
1+ 1V, ()12 (), xe (Py)

Wp € H(:)l (Q)

—AWn(x) + gn(x, wn(x))

wp, verifica:

1. Si # denota la mejor constante de Sobolev, entonces
I W,,||H1(Q) < 5”‘1||a||2N/(N+2), para cada neN. En particular,
0

podemos suponer, pasando a una subsucesién, que w, — w en Hg(Q).

2. wy€ C(Q) y wp(x) >0 para cada x € Q.
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1+ 11V, (x)12
Wp € H&(Q)
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Problemas aproximados

IVw,(x)I?
1+ 11V, (x)12
Wp € H&(Q)

—Awp(x) + gn(x, wp(x)) =ap(x), xeQ

(Pn)

{w,} estd acotada en HS(Q)

=0
~
- ~

n|Vw,(x |2
||an||§=f|an|2dxsf|an|2+fgn(x,wn)#w =fanwn
Q

n+Vwa(x)2



Problemas aproximados

IVw,(x)I?
1+ 11V, (x)12
Wp € H&(Q)

—Awp(x) + gn(x, wp(x)) =ap(x), xeQ

(Pn)
{wp} estd acotada en Hé(Q)

desigualdades de Hélder y Sovolev

2 -1
IVwhll5 SfaanS lall 2 [lwnll2r =" llall 2n [[Vwhll2
N+2 N+2



Problemas aproximados

IVwa(x)?
—Awn(x) +gn(x, Wn(X))m =an(x), xeQ P)
w, € Hy (Q)
wne C(@)
¢ = Gi(wp) funcién test
Gk(s)
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Proposicion

VQoccQ dcg,>0s. t wy=cq, VYxeQy VneN

Prueba.
¢ =eHWnp funcién test, (O<gpe e (Q))

gn(x,s) < h(s)

fVW”(_”(W"))VW"G_H(W”)‘P+fVWn6‘”(W")V<P+fh(wn)lenl2e‘”(W")<p
Q

Q Q
zfa,,e_H(W")(p,
Q



Cota a priori por debajo para w,

fVW,,e_H(W")V(pzfa,,e_H(W")(p.
Q Q



Cota a priori por debajo para w,
fVW,,e_H(W")V(pzfa,,e_H(W")(p.
Q

Q

Cambio de variable uy :=y(w,) € HL.(Q), donde

w(t)=ft H)ds N, y H(s f h(t



Cota a priori por debajo para w,
/VW,,e_H(W")V(pzfa,,e_H(W")(p.
Q

Q

Cambio de variable uy :=y(w,) € HL.(Q), donde

oC

u/(t)=f H)ds N, y H(s f h(t
t
—fVunV(pzfa,,e_H(W")(p,

Q Q



Cota a priori por debajo para w,
/VW,,e_H(W")V(pzfa,,e_H(W")(p.
Q

Q

Cambio de variable uy :=y(w,) € HL.(Q), donde

oC

u/(t)=f H)ds N, y H(s f h(t
t
—fVunV(pzfa,,e_H(W")(p,

Q Q

up, satisface

Aup = ape Hwn) > mingoa,,e_H(W")



Cota a priori por debajo para w,
/VW,,e_H(W")V(pzfa,,e_H(W")(p.
Q

Q

Cambio de variable uy :=y(w,) € HL.(Q), donde

oC

u/(t)=f HENds Ny H(s f h(t
t
—fVunV(pzfa,,e_H(W")(p,

Q Q

up, satisface

Aup = ape Hwn) > mingoa,,e_H(W")

Keller-Osserman 3Cq, >0 t.q. u, < Cq,



Cota a priori por debajo para w,
/VW,,e_H(W")V(pzfa,,e_H(W")(p.
Q

Q

Cambio de variable uy :=y(w,) € HL.(Q), donde

w(t)=f HENds Ny H(s f h(t
t
—fVunV(pzfa,,e_H(W")(p,

Q Q

up, satisface

Aup = ape Hwn) > mingoa,,e_H(W")

Keller-Osserman 3Cq, >0 t.q. u, < Cq,

Wh zw‘l(—CQO) =cg>0ae x€eQ.
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wp, — w débilmente en Hé(Q)

ve(P(Q), w=0, suppycQpccQ

Por la Proposicién:

Jcp>0t. q. wy(x)=cp, a.e. x€Qp.

gn(x,wp) < g(x,wp) <c, a.e. xeQy.



Convergencia de las soluciones aproximadas

wp, — w débilmente en Hé(Q)

ve(P(Q), w=0, suppycQpccQ

Por la Proposicién:

Jcp>0t. q. wy(x)=cp, a.e. x€Qp.

gn(x,wp) < g(x,wp) <c, a.e. xeQy.
Y>>0t q. ¢y(s):= se?s” satisface

1
@ (s) = clpy(s) = ors [1 +2ys% - c|s|] z 5 VseR.
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Convergencia de las soluciones aproximadas

x@y(Ti(wn) = Ti(w))w(x)

wa,,V(Tk(w,,) — Te(W)) oy (Ti(wn) = Tie(w))w +

Qo
nIVW,,I2
n\A»Wn T n _T
Jg(xw)nﬂvwz"’y( (W) = Ti(w))w
0

+ [ VwnTupy (T(wn) = Tw)) = [ aniy(Tu(wn) = Tu(w))w
Qo Qo



Convergencia de las soluciones aproximadas

x@y(Ti(wn) = Ti(w))w(x)

[ VW V( Th(Wn) = T(w))@( Tie(wa) = Tie(w))y +

n|Vw,|?
fgn(x’ Wn)m(ﬂy(Tk(Wn)— Ti(w))y

= _vaany(Tk(Wn) - Tk(W))+fan(P7(Tk(Wn)_ Te(w))y



Convergencia de las soluciones aproximadas

x Py (Ti(wn) = Ti(w))p(x)

f VWV Te(Wn) = T (W)@, (Te(wn) = Tr(w))y +

Qo
nIVw,|?
Qf B W)y (i) = Tic(w)) v
0

=—f wYW¢y(Tk(Mln)— Tk(W)2+f§n¢y(Tk(Wn)— Tie(w))w

PV Luyg,0)=0 T Lap,(0)w=0



Convergencia de las soluciones aproximadas

x@y(Ti(wn) = Ti(w))w(x)

[ VW V( Th(Wn) = T(w))@( Tie(wa) = Tie(w))y +

n|Vw,|?
fgn(x’ Wn)m%(Tk(Wn)— Ti(w))y

=~ [ Y Typy (Tiwn) = Tuw)) + [ oy (Tielwn) = Tic(w)wr= e()

Qo Qo



Convergencia de las soluciones aproximadas

x@y(Ti(wn) = Ti(w))w(x)

[ VW V( Th(Wn) = T(w))@( Tie(wa) = Tie(w))y +

n|Vw,|?
| 8 0) o (Tioin) = Tuw))w= ()



Convergencia de las soluciones aproximadas

x@y(Ti(wn) = Ti(w))w(x)

[W Ti(wn) = Ti(w [(Py Ti(wn) = Ti(w) C|‘P7(Tk(Wn)_Tk(W))|]w



Convergencia de las soluciones aproximadas

x@y(Ti(wn) = Ti(w))w(x)
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Convergencia de las soluciones aproximadas

x@y(Ti(wn) = Ti(w))w(x)

[ 19( Tie(wn) - Tie(w)) Py < &(n)

Qo

+

f|VGk(W,,)|2 <g, Vk=zky
Q

wn—w en HL(Q)



Paso al limite

V‘PECSO(Q), =0 supp @ € Qg cc Q

n|Vwy|>
fVWn-V(p+fg,,(x, Wn)—(p—fan(p

n+ Vw2
Q QO o)
~ g 4 ~ ~~ ) N J
fVW-V(p fg(x, W)|VW|2(p fa(p
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” Wova(Q)

Espacios de Marcinkiewicz
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Iwll ve (o) = inf{c: p({lwl>t})<ct™® Vt>0}



o Siaell(Q) = weW,(Q), Vo< % .

w, , =< cte
” n ” Wol Q(Q)

Espacios de Marcinkiewicz
MP(Q,u) ={w:w p—medible, 3c>0, p({lwl>t})<ct™® Vt>0}

Iwll ve (o) = inf{c: p({lwl>t})<ct™® Vt>0}

o Siaell(Q), 3so,u>0 t.q gxs)=p si s=s5= WEH&(Q)
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No existencia de solucion para

—div (M(x, w)Vw) + g(x, w)|Vw|? = a(x)

alél® < M(x,s)E-&, V(s,&)eRxRN, aexeQ.
IM(x,s)l<B, VseR, aexeQ.

Teorema
g:Qx(0,+00) — R Carath.,, h:R— R t. q.

vVhe Ll [0, +00)

loc
0<h(s)<g(x,s), Vs>0, ae xeQ

= Asolwe H&(Q)OL‘”(Q)

lims—.g-\/ h(s) efl WCL: —bh=0

_h)+p
a

A(a(x))




No existencia de solucion para
—div (M(x, w)Vw) + g(x, w)|Vw|? = a(x)

Teorema
g:Qx(0,+00) — R Carath., h:R— R t. q.

vVhe Ll ]0,+00)

loc

0<h(s)<g(x,s), Vs>0, aexeQ

S
h(t)dt
Iims_,0+\/h(s efl () =b=0

M(a(x)) > HD*P

a

> = Asol we Hg(Q)nL‘”(Q)

Remark:

@ Si limsup,_, o h(s)<oco >A0<we H&(Q)
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Idea de la prueba

Sea we H&(Q) N L*°(Q) una solucién.

Para una cierta ¢ € C(R) con ¢(0) =0, escogemos v = ¢(w) como
funcion test

f/\/l(x, W)VW-VW'(W)+fh(w)|vW|2<p(W)sfa(x)q;(w)

Q

1
+ — E!M(X,W)VW'VWh(W)w(W)
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Idea de la prueba

Sea we H&(Q) N L*°(Q) una solucién.

Para una cierta ¢ € C(R) con ¢(0) =0, escogemos v = ¢(w) como
funcion test

fM(X,W)VW-VW [(p’(w)+ h(W)(p(W)]
Q < )

p
=0
+f - M(;’W)]vW-th(W)w(W)sfa(x)w(W)

afIVU(W)|2:afIVW|2[0/(W)]2Sfa(x)(p(w)
Q Q

Q
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Idea de la prueba

Sea we H&(Q) N L*°(Q) una solucién.

Para una cierta ¢ € C(R) con ¢(0) =0, escogemos v = ¢(w) como
funcion test

Qf/\/l(x W)VW-VW[ (W)+li(gv) (W)]
+f I—M()ﬁ( )]VW Vw h(w f_ax)(p
QT Q

05/|V0(W)|2 = cxfleIz[a'(W)]2 sfa(x)(p(w)

Q

a [ 1Vo(w)i2 = (h(1) + ) [ aC)[o(w)P



Idea de la prueba

Sea we H&(Q) N L*°(Q) una solucién.

Para una cierta ¢ € C(R) con ¢(0) =0, escogemos v = ¢(w) como
funcion test

([M(X W)VW-VWJ (W)+i’fl‘;/) ( )]
=0
+f - M(;’W)]VW Vw h( )(p(W)sfa(x)(p(W)
Q T Q

Q

ala(a f 1)+p) f (o (w)P
Q Q



Idea de la prueba

Let we H&(Q) N L*°(Q) be a solution.

For a suitable ¢ € C1(R) with ¢(0) =0, we choose v =¢(w) as test
function
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