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Problema

−∆w(x)+g(x ,w(x))|∇w(x)|2 = a(x), x ∈Ω

w ∈H1
0 (Ω)

 (P)

donde
Ω dominio abierto y acotado de RN , N ≥ 3

0≤ a
g :Ω× (0,+∞)−→R Carathéodory

Modelo más simple:

g(x ,s)= 1
sγ , γ> 0
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Definición de solución

Si 0≤ a ∈ L 2N
N+2 (Ω), g :Ω× (0,+∞)−→R Carathéodory, decimos que w es

solución de

−∆w(x)+g(x ,w(x))|∇w(x)|2 = a(x), x ∈Ω

w ∈H1
0 (Ω)

 (P)

si g(x ,w(x))|∇w(x)|2 ∈ L1
loc(Ω) y

∫
Ω

∇w(x) ·∇ϕ(x)dx +
∫
Ω

g(x ,w(x))

∈L1(Ω)︷ ︸︸ ︷
|∇w(x)|2ϕ(x)dx =

∫
Ω

a(x)ϕ(x)dx

∀ϕ ∈C∞
0 (Ω)
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Problema

−∆w(x)+g(x ,w(x))|∇w(x)|2 = a(x), x ∈Ω

w ∈H1
0 (Ω)

 (P)

Motivación Física
Problemas estocásticos de control
P.L. Lions, ’80, A. Bensoussan, J. Freshe y U. Mosco ’82
Patrones de crecimiento en frentes de solidificación (crecimiento de
tumores)
M. Kardar, G. Parisi y Y.C. Zhang ’86,
H. Berestycki, S. Kamin y G. Sivashinsky ’01 (frentes de crecimiento
de llamas de fuego)
Flujo en una roca porosa fisurada permeable

g(w)= 1
w

G.I. Barenblatt, M. Bertsch, A.E. Chertock y V.M. Prostokishin, ’00



Crecimiento Natural

−∆w(x)+g(x ,w(x))|∇w(x)|2 = a(x), x ∈Ω
w ∈H1

0 (Ω)
(P)

Ecuación (P) es invariante mediante el cambio no lineal de variables
del tipo w =H(u). Kazdan y Kramer, ’78.
Contraejemplos Serrin, ’69 si el crecimiento de ∇w es supercuadrático.
Cálculo de Variaciones: ecuación de Euler asociada al funcional

J(w)= 1
2

∫
Ω

A(x ,w)|∇w |2 −
∫
Ω

a(x)w , w ∈H1
0 (Ω)

−div(A(x ,w)∇w)+ 1
2A′

w (x ,w)|∇w |2 = a(x), x ∈Ω
Trabajos de D. Arcoya L. Boccardo y L. Orsina.
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g(x ,s)s ≥ 0

a ∈ Lq(Ω), q > N
2

=⇒∃ sol. w .

Ferone y Murat ’98
g acotada y Carathéodory
a ∈ LN/2(Ω) “pequeña”

}
=⇒∃ sol. w .



Resultados previos

L. Boccardo, F. Murat y J.P. Puel ’82,’83,. . .

g :Ω×R−→R Carathéodory
g(x ,s)s ≥ 0

a ∈ Lq(Ω), q > N
2

=⇒∃ sol. w .

Ferone y Murat ’98
g acotada y Carathéodory
a ∈ LN/2(Ω) “pequeña”

}
=⇒∃ sol. w .



Resultados previos

Brezis y Nirenberg, ’97
( g(x ,s)s ≥ 0, para |s | >> 0)

Boccardo, Segura de León y C. Trombetti, ’01

Porretta y Segura de León, ’06

Abdellaoui, Dall’Aglio y Peral, ’06

Arcoya y M-A., aparecerá en Rev. Mat. Iberoamericana

Giachetti y Murat, en preparación. El caso g(x ,s)=− 1
sα .



Existencia de solución para
−∆w(x)+g(x ,w(x))|∇w(x)|2 = a(x), x ∈Ω

Teorema
g :Ω× (0,+∞)−→R Carath., h :R−→R t. q.

p
h ∈ L1, 0< h ↘ cerca de cero

0≤ g(x ,s)≤ h(s), ∀s > 0, a.e x ∈Ω

a ∈ L 2N
N+2 (Ω) y infΩ0a> 0, ∀Ω0 ⊂⊂Ω


=⇒

∃ sol w ∈H1
0 (Ω),

g(x ,w)|∇w |2 ∈ L1(Ω)



Esquema de la prueba
Problemas aproximados

gn(x ,s)=


0, s ≤ 0
nh( 1

n ) s
h(s)g(x ,s), 0< s ≤ 1

n
g(x ,s), 1

n ≤ s

gn(x ,s) n→+∞−→ g(x ,s), ∀s > 0 y para a.e. x ∈Ω ,

gn(x ,s)≤ g(x ,s), ∀s > 0, para a.e. x ∈Ω , ∀n >> 0 ,

gn(x ,s)s ≥ 0, ∀s ∈R.



Esquema de la prueba
Problemas aproximados

gn(x ,s)=


0, s ≤ 0
nh( 1

n ) s
h(s)g(x ,s), 0< s ≤ 1

n
g(x ,s), 1

n ≤ s

1/n

hn(s)

s

1

gn(x ,s) n→+∞−→ g(x ,s), ∀s > 0 y para a.e. x ∈Ω ,

gn(x ,s)≤ g(x ,s), ∀s > 0, para a.e. x ∈Ω , ∀n >> 0 ,

gn(x ,s)s ≥ 0, ∀s ∈R.



Esquema de la prueba
Problemas aproximados

gn(x ,s)=


0, s ≤ 0
nh( 1

n ) s
h(s)g(x ,s), 0< s ≤ 1

n
g(x ,s), 1

n ≤ s

gn(x ,s) n→+∞−→ g(x ,s), ∀s > 0 y para a.e. x ∈Ω ,

gn(x ,s)≤ g(x ,s), ∀s > 0, para a.e. x ∈Ω , ∀n >> 0 ,

gn(x ,s)s ≥ 0, ∀s ∈R.



Problemas aproximados

−∆wn(x)+gn(x ,wn(x))
|∇wn(x)|2

1+ 1
n |∇wn(x)|2

= an(x), x ∈Ω

wn ∈H1
0 (Ω)

 (Pn)

donde an(x)=Tn(a(x))

-

-

k

k

k k

Tk(s)

s

1

BMP⇒∃wn ∈H1
0 (Ω)∩L∞(Ω) solución de (Pn)
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Lema
wn verifica:

1. Si S denota la mejor constante de Sobolev, entonces
‖wn‖H1

0 (Ω) ≤S −1‖a‖2N/(N+2), para cada n ∈N. En particular,
podemos suponer, pasando a una subsucesión, que wn*w en H1

0 (Ω).
2. wn ∈C(Ω) y wn(x)> 0 para cada x ∈Ω.
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Cota a priori por debajo para wn

Proposición

∀Ω0 ⊂⊂Ω ∃cΩ0 > 0 s. t. wn ≥ cΩ0 , ∀x ∈Ω0, ∀n ∈N

Prueba.
φ= e−H(wn)ϕ función test, (0≤ϕ ∈C∞

0 (Ω))
gn(x ,s)≤ h(s)

∫
Ω

∇wn(−h(wn))∇wne−H(wn)ϕ+
∫
Ω

∇wne−H(wn)∇ϕ+
∫
Ω

h(wn)|∇wn|2e−H(wn)ϕ

≥
∫
Ω

ane−H(wn)ϕ,
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Cota a priori por debajo para wn∫
Ω
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Ω
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Cambio de variable un :=ψ(wn) ∈H1
loc(Ω), donde

ψ(t)=
∫ 1

t
e−H(s)ds ↘ y H(s)=

∫ s

1
h(t)dt ,

−
∫
Ω

∇un∇ϕ≥
∫
Ω

ane−H(wn)ϕ,

un satisface

∆un ≥ ane−H(wn) ≥minΩ0ane−H(wn)

Keller-Osserman ∃CΩ0 > 0 t.q. un ≤CΩ0

wn ≥ψ−1(−CΩ0)= c0 > 0 a.e. x ∈Ω0.
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Convergencia de las soluciones aproximadas

wn*w débilmente en H1
0 (Ω)

ψ ∈C∞
0 (Ω), ψ≥ 0, suppψ⊂Ω0 ⊂⊂Ω

Por la Proposición:

∃c0 > 0 t. q. wn(x)≥ c0, a.e. x ∈Ω0.

gn(x ,wn)≤ g(x ,wn)≤ c , a.e. x ∈Ω0.

γ>> 0 t. q. ϕγ(s) := seγs2 satisface

ϕ′
γ(s)−c |ϕγ(s)| = eγs2 [

1+2γs2−c |s |
]
≥ 1

2 , ∀s ∈R.
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×ϕγ(Tk(wn)−Tk(w))ψ(x)∫
Ω0

|∇(Tk(wn)−Tk(w))|2ψ≤ ε(n)

+∫
Ω
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⇓

wn →w en H1
loc(Ω)



Paso al límite

∀ϕ ∈C∞
0 (Ω), ϕ≥ 0 suppϕ⊂Ω0 ⊂⊂Ω∫

Ω

∇wn ·∇ϕ
︸ ︷︷ ︸
↓∫

Ω

∇w ·∇ϕ

+
∫
Ω

gn(x ,wn)
n|∇wn|2

n+|∇wn|2
ϕ

︸ ︷︷ ︸
↓∫

Ω

g(x ,w)|∇w |2ϕ

=
∫
Ω

anϕ

︸ ︷︷ ︸
↓∫

Ω

aϕ



Remarks

Si a ∈ L1(Ω) ⇒ w ∈W 1,q
0 (Ω), ∀q < N

N−1 .

‖wn‖W 1,q
0 (Ω)

≤ cte

Espacios de Marcinkiewicz

Mp(Ω,µ)= {
w : w µ−medible, ∃c > 0, µ({|w | > t})≤ ct−p ∀t > 0

}
‖w‖Mp(Ω,µ) = inf

{
c : µ({|w | > t})≤ ct−p ∀t > 0

}

Si a ∈ L1(Ω), ∃s0,µ> 0 t. q. g(x ,s)≥µ si s ≥ s0 ⇒ w ∈H1
0 (Ω)

.
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No existencia de solución para
−div (M(x ,w)∇w)+g(x ,w)|∇w |2 = a(x)

α|ξ|2 ≤M(x ,s)ξ ·ξ, ∀(s ,ξ) ∈R×RN , a.e x ∈Ω.

|M(x ,s)| ≤β, ∀s ∈R, a.e x ∈Ω.

Teorema
g :Ω× (0,+∞)−→R Carath., h :R−→R t. q.

p
h 6∈ L1

loc[0,+∞)

0≤ h(s)≤ g(x ,s), ∀s > 0, a.e. x ∈Ω

lims→0+
√

h(s) e

∫ s

1

√
h(t)dt

= b ≥ 0

λ1(a(x))> h(1)+β
α



=⇒ 6 ∃ sol w ∈H1
0 (Ω)∩L∞(Ω)
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Remark:
Si limsups→+∞h(s)<∞ ⇒6 ∃0<w ∈H1

0 (Ω)



Idea de la prueba

Sea w ∈H1
0 (Ω)∩L∞(Ω) una solución.

Para una cierta ϕ ∈C1(R) con ϕ(0)= 0, escogemos v =ϕ(w) como
función test
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Ω

a(x)[σ(w)]2 = 0, σ(w)= 0, a.e. x ∈Ω.
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contradice que w > 0 in Ω



Remarks

Λ> 0 , γ> 2 y Λ

sγ ≤ g(x ,s), ∀s > 0, a.e. x ∈Ω.

γ= 2, hR(s)= ΛR
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λ1(a(x))> ΛR2 +Rβ
α
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