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Sistemas de ecuaciones no lineales de tipo Schrodingel

- Sistemas con acoplamiento lineal.

(SL) = ~Au+u=ud+ v, uecWHRY)
b= ~Av+v=v3+du, vecWHRY)

- Sistemas con acoplamiento no lineal.

(Swp) = —Au+ Mu = pu’ + puv?;,  uwe WH(RY)
NLI= —Av + Agv = pov® + Budv, v e WHH(RY)

- Aplicaciones en Optica.
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Sistemas (NLS): Acoplamiento no lineal.
Problema

(Swp) = —Aui +\up = ,ulu:f + Bu%ul, uy € W1’2(RN),
NL) =
—Aug + Aous = ,ugug + ﬁu%ug, ug € W1’2(RN),

donde N =2,3, \;,u; >0,5=1,2,y B3 €R.
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Sistemas (NLS): Acoplamiento no lineal.
Problema

—Aui +\up = ,ulu:f + Bu%ul, uy € W1’2(]RN),
(SNL) = 3 2 1,2 N
—Aug + Aauz = paus + PBuju, uz € WH(RY),

donde N =2,3, A\j,u; >0,75=1,2,y B R,

Significado Fisico: Optica no lineal.
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Sistemas (NLS): Acoplamiento no lineal.

Problema

—Auy + Aur = puf 4 Budur,  wr € WHERY),

(SNL) = 3 2 1,2 N
—Aug + Aauz = paus + PBuju, uz € WH(RY),

donde N =2,3, \;,u; >0,5=1,2,y B3 €R.

Significado Fisico: Optica no lineal.

Si E(z, z) = denota la envoltura compleja de un campo eléctrico, los rayos de luz planos y
estacionarios propagandose en la direccion del eje z se describen por una ecuacion no
lineal de tipo Schrodinger (NLS):

i E,+ Ezo + 5| E[PE=0.

Si E es la suma de dos ondas polarizadas a izg.-derecha, a1 E1-a2 E> llegamos al sistema:

i(El)z + (El)ww + (a%|E1|2 + CL%|E2|2)E1 =0,
i(E2): + (E2)za + (af|E1]? + a3| E2|?)E2 = 0.
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Sistemas (NLS): Acoplamiento no lineal.

Problema

—Auy + Aur = puf 4 Budur,  wr € WHERY),

(SNL) = 3 2 1,2 N
—Aug + Aauz = paus + PBuju, uz € WH(RY),
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Sistemas (NLS): Acoplamiento no lineal.

Problema

—Aui +\up = ,ulu:f + Bu%ul, uy € W1’2(RN),
(SNL) = 3 2 1,2(mN
—Aug + Aauz = paus + PBuju, uz € WH(RY),
donde N =2,3, \;,u; >0,5=1,2,y B3 €R.
Significado Fisico: Optica no lineal.
i(E1)z + (B1)as + (af|E1]* + a3|E2*)E1 - =0,
i(E2): + (E2)za + (af|E1]? + a3| E2|?)E2 = 0.

Buscando ondas estacionarias, E;(z, z) = e'*

reales del sistema

i%u;(x), con A; > 0y u;(x) soluciones
—(u1)zz + Aur = (a®u? + a3jud)us,
—(u2)ze + Aouz = (a%u% + a%u%)ug.

Si notamos g el coeficiente de acoplamiento y p1; > 0 los coeficientes de u?

—u) + w1 = ulu? + Bu%ul,

1/ _ 2
—uy + Aouz = ,ugu% + Buius.
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Sistemas (NLS): Acoplamiento no lineal.

#® Restriccion natural (variedad de Nehari M).
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Sistemas (NLS): Acoplamiento no lineal.

#® Restriccion natural (variedad de Nehari M).

# Indice de Morse de soluciones semi-triviales.
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Sistemas (NLS): Acoplamiento no lineal.

Restriccion natural (variedad de Nehari M).
Indice de Morse de soluciones semi-triviales.

Técnicas variacionales (teoria de puntos criticos).

Resultados de existencia:
1. Existencia de Bound States.
2. Existencia de Ground States.
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Sistemas (NLS): Acoplamiento no lineal.

Restriccion natural (variedad de Nehari M).
Indice de Morse de soluciones semi-triviales.

Técnicas variacionales (teoria de puntos criticos).

Resultados de existencia:
1. Existencia de Bound States.
2. Existencia de Ground States.

[LW] T-C. Lin & J. Wei. Comm. Math. Phys. 2005.
[MMP] L. Maia, E. Montefusco & B. Pellacci . Jour. Diff. Eqns. 2007.
[B] B. Sirakov. Comm. Math. Phys. 2007.
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Sistemas (NLS): Acoplamiento no lineal.

Soluciones semitriviales:
ulp = (Ul,O), uz = (OaUQ)a
donde por un_lado, U es la solucion positiva y radial de —Au +u =u3y

Uj(z) = 2—5 U(\/Aj z), es lasolucion de —Au + Aju = pju’.
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Sistemas (NLS): Acoplamiento no lineal.

Notacion:

1

Fu) = F(Ul,m):—/ (m1ui + pousy) dr,
4 RN

G(u) = G(’UJ1,U2)=1/ ujusda,
2 RN
1

P(u) = <I>(U1,uz)=§HU\I2—F(U)—BG(U)-

U(u) = (@' (w)|u) = [lu]|> — 4F (u) — 4G (u).

Sean E=W2(RN),E=Ex E,H=W"% (RN)yH=H x H.

radial
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Sistemas (NLS): Acoplamiento no lineal.

Notacion:

1

Fu) = F(Ul,m):—/ (m1ui + pousy) dr,
4 RN

G(u) = G(’UJ1,U2)=1/ ujusda,
2 RN
1

P(u) = <I>(U1,uz)=§HU\I2—F(U)—BG(U)-

U(u) = (@' (w)|u) = [lu]|> — 4F (u) — 4G (u).

Sean E=W2(RN),E=Ex E,H=W"% (RN)yH=H x H.

radial

Definicion. Decimos que u € E es un “bound state” no trivial de (Sxz,) Si u es un punto
critico no trivial de ®. Un “ground state” de (Sn ) es un “bound state” u > 0 tal que su
energia es minimal entre todos los “bound states” no triviales, es decir,

&(u) = min{®(v) : v € E\ {0}, &/(v) = 0}.
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Sistemas (NLS): Acoplamiento no lineal.

Variedad de Nehart:
M = {ucH\{0}: T(u) = ('(u)|u) = 0}.
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Sistemas (NLS): Acoplamiento no lineal.

Variedad de Nehart:
M = {ucH\{0}: T(u) = (& (u)u) = 0}.
Restriccion Natural

Proposicion. u € H es punto critico no trivial de ¢ siy solo si u € M y es punto critico &
restringido a M.
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Sistemas (NLS): Acoplamiento no lineal.

Variedad de Nehart:
M = {ucH\{0}: T(u) = (& (u)u) = 0}.
Restriccion Natural

Proposicion. u € H es punto critico no trivial de ¢ siy solo si u € M y es punto critico &
restringido a M.

® M es una restriccion natural.

® Una ventaja: la variedad de Nehari es tal que ® es acotado inferiormente sobre M.
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Sistemas (NLS): Acoplamiento no lineal.

Variedad de Nehart:
M = {ucH\{0}: T(u) = ('(u)|u) = 0}.
Restriccion Natural

Proposicion. u € H es punto critico no trivial de ¢ siy solo si u € M y es punto critico &
restringido a M.

® M es una restriccion natural.

® Una ventaja: la variedad de Nehari es tal que ® es acotado inferiormente sobre M.

Lema. ® satisface la condicion de Palais-Smale sobre M.

Observacion. Proposicion + Lema = min{®(u) | u € M} se alcanza, obteniendo una
solucion del sistema Sy ..
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Sistemas (NLS): Acoplamiento no lineal.

Evaluacion del indice de Morse de  u;

N

V%

J < A

minimos sobre M

/N
/" \

5 > A

puntos “saddle” sobre M
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Sistemas (NLS): Acoplamiento no lineal.

Evaluacion del indice de Morse de  u;

3 < A j > N
minimos sobre M puntos “saddle” sobre M

Teorema (Ambrosetti-C.)

(1) VB < A, uj, 7 = 1,2, son puntos de minimo local del funcional ® sobre M.

(¢3) Si 8 > A’ entonces u; son puntos “saddle” de ® sobre M. En particular,
inf p ® < min{CI)(ul), (I)(LIQ)}.
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Sistemas (NLS): Acoplamiento no lineal.

- AV,

7 < A 3> N

mountain pass sobre M minimo sobre M
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Sistemas (NLS): Acoplamiento no lineal.

\/

)] < A )] T _.-""1';

mountain pass sobre M minimo sobre M

Lema (Ambrosetti-C.)

() SiB < A, entonces @ tiene un punto critico u* de tipo “mountain-pass” sobre M. Se
verifica ®(u*) > max{®(uy), ®(u2)}. Ademas, si 3 € (0, A), entonces u* > 0.

(i) SiB > A’ entonces ® tiene un minimo global u sobre M,
®(u) < min{®(uy), P(u2)}.
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Sistemas (NLS): Acoplamiento no lineal.

Teorema (Ambrosetti-C.)

1. Sig < A, entonces (S, ) tiene un “bound state” radial u* tal que u* # u;, j =1,2.
Ademas, si 8 € (0,A), entonces u* > 0.

2. SipB > A entonces (Sny, ) tiene un “ground state” radial u > 0.

Eduardo Colorado - p. 10/33



Sistemas (NLS): Acoplamiento no lineal.

Teorema (Ambrosetti-C.)

1. Sig < A, entonces (S, ) tiene un “bound state” radial u* tal que u* # u;, j =1,2.
Ademas, si 8 € (0,A), entonces u* > 0.

2. SipB > A entonces (Sny, ) tiene un “ground state” radial u > 0.

|deas de la prueba: 1. Por el Lema (¢), u* € M es punto critico de tipo “mountain-pass”.
Para probar que u* > 0 cuando 3 € (0, A) introducimos el funcional:

¥ (u) = 3[ul* - F(u") - 5G(u™),
donde ut = (ui“,u;) y uT = max{u, 0}.

Trabajando en la Variedad de Nehari correspondiente, el principio del maximo prueba
u* > 0.
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Sistemas (NLS): Acoplamiento no lineal.

Teorema (Ambrosetti-C.)

1. Sig < A, entonces (S, ) tiene un “bound state” radial u* tal que u* # u;, j =1,2.
Ademas, si 8 € (0,A), entonces u* > 0.

2. SipB > A entonces (Sny, ) tiene un “ground state” radial u > 0.

|deas de la prueba: 1. Por el Lema (¢), u* € M es punto critico de tipo “mountain-pass”.
Para probar que u* > 0 cuando 3 € (0, A) introducimos el funcional:

F (u) = 3llull® —~F(u") - 5G(u’),

donde ut = (ui’_, u;_) y uT = max{u, 0}.
Trabajando en la Variedad de Nehari correspondiente, el principio del maximo prueba
u* > 0.

2. De nuevo por el Lema (ii) obtenemos un punto critico u de &, el minimo de ® restringido
a M.

Para probar que es un “ground state”, se utiliza la Simetrizacion de Schwarz junto a un
argumento de contradiccion.
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Sistemas (NLS): Acoplamiento lineal.

(5,) = —Aui +u1 = uf+ Buz, u € WHZRY),
L =
—Aug +uy = ug’ + Bui, ug € Wl’Q(RN).
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Sistemas (NLS): Acoplamiento lineal.

Motivados por:

[AA] N. Akhmediev, A. Ankiewicz, Novel soliton states and bifurcation phenomena in nonlinear fiber
couplers. Phys. Rev. Lett. 1993.

La propagacion de pulsos opticos en una fibra no lineal “dual-core” puede describirse en
términos de dos ecuaciones no lineales de tipo Schroédinger (NLSE’s). El sistema esta dado
por:

z(bz + (bxaz + |¢|2¢ + K’QD = 0,
Z@DZ + wxw + |¢|2¢ + K¢ = 0,

donde ¢(z, z) y ¥ (x, z) son funciones complejas y K es un coeficiente normalizado de
acoplamiento entre los dos nucleos.
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Sistemas (NLS): Acoplamiento lineal.

Motivados por:

[AA] N. Akhmediev, A. Ankiewicz, Novel soliton states and bifurcation phenomena in nonlinear fiber
couplers. Phys. Rev. Lett. 1993.

La propagacion de pulsos opticos en una fibra no lineal “dual-core” puede describirse en
términos de dos ecuaciones no lineales de tipo Schroédinger (NLSE’s). El sistema esta dado
por:

z(bz + (bazaz + |¢|2¢ + K’QD = 0,
iwz + wxw + |¢|2¢ + K¢ = 0,

donde ¢(z, z) y ¥ (x, z) son funciones complejas y K es un coeficiente normalizado de
acoplamiento entre los dos nucleos.

Las soluciones “pulse-like” dgf' = dgf' = 0) estacionarias pueden representarse en la
forma:

d(x,z) = al(az)ewz, v(x,z) = f&g(az)ewz,

donde u;, « = 1, 2 son funciones reales, w > 0.
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Sistemas (NLS): Acoplamiento lineal.

Motivados por:

[AA] N. Akhmediev, A. Ankiewicz, Novel soliton states and bifurcation phenomena in nonlinear fiber
couplers. Phys. Rev. Lett. 1993.

La propagacion de pulsos opticos en una fibra no lineal “dual-core” puede describirse en
términos de dos ecuaciones no lineales de tipo Schroédinger (NLSE’s). El sistema esta dado
por:

z(bz + (bazaz + |¢|2¢ + K’QD = 0,
iwz + wxw + |¢|2¢ + K¢ = 0,

donde ¢(z, z) y ¥ (x, z) son funciones complejas y K es un coeficiente normalizado de
acoplamiento entre los dos nucleos.

Las soluciones “pulse-like” dgf' = dgf' = 0) estacionarias pueden representarse en la
forma:

d(x,z) = al(az)ewz, v(x,z) = f&g(az)ewz,

donde 4;, ¢ = 1,2 son funciones reales, w > 0. Tomando 8 = K/w Yy u;(z) = %}f&i(%),
1 =1, 2, resulta

—uf +u1r = uj + Bug,

1/
—uy +uz = uj+ Bui,

que adopta la forma unidimensional correspondiente al sistema inicial (Sp,). Eduardo Colorado — p. 11/33



Sistemas (NLS): Acoplamiento lineal.

Dado el sistema
{ —u) +ur = u:f + Bus,

—uf +uz = uj+ Bui,

buscamos la existencia de “bound states” , es decir, soluciones (u,v), con u,v € W12(R).
Sea

V2a
cosh(y/ax)

la solucion par y positiva de —u/' + au = u3, u € WH2(R).

Ua(x) =
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Sistemas (NLS): Acoplamiento lineal.

Dado el sistema
—uf +u1 = uf+ Bus,
—ul +ux = ug + Buq,

buscamos la existencia de “bound states” , es decir, soluciones (u,v), con u,v € W12(R).
Sea

V2a
cosh(y/ax)

la solucion par y positiva de —u/' + au = u3, u € WH2(R).

Ua(x) =

e Para 3 = 0: (0,0), (£U1,0), (0,£U7).
e Para 3 > 0, en [AA] se dan dos familias de soluciones:

(Ui—g,U1_3), (=U1_g,—Ui_p) para0 < 3 <1, (estados simétricos),
(U148, —Ui48), (=U143,U143) para0 < 3, (estados antisimetricos).
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Sistemas (NLS): Acoplamiento lineal.

Dado el sistema
—uf +u1 = uf+ Bus,
—ul +ux = ug + Buq,

buscamos la existencia de “bound states” , es decir, soluciones (u,v), con u,v € W12(R).
Sea

V2a
cosh(y/ax)

la solucion par y positiva de —u/' + au = u3, u € WH2(R).

Ua(x) =

e Para 3 = 0: (0,0), (£U1,0), (0,£U7).
e Para 3 > 0, en [AA] se dan dos familias de soluciones:

(Ui—g,U1_3), (=U1_g,—Ui_p) para0 < 3 <1, (estados simétricos),
(U148, —Ui48), (=U143,U143) para0 < 3, (estados antisimetricos).

Demostramos existencia de nuevas soluciones para B = e > 0 pequefo.
Ademas, una de sus componentes es un “multi-bump”.
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Sistemas (NLS): Acoplamiento lineal.

N
J\U

ooooooooooooooooooooooo



Sistemas (NLS): Acoplamiento lineal.

® Estamos interesados en las propiedades del sistema (Sy,) que no posee una simple
ecuacion NLS.
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Sistemas (NLS): Acoplamiento lineal.

® Estamos interesados en las propiedades del sistema (Sy,) que no posee una simple
ecuacion NLS.

® |a existencia de soluciones “multi-bump” (en una ecuacion) requiere la presencia de
un potencial adecuado dependiente de x que rompa la invarianza simétrica de la
ecuacion NLS. Por ejemplo, en ecuaciones del tipo

—2Au+u+ V(z)u = u’,

cuando € — 0, bajo la hipoétesis que V' tenga varios puntos criticos, los picos de la
solucién convergen a los puntos criticos de V.
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ecuacion NLS. Por ejemplo, en ecuaciones del tipo

—2Au+u+ V(z)u = u’,

cuando € — 0, bajo la hipoétesis que V' tenga varios puntos criticos, los picos de la
solucién convergen a los puntos criticos de V.

En sistemas vemos que esto no es necesario, a pesar de tener un sistema autonomo.

L I

En concreto, para 8 = € pequeio, encontramos nuevas soluciones, con una
componente “multibump”.
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L I

Sistemas (NLS): Acoplamiento lineal.

Estamos interesados en las propiedades del sistema (S, ) que no posee una simple
ecuacion NLS.

La existencia de soluciones “multi-bump” (en una ecuacion) requiere la presencia de
un potencial adecuado dependiente de x que rompa la invarianza simétrica de la
ecuacion NLS. Por ejemplo, en ecuaciones del tipo

—2Au+u+ V(z)u = u’,

cuando € — 0, bajo la hipoétesis que V' tenga varios puntos criticos, los picos de la
solucién convergen a los puntos criticos de V.

En sistemas vemos que esto no es necesario, a pesar de tener un sistema autonomo.

En concreto, para 8 = € pequeio, encontramos nuevas soluciones, con una
componente “multibump”.

Este hecho fue estudiado numéricamente en [AA] (en dimension N = 1), pero faltaba
una prueba analitica, que la hemos dado para N = 1, ademas hemos estudiado los
casos de dimensiones N = 2, 3.
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Sistemas (NLS): Acoplamiento lineal.

(0, —U)

(U, -U)

A = Soluciones Asimétricas.
B = Soluciones Simétricas.

C' = Soluciones Antisimétricas.
D = Soluciones “Multi-bump”.

Eduardo Colorado - p. 15/33



Sistemas (NLS): Acoplamiento lineal.

Dado el sistema (N = 1)

1 — 3
(Pl) _ —Uyq + uy — Uq + cua,
—uy fuz = uj+eul,

Teorema 1 [Ambrosetti-C.-Ruiz] Existe eg > 0tal que si0 < € < ¢, el sistema (P;) tiene
una solucion (u1 ¢, u2.c) € WH2(R) x WH2(R) talque u1 e ~ U(x + &) + U(x — &),
uz e ~ —U(x), donde

log(1/e)

s < & <log(1l/e),

paraun é € (0, 1) fijjado.
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Dado el sistema (N = 1)

1 — 3
(Pl) _ —Uyq + uy — Uq + cua,
—uy fuz = uj+eul,

Teorema 1 [Ambrosetti-C.-Ruiz] Existe eg > 0tal que si0 < € < ¢, el sistema (P;) tiene
una solucion (u1 ¢, u2.c) € WH2(R) x WH2(R) talque u1 e ~ U(x + &) + U(x — &),
uz e ~ —U(x), donde

log(1/e)

s < & <log(1l/e),

paraun é € (0, 1) fijjado.

e Para € = 1 coinciden con los estados antisimétricos.
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Sistemas (NLS): Acoplamiento lineal.

Dado el sistema (N = 1)

1 — 3
(Pl) _ —Uyq + uy — Uq + cua,
—uy fuz = uj+eul,

Teorema 1 [Ambrosetti-C.-Ruiz] Existe eg > 0tal que si0 < € < ¢, el sistema (P;) tiene
una solucion (u1 ¢, u2.c) € WH2(R) x WH2(R) talque u1 e ~ U(x + &) + U(x — &),
uz e ~ —U(x), donde

log(1/e)

s < & <log(1l/e),

paraun é € (0, 1) fijjado.

e Para € = 1 coinciden con los estados antisimétricos.

e Sospechamos que estas soluciones (u1 ., u2, ) Se pueden continuar para 0 < € < 1.
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Sistemas (NLS): Acoplamiento lineal.

v

Uz + &)+ Ulx — &)

Ee
—

\
%
/ —&e \,ﬁ
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Sistemas (NLS): Acoplamiento lineal.
Dado el sistema (N = 2, 3)

—Aui +ur = uf+eug,
(Sp) = { :

—Auz +uz = uj +eu,
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Sistemas (NLS): Acoplamiento lineal.
Dado el sistema (N = 2, 3)

—Aui +ur = uf+eug,
(Sp) = ;
—Auz +uz = uj+eu,

Ademas de la existencia de soluciones anteriores con N = 1, probamos la existencia de
nuevas soluciones con mas maximos.
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Sistemas (NLS): Acoplamiento lineal.
Dado el sistema (N = 2, 3)

—Aui +ur = uf+eug,
(Sr) = ;
—Auz +uz = uj+eu,

Sea P un politopo regular (poligono regular en R? 6 sélido platénico en R3).
Sean p1, ..., pm lOs Vértices de P, con lados s y radio r.

(I) s = min{|p; —pj|: i #j} > r = |p1]|.

Lo verifican los poligonos regulares de menos de 6 lados, resp. los soélidos platonicos salvo
el dodecaedro.
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Sistemas (NLS): Acoplamiento lineal.
Dado el sistema (N = 2, 3)

—Aui +ur = uf+eug,
(Sp) = ;
—Auz +uz = uj+eu,

Sea P un politopo regular (poligono regular en R? 6 sélido platénico en R3).
Sean p1, ..., pm lOs vértices de P, con lados s y radio r.

(I) s = min{|p; — pj|: i #j} >r = |p1|.

Lo verifican los poligonos regulares de menos de 6 lados, resp. los soélidos platonicos salvo
el dodecaedro.

POLIEDEO HEXAEDRO TETRAEDRO DODECAEDRO ICOSAEDRO OCTAEDRO
REGULAR REGULAR REGULAR REGULAR REGULAR REGULAR

MODELO
4 trid : 2 o 20 trid
CARAS ., 4 IIIIEL!'EngEDb 12 .penmiﬂ_mms 20 tr_mingq[ﬂs 8 tu:'m’gu_lns
equiliteros regulares equilateros equilateros
RADIO DE LA
ESFERA o ¥ 5 MY 04333 ¥
CIRCUNSCRIPTA 2 + 4 4 2
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Sistemas (NLS): Acoplamiento lineal.
Dado el sistema (N = 2, 3)

—Aui +ur = uf+eug,
(Sr) = ;
—Auz +uz = uj+eu,

Sea P un politopo regular (poligono regular en R? 6 sélido platénico en R3).
Sean p1, ..., pm lOs Vértices de P, con lados s y radio r.

(I) s = min{|p; —pj|: i #j} > r = |p1]|.

Lo verifican los poligonos regulares de menos de 6 lados, resp. los soélidos platonicos salvo
el dodecaedro.

Teorema 2 [Ambrosetti-C.-Ruiz] Sea P un politopo regular verificando (/). Existe g > 0
tal que si 0 < € < g9, el sistema (Sy,) tiene una solucién

(u1,e,uz,e) € WH2RYN) x WL2(RY) tal que us . ~ —U(x), mientras que u . €s un
multibump con maximos localizados cerca de £p;, con £ verificando:

(0.5)

ceT. = ( log(1/¢) log(l/a)) |

s—r+8  s—r

donde § € (0, 1) es una constante fijada. Ahora U denota la Gnica solucion radial y positiva
en WhH2(RN) de —Au + u = u3.
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Metodo perturbativo

e Dado un funcional ®. € C?(H,R) (H un espacio de Hilbert), suponemos que existe una
variedad regular Z C H tal que

|®L(2)|| — 0, parae — 0, uniformemente en z € Z. (A1)
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Metodo perturbativo

e Dado un funcional ®. € C?(H,R) (H un espacio de Hilbert), suponemos que existe una
variedad regular Z C H tal que

|®L(2)|| — 0, parae — 0, uniformemente en z € Z. (A1)

e La idea consiste en probar que para 0 < € < 1, o, tiene un punto critico cerca de algun
punto z* € 7,
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Metodo perturbativo

e Dado un funcional ®. € C?(H,R) (H un espacio de Hilbert), suponemos que existe una
variedad regular Z C H tal que

|®L(2)|| — 0, parae — 0, uniformemente en z € Z. (A1)

e Para ello, consideramos el espacio tangente a Z en z, T, Z. Denotamos el complemento
ortogonal: W = (TZZ)L. Entonces buscamos puntos criticos de la forma z 4+ w, donde
we W.
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Metodo perturbativo

e Dado un funcional ®. € C?(H,R) (H un espacio de Hilbert), suponemos que existe una
variedad regular Z C H tal que

|®L(2)|| — 0, parae — 0, uniformemente en z € Z. (A1)

e Ecuacion auxiliar:
Po. (2 +w) =0, (Aux)

donde P denota la proyeccion sobre W.
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Metodo perturbativo

e Dado un funcional ®. € C?(H,R) (H un espacio de Hilbert), suponemos que existe una
variedad regular Z C H tal que

|®L(2)|| — 0, parae — 0, uniformemente en z € Z. (A1)

e Ecuacion auxiliar:
Po. (2 +w) =0, (Aux)

donde P denota la proyeccion sobre W.

e Para resolver la ecuacion auxiliar, suponemos que existe v > 0 tal que P®”(z) es
invertible Vz € Z, con

I[P®” (2)]" || <, uniformementeenz¢c Z. (A2)
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Metodo perturbativo

e Dado un funcional ®. € C?(H,R) (H un espacio de Hilbert), suponemos que existe una
variedad regular Z C H tal que

|®L(2)|| — 0, parae — 0, uniformemente en z € Z. (A1)

e Ecuacion auxiliar:
Po. (2 +w) =0, (Aux)

donde P denota la proyeccion sobre W.

e Para resolver la ecuacion auxiliar, suponemos que existe v > 0 tal que P®”(z) es
invertible Vz € Z, con

I[P®” (2)]" || <, uniformementeenz¢c Z. (A2)

e Denotando B, 4 = {w € W : ||w]|| < 2v||®L(2)||} y suponiendo que

|1®Y (2 +w) — ®Y(2)|| — 0, para € — 0, uniformemente enz € Z con w € B ~, (A3)
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Metodo perturbativo
e Definimos la aplicacion Se : B: , — W por:
Se(w) = w — [P (2)]H(PPL(z + w)).

Cada punto fijo de S: nos da una solucion de la ecuacion (Aux): P®L(z + w) = 0.

Eduardo Colorado - p. 20/33



Metodo perturbativo
e Definimos la aplicacion Se : B: , — W por:
Se(w) = w — [P (2)]H(PPL(z + w)).

Cada punto fijo de S: nos da una solucion de la ecuacion (Aux): P®L(z + w) = 0.

Lema 1. Para 0 < ¢ < 1, la aplicacion S; verifica S: (B¢ ) C Be ~ Y €S una contraccion.
Como consecuencia, 3! we . € Be ~ tal que Se(we,2) = we, 2.
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Metodo perturbativo
e Definimos la aplicacion Se : B: , — W por:
Se(w) = w — [P (2)]H(PPL(z + w)).

Cada punto fijo de S: nos da una solucion de la ecuacion (Aux): P®L(z + w) = 0.

Lema 1. Para 0 < ¢ < 1, la aplicacion S; verifica S: (B¢ ) C Be ~ Y €S una contraccion.
Como consecuencia, 3! we . € Be ~ tal que Se(we,2) = we, 2.

e En particular, ||we, .|| < 2v||®L(2)]| — 0 cuando £ — 0.
Finalmente, se considera el funcional reducido

B (2) =D (2 4+wez), z€LZ
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Metodo perturbativo
e Definimos la aplicacion Se : B: , — W por:
Se(w) = w — [P (2)]H(PPL(z + w)).

Cada punto fijo de S: nos da una solucion de la ecuacion (Aux): P®L(z + w) = 0.

Lema 1. Para 0 < ¢ < 1, la aplicacion S; verifica S: (B¢ ) C Be ~ Y €S una contraccion.
Como consecuencia, 3! we . € Be ~ tal que Se(we,2) = we, 2.

e En particular, ||we, .|| < 2v||®L(2)]| — 0 cuando £ — 0.
Finalmente, se considera el funcional reducido

B (2) =D (2 4+wez), z€LZ

Lema 2. Si z € Z es un punto critico de ®., entonces u. := z + w. , €s un punto critico de
o,

Eduardo Colorado - p. 20/33



Metodo perturbativo
e Definimos la aplicacion Se : B: , — W por:
Se(w) = w — [P (2)]H(PPL(z + w)).

Cada punto fijo de S: nos da una solucion de la ecuacion (Aux): P®L(z + w) = 0.

Lema 1. Para 0 < ¢ < 1, la aplicacion S; verifica S: (B¢ ) C Be ~ Y €S una contraccion.
Como consecuencia, 3! we . € Be ~ tal que Se(we,2) = we, 2.

e En particular, ||we, .|| < 2v||®L(2)]| — 0 cuando £ — 0.
Finalmente, se considera el funcional reducido

B (2) =D (2 4+wez), z€LZ

Lema 2. Si z € Z es un punto critico de ®., entonces u. := z + w. , €s un punto critico de
o,

[AM] A. Ambrosetti, A. Malchiodi. Perturbation methods and semilinear elliptic problems on
RYN. Prog. Math. 240, (2005).
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Sistema EDQO’s

Buscamos soluciones de
—u) +u1 —uy = eua,

3 _—

(0.6)
—ul + uz —ug = cuy.

en el espacio de Hilbert H = X x X, con X = {u € WH2(R) : u(z) = u(—=x)} conla

norma
lul® = / ('] + u?)dz.
R
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Sistema EDQO’s

Buscamos soluciones de

!/
—uy +up — ui’ = gu9,

!/
—Uy + U2 — u% = cul.

(0.7)

en el espacio de Hilbert H = X x X, con X = {u € WH2(R) : u(z) = u(—=x)} conla

norma
lul® = / ('] + u?)dz.
R

Estas soluciones son puntos criticos del funcional
O.(u) =I(ur) + I(ug) —e¥(u), u=(ur,u2),

donde
1 1
() = = fluf? — —/ wda, \I!(u):/ulugda;.
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Sistema EDQO’s

Comenzamos definiendo la variedad Z C H:
Z =A{z¢e = (U(x+ &) +U(x—¢),-U)|§ €T},
con

1 - (8L

= (e og(1/e)).

siendo 0 < 4 < 1 una constante fija.
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Sistema EDQO’s

Comenzamos definiendo la variedad Z C H:
Z={ze = U(x+¢&) +U(x—-§),-U)[§ €T},

con

1 - (8L

= (e og(1/e)).

siendo 0 < 4 < 1 una constante fija.

Notamos

Ug(z) =U(z +¢§), U_¢(z)=U(x—¢), z(x)="Us(x)+U_g(x).

En particular, los elementos de Z tienen la forma

z¢ = (z¢,—U) con £eTe..
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Sistema EDQO'’s. Estudio de la ecuacion auxiliar.

Lema 3. (i) Se verifica (Al). Precisamente, existeneg > 0y C > Otal que para0 < € < eg:
|®L(ze)|| < Ce, V€€ Te.

() 3y > O0talque para0 < e K 1y ¢ € T., PP/ (z¢) es uniformemente invertible y verifica
P®"(z¢)]7 || < ~. Es decir, se verifica (A2).
e \4¢

Eduardo Colorado - p. 24/33



Sistema EDQO'’s. Estudio de la ecuacion auxiliar.

Lema 3. (i) Se verifica (Al). Precisamente, existeneg > 0y C > Otal que para0 < € < eg:
|®L(ze)|| < Ce, V€€ Te.

() 3y > O0talque para0 < e K 1y ¢ € T., PP/ (z¢) es uniformemente invertible y verifica
|[P®Y (z¢)] 1| < . Es decir, se verifica (A2).

Lema 4. Existen constantes C, C, C > 0 tales que
Cfs(ﬁ) =C — ag,ge_2€ + be ¢ efe S +0(e?), VE€T., e~0,

donde a. ¢, b. ¢ € [C,C].
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Sistema EDQO'’s. Estudio de la ecuacion auxiliar.

Lema 3. (i) Se verifica (Al). Precisamente, existeneg > 0y C > Otal que para0 < € < eg:
|®L(ze)|| < Ce, V€€ Te.

() 3y > O0talque para0 < e K 1y ¢ € T., PP/ (z¢) es uniformemente invertible y verifica
|[P®Y (z¢)] 1| < . Es decir, se verifica (A2).

Lema 4. Existen constantes C, C, C > 0 tales que
Cfs(ﬁ) =C — ag,ge_2€ + be ¢ efe S +0(e?), VE€T., e~0,

donde a. ¢, b. ¢ € [C,C].

|deas demostracion: Como la norma de $/ esta uniformemente acotada,

Oz + w) = Pe(zg) + PL(2)[we ¢] + O(J|we ¢ 1)
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Sistema EDQO'’s. Estudio de la ecuacion auxiliar.

Lema 3. (i) Se verifica (Al). Precisamente, existeneg > 0y C > Otal que para0 < € < eg:
|®L(ze)|| < Ce, V€€ Te.

1) dy >0talquepara0 < e K 1y €& € T, P®”(z¢) es uniformemente invertible y verifica
e \4¢
|[P®Y (z¢)] 1| < . Es decir, se verifica (A2).

Lema 4. Existen constantes C, C, C > 0 tales que
Cfs(ﬁ) =C — ag,,ge_2€ + be ¢ efe S +0(e?), VE€T., e~0,

donde a. ¢, b. ¢ € [C,C].

|deas demostracion: Como la norma de $/ esta uniformemente acotada,
Pe(z + w) = O (z¢) + P (2)[we ¢] + O([Jwe ¢]|?).

Después se desprecian los términos de orden <2 utilizando el decaimiento y propiedades
de U, U¢, U_¢ y sus productos.
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Sistema EDO’s. Invertibilidad de ®7(z¢), (A2).

Lema 5. Para e suficientemente pequeio, el funcional reducido ®. tiene un punto critico
£*(e) € Tk.
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Sistema EDO'’s. Invertibilidad de &7 (z¢), (A2).

Lema 5. Para e suficientemente pequeio, el funcional reducido ®. tiene un punto critico
£*(e) € Tk.

Ideas demostracion: Sea f(§) = —c1e 28 + coe e ¢, c1,c2 > 0. Un célculo elemental

muestra que f tiene un punto de critico £*(e) = £- (un pto. de maximo) verificando
—&e
(&

Cc2 1
r— = Es. Tomando (. = — fjjg, ¢ =—loge
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Sistema EDO’s. Invertibilidad de ®7(z¢), (A2).

Lema 5. Para e suficientemente pequeio, el funcional reducido ®. tiene un punto critico
£*(e) € Tk.

Ideas demostracion: Sea f(§) = —c1e 28 + coe e ¢, c1,c2 > 0. Un célculo elemental

muestra que f tiene un punto de critico £*(e) = £- (un pto. de maximo) verificando
—&e

e C2 log e

= —~ . Tomando ¢ = — 25 ¢/ = —loge

£€ 1 261 CE 1+6 Ce g

fl&)> ¢ 2 lt:rg'“)’( 1/¢)

« 0<f(¢)< de?log(1/e)
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Sistema EDP'’s.

Observaciones:

® Sjuno trata de repetir los argumentos precedentes para encontrar soluciones con k
“bumps” en una componente y h negativos en la otra, el funcional reducido no tiene
puntos criticos.
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Sistema EDP'’s.

Observaciones:

® Sjuno trata de repetir los argumentos precedentes para encontrar soluciones con k
“bumps” en una componente y h negativos en la otra, el funcional reducido no tiene
puntos criticos.

® No solo eso, también fallan los anteriores argumentos en el caso del sistema de
EDP’s.
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Sistema EDP'’s.

Observaciones:

® Sjuno trata de repetir los argumentos precedentes para encontrar soluciones con k
“bumps” en una componente y h negativos en la otra, el funcional reducido no tiene
puntos criticos.

® No solo eso, también fallan los anteriores argumentos en el caso del sistema de
EDP’s.

® Para solventar ese problema, la idea consiste en aproximar mejor la variedad inicial,
de forma que nos permita obtener un funcional reducido con puntos criticos.

Eduardo Colorado - p. 26/33



Sistema EDP'’s.

Observaciones:

® Sjuno trata de repetir los argumentos precedentes para encontrar soluciones con k
“bumps” en una componente y h negativos en la otra, el funcional reducido no tiene
puntos criticos.

® No solo eso, también fallan los anteriores argumentos en el caso del sistema de
EDP’s.

® Para solventar ese problema, la idea consiste en aproximar mejor la variedad inicial,
de forma que nos permita obtener un funcional reducido con puntos criticos.

Concretamente, obtenemos:

ngU—l—awl—I—éwg—l—...

~ 2~
v€:6w1—|—%w2—|—...

donde para calcular wy,, wy, kK = 1,2, ..., vamos tomando las derivadas de:
—AV&‘ ‘|‘ Vg - V83 — EVe,
_Avg —|_ Ve — ’U? — EV&:,

y sustituyendo de manera iterativa.
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Sistema EDP'’s.

Si m es el numero de vértices del politopo P, dados i € {1...m}, € > 0 pequefio y

EeT. = (lzg_%/r? , loi(_lf)), definimos:

Vi(@) = Vig(z) = Valz — €pi), vi(z) = vl ((2) = ve(x — €py),

21 221(8,6) = V51,§ —|—---—|—V€T7rg — Ve

22 = z9(g,€) := v;,g + -+ ull = Ve
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Sistema EDP'’s.

Si m es el numero de vértices del politopo P, dados i € {1...m}, € > 0 pequefio y

EeT. = (lzg_(;/r? , loi(_lf)), definimos:

Vi(@) = Vig(z) = Valz — €pi), vi(z) = vl ((2) = ve(x — €py),

21 221(8,6) = Velé —|—---—|—V€T7rg — Ve

22 = z9(g,€) := v;,g—l—---—l—vgfg — Ve.

Con ello definimos la variedad de soluciones aproximadas

Z = {Z€,§ — (21(676)722<57€)) r € TE}
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Sistema EDP'’s.

Si m es el numero de vértices del politopo P, dados i € {1...m}, € > 0 pequefio y

EeT. = (lzg_(;/r? , loi(_17{€>), definimos:

Vi(@) = Vig(z) = Valz — €pi), vi(z) = vl ((2) = ve(x — €py),

21 221(8,6) = Velé —|—---—|—V€T7rg — Ve

22 = z9(g,€) := v;,g—I—---—l—vgfg — Ve.

Con ello definimos la variedad de soluciones aproximadas

Z ={zc¢ = (21(5,8),22(5,8)) : § €T}
El funcional reducido es
~ 1—N 3—N _s
P (&) =Cc —a & 2 e 58 beec& 2 e 7S oles—r), VE€T, €~0,

donde C: es independiente de £ y a. ¢, b ¢ € [C,C], para C,C > 0.
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Sistema EDP'’s.

Finalmente, las soluciones del Teorema 2, (u1 ¢, u2,) que bifurcan de puntos de Z tienen
el siguiente comportamiento asintotico:

ure ~ 21 (8,8) = Vi o+ VT —ve ~ S U+ €p2),

u2,.e ~ 22(57£> — 'U;,g + - —|"Ug?§ — Ve~ =U.
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