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1. TRIGONOMETRIA PLANA

Un tridngulo es la figura mas basica en el estudio de las matematicas'. La
palabra trigonometria significa medida de tridngulos’. Ejemplos de cosas que
podemos medir en un tridngulo son las longitudes de los lados, los dngulos,
el area, etc.

El estudio del sol, la tierra y de los demds planetas se ha promovido por el
conocimiento de las razones entre los lados de tridngulos semejantes. Er-
atostenes (276-194 a.C.) uso tridngulos rectangulos semejantes para estimar
en 252.000 estadios (39.614,4 km) la circunferencia polar de la tierra. Si lo
comparamos con la mejor estimacion moderna, 40.008 km, es decir un error
de menos del 1%, vemos que aunque su método tiene alguna imprecision, su
resultado final es notable.

Aunque en la historia de las matematicas, las aplicaciones de la trigonometria
se basan en el tridngulo rectdngulo, el alcance de la trigometria es mucho mas
que eso. Hoy la trigonometria es critica en campos que van desde ciencias
de la computacidn hasta las comunicaciones por satélite.

'Cualquier poligono se puede descomponer en tridngulos que no se solapan.
*Viene de dos palabtras griegas, trigonon que significa tridngulo y metria que significa
medida.
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2. ANGULOS Y SU MEDIDA

Dado un plano bidimensional’, donde existen puntos y rectas. Un dngulo
se puede definir con una pareja de rectas que se cortan. Mds precisamente,
semirectas.

Definicion 1. Un dngulo, en un plano, es una pareja de semirectas con un
vértice comun.

Por tanto, dos semirectas, a y b con un vértice comun, definen dos angulos
distintos el ab y el ba. Graficamente,

La medida de un dngulo se define como un nimero real tnico que mide la
amplitud o separacion de ambas semirectas. Mds precisamente,

3Su idealizacién matemética es el conjunto de parejas de nimeros reales, R?, con su
estructura matematica de espacio vectorial normado.
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Definicién 2. Se dice que dos dngulos, aby a'V', tienen la misma medida* o
separacion, si se puede trasladar un vértice al otro y girar convenientemente
las semirectas de uno hasta coincidir con las del otro (a con a' y b con b').

Por tanto, para hallar la medida de un dngulo podemos trasladar el vértice al
origen de coordenadas y girar hasta hacer coincidir la semirecta a con el eje
X positivo. Asi, los dngulos anteriores, se verian

si se dibuja una circunferencia de centro el origen observamos que cada an-
gulo define un tnico punto en la circunferencia y un arco sobre ella que
puede recorrerse en el sentido de las agujas del reloj (sentido negativo), o
bien contrario al sentido de las agujas de un reloj (sentido positivo).

Reciprocamente, cualquier punto en la circunferencia define dos arcos (dos
angulos) sobre ella, uno positivo y otro negativo. Asf,

4Por abuso del lenguaje, a veces decimos que los dngulos son iguales cuando lo que
queremos decir es que tienen la misma medida.
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Definicion 3. La medida de un dngulo, ZlT?, donde el semieje a coincide con
el semieje positivo de las x (abscisas), es el uinico nimero real que corre-
sponde proporcionalmente a dicho punto cuando se le da un valor positivo
real a la circunferencia completa.

Es costumbre, dar el valor de 360°, en cuyo caso la medida se dice que es en
grados sexagesimales. Si la medida de la circunferencia completa es 400
decimos que medimos en grados centesimales. Decimos que medidos en
radianes, si la medida de la circunferencia completa es 2n. Si a la circun-
ferencia completa le damos el valor 6400, estamos midiendo en mils”.

Los grados sexagesimales de subdividen en minutos de arco, de forma que
1° = 60". A su vez, los minutos se subdividen en segundos de arco, de forma
que 1’ = 60".

Si un dngulo generado por una rotacién en sentido positivo estd entre 0°
y 90°, decimos que estd en el primer cuadrante, entre 90° y 180° en el
segundo cuadrante, entre 180° y 270° en el tercer cuadrante, y entre 270°
y 360° en el cuarto cuadrante.

Si la medida de un dngulo es mayor de 360° entonces se le resta multiplos de
esta cantidad hasta conseguir una cantidad inferior que represente al angulo.

SEsta medida mucho més pequeifia tiene cierta utilidad practica. Sirve para medir angulos
pequeiios en astronomia y en topografia.
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2.1.

La medida en radianes tiene ciertas ventajas sobre medir en grados. Simpli-
fica el cédlculo con funciones trigonométricas. También, esta relacionado con
la medida del arco sustentado por el dngulo. Asi

Definicion 4. Un radian se define como la medida de un dngulo que desde
el centro de cualquier circuferencia que pase por su vértice limita o sustenta
un arco de longitud igual al radio.

En consecuencia, la medida en radianes de un dngulo es el cociente de la

longitud del arco que sustenta partido el radio. O sea, | 8 = s/r | Equivalen-
temente, la longitud del arco sustentado es el producto del valor del dngulo

en radianes por el valor del radio, | s=60 *r

Ejemplo 1. Para encontrar la medida en radianes de un dngulo con vértice
en el centro de un circulo cuyo radio es r = 10 metros y que sustenta un arco
de s =5 m. Lo que hacemos es dividir

S 5 .
= — = — = 0.5 radianes
r 10

Conversion entre distintas medidas. Es posible cambiar la unidad de me-
dida del valor de un dngulo. Asi

Definicion 5. Liamamos factor de conversion, entre distintas medidas de
un dngulo, al valor de una de las unidades de medida en funcion de la otra.
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Por ejemplo, el factor de conversion de grados a radianes se calcula de la
siguiente forma.
Como 360° = 27 obtenemos

o 2m /4 .
1° = — = —— = 0.0174533 radianes
360 180
Reciprocamente, el factor de conversion de radianes a grados vale
.. 360 180 .
lradidn = — = — = 57.2958
27 /1

También, el factor de conversion de grados a mils se calcula. Como 360° =
6400 mils, entonces

. 360 9 .
Imil = —— = — = 0.05625
6400 160
Reciprocamente, el factor de conversion de mils a grados vale
160

10 = T = 17.7778 mils

El factor de conversion de radianes a mils justifica su nombre. En efecto,
multiplicando dos de los factores ya calculados
; 9° 9° : /2 .
1 mil = — = ————radianes = —— = 0.000981748 radianes
160 160 180 3200

Osea,| 1 mil =0.001 = 1/1000 radianes
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3.1. Teorema de Tales. ° Se atribuye a Tales el conocimiento y aplicacién prac-
tica de este teorema para hallar la altura de la gran pirdmide de Keops'.

Si por un tridngulo se traza una paralela
a cualquiera de sus lados, se obtienen dos
tridngulos semejantes.

Las areas de los dos tridngulos son

hy * OB hy* BD
S(COB):%, S(CBD) = 222

Las areas de los dos tridngulos son

]’lg *E hg x* DOA

STales de Mileto (639 - 547/6 a.C.) fue el primero y mas famoso de los Siete Sabios de
Grecia, fundador de la escuela jonica de filosofia y de la matematica como hoy se concibe.
Se cree fue el maestro de Pitdgoras. Este teorema se formalizd, mas tarde en el libro de Los
Elementos de Euclides.

"Basta medir su sombra cuando tu sombra iguale tu altura.
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Como los tridngulos CBD y D AC tienen la misma altura sobre CD. Tienen
el mismo area S(CBD) = S(DAC). Como el tridngulo grande es el mismo,
también tienen la misma drea los otros dos tridngulos pequefios, S(COB) =
S(DOA). O sea, tenemos las igualdades.
hl*ﬁ_hg*m hl*ﬁ_hg*m
2 2 22

dividiéndolas miembro a miembro y simplificando se obtiene

BD AC BD OB OB+BD OD OB OA

—— e — e — R ——

OB OA AC OA OA+AC oC oD OC
Finalmente, como los dos tridngulos iniciales tienen los mismos 3 dngulos,
se puede desplazar el tridngulo superior OAB hasta hacer coincidir el vértice
B con el D. Obteniéndose una configuracion de Tales como la inicial. Como
antes deducimos una proporcionalidad de lados, que junto con la anterior,

nos da la proporcionalidad completa entre ellos OB _ 04 _ 4B

Corolario 1. [Teorema de Tales] Dados dos tridngulos, es equivalente que
tengan los mismos 3 dngulos® a que sus lados sean proporcionales dos a dos.

Precisamente, se dice que dos tridngulos son semejantes cuando satisfacen
las condiciones del corolario.

8Como suman 180°, basta con que tengan dos dngulos iguales.
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4. LAS RAZONES DE UN ANGULO Dpto. de Algebra

Una aplicacién inmediata del teorema de Tales se obtiene con un tridngulo
rectangulo. Mejor dicho con todos los semejantes a uno dado.

Todos estos tridngulos son rectdngulos y se-
mejantes, verificando @+ = 90°. Por tanto,

sus lados son proporcionales. O sea, los co- ’ Pagina web personal
cientes de lados correspondientes coinciden. ’
. OB 0OA OE Pégina de Abertura
P T m 1 g = % = 2
of €Jempo. 55 oC OF
C E D ’ Contenido
Claramente, la clase de todos los tridngulos rectdngulos, semejantes entre ’ < ” »
si, se define por la pareja de dngulos complementarios, a +f = 90°. O

determinado por la igualdad f = 90° — a. ’ Ty

Pero también, la clase de todos los tridngulos rectangulos, semejantes entre ’
Atrds

si, viene determinada por las constantes de proporcionalidad entre sus tres
lados. Por tanto, esas constantes de proporcionalidad vienen determinadas o

asociadas con el angulo a’.
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9También con su complementario, el dngulo S.
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Ahora, dados los valores, a, b, ¢, de las longitudes de tres lados de un tridn-
gulo rectangulo se pueden hacer exactamente 6 cocientes:

A

i
0 b’

a C

,— Yy sus tres inversos —, —,

o
S|
NI~

S o

(4
a

Pués bien, esos seis cocientes nos van a definir las seis razones goniométri-
cas del dngulo a.

Definicion 6. Se definen Cos(a) = %, Sen(a) = %, Tan(a) = % y sus
tres inversos Sec(a) = %, Cosec(a) = %, Cotan(a) = %. Se llaman
respectivamente, coseno, seno, tangente, secante, cosecante y cotangente
del angulo a.

Al lado a se le llama cateto contiguo, al b cateto opuesto y c la hipotenusa.

Ast, el seno de un dngulo es el cociente del cateto opuesto por la hipotenusa,
el coseno es el cociente del cateto contiguo por la hipotenusa, etc.

Observaremos, que con la misma definicidn, las mismas seis razones son
respectivamente el seno, coseno, cotangente, cosecante, secante, y tangente
del 4ngulo complementario'’, B = 90° — a.

1014 misma hipotenusa, pero el cateto contiguo de f es el opuesto de a y viceversa.
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anteriores, las seis razones trigonométricas o goniométricas de un angulo
agudo, a. O sea, mayor que cero y menor de 90°, son reales positivos.

Para el caso, @ = 0, no existe tridngulo rectangulo posible. Su cateto opuesto
se toma, b = 0. Por tanto también, el seno y la tangente, Sen(0) = Tan(0) = 0.
Para el coseno y la secante se toma el valor uno, Cos(0) = 1 = Sec(0)'".

Para el caso, @ = 90°, tampoco existe tridngulo rectdngulo posible que se Pagina web personal

pueda formar. En este caso, Sen(90°) =1y Cos(90°) =0.'°.

Pagina de Abertura

Para el calculo de las razones de un angulo obtuso, @ (mayor que 90° y
menor que 180°), se toma el tridngulo rectdngulo que forma su dngulo suple-
mentario, 180° — a, con el convenio de tomar negativo su cateto contiguo.

|
|
|
|
Para, @ = 180°, se toma Sen(180°) =0y Cos(180°) = —1. ’
|
|
|
|

Contenido

Para un angulo, a, del tercer cuadrante se toma el tridngulo formado por el
angulo, a —180°, con el convenio de tomar negativos sus dos catetos.

Pagina 15 de 34

Finalmente, para un dngulo de cuarto cuadrante, se toma el tridngulo for-
mado por su suplementario, 360° — a, y se toma negativo su cateto opuesto.

Atras
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1Y as otras dos razones, cosecante y cotangente no existen. Aunque a veces, se suele
decir que valen infinito.

128 este caso, las razones que no existen son la secante y la tangente.
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5. EL TEOREMA DE LOS SENOS

NA El area del tridngulo vale
\ g_axh _ bxhy _ cxh

2 2 2
del dibujo se obtiene
Sen(B) = 2, Sen(y) = 2, Sen(a) = 2 =

Cc

Despejando,

hy = Sen(p)*c = Sen(y)*b, hy = Sen(a)*c, h3z = Sen(a)*Db
Ahora, por la primera igualdad del area, tenemos
axSen(f)*c = axhy = bxhy, =bxSen(a)xc = axSen(f) = b*Sen(a)
y también
axSen(y)*b = axh; = cxhs =c*Sen(a)*b = axSen(y) = c*Sen(a)

dividiendo en ambas igualdades, obtenemos finalmente

a b c

Sen(a) Sen(pB) a Sen(y)

-.‘ ¥ 3‘3 r:’ {(] .;3/-) . .
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6. EL TEOREMA DE LOS CATETOS Y DE LA ALTURA

Dado un tridngulo rectdngulo, la altura sobre la hipotenusa la divide en dos
segmentos, b’ y a’, que son las proyecciones de los dos catetos.

Si a + B =90°, se obtienen tres
tridngulos rectangulos, el grande
y los pequeiios de la izda y drcha,
que son semejantes. Por tanto

h a

b c a

b _ a_c¢c n
b b ad a b h
de donde

b> = bxc, a*> = d=c

y también h?> = b’ xa'

Laigualdad h?* = b’ * a’ es equivalente a

h=vVbxa

es llamada el teorema de la altura'”.

Mientras que las igualdades a®> = a' = cy b*> = b’ * ¢ son llamadas el teo-
rema de los catetos. Son las que usaremos para demostrar el de Pitdgoras.

131 a altura sobre la hipotenusa es la media geométrica de las proyecciones de los catetos.
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7. EL TEOREMA DE PITAGORAS

Se atribuye a Pitdgoras' la primera demostracién del teorema que lleva su
nombre, basada en semejanza de tridngulos rectangulos.

Con la terminologia anterior, si b’ y a’ son las proyecciones de los dos catetos
by a sobre la hipotenusa, se tiene b> = b xcy a®> = a' *cy por tanto
2

a?+b?* =adxc+bxc=(@+b)*xc =c*c =rc

8. LA RELACION FUNDAMENTAL DE LA TRIGONOMETRIA PLANA

Dado un dngulo a, por el teorema de Pitdgoras, se tiene que

) ) az  b* a+p* a+b*
cosa +sen’g = — + - = —— = —— == =1
c ¢ c c c

O sea, hemos demostrado el

Teorema 1. [Teorema fundamental de la trigonometria plana]
Para cualquier dngulo a, se verifica

cos?a + sena =1

“Pitdgoras de Samos (aproximadamente 582 - 507 a.C.), filésofo y matematico griego.
Sus discipulos mantuvieron la hermandad pitagérica hasta el siglo V d.C.
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9. EL TEOREMA DEL COSENO Dpto. de Algebra

Para un dngulo recto este teorema es equivalente al de Pitdgoras. Su de-
mostracién'”, por tanto, se hace para el caso de un tridgngulo no recténgulo.

Por el teorema de Pitdgoras,

CZ — h2 + uZ ’ P&gina web personal

dz = h2 + (b = u)z = ]’l2 + b2 —2bu+ LLZ ’ P4gina de Abertura

de donde ¢®* = a?-Db*+2bu ’
_ b= -
Ahora, Cos(y) = =* y despejando

Contenido

u = b—aCos(y) ’ K ” dd
c? = a?+b*>-2abCos(y) ’ Pégina 19 de 34
Si se hace la demostracién para un dngulo obtuso v, la férmula que se ob- ’ Atrds

tiene lleva signo mas en vez de menos.
Como el coseno de un dngulo obtuso es negativo, la formula que se obtiene
formalmente es la misma que para un dngulo agudo. ’ Cerrar

’ Pantalla grande/pequena
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Finalmente, sustituyendo K
|
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|
|

15Palra un dngulo, y, obtuso, la demostracién es andloga.
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10. EL COSENO DE LA DIFERENCIA DE DOS ANGULOS

Este resultado es clave para la demostracion del resto de las férmulas trigonométri-
cas planas'®. De hecho todas las demds razones del angulo diferencia, como
las del d&ngulo suma, dngulo doble y angulo mitad se deducen de esta.

Los dos tridngulos coloreados
tienen los mismos dngulos, 90° — 3,
90° y B. Por tanto

d b
senff = — = —
p c a
sen a h cosa
cosff = — =
c a
o d = cxsenfs, b = axsenf
cosa cosa * senf
pe a = = =
B- cosf3’ cos f3

Usaremos los valores de a, by d obtenidos para terminar la demostracion.

16por tanto también, para el célculo de las razones de un dngulo en funcién de las de
otros angulos. Por ejemplo, se puede calcular el coseno de 15° conociendo las razones de
45° y 30°.
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Por otra parte, del dibujo se deduce ¢ = sena—b = de Granada

Enrique R. Aznar
cosa * senf sena * cos 3 —cosa * senf q

= sena— = Dpto. de Algebra
cosf cosf . o
También del dibujo, se deduce que cos(a—p) = a+d = i
cosa cosa sena * cosf—cosa * senfl) * sen
= + c*xsenf = + ( p p) p =
cosf cosf cosf3

(1-sen?p) *cosa + sena *cosf* senf 3

COS IB ’ Pégina web personal

cos’ B*cosa + sena *cosp* senp
- COSﬁ = COSﬁ *cosa + senax Senﬂ ’ Pagina de Abertura

Contenido

La tdltima cadena de igualdades, demuestra el siguiente ’

Teorema 2. [Coseno de la diferencia] El coseno de la diferencia de dos ’ « ” dd |
dngulos es igual a ’ p ” > |
cos(a—f) = cosa *cosf + sena * senfi ’ Pagina 21 de 34 |

e
Como consecuencia'’, se obtienen las razones del angulo complementario. ’ e l
cos(90— ) = cos90 x cos § + sen90 * senff = senf | Pantalla rande/pequer |
cos B = cos(90— (90— f)) = sen(90— B) | Cerrar |

17El resto de las férmulas, que se obtienen a partir de este teorema, se demuestran en la
préctica correspondiente.
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11. ANGULOS INSCRITOS EN LA CIRCUNFERENCIA

Los dngulos inscritos estdn en relacion con los dngulos centrales.

Usando también el tridngulo isésceles pequefio de la derecha, obtenemos

20 + a = 180°
26+ =180°

sumando, 2 +260 + a +y = 360° y ahora restando « +7y = 180° se obtiene

2 +260 =180°. Finalmente, dividiendo por 2,

Del tridngulo is6sceles
pequeio de la izquierda,
obtenemos

26+7y =180°

Por otro lado, se tiene la
m @ 0 relacién inmediata
a+7y=180°

De donde, se deduce que

a=20

B+0=90°
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Por el resultado de arriba,
tenemos que

a+20=2(+0)

De donde, restando 20, se
20 deduce

a=206

O sea, cualquier dngulo, a,
visto desde el centro es el
doble del dngulo, B, visto
desde la circunferencia.

El resultado anterior permite calcular los 4ngulos de un n-agono regular.

Definicion 7. Un n-dgono regular" es un poligono que tiene sus lados y sus
dngulos iguales entre si. Asi, en cada vértice inciden dos lados.

El n-4gono regular convexo se obtiene dividiendo una circuferencia en n
partes iguales. Asi, el dngulo central que sustenta uno cualquiera de sus
lados vale 27” Por tanto, el angulo, 8, en uno de sus vértices sustenta el arco
de los n — 2 lados restantes, visto desde el centro este angulo vale (n — 2)27”.

Luego, visto desde el vértice vale la mitad | 6 = (n—2)%

'®Para n = 3,4, son el tridngulo equildtero y el cuadrado, para cada 7 > 4 hay dos poli-
gonos regulares uno convexo y otro estrellado.
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11.1. Las razones de 30°. Si consideramos el niimero complejo Dpto. de Algebra

o o

& o ° 90 . 90
z=Co0s(30°)+iSen(30°) = Cos(?) + lSen(?)

y lo elevamos al cubo obtenemos'”

90° 90°
Z2 = (Cos(?) + iSen(T))g = Co0s(90°) +iSen(90°) =0+i-1=1i

Péagina web personal

ahora si llamamos a = Cos(30°), b = Sen(30°), podemos calcular la misma
potencia en funciéonde ay b

2 =(a+ib)®=ad®+3d%ib-3ab*-b’i = (@® -3ab*) +iBa’b-b°)

Pagina de Abertura

Contenido
de donde igualando las partes reales e imaginarias, obtenemos las dos igual-
dades a®>-3ab*> =0y 3a’b-b>=1. « | »

Dividiendo por a en la primera igualdad obtenemos

a2 — 3b2 =0 <:>a2 = 3b2 Pégina 24 de 34

3¢°h-b2=1<=90-b’=8b=1<=1>=1/18<=b=1/2

Atras

Pantalla grande/pequena

O sea, hemos obtenido que | Sen(30°) =1/2

|
|
|
|
Ahora, como 30° es un dngulo del primer cuadrante, deben ser a>0y b > 0. ’
|
|
|
|

|
|
|
O
|
|
|
|

Cerrar

19Considerando la multiplicaciéon de nimeros complejos. O sea, la férmula de Moivre
para la potencia de un nimero complejo.


http://www.ugr.es/
http://www.ugr.es/~algebra/
http://www.ugr.es/~algebra/
http://www.ugr.es/~decacien/
http://www.ugr.es/~eaznar/

o
£

% //{g}lﬁ Universidad

&
7

El éngulo a vale 30° @~ 7 de Granada

(7/6 en radianes). El Enrique R. Aznar

seno de a, que es la Dpto. de Algebra

altura de la linea roja, ' i

vale :
sina=1/2

Por el teorema de
Pitdgoras tenemos
_Sin@  cos?a+sin‘a = 1.
cosa Asi pues la longitud

Pagina web personal

Pagina de Abertura

Q
w»

DN~

| |
X de la linea azul, que es ‘ l
el coseno de a, debe ‘ Contenido |
ser
cosa=v1-1/4=1v3 ‘ « ” » |
Por el teorema de ‘ < ” > |
Tales, tana es la o
altura de la linea ‘ agina 26 de 4 l
naranja, valdra en- ‘ Atrés |
tonces
sina 1 ‘ Pantalla grande/pequena |
tana = =—
cosa \/?_’ ’ Cerrar |
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11.2.

11.3.
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Las razones de 60°. Si consideramos el niimero complejo Dpto. de Algebra

3 .1 o
z=Co0s(30°) +iSen(30°) = % + iE K =

y lo elevamos al cuadrado obtenemos™

de donde a? - b? = ? y 2ab = % También a? + b? = 1. Finalmente, re-
solviendo el sistema se obtiene

Atras

Pantalla grande/pequena

2
3 1 3+i)? 2+i2v3 1 3
z? = Cos(60°) + iSen(60°) = ‘/—_+i— = (V3+1) = ‘/_:—+i£
2 2 4 4 2 2 ’ Pégina web personal
De donde se obtienen las razones de 60°. ’ Pacing de Abert |
agina ae eriura
Cos(60°) =1/2 Sen(60°) = v/3/2 | Contonido |
Las razones de 15°. Como 15° = 30°/2, el nimero complejo RS
z=Co0s(15°) +iSen(15°) = a+ ib es una raiz cuadrada de @ + i%. O sea, ’ p ” > |
a® —b*+2abi=(a+ib)* =z =V3/2+i/2 ’ Pégina 26 de 34 |

a=Cos(15°) = Y22 h—Sen(15°) = —A—
2V2+v3

Cerrar

®Considerando la multiplicacién de nimeros complejos. O sea, la férmula de Moivre
para la potencia de un nimero complejo.
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11.4. Las razones de 72°. Para obtener las razones del dngulo de 72°. Basta dibu-
jar el pentagrama pitagérico’' y darse cuenta que todos los tridngulos que se
obtienen son isdceles y que todos los dngulos valen 36°, 72° o0 108°.

Por un resultado anterior, tenemos
que cualquiera de los tres dngulos de
cada vértice (15 en total) satisfacen
B\ ¥ Sy _ 360
5
De donde, dividiendo por 2

72° R
a=—=36
2

=2x

Finalmente,

Y =180-2a =180—-72=108°
f=180—-y=180-108 =72°

21gj se divide una circunferencia en 5 partes iguales, los 5 puntos dan lugar a dos poli-
gonos regulares. Uniendo cada uno con su siguiente (pentdgono regular) o bien cada uno
con el siguiente de su siguiente (pentdgono estrellado).
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Del tridngulo isésceles pequeio (lados @, ay 1-a), _ de Granada
obtenemos que el angulo § vale 180° —2a. Enrique R. Aznar
Del tridngulo isécesceles grande (lados 1, 1 y a), obten- Dpto. detalzebra

emos que f+y=a y que y=180°-2a.
O sea, que f =7 =180°—-2a. Por tanto,

a=pf+y=2 = [=180°-2a=180"—4f =
56=180°= f=180°/5=36"= a =20 =2%36="72°

Asi, el tridngulo pequefio y el grande tienen el mismo
valor de sus tres dngulos 72°, 72° y 36°.
Como son proporcionales, se tiene

1 a 5 2
= l-a=a" = a +a-1=0

Pagina web personal

Pagina de Abertura

a - l1-a Contenido
resolviendo la ecuacién de segundo grado, se obtiene « ” NS
-1+v/5
a=—
2
Si trazamos la altura & del tridngulo isdsceles grande, Pégina 28 de 34

obtenemos un tridngulo rectdngulo con hipotenusa 1.
Asi, podemos calcular el coseno de a, como cateto con-
tiguo partido por 1. O sea,

Atras

Pantalla grande/pequena

/2 ~14V5
cos72°= “1 - g -— Y8 _ e

2
—1+\/§) _V10+2V5
-4

| |
| |
| |
| |
=0.618034 K
| |
| |
| |
| |

Cerrar

=0.951057

sin72°=4|1- (
4
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12. EJERCICIOS.

Ejercicio 1. Calcule, usando niimeros complejos y las razones conocidas de
72°, las razones de 36°.

Ejercicio 2. Calcule, usando niimeros complejos y las razones conocidas de
36°, las razones de 18°.

Ejercicio 3. Calcule, usando el coseno de la diferencia de dos dngulos, las
razones de 3°.

Ejercicio 4. Calcule, usando niimeros complejos y el ejercicio anterior, las
razones de 6°.

Ejercicio 5. Razone que, usando niimeros complejos, se pueden calcular las
razones de cualquier miiltiplo entero de 3°.

Ejercicio 6. Por un punto de un plano geoldgico, el C de cota 500, o sea
perteneciente a una linea de nivel que indica 500 metros sobre el nivel del
mar, pasa una recta de direccion N225E y un buzamiento de 30° hacia el SW.
Determinar un punto de dicha recta a cota 250 metros.

Ejercicio 7. Localizados dos puntos en un plano geolédgico, el C de cota
150, o sea perteneciente a una linea de nivel que indica 150 metros sobre el
nivel del mar y otro B de cota —400, o sea perteneciente a una linea de nivel
que indica —400 metros bajo el nivel del mar. Usando la escala del mapa,

Enrique R. Aznar
Dpto. de Algebra
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sabemos ademds que dichos puntos distan en el mapa 800 metros = 0.8 kms.
Calcular la distancia real y la pendiente en el terreno entre ambos puntos.

Ejercicio 8. En un plano geologico de escala 1 : 10000, se localizan dos
puntos, el C (500), o sea perteneciente a una linea de nivel que indica 500
metros sobre el nivel del mar, y otro B(400) pero que se encuentra en el plano
2.5 cms a la derecha y 3.1 cms hacia abajo del C. Determinar la distancia
real en el terreno, asi como la direccion y strike e inclinacion o buzamiento
de la recta definidos por ellos.

Ejercicio 9. En un plano geologico de escala 1 : 10000, se localizan dos
puntos, el C (1300), o sea perteneciente a una linea de nivel que indica 1300
metros sobre el nivel del mar, y otro B del que no se conoce la cota pero que
buza 35° al NE y se encuentra en el plano 3 cms a la derecha y 2.1 cms hacia
arriba del C. Hallar la cota del punto B sobre el nivel del mar y determinar
la direccion (strike) de la recta definidos por ellos.

Ejercicio 10. En un plano geologico de escala 1: 10000, se localizan tres
puntos, el A1(100), el A2(200) y el A3(300) tales que el A, estd 3 cm al este
vy I cm al sur del Ay, mientras que el A3 se encuentra 2.5 cm al este’y 2.3 cm
al norte del Ay. Resolver el triangulo formado por A, Ay y As.
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13. TEST DE REPASO. Dpto. de Algebra

Para comenzar el cuestionario pulsa el boton de inicio.

Cuando termines pulsa el boton de finalizar.

Para marcar una respuesta coloca el raton en la letra correspondiente y pulsa
el botén de la izquierda (del ratén).

Péagina web personal

Pagina de Abertura

1. ;Cual de las siguientes afirmaciones es la correcta?. Contenido

| |
| |
| |

(a) Un dngulo es cualquier pareja de rectas. ’ |

(b) Un 4ngulo es cualquier pareja de semirectas.

(c) Un angulo es una semirecta con vértice en el origen de coordenadas. ’ > ” ’ |
| |
| |
| |
| |

(d) Un angulo es cualquier pareja de semirectas con un vértice comun. Pagina 31 do 34

2. ;Cuadl de las siguientes afirmaciones es verdadera?. Atrds

(a) Un dngulo no puede ser negativo.

(b) Un 4dngulo no puede ser mayor de 360°.

(c) Un angulo siempre tiene un valor equivalente entre —180° y 180°.
(d) El valor de un angulo no puede ser mayor de 27 ni menor de 27.

Pantalla grande/pequena
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3. ;Cuadl de las siguientes afirmaciones es verdadera?. Dpto. de Algebra

(a) 1° vale 122 radianes.
(b) 1° no tiene equivalencia en radianes.
(c) 1° es mucho mas pequefio que 1 radian.

o 9 g
(d) 1° vale 155 radianes.

4. ;Cual de las siguientes afirmaciones es verdadera?. ’ Pagina web personal

(a) Un mil es mds pequeiio que 1° y mucho mas pequefio que un radian. ’
(b) Un angulo de 1 mil es aproximadamente una milésima de un grado

sexagesimal. ’ Contenido
(c) Un angulo de 1 mil vale 7.7778 grados. ’

Pagina de Abertura

. . . < »
(d) Un mil es una unidad de medida lineal. ”
5. (Cuadl de las siguientes afirmaciones es verdadera?.

’ Pagina 32 de 34

(a) El teorema de Tales se demuestra con tridngulos semejantes.
(b) Todas las demostraciones trigonométricas son graficas. ] Atrés
(c) Algunas demostraciones trigonométricas son algebraicas.
(d) El teorema de Tales no tiene demostracion.

’ Pantalla grande/pequena
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6. ;Cual de las siguientes afirmaciones es verdadera?.


http://www.ugr.es/
http://www.ugr.es/~algebra/
http://www.ugr.es/~algebra/
http://www.ugr.es/~decacien/
http://www.ugr.es/~eaznar/

Universidad
de Granada

Enrique R. Aznar

(a) El teorema de Pitdgoras es equivalente a la relacién fundamental de Dpto. de Algebra

la trigonometria plana.
(b) El teorema de Pitdgoras sdlo se demuestra graficamente.
(c) El teorema de Pitdgoras sirve para demostrar el de Tales.
(d) La trigonometria plana sirve para demostrar los teoremas clésicos.

7. (Cudl de las siguientes afirmaciones es verdadera?. pagina web personal

(a) Las razones de un angulo se definen por el teorema de Pitdgoras.
(b) Las razones de un angulo son tres.
(c) Las razones de un dngulo son argumentos para estudiar un tridngulo.

Pagina de Abertura

Contenido
(d) Las razones de un dngulo se definen por el teorema de Tales.
« | »
(a) El teorema de los catetos es equivalente al de la altura. —
(b) El teorema de los catetos implica el de Pitagoras. Pagina 35 de 3¢
(c) El teorema de los catetos es equivalente al de Pitdgoras. Atrés

(d) El teorema de la altura implica la relacién fundamental de la trigonometria.

Pantalla grande/pequena
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8. (Cual de las siguientes afirmaciones es verdadera?. ’ p ” > |
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9. (Cudl de las siguientes afirmaciones es verdadera?. Cerrar

(a) El teorema de los senos es equivalente al del coseno.
(b) El teorema de los senos implica el del coseno.
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(c) El teorema del coseno implica el de Pitadgoras.
(d) Estos teoremas sélo tienen utilidad gréfica.

10. ;Cuadl de las siguientes afirmaciones es verdadera?.

(a) El coseno de la diferencia de dos dngulos sélo se puede calcular en
algunos casos.

(b) El coseno de la diferencia de dos dngulos sélo sirve para resolver
tridngulos.

(c) El coseno de la suma de dos dngulos equivale al de la diferencia.

(d) El coseno de la diferencia de dos angulos implica muchas férmulas
trigonométricas.

11. ;Cuadl de las siguientes afirmaciones es verdadera?.

(a) El dangulo interior de un pentdgono regular convexo vale 72°.
(b) El dngulo interior de un pentdgono regular convexo vale 36°.
(c) El angulo interior de un pentdgono regular convexo vale 60°.
(d) EI angulo interior de un pentdgono regular convexo vale 108°.

Enrique R. Aznar
Dpto. de Algebra

/" | Universidad
de Granada
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