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1. Motivación y principales contenidos del curso

En sistemas dinámicos es muy común usar funcionales de Lyapunov como herra-
mienta para estudiar su comportamiento asintótico y concretamente, para analizar la
convergencia hacia los equilibrios del sistema. En muchas ecuaciones en derivadas par-
ciales (EDPs), originadas en la física matemática aparecen de forma natural funcionales
de Lyapunov que describen la entropía, la energía o la energía libre del sistema sujeto
a estudio. Estas EDPs de�nen sistemas dinámicos en dimensión in�nita, en los que el
análisis de la estabilidad de los equilibrios mediante funcionales de Lyapunov es más
complicado que en sistemas dinámicos de dimensión �nita.

En teoría cinética, el empleo de estos funcionales de Lyapunov para estudiar la
convergencia al equilibrio se conoce como método de disipación de entropía o método

de entropía. Consiste en asociar un funcional H (funcional de entropía), decreciente a
lo largo de la solución u = u(t) de la EDP:

d

dt
H(u(t)) ≤ −D(u(t)),

donde H y D son funcionales no negativos, de�nidos en en el espacio en el que tenga
sentido la solución u(t) de la EDP. Observamos que H es decreciente puesto que D
es no negativo y por tanto H es un funcional de Lyapunov para el sistema. Fijado el
equilibrio del que queremos estudiar la estabilidad, se puede reescribir H de forma que
valga 0 en él. La desigualdad anterior garantiza la estabilidad, en términos de H, ya
que:

H(u(t)) ≤ H(u(0)) ∀t,
por ser H(u(t)) decreciente. El método de entropía permite decir más: permite dar un
orden de convergencia de la solución hacia el estado estacionario, siempre que se puedan
obtener desigualdades funcionales de la siguiente forma:

f(H(u)) ≤ D(u),

para ciertas funciones u (entre las que se encuentran la solución de la EDP sujeta a
estudio) y con f = f(H) una función continua estrictamente positiva paraH ≥ 0. Como
caso particular, podemos pensar que f(H(u)) = λH(u), lo que produce la desigualdad
funcional

d

dt
H(u(t)) ≤ −λH(u),
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que directamente implica la convergencia exponencial de la soluciones de la EDP hacia
el equilibrio.

Estas desigualdades funcionales aparecen en muchos contextos: son fundamenta-
les en la teoría de procesos de Markov e implican desigualdades de hueco espectral y
desigualdades de tipo Sobolev logarítmica, ver por ejemplo Bakry et al. (2014). En teo-
ría cinética, la aplicación a la ecuación de Boltzmann es conocida como Conjetura de

Cercignani (ver Desvillettes et al. (2011)). En biología matemática hay también apli-
caciones recientes usando el método de disipación de entropía, por ejemplo en Michel
et al. (2005); Cáceres et al. (2011). Más detalles y ejemplos sobre este método se pueden
leer en Villani (2002).

El objetivo de este curso es analizar brevemente el método de disipación de en-
tropía y verlo aplicado a distintos contextos de la investigación matemática actual,
concretamente en: reacciones químicas, la ecuación de Boltzmann, �ujos gradientes y
neurociencia.

2. Estructura y contenido del curso

El curso está pensado para personas de último curso del grado de matemáticas,
graduadas e investigadoras. Consistirá en charlas impartidas por José A. Cañizo y
María J. Cáceres, pudiéndose incorporar otro profesorado, dependiendo del interés de
las personas participantes. Las exposiciones pretenden ser dinámicas y que se presten
a comentarios e intercambio de ideas.

La duración estimada del curso es de aproximadamente 16 horas en total, con una
sesión de dos horas por semana, durante los meses de marzo y abril.

Contenido general del curso

1. Funcionales de entropía y Lyapunov. Introducción y ejemplos.

2. Caso lineal

a) Entropía y procesos de Markov

b) Principio de la entropía general. Aplicaciones en biología matemática.

3. El caso no lineal

a) Sistemas de reacciones químicas con balance detallado

b) La ecuación de Boltzmann

c) Flujos gradientes

d) EDPs en neurociencia

4. Algunas desigualdades relacionadas

a) Desigualdades de hueco espectral

b) Desigualdades de tipo Logaritmo-Sobolev

c) Φ-entropías
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