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Aproximaciones del número π

Introducción

En esta práctica hacemos un cálculo efectivo que permite aproximar el valor de π, quizás el
número irracional más estudiado y que aparece en los lugares más insospechados de cualquier
disciplina matemática.

En primer lugar, recordemos que definimos el número π como la longitud de una semicir-
cunferencia de radio unidad. Debe quedar claro que esto es precisamente una definición y no
una propiedad de este número. Por lo tanto, afirmaciones como que la longitud de una circun-
ferencia de radio 1 vale 2π son equiparables a otras del tipo “Un kilómetro tiene mil metros”.
Otra cosa bien diferente será cuando esta constante π aparezca en otras fórmulas matemáticas.
Por ejemplo, no es evidente que la superficie de un cı́rculo de radio unidad sea precisamente
π. Es posible obtener este resultado utilizando herramientas relativamente básicas del Análi-
sis Matemático. De todas formas presentamos a continuación una justificación geométrica que
esperamos sea convincente para el lector.

Consideramos un cı́rculo de radio unidad y lo dividimos en un número par de sectores
circulares. Vamos alternando estos trozos apuntando hacia arriba y hacia abajo para forma algo
parecido a un rectángulo. Si hacemos el cı́rculo cuatro trozos obtenemos la siguiente figura:

Si aumentamos a seis trozos,
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Por último, con veinte trozos, esto se va pareciendo cada vez más a un rectángulo

cuya base será π (la longitud de la mitad de la circunferencia) y la altura 1 (el radio de la
circunferencia). Aplicando la fórmula elemental del área de un rectángulo, obtenemos que la
superficie buscada es igual a π.

Cálculo efectivo

Retomemos a partir de ahora todo el rigor para hacer aproximaciones efectivas del número
π. Para ello recordemos el siguiente resultado relativo a los abiertos del plano:

Proposición [Stromberg K.R., Introduction to classical real analysis. Wadsworth,
California, 1981, 6.116 Theorem]

Todo conjunto abierto no vacı́o G en R2 es unión de una sucesión {Qm} de cuadrados de la forma[
a

2n ,
a + 1

2n

[
×
[

b
2n ,

b + 1
2n

[
(a, b ∈ Z; n ∈ N), disjuntos dos a dos y cuya adherencia está contenida

en G.

En esta práctica pretendemos visualizar este resultado para el caso particular del cı́rculo
unidad; es decir

G = D =
{
(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 1

}
.

Procedemos para buscar la sucesión {Qm} del modo habitual. En primer lugar considera-
mos los cuadrados de lado 1

2 que “caen” dentro del cı́rculo. A continuación consideramos la
figura resultante de quitar al cı́rculo la unión de estos cuadrados, y contamos el número de
cuadrados de lado 1

4 que podemos incluir en esta nueva figura, repetimos el proceso indefini-
damente y sumando superficies de todos los cuadrados considerados obtendremos una serie
cuya suma será π.

Se trata, por lo tanto, de obtener una fórmula que nos proporcione el número de cuadrados
de lado 1

2n considerados en el n−ésimo paso. Para ello, y puesto que la medida de Lebesgue
es invariante por isometrı́as nos limitamos, por comodidad, al primer cuadrante. Bastará luego
multiplicar por cuatro todas las cantidades obtenidas.

Llamemos cn al número de cuadrados diádicos de lado 1
2n del primer cuadrante cuya adhe-

rencia está incluida en el cı́rculo unidad. Por un razonamiento de convexidad se obtiene que
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esto dependerá exclusivamente de que los cuatro vértices de cada cuadrado estén en el cı́rcu-
lo unidad. Esto a su vez equivale a que el vértice superior derecho esté en nuestro cı́rculo D.
Deducimos pues que

cn = Card
{

(i, j) ∈ N×N :
(

i
2n ,

j
2n

)
∈ D

}
.

Es decir,

cn = Card
{
(i, j) ∈ N×N : i2 + j2 < 22n} .

Ahora bien, claramente de esta última expresión podemos deducir que los números i, j deben
ser inferiores a 2n. Por lo tanto podemos ir contando este conjunto por columnas: contamos el
número de j’s que satisfacen la condición en la columna i = 1, a continuación lo mismo para
i = 2, y ası́ hasta la columna i = 2n. Démosle una expresión analı́tica a este razonamiento:

cn =
2n

∑
i=1

Card
{

j ∈ N : i2 + j2 < 22n} =

=
2n

∑
i=1

Card
{

j ∈ N : j <
√

22n − i2
}

=

=
2n

∑
i=1

E(
√

22n − i2).

donde E es la función parte entera. (El lector habrá observado que la igualdad

Card {j ∈ N : j < x} = E(x)

es válida cuando x ∈ R+
0 \N. En nuestro caso, es un interesante ejercicio demostrar que las

cantidades
√

22n − i2 nunca son números naturales).

Por lo tanto, para calcular el número de cuadrados “nuevos” de lado 1
2n que aparecen en

el n-ésimo paso (siempre estamos en el primer cuadrante) habrá que restar a este número cn

los que ya aparecen en la anterior partición: 4cn−1 (pues en cada cuadrado de lado 1
2n hay

exactamente cuatro del lado 1
2n−1 ). Es decir, el número buscado xn de cuadrados diádicos en

el n-ésimo paso en todo el cı́rculo unidad que no estén incluidos en cuadrados anteriores ya
contados es

xn = 4

(
2n

∑
i=1

E(
√

22n − i2)− 4
2n−1

∑
i=1

E(
√

22(n−1) − i2)

)
.

En consecuencia, en virtud de lo aludido en el resultado recordado al principio, se tiene la
siguiente expresión “exacta” del número π:
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π =
∞

∑
n=1

xn

22n .

Para una mayor comodidad en los cálculos es posible dar una expresión explı́cita de la
sucesión de la sumas parciales de la anterior serie:

sn =
n

∑
k=1

xk

22k =
4cn

22n = ∑2n

i=1 E(
√

22n − i2)
22n−2

Acotación del error

Acabamos de obtener una sucesión sn creciente y cuyo lı́mite es el número π. Serı́a intere-
sante estudiar cómo de “rápido” se produce esta convergencia. Dicho de un modo más preciso,
obtener una cota superior (y que converja a cero, naturalmente) de la diferencia π − sn.

Para ello podemos contar el número de cuadrados diádicos de lado 1
2n que tienen intersec-

ción no vacı́a con nuestro cı́rculo. Tendremos ası́ que el cı́rculo está contenido en la adheren-
cia de la unión de todos estos cuadrados. Por lo tanto la superficie del cı́rculo (el número π)
será menor que la suma de la superficie de los cuadrados considerados. Al igual que en el apar-
tado anterior nos podemos limitar, por comodidad, al primer cuadrante y luego multiplicar por
cuatro todas las cantidades obtenidas.

Llamemos Cn al número de cuadrados diádicos de lado 1
2n del primer cuadrante que cortan

al cı́rculo unidad. Es fácil observar que el hecho de que un cuadrado diádico interseque al
cı́rculo equivale a que el vértice inferior izquierdo esté en el cı́rculo D. Deducimos pues que

Cn = Card
{

(i, j) ∈ N×N :
(

i− 1
2n ,

j− 1
2n

)
∈ D

}
;

o equivalentemente

Cn = Card
{
(i, j) ∈ N×N : (i− 1)2 + (j− 1)2 < 22n} .

Para calcular esta cantidad podemos realizar un proceso similar al expuesto en el apartado
anterior: puesto que los números naturales i, j deben ser menores o iguales a 2n (esto se deduce
rápidamente de la última expresión) basta contar el cardinal de este conjunto por columnas
(es decir para una cantidad i fija calculamos el número de j’s que verifican la desigualdad).
Obtenemos ası́ que:

Cn =
2n

∑
i=1

Card
{

j ∈ N : (i− 1)2 + (j− 1)2 < 22n} =

=
2n

∑
i=1

Card
{

j ∈ N : j < 1 +
√

22n − (i− 1)2

}
.
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De nuevo podemos expresar cada uno de estos sumandos en términos de la función parte
entera, excepto en el caso i = 1, ya que en este caso 1 +

√
22n − (1− 1)2 es un número natural.

Por lo tanto,

Cn = Card
{

j ∈ N : j < 1 +
√

22n − (1− 1)2

}
+

2n

∑
i=2

E(1 +
√

22n − (i− 1)2) =

= Card {j ∈ N : j < 1 + 2n}+
2n

∑
i=2

(
1 + E(

√
22n − (i− 1)2)

)
=

= 2n + (2n − 1) +
2n

∑
i=2

E(
√

22n − (i− 1)2).

Ahora bien, en esta ultima sumatoria podemos “cambiar” el parámetro i− 1 por i siempre
y cuando sumemos desde 1 hasta 2n − 1. Deducimos por lo tanto que

Cn = 2n + 2n − 1 +
2n−1

∑
i=1

E(
√

22n − i2) = 2n+1 − 1 +
2n

∑
i=1

E(
√

22n − i2) = 2n+1 − 1 + cn.

Es decir, el número de cuadrados del primer cuadrante que cortan al cı́rculo excede al núme-
ro de cuadrados que se quedaban en el interior exactamente en 2n+1 − 1. (O bien el número de
cuadrados del primer cuadrante que cortan a la circunferencia unidad es 2n+1 − 1).

Por lo tanto, si llamamos Sn a la suma de la superficie de todos estos cuadrados (ya consi-
derada en los cuatro cuadrantes), obtenemos que

Sn =
4Cn

22n =
4(cn + 2n+1 − 1)

22n =
4cn

22n +
1

2n−3 −
1

22n−2 = sn +
1

2n−3 −
1

22n−2 .

Por lo tanto,

sn < π < sn +
1

2n−3 .

Y ası́ obtenemos una estimación del error cometido al aproximar π por la sucesión sn.
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Cálculos concretos

Para el cálculo de los valores de las sucesiones cn y Cn (que recordemos representan el
número de cuadrados diádicos de lado 1

2n del primer cuadrante en cuya unión está incluı́do y
se incluye, respectivamente, el sector circular de radio unidad del primer cuadrante) bastará un
lápiz y un papel para sus primeras evaluaciones. Si aumentamos un poco más los valores de n
entonces el dibujo que hagamos deberá ser muy preciso hasta que en un determinado momento
estas cantidades sólo podrán ser evaluadas con ayuda del ordenador. He aquı́ los primeros
valores de dichas sucesiones:

In[1]:=

For[n= 1,n< 17,n=n+1,a=Sum[Floor[Sqrt[4̂n-î2]],{i,1,2̂n}];
Print[”c”,n,”=”,a,”;C”,n,”=”,a+2̂(n+1)−1]]

c1 = 1; C1 = 4
c2 = 8; C2 = 15
c3 = 41; C3 = 56
c4 = 183; C4 = 214
c5 = 770; C5 = 833
c6 = 3,149; C6 = 3,276
c7 = 12,730; C7 = 12,985
c8 = 51,209; C8 = 51,720
c9 = 205,356; C9 = 206,379
c10 = 822,500; C10 = 824,547
c11 = 3,292,134; C11 = 3,296,229
c12 = 13,172,634; C12 = 13,180,825
c13 = 52,698,912; C13 = 52,715,295
c14 = 210,812,207; C14 = 210,844,974
c15 = 843,281,848; C15 = 843,347,383
c16 = 3,373,193,506; C16 = 3,373,324,577

Con ayuda del Mathematica podemos evaluar los primeros valores de la sucesión sn:

In[2]:=

For[n= 1,n< 17,n=n+1,
a= 4̂(1−n)Sum[Floor[Sqrt[4̂n-î2]],{i,1,2̂n}];
Print[”s”,n,”=”,a,”=”,N[a,2n−1]]]
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s1 = 1 = 1
s2 = 2 = 2
s3 = 41

16 = 2,5625
s4 = 183

64 = 2,859375
s5 = 385

128 = 3,0078125
s6 = 3149

1024 = 3,0751953125
s7 = 6365

2048 = 3,10791015625
s8 = 51209

16384 = 3,12554931640625
s9 = 51339

16384 = 3,13348388671875
s10 = 205625

65536 = 3,1375885009765625
s11 = 1646067

524288 = 3,1396236419677734375
s12 = 6586317

2097152 = 3,140600681304931640625
s13 = 1646841

524288 = 3,1410999298095703125
s14 = 210812207

67108864 = 3,14134667813777923583984375
s15 = 105410231

33554432 = 3,1414696872234344482421875
s16 = 1686596753

536870912 = 3,14153126068413257598876953125

Puesto que tenemos la desigualdad sn < π < sn + 1
2n−3 podemos definir la sucesión πn

como la media aritmética de estas dos sucesiones; es decir

πn = sn +
1

2n−2

que claramente verificará

|πn − π| < 1
2n−2

y que se aproxima muy rápidamente a π. Calculemos unos términos junto al error

εn = |πn − π| cometido al hacer la aproximación:

In[3]:=

For[n= 1,n< 17,n=n+1,
a= 2̂(2−n)+4̂(1−n)Sum[Floor[Sqrt[4̂n-î2]],{i,1,2̂n}];
Print[Pi,n,”=”,a,”=”,N[a,2n−1],";e",n,”=”,N[Abs[a-Pi]]]]
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π1 = 3 = 3; ε1 ≈ 0,141593
π2 = 3 = 3; ε2 ≈ 0,141593
π3 = 49

16 = 3,0625; ε3 ≈ 0,0790927
π4 = 199

64 = 3,109375; ε4 ≈ 0,0322177
π5 = 401

128 = 3,1328125; ε5 ≈ 0,00878015
π6 = 3213

1024 = 3,1376953125; ε6 ≈ 0,00389734
π7 = 6429

2048 = 3,13916015625; ε7 ≈ 0,0024325
π8 = 51465

16384 = 3,14117431640625; ε8 ≈ 0,000418337
π9 = 51467

16384 = 3,14129638671875; ε9 ≈ 0,000296267
π10 = 205881

65536 = 3,1414947509765625; ε10 ≈ 0,0000979026
π11 = 1647097

524288 = 3,1415767669677734375; ε11 ≈ 0,0000158866
π12 = 6588365

2097152 = 3,141577243804931640625; ε12 ≈ 0,0000154098
π13 = 1647097

524288 = 3,1415882110595703125; ε13 ≈ 0,00000444253
π14 = 210828591

67108864 = 3,14159081876277923583984375; ε14 ≈ 0,00000183483
π15 = 105414327

33554432 = 3,1415917575359344482421875; ε15 ≈ 0,000000896054
π16 = 1686629521

536870912 = 3,14159229584038257598876953125; ε16 ≈ 0,000000357749

Vamos a dibujar

Vamos a representar gráficamente cómo se va recubriendo un cuarto de cı́rculo. Por una
parte, vamos a usar Rectangle para dibujar cada uno de los cuadrados y Circle para el cı́rculo
unidad. Por otra parte, vamos a encadenar varios bucles para ir comprobando si dibujamos un
cuadrado o no. Para esto sólo hace falta comprobar si la esquina superior derecha está dentro
del primer cuadrante.

Hay que tener un poco de cuidado con el orden en que dibujamos. Cualquier cuadrado que
dibujemos puede tapar a los anteriores. Para que esto no ocurra los vamos a pintar en orden
inverso: primero los más pequeños y luego los más grandes hasta llegar a los que tienen lado
1
2 .

Por último, vamos a añadir al dibujo anterior una “malla” que nos permita contar con más
facilidad cuántos cuadrados hay. Recuerda que la opción Ticks nos permite cambiar los puntos
que aparecen en los ejes y Gridlines nos dibuja la malla que buscamos.

Ejercicio

1. Intenta hacer lo mismo con la elipse de semiejes 1 y 2.

2. ¿Qué figuras permiten repetir el proceso de manera “sencilla” además de elipses?
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In[4]:=

Clear["Global8*"];

pasos=5;

For[n=1,n≤pasos, n=n+1,

For[i=1,i≤2̂n, i=i+1,

For[j=1,j≤2̂n, j=j+1,

If[N[(i/2̂n)̂2+(j/2̂n)̂2]<1,
dibujo[i,j,n]=

Graphics[{Circle[{0,0},1,{0,Pi/2}],
Hue[n/pasos],

Rectangle[{(i-1)/2̂n,(j-1)/2̂n},{i/2̂n,j/2̂n}]},
AspectRatio→1],

dibujo[i,j,n]=Graphics[Circle[{0,0},1,{0,Pi/2}]]]]]];
p=Show[Table[Table[dibujo[i,j,n],{i,1,2̂n},{j,1,2̂n}],
{n,pasos,1,-1}], Axes→True]
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Out[4]= - Graphics -
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In[5]:=

f[xmin ,xmax ]:=Range[Floor[xmin],Floor[xmax],1/2̂(pasos-1)];
Show[p,Ticks→{f,None},GridLines→{f,f}]
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Out[5]= - Graphics -


