Primer parcial de Andlisis Matematico I, 2° Matematicas.

Curso 2005-2006
1. Tema: Teorema de la funcién implicita.

2. Considerar el espacio vectorial X dado por
X :={f:[-1,1] — R: Ja,b,c,d € R, f(r) =asenz+bcosz+cr+dr? Vx € [-1,1]},
en el que definimos la funcién || || : X — R por
£l = la| + |b| + |¢| +|d|, siendo f(x) = asenz +bcosz + cx + da?, Vo € [-1,1].
i) Probar que X es un espacio vectorial de dimensién 4 y que || || es una norma en X,

ii) ;Es completo el espacio normado (X , || |) 7

iii) Probar que la convergencia asociada a la norma anterior coincide con la convergencia
uniforme en [—1,1].
Indicacién: Para probar que las funciones de [—1,1] en R
T > SeNT , T — COST , T +—— T ,T > T°

son linealmente independientes evaltiese en 0 una combinacién lineal nula de ellas y
procédase igual con las sucesivas derivadas de dicha combinacion.

3. Probar que si K es un subconjunto compacto de un espacio métrico y { f,,} una sucesion
mondtona de funciones continuas de K en R que converge puntualmente en K a una
funcién continua f, entonces la convergencia es uniforme en K (Teorema de Dini).

Indicacion: Fijese € > 0. Para cada natural n definase
Uy ={x e K:|fu(x)— f(z)| <e}.

Probar que {U,} es un recubrimiento por abiertos relativos de K. Por tltimo utilicese el
axioma de Heine-Borel.

4. Probar que la ecuacién f(x,y) = 4(x,y) tiene una tnica solucién

HELNES)|

siendo f la funcién dada por

f(z,y) = (z +tanz,y + 1 + cos x) ((:E,y) € [—z Z] X [—z z]) :

5. Probar que existen dos abiertos A y B de R? conteniendo el punto (0,1) y que existe un
difeomorfismo f de clase C* de A sobre B tales que

I3f1(l',y) + y2f2($,y)3 =1

\ A.
2y + 21 (e ) falz,y) = 0 } e

Calcular J;-1(0,1).
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2.

3.

4.

Soluciones (primer parcial de Andlisis Matematico I, 2° Matematicas).

Curso 2005-2006

i) Basta probar que la tinica combinacién nula
asenx +bcosx + cx +dx* =0, Vo € [-1,1],

es la trivial. En efecto evaluando en cero tenemos que b = 0; después evaluando en
cero la tercera derivada obtenemos que a = 0; ahora evaluando en cero la derivada
segunda se sigue d = 0; finalmente es claro que ¢ = 0.

Por tanto, X es un subespacio vectorial (de C[—1, 1], por ejemplo), de dimensién 4.
Como la aplicacién T : X — R* dada por

T(f) = (a,b,c,d), donde f(z)=asenx+ bcosx + cx + dz?, Vo € [—1,1],

es un isomorfismo lineal que verifica

1T fll = (£l
se concluye que || || es una norma en X.
ii) X es completo por ser isométrico a (R*, || ||1), de hecho es sabido que todo espacio

normado de dimensién finita es completo.

iii) La convergencia asociada a || ||o en C[—1,1] coincide con la convergencia uniforme
en [—1,1]. Igual ocurre con la restriccién a X de || ||« . Por ultimo, el Teorema de
Hausdorff nos garantiza que dos normas cualesquiera de X son equivalentes y, por
tanto, las convergencias asociadas a ambas normas coinciden.

Ver los apuntes.

Basta probar que la funcién g : [—%, ﬂ X [—%, %] — R? dada por
1
g(x,y) = £ = Z({E +tanz,y + 1 + cos ) (x,y € [—%, %D

tiene un punto fijo.

Como el dominio es convexo y ¢ es derivable, podemos aplicar el Teorema del valor medio
en el interior del dominio. Para ello calculamos el jacobiano de g en un punto

1
1+
1 2
R
—senx 1

Al ser - <2, (a: € [—%, ﬁ]), se tiene que el cuadrado de la norma euclidea de la
cos?
FP+1+1 11
matriz jacobiana de g es menor que i < 1. El Teorema practico del valor

16 16

. . V11
medio nos asegura que g es contractiva (con constante menor que T)



Ademss, el dominio de g es un cerrado de R?, luego completo. Si comprobamos que g deja

invariante [—%, %] X =7 4], bastara aplicar el Teorema del punto fijo de Banach para

probar que hay un tnico punto fijo de g, esto es,
T T

Fi(z,y) € [_Z’Z] x [ n } fay) = Az, y).

Veamos que g deja invariante [—%, ﬂ [—% %] En efecto, si x,y € [—%, %] , tenemos
que

1‘ 4t ‘<1<7r+1> +4<7r+27r T
—|lr+tanx| < —| — =—+ =< —=+—=<-
4 = 4\4 16 16 — 16 16 4
y
1| +1+ | < = ( ) +8 7T+37T T
- COS T :— J— J— — = —
1Y 61616 1

. Consideremos la funcién F : R? x R? — R? definida por
F(z,y,u,v) = (23u+ %> — 1, 29® 4+ 2w), VY(z,y,u,v) € R

F es de clase C* | F(0,1,0,1) = (0,0) y
3

3x%u 2y =z 3y
Jp(x,y,u,v) = ( yQ éyxy 2 y2u ) V(x,y,u,v) € R4.

0 2 0 3
JF(o,1,0,1):(1 0 o 0)‘
3

Como 2 0 —6 # 0, el Teorema de la funciéon implicita nos asegura que existen un

Asi

abierto 2 de R* conteniendo el punto (0, 1,0, 1) , un abierto U de R? conteniendo el punto
(0,1) y una funcién f: U — R? de clase C*, tales que

{(ZL‘,y,U,’U) € F(x,y,u,v) = (070)} = {(x,y,fl(I,y),fg(x,y)) : (l’,y) S U}

En particular F(z,y, fi(x,y), fo(z,y)) =0, V(x,y) € U, esto es,
x?’fl(:v,y) +y2f2($,y)3 =1
(L’y2 + 2f1(x,y)f2(w,y) =0

Evaluando el sistema anterior en el punto (0,1) se tiene que f(0,1) = (0,1). Ademas

Jp(0,1) =~ <g g)l <(1) g) - <_0% —O§>'

=3 # 0, aplicando el Teorema de la funcién inversa a f : A — R?

} V(xz,y) € U.

_% 02
0 =3

n (0,1), nos garantiza la existencia de un abierto A de R? con (0,1) € A C U tal que

B := f(A) es abierto (que contiene el punto (0,1) = f(0,1)) y un difeomorfismo f de clase
C* de A sobre B . Ademaés

Jf—1(0, 1) = Jf(O, 1)71 = <_0

Como

N
=)

W
N———
L

Il
/_l\\
< [N}
=)

NI
N——
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Segundo parcial de Analisis Matematico I, 2° Matematicas.

Curso 2005-2006
1. Resumen de la construccién de la medida de Lebesgue en RY. Probar

= Que la medida exterior de un intervalo acotado coincide con su volumen.

= La caracterizacién de la medida de Lebesgue.

2. Sea [ :]a, f]— R una funcién localmente integrable. Probar que f es integrable si, y sélo

si, el conjunto
t
{/ |f(x)| dx - a<s<t<ﬁ}

estd acotado. En caso afirmativo

/j f(z) dz = lim /t f(z) de

para cualesquiera sucesiones {s,} v {t,} en |a, [ , verificando que s, < t, para cada
natural n y

{sn} N o {t} 8
3. a) Probar que para cada t > —1, la funcién
1 —e

x er

€T —

es integrable en RT.
b) Considerar la funcién F':] — 1, 4+00[— R dada por
+oo 1 — —tx
F(t) = / = .
0 T er
Probar que F' es derivable en | — 1, +o0[ , calcular su derivada y obtener una expresiéin
explicita de la funcién F.

Indicacién: Utilizar el teorema de derivacion de funciones definidas por integrales.

4. Probar que si 1 < o < 2, entonces la funcién

(2,9) senx seny
I’ | — T oo
! (22 +9?)

es integrable en R? .
5. Sean f,g € L'(R). Demostrar

a) Que es integrable la funcién h : R? — R definida por h(x,y) = f(x —y)g(y).
b) Que se puede definir c.p.d. en R la funcién f % g dada por
400

(f*g)(z) = flx—y)gly) dy

y esta funcién también es integrable.
¢) Que es cierta la siguiente desigualdad || f * g|[x < ||flx g1 -
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2.

3.

Soluciones (segundo parcial de Andlisis Matemadtico I, 2° Matematicas).
Curso 2005-2006

Sea

M := sup {/t|f(:v)|d:c a<s<t<ﬁ}€[0,oo].

Si f es integrable, entonces

t B
[ @lds < [ 15@)] ds @ <s<t<p)

y en consecuencia M € R.

Reciprocamente supongamos M € R, consideremos {s,} v {t,} sucesiones en |a, 5[ con

Sp < t, para cada natural n y {s,} \, o, {t,} 5.

Para cada natural n definimos la funcion f, = |f| X[s,,..]- Como {f.} /" |f| ¥ la sucesién
{ S/ fn} esta acotada, la version préactica del teorema de la convergencia mondtona nos
asegura que | f| € L'(Ja, B]), y en consecuencia, al ser f medible, también f € £L!(]a, 3]).
Finalmente sean {s,},{t,} como en el enunciado, consideremos para cada natural n la
funcién g, = fXjs,.t.[» € claro que la sucesién {g,} — f, asi, en virtud del teorema de la
convergencia dominada , concluimos que

/jf(x) dr = h’m/S:n f(z) dx .

a) Como para t €] — 1, +o0o[ se verifica que

y la funcién no tiene problema de integrabilidad en ]0, 1]. Es claro que
1
— € L1, +o0])
xer
asi como que
t €] — 1, +oo[= e % ¢ L1([1, 4+00]) ,
basta, en consecuencia, tener en cuenta que

—tx

1<r= < e (Ht)z
rer
para probar el apartado a).
b) Acabamos de verificar que la funcién
o0 1 — e—t:c
F(t):/ —— dx, Yt €] — 1,+0o0[,
0 re®

esta bien definida. Se tiene también que

1 — —tx
8( : )

re? _ (14t +
—— L —c VWVt €] — 1,400,V € RT .

ot



Para probar que la funcién F' es derivable, sea ty €] — 1, +oo[. Tomemos « € R tal que
—1 < a < ty. Queremos aplicar el teorema de derivacion de funciones definidas por
integrales a la restriccion de la funcién F' al intervalo |, 4+00[xR™, para ello tenemos
que acotar e~ 1% por una funcién integrable. Es claro que para t €|, +00[ se verifica
que

0 < 6—(1+t):r < e—(l—i—a)r € EI(R+),

y en consecuencia, en virtud del citado teorema y del caracter local de la derivabilidad,
la funcion F' es derivable con

o (1+t) il 1
F(t) = —(+t)e _ | _ - VWte]l 1,400
®) /0 ¢ { 1+t L 1+t I =1, +oo]

1
Hemos probando que F'(t) = T3 de donde concluimos que F(t) =1g(1+1¢)+ C'y,

evaluando la funcién en el 0, que

F(t) =1g(1+1), Vt €] — 1, +o0.

4. Notemos

senx seny 9
=————>3%, V € R°.
flo9) = Ty V)

La aditividad de la integral respecto el recinto de integraciéon nos asegura que
feL'R?) < feL(B(0,1))n LYR*\ B(0,1)) .

Si hacemos la mayoracién
1
YN S 75—
1) <

no llegamos a nada pues

1 1/m2
@

Sin embargo esta mayoracién es buena para trabajar en R? \ B(0,1). En efecto,

l<a<+=p2c L1, +o0]) <= — € L'(R*\ B(0,1))

1
(2% +9?)
— f e LY(R?*\ B(0,1)).
Para trabajar en B(0, 1) hay que afinar més y utilizar la acotacién

|senz| < |z| , |[seny| < |yl.

En efecto,

=] [y]
($2+y2>a
= f € LY(B(0,1)).

En ambos casos se han utilizado la formula de cambio de variable para coordenadas pola-
res, la integrabilidad de las funciones potenciales, el criterio de integrabilidad y que toda
funcién medible acotada por una integrable es integrable.

a <2 p e LY]0,1]) <= e L£LY(B(0,1))



5. Sean
fLge L'R) vy h(z,y) = flz—y)g(y), V(z,y) € R

Se tiene

/_:O U_:o!f(x—y)g(y)! d:c} dyz/_:o 9(y)] [/_:O\f(x—yn da:} dy =
[ s [[ e ay = ([ wta) ([ o) ar) e

lo que nos asegura, en virtud del criterio de integrabilidad, que h € L£(R?).

b) Ambas afirmaciones son literalmente el teorema de Fubini.

c)

de <

iF=ah = [ 10 sa@ia= [ ‘/_:Of(x—y)g(wdy

—00

i P g T s

donde se han utilizado el teorema de Fubini y los célculos del apartado a).
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Final de Andlisis Matematico I, 2° Matematicas.

Curso 2005-2006

1. Tema: Teorema de la funcién implicita

2. Probar que si K es un subconjunto compacto de un espacio métrico y {f,} una sucesién
mondtona de funciones continuas de K en R que converge puntualmente en K a una
funcién continua f, entonces la convergencia es uniforme en K (Teorema de Dini).

Indicacién: Fijese € > 0. Para cada natural n definase
Up:={z e K:|f.(z)— f(z)] <e}

Probar que {U,} es un recubrimiento por abiertos relativos de K. Por ultimo utilicese el
axioma de Heine-Borel.

3. Probar que existen dos abiertos A y B de R? conteniendo el punto (0,1) y que existe un
difeomorfismo f de clase C* de A sobre B tales que

Igfl(xa y) + y2f2($, y>3 =1
i A.
2y + 21 (e ) fole,y) = 0 } e

Calcular J¢-1(0,1).

4. Probar que

5. Probar que la funcion

f(:c):{o si x=0

zsen (£) si z€]0,1]

a) es uniformemente continua.

b) no es absolutamente continua.

Indicacién: Para b) considerar los subintervalos disjuntos de [0, 1] de la forma

Ikz[ak,bk]:[ ! 1]

4k + 1" 4k

Granada, 28 de junio de 2006



Final (junio) de Analisis I, 2° Matematicas, Curso 2005-2006
Soluciones

2. Ver apuntes.

3. Consideremos la funcién F : R? x R? — R? definida por
F(z,y,u,v) = (23u +9*0> — 1, 29® 4+ 2w), V(z,y,u,v) € R*
F es de clase C*>* |, F'(0,1,0,1) = (0,0) y

3x%u 2903 2 3y0?
JF(%?J;% U) = ( ,y2 2{L’y ) 2

02 0 3
JF(O,l,O,l):(l 0 o o)'
3

Como ‘% ol = —6 # 0, el Teorema de la funciéon implicita nos asegura que existen un

) , Y(z,y,u,v) € R,

abierto 2 de R* conteniendo el punto (0, 1,0, 1) , un abierto U de R? conteniendo el punto
(0,1) y una funcién f: U — R? de clase C*°, tales que

{(ZL‘,y,U,U) €N: F(m,y,u,v) = (070)} = {(xay,fl(l}y),]{é(l’,y)) : (l’,y) € U}
En particular F(x,y, fi(x,y), f2(x,y)) =0, Y(z,y) € U, esto es,

ngl(xvy) + y2f2(1’,y)3 =1
$y2 + 2f1<xvy)f2<x7y) =0

Evaluando el sistema anterior en el punto (0,1) se tiene que f(0,1) = (0,1). Ademés

Jp(0,1) = = (3 3)1 <(1) (2)) - (_0% —O§>'
~-1 9

02 2| =3 # 0, aplicando el Teorema de la funcién inversa a f : A — R?

3
en (0,1), nos garantiza la existencia de un abierto A de R? con (0,1) € A C U tal que

B := f(A) es abierto (que contiene el punto (0,1) = f(0,1)) y un difeomorfismo f de clase
C*> de A sobre B. Ademas

} V(z,y) € U.

Como

B o' /=2 0
Jf_1(071):Jf(071> 12(02 —%) - 0 —% '

4. Para z > 0 se tiene

_ i(_l)nxe—(n—i-l)x _ Z(_l)n—i—lxe—nx.

n=0 n=1



Aplicaremos el teorema de la convergencia absoluta a la sucesion de funciones integrables
fo(x) = (—1)"oe™, Vz eR{, VneN.

Integrando por partes, calculamos

+oo +oo 1
/ \fn]:/ e " dr = —;.
0 0 n

1 :
Por tanto, al ser la serie g —, convergente, se puede aplicar el teorema de la convergencia
n
n>1

absoluta, obteniéndose asi que

400 T e (_1)n+1
de =S
/0 T+er ™ ; n?

a) La funcién f es claramente continua y esta definida en un compacto, luego, en virtud
del teorema de Heine es uniformemente continua.

b) La funcién f no es absolutamente continua, en efecto sea § > 0. Tomemos ny € N tal

1
que - < § . Consideremos los subintervalos disjuntos del intervalo [0, 1]

No
I = [ be] = | | k=m0, mg 1 ;
k — |Qk, 0| = 4/€—|—1’4]€ 5 =MNg , No , «.. 4N n.
Es claro que
no+n
> L)<,
k=ng
mientras que
no+n no+n no+n
1 1 1
br) — = > — — >1
k=ng k=ng k=ng

si n es suficientemente grande pues la serie

1
kE+1

k>ng

es divergente.
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Examen de septiembre de Andlisis Matematico I, 2° Matematicas.

Curso 2005-2006

1. Tema :

2. Considerar el espacio vectorial X dado por
X :={f:[-1,1] — R: 3a,b,c,d € R, f(z) = asenx+bcosz+cx+dx* Vx € [-1,1]},
en el que definimos la funcién || || : X — R por
I£Il = |a] + |b] + |c| + |d|, siendo f(z)=asenx +bcosx + cx + da?, Yo € [-1,1].

i) Probar que X es un espacio vectorial de dimensién 4 y que || || es una norma en X,
ii) ;Es completo el espacio normado (X , || -|) 7
iii) Probar que la convergencia asociada a la norma anterior coincide con la convergencia
uniforme en [—1,1].
Indicacién: Para probar que las funciones de [—1,1] en R

T —> SenT , T — COST , T — T ,T —> T’
son linealmente independientes evaliiese en 0 una combinacién lineal nula de ellas y
procédase igual con las sucesivas derivadas de dicha combinacion.

3. Probar que la ecuacién f(z,y) = 4(z,y) tiene una tnica solucién

e [53] % [5.1]

siendo f la funcién dada por

f(z,y) = (r + tanx,y + 1 + cos ) ((I,y) € [—z E] X [—E z]) :

4. Probar que

+00 T e (_1)n+1
de =S "L
/O 1+ez L nz n2

5. Probar que si 1 < a < 2, entonces la funcién

senx seny

(z,y) — YR

es integrable en R? .

Granada, 4 de septiembre de 2006



Soluciones (examen de septiembre de Analisis Matematico I, 2° Matematicas).

Curso 2005-2006

2. i) Basta probar que la tinica combinacién nula
asenx +bcosx + cx +dx* =0, Vo € [-1,1],

es la trivial. En efecto, evaluando en cero tenemos que b = 0; después evaluando en
cero la tercera derivada obtenemos que a = 0; ahora evaluando en cero la derivada
segunda se sigue d = 0; finalmente es claro que ¢ = 0.

Por tanto, X es un subespacio vectorial (de C[—1, 1], por ejemplo), de dimensién 4.
Como la aplicacién T : X — R* dada por

T(f) = (a,b,c,d), donde f(z)=asenx+ bcosx + cx + dz?, Vo € [—1,1],

es un isomorfismo lineal que verifica

1T fll = (£l
se concluye que || || es una norma en X.
ii) X es completo por ser isométrico a (R*, || ||1), de hecho es sabido que todo espacio

normado de dimensién finita es completo.

iii) La convergencia asociada a || || en C[—1, 1] coincide con la convergencia uniforme en
[—1, 1]. Por tanto, lo mismo ocurre con la restricciéon a X de || ||« . Por tltimo, el Teo-
rema de Hausdorff nos garantiza que dos normas cualesquiera de X son equivalentes
y, por tanto, las convergencias asociadas a ambas normas coinciden.

3. Basta probar que la funciéon g : [—g, } X [—%, %] — R? dada por

13

e (rve 53]
g(x,y)—Z—Z(x—i—tanx,y—i—l—l—cosx) TYE |~

tiene un punto fijo.

Como el dominio es convexo y g es derivable, podemos aplicar el Teorema del valor medio
en el interior del dominio. Para ello calculamos el jacobiano de ¢ en un punto

1
1 L cos? x
‘]g(xvy) = Z

—senwx 1

0

1
Al ser — <2, <$ € [—%, %]), se tiene que el cuadrado de la norma euclidea de la
cos?
FH1+1 11

< 1. El Teorema practico del valor
16 16

vant
medio nos asegura que g es contractiva (con constante menor que T)

matriz jacobiana de g es menor que



Ademss, el dominio de g es un cerrado de R?, luego completo. Si comprobamos que g deja

invariante [—%, %] X =7 %], bastara aplicar el Teorema del punto fijo de Banach para

probar que hay un tnico punto fijo de g, esto es,
T T
Ji(z,y) € [—17 Z] X [_Za ﬂ f(x,y) = 42, y).

que

1‘ 4t ‘<1<7r+1> 7r+4<7r+27r<7r
—|x + tanzx — = =— 4+ —< —4+ — < -
4 —4\4 16 16 — 16 16 4
y
1| P14 |<1(7T+2> 7r+8<7r+377 T
- CcoS X = =— 4+ —< —4 —=—.
1Y A\ 16 16 =16 16 4
. Notemos senz seny
r,Y) = ————=, V(x, € R2.
f(z,y) ) (z,)

La aditividad de la integral respecto el recinto de integracion nos asegura que
feL'(R?) < feL'(B(0,1)nLY(R*\ B(0,1)) .

Si hacemos la mayoracion
1
TLYNS T e
| (z,y)] @57

no llegamos a nada pues

1 12
@

Sin embargo, esta mayoracién es buena para trabajar en R\ B(0,1). En efecto,

1 <a<p e LY, +o0]) <= — € L'(R*\ B(0,1))

1
(22 +y?)
= f € LY(R?*\ B(0,1)).
Para trabajar en B(0, 1) hay que afinar més y utilizar la acotacién

|senz| < z| , [seny| <yl

En efecto,

=] [y]
(2 + y?)*
= f € LY(B(0,1)).

En ambos casos se han utilizado la férmula de cambio de variable para coordenadas pola-
res, la integrabilidad de las funciones potenciales, el criterio de integrabilidad y que toda
funcién medible acotada por una integrable es integrable.

a <2 p e L]0, 1]) <= e £LY(B(0,1))
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