Primer parcial de AnAlisis I, 2° Matematicas,

Curso 2002-2003

1. Tema: Conceptos de compacidad y conexién. Teoremas de conservacion de la compaci-
dad y la conexién.

2. a) Pruébese que no existe mas espacio normado de dimensién N que RY con una
conveniente norma.

b) Sea N un numero natural y sean «g,qq, ...,y numeros reales distintos. En el
espacio vectorial X de todas las funciones polinémicas de grado menor o igual que

N definimos: N
171 =D If )l (f € X).
k=0
Probar que
i) || - || es una norma en X.

ii) La topologia que genera esta norma no depende de la elecciéon de los reales

iii) Una sucesién {p,} en X converge uniformemente en un intervalo [a, b] si, y s6lo
si, existen N 4 1 ntiimeros reales distintos del intervalo [a, b], Bo, B1, ..., On, tales
que {p,(Bx)} converge para k =0,1,..., N.

3. a) Pruébese que una funcién real f € C'[a,b] es uniformemente continua. De hecho,
existe una constante M > 0 tal que

[f(y) = f@)| < My — =], Va,y € [a,0].

b) Si f: RY — RM es un campo vectorial de clase C!, jes f lipschitziana en com-
pactos?, jes uniformemente continua en RY?

4. Pruébese que la funcién f : [0, 1] x [0,1] — R? dada por

1
flz,y) = g(sc arctany, 1 + sen (:cy)) (z,y € [0,1])
tiene un dnico punto fijo.
5. Sea f :]a,b[— R una funcién uniformemente continua.

i) Pruébese que si {z,} es una sucesién de Cauchy tal que z,, €]a,b] para cada natural
n, entonces { f(z,)} es de Cauchy.

ii) Pruébese que existe un nimero real L que verifica la siguiente propiedad
(zn € Ja,b[, ¥, {2} —a) = {f(z.)} — L.

iii) Como consecuencia de i) y ii), pruébese que f tiene una tnica extensién continua
f :|a,b]— R. Esto es, existe una unica funcién continua f : [a,b[— R tal que

f(x) = f(x), Vz €la,b|.

Granada, 12 de febrero de 2003



a)

b)
i)
i)

iii)

RESPUESTA A LOS EJERCICIOS

Sea {u1, ..., uy} una base de un espacio vectorial Y y {ey, ..., ex} la base candnica
de R¥. La extensién por linealidad de la aplicacién
f:Y — RY

definida por
f(uk) = €, Vk = 1,...,N,

es claramente una biyeccién lineal. Es fécil comprobar que si || - || es una norma en
Y, entonces

I f (@)l = [lzll, Vo e Y,

es una norma en RY que hace que f sea una biyeccién lineal isométrica.

Es rutinaria la comprobacién de que || - || es una norma en el espacio vectorial X.

Como el espacio vectorial X es de dimension finita basta recordar el Teorema de
Hausdorff que nos asegura que todas las normas son equivalentes, esto es, generan
la misma topologia en R¥*! y usar el apartado a).

Es claro que la convergencia uniforme en [a,b] implica la convergencia puntual,
y, en particular, la convergencia de las sucesiones {p,(0x)} para k = 0,1,--- , N.
Reciprocamente, supongamos que las N + 1 sucesiones anteriores son convergentes.
Es sabido que existe un tinico polinomio p de grado de grado menor o igual que N
tal que

p(Br) = limp,(By), Yk =0,...,N.
Se tiene que

N
Ip = pall = 3 1p(Be) — pa(B)] — O,
k=0
es decir {p,} converge a p en (X, | - ||). Ahora de nuevo el Teorema de Hausdorff
nos asegura que {p,} converge uniformemente a p en [a, b, ya que

Iplloc := max{[p(x)| : @ & [a, b]}

es una norma en la restriccién de los polinomios de X al intervalo [a, b].

La propiedad de compacidad nos asegura la existencia de
M := max{|f'(z)| : +x € [a, b]}.

Sean z,y € [a,b], x # y. El Teorema del Valor medio real nos asegura la existencia
de un punto ¢ del intervalo abierto de extremos x,y tal que

fy) = fla) = f(o)y — ),
y en consecuencia

|f(y) = f(x)| < M|y — x|, Yo,y € [a,b].



b) Sea K C RY un compacto. Consideremos un natural n tal que K C B(0,n). Por
ser f de clase C!, la propiedad de compacidad nos asegura que existe M, tal que

|Df(2)| < M, Vz € B(0,n).
Como consecuencia del Teorema del valor medio
e,y € BO,n)] = | f(2) — fu)]| < Mz —yl.
y con mayor motivo

2,y € K] = | f(x) = f(y)ll < Mllx—yl,

esto es, f es lipschitziana en K y, por tanto, uniformemente continua en K.

Ni siquiera una funcién real de clase C! ha de ser uniformemente continua. Por
ejemplo, la funcion f : R — R definida por

f(z) =2% Vo €R.

4. Para cada (z,y) € R? se tiene que
1 [ arct ”
arctan —
Ji(@,y) = 3 YT ),
3 \y cos(zy) xcos(zy)

y en consecuencia si z,y € [0, 1]

2
—+3
ZDjfi<x7y)2 S 16 <
i,j

=
W

9 —9
con lo cual el Teorema practico del valor medio nos asegura que
2
||f(a7 b) - f(C, d)||2 S §||(a7 b) - (C, d)HQ? v a, b7 C, d e [07 1]7
y en consecuencia la funcién f es contractiva. Es inmediato que
f([0,1] x [0, 1]) € [0,1] x [0, 1].

Como [0,1] x [0,1] es completo por ser cerrado en R?, el Teorema del punto fijo de
Banach nos asegura la existencia de un tinico punto fijo de la funcién f.



Sea £ > 0 fijo. La continuidad uniforme de f nos asegura la existencia de 6 > 0 tal que

(z,y €la,b],la =] < 6) = [f(2) = f(y)| <&

i) Sea m € N tal que p,q > m = |z, — x4 <. Se tiene que

p,q=m = |f(xp)_f($q>| <§g,

es decir la sucesién { f(x,)} es de Cauchy.

ii) Como la sucesion {z,} es de Cauchy, el apartado i) y el Teorema de complitud de
R nos aseguran la existencia de un real L tal que

{f(zn)} = L

Supongamos ahora que {y,} es otra sucesién en ]a,b[ convergente al punto a, la
sucesion

{x17y17x27y27 s }

también converge al punto a, y por lo ya demostrado, la sucesion

{f<x1)a f(y1)> f(l’g), f(yQ)v . }

es convergente, de donde se deduce que las sucesiones {f(x,)} vy {f(y.)} tienen el
mismo limite L.

iii) Sea {z,} una sucesién en |a,b[ con {z,} — a. Si queremos que f sea continua en
a, obligadamente ha de ser

fla) == lim f(z,).

El apartado ii) nos asegura que el valor de f(a) no depende de la particular sucesién
elegida en |a, b[ convergente al punto a.

De ii) y el cardcter local de la continuidad se deduce que fes continua en |a, b|.



Segundo parcial de Anélisis I, 2° Matematicas,

Curso 2002-2003

. Tema: Teorema de densidad de las funciones simples integrables en L£(u). Teorema de

densidad de las funciones simples escalonadas y de las funciones de soporte compacto
en L(RY).

. Justificar la existencia de dos abiertos difeomorfos A y B de R? verificando que
(0,0) € A, (1,1) € By para cada (z,y) € A existe un unico (u,v) € B tal que:

r+et+v=e+1
y+sen x+logu =0

Calcular 5 52
u u

. Determinar las dimensiones del ortoedro de mayor volumen que se puede inscribir en el

elipsoide de ecuacion

232 y2 22

) + =5+ ol 1,
donde a, b, ¢ son ntimeros reales positivos fijos.
. Sea (Q, A, 1) un espacio de medida y {A,,} una sucesion de conjuntos medibles. Pruébese

que la serie 2%)( 4, converge uniformemente a una funciéon medible f : 2 — R tal
que 0 < f < 1. Probar también que

=1
/Q Fn=3 o)

. Sea (€2, A, 1) un espacio de medida.
(a) Sea f € L(u). Probar que

np({weQ: |f(w)|>n}) — 0.

(b) Si la funcién f : © — R es medible, no negativa y no integrable, ;jes cierto lo
anterior?
(Justificar en caso de que sea cierto y dar un contraejemplo si no lo es).

Granada, 24 de junio de 2003



Examen final de Andlisis I, 2° Matemadticas,

Curso 2002-2003
1. Tema: Teorema de la funcién implicita.

2. Pruébese que la funcién f : R? — R? dada por

1 1
f(l‘7y): (Z+§arCtan§7CO§y> ($7y€R)a

tiene un unico punto fijo en [0, 1]2.
3. Justificar la existencia de dos abiertos difeomorfos U y V de R? verificando que
(0,0) e U, (1,1) € V y para cada (x,y) € U existe un tnico (u,v) € V tal que:

sen r +€e' =e
arctan v 4+ y = arctan 1
Calcular
ou 0%

4. Sea (2, A, 1) un espacio de medida y f una funcién integrable no negativa. Pruébense
las siguientes afirmaciones:

(a) La funcién v : A — R dada por

U(E):/fdp, (E e A
E
es una medida en (£2, 4).
(b) Se verifica que para cada € > 0 existe § > 0 tal que
EeA puE)<d = v(E)<e.

Indicacién: Usense los conjuntos A, = {z € Q : f(z) < n} y el Teorema de la
convergencia mondétona.

5. Sea (€, A, 1) un espacio de medida.
(a) Sea f € L(p). Probar que
np({weQ: |fw)|>n}) —0.

Indicacién: Usese el Teorema de la convergencia dominada.

(b) Si la funcién f : @ — R es medible, no negativa y no integrable, ;jes cierto lo
anterior?
(Justificar en caso de que sea cierto y dar un contraejemplo si no lo es).

Granada, 8 de julio de 2003



Examen final de Anélisis I, 2° Matematicas, Curso 2002-2003
Soluciones

1. Tema de teoria.

2. En primer lugar, f fija el cuadrado [0,1]?, ya que, si z,y € [0,1]? | se tiene

< -

0<1+1 ‘ x<1+1 ; 77_1+1<1 0<cosy
< g tparctans < -+ carctan 7 = 2 + o , ==

DO | —

El cuadrado [0, 1]? es completo y basta comprobar que la restriccién de f a este cuadrado
es contractiva. Para ello, usamos el Teorema del valor medio. Claramente f € C'(R?)
y se tiene que

T — 0
4 T2
ey = | PO
0
2

Por tanto, si z,y € [0,1]? se tiene que

152 1 2 sen’y 1 1
1D f(z,y)||” < 4) \1+(2)2 + 4 16 * 4

Como consecuencia, aplicando el Teorema del valor medio (el dominio es convexo), f

es contractiva (la constante de Lipschitz es menor o igual que ,/1—16 + }L = \/Tg) y basta

aplicar el Teorema del punto fijo de Banach.

3. Basta aplicar, en primer lugar, el Teorema de la funcién implicita a la funcién F' :
R* — R dada por

F(z,y,u,v) = (sen = +¢e” —e — 1,arctanu + y — arctan 1) (x,y,u,v € R).
Es claro que F es de clase infinito y F'(0,0,1,1) = (0,0). Ademés

cosr 0 O e’
Jp(a:,y,u,v)z ( 0 1 0 )

det( (e)):—g;é().

Por tanto, existe un abierto A de R? que contiene a (0,0) y una funcién ¢ : A — R?
de clase infinito tal que la grafica de ¢ parametriza los ceros de F' en un entorno de
(0,0,1,1).

Por tanto, si (z,y) € Ay o(z,y) = (u(x,y),v(z,y)), se tiene que

0 e \ 7! cosz 0
e =-( 5 ) (5 Y)

Como las matrices que aparecen en la expresion del jacobiano de ¢ son inversibles en el
punto (0,0), entonces, ¢ verifica las hipétesis del Teorema de la funcién inversa y basta

_1
14-u?

= O




4. (a) Sea £ = |J

aplicar este resultado para obtener los abiertos U y V tales que ¢ es un difeomorfismo
deUenV,y p(0,0)=(1,1).

Para calcular las derivadas parciales basta derivar parcialmente en la condicién implicita
que verifica ¢.

Derivando parcialmente respecto de y, se tiene

ou 1
dy 1+ u?

+1=0,

de donde, evaluando en (0, 0) se obtiene3%(0,0) = —2.
v

Derivando parcialmente una vez mas en ecuaciéon anterior se tiene

Pu 1 2u<0u)2< —1 _o.

0%y 1+ u? ay/) (1+u?)?
Sustituyendo y despejando se obtiene %@‘(0, 0) = 4.

E,, donde {E,} es una sucesién de elementos disjuntos de A.

Fxe=F>Y xe.=> [ X&.
n=1 n=1
y, de la definicion de v, se tiene que

V(E):/Efd,u:/QfXEd,u y

W(E) = [ fdu= /Q f va, du.

ETL

neN
Obsérvese que

donde se ha utilizado que la integral extendida a un conjunto medible de una funcién
f medible positiva coincide con la integral de la prolongacion por cero de f fuera
de dicho conjunto. Por tanto,

V(E):/Qf XE d/l:/ﬂhm<if XEk>d,“:
k=1
lim /Q(kz:f xEk)duzhm;Lf x5, duzg/Qf - du:guwm

donde se ha utilizado el Teorema de la convergencia monotona. Asi v es una medida.

(b) Dado € > 0 y un natural n, sea A, = {w € Q : f(w) < n}. Se tiene que
A, € A, VYn € Ny que f xa, / f. El Teorema de la convergencia monétona

garantiza que
/fondu//fdu-
Q Q



Existe entonces un natural n tal que fQ (f —f XAn) dp < % Tomamos § = Qi Si

n
E € A con u(FE) < 4§, entonces

V(E)Z/Ef duz/E(f—fon)dqu/Efon dp

£ £
< — d d - — =,
_/Q(f f xa,) M+/En p<gtng-=e

a) Sea f € L(u). Para cada natural n sea A, :={w € Q: |f(w)| > n}. Se tiene que
0<mnxa, <|f|l, YneN.

Como {n xa,} — 0, el T.C.D. nos asegura que

(= { [ nxa, duf o

b) No es cierto si la funcién no es integrable. Basta considerar cualquiera de las
funciones siguientes: f :]0, 1[— R dada por

f(ac):l 0<z<1)

6 ¢g:R" — R definida por

g(x) = E(x) (parte entera de x)



Examen septiembre de Andlisis I, 2° Matemaéticas,

Curso 2002-2003

1. Tema:

2. Sea f:[—1,1] x [-1,1] — R? el campo vectorial definido por
f(z,y) = (1 +sen z,arctany) (x,y € [—1,1]).
Probar que existe un tunico punto p € [—1,1] x [—1,1] tal que f(p) = 2p.

3. Justificar la existencia de un campo vectorial f = (f1, f2) de clase C* de un abierto U
de R? en R? verificando

2 2 _ _
e o L A R

0*fi
lcular Df(1,—1) y —=
Calcular Df(1,-1) y 2

un entorno de (1, —1) sobre un entorno de (1,1)?

(1, —1) ;Se puede conseguir que f sea un difeomorfismo de

4. Sea (€2, A, ) un espacio de medida y { 4, } una sucesién de conjuntos medibles. Pruébese
que la serie Y Q%X 4, converge uniformemente a una funciéon medible f : 2 — R tal
que 0 < f < 1. Probar también que

o

/Q Fu=3" u(An)

n=1

5. (a) Sea (2, A, 1) un espacio de medida con u(Q2) < oo y sea {f,} una sucesién de
funciones medibles en €2 que converge puntualmente a una funcién f. Supongamos
que existe una constante M > 0 tal que |f,| < M, ¥n € N. Probar que f es
integrable y que

iim [ 17 = ful du=0
n Q

(b) Dar un ejemplo mostrando que la hipétesis (€2) < oo no puede ser suprimida.
(c) Calcular

1
lim/ _ dx.
n 0 1 + n2$2

Granada, 18 de septiembre de 2003
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Soluciones del examen septiembre de Anilisis I, 2° Matematicas,

Curso 2002-2003

1. Tema

2. El conjunto [—1,1] x [—1,1] es convexo (hip6tesis del Teorema del valor medio) y es
completo (cerrado de R?). Ademds, es ficil comprobar que la funcién £ conserva el

2
conjunto anterior, ya que

|sen z
2

|1+ sen z
2

<1 vy <L

arctany arctan 1
e <

<1+ T
-2 2 4

Para z,y € R? se tiene que

y en Consecuencia,
1

D f; 2 = 2 — <2
Zj: ]f (I) cos” x + (1+y2)2 ~

El Teorema del valor medio nos asegura que f es lipschitziana con constante de Lipschitz

menor o igual que V2. Asi, { es contractiva. El resultado se sigue del Teorema del

2
punto fijo de Banach.

3. Se trata de definir un campo vectorial g que verifique en el punto (1,—1,1,1) las
hipotesis del Teorema de la funcién implicita y que nos permita justificar la existencia
de los campos escalares f; v fo verificando las condiciones del enunciado. Este campo
vectorial no puede ser otro que

g(z,y,u,0) = (2 + 9% —2uv , 2 +y* + 0 — %), VY(z,y,u,0) € R

g es de clase C*, verifica que ¢g(1,—1,1,1) = (0,0) y como
2 -2 =2 =2
J,(1,-1,1,1) = (3 s _3) ,
—2

al ser _32 3 = 12 # 0, existen un entorno U de (1,—1) y un campo vectorial
f:U — R? de clase C™ tal que

9(z,y, filz,y), fo(z,y)) = (0,0), VY(z,y) € U.

El Teorema de la funcién implicita nos asegura ademas que

== (3 5) 6 3)-09)

11



Derivando dos veces en el sistema respecto de la variable x, y sustituyendo (z,y, fi(z,y), fa(z,y))

por (1,—1,1,1), afl por 0, y == 81; por 1, nos queda
2 2
o, P
02 0x? % fy 1
2 2 0x? a2z LD = 2
h_Ph
0x? 0x?

Finalmente, f verifica las hipétesis del Teorema de la funcién inversa. Basta aplicar
este teorema para obtener un difeomorfismo de un entorno de (1, —1) en un entorno de
su imagen, el punto (1, 1).

. Es claro que la serie anterior converge puntualmente, por ser puntualmente una se-
rie de términos positivos mayorada por la serie geométrica de razén % Ademas, la

convergencia es uniforme por verificar la condicién de Cauchy uniforme, ya que

n+m n+m

‘ZQkXAk ‘—ng—ZQk

Es inmediato comprobar también que la suma puntal de la serie es una funcién f con
0 < f <1, que ademas es medible, por ser el limite puntual de una sucesién de funciones
medibles.

Finalmente, el T.C.M. (versién para sucesion creciente de funciones medibles positivas)
nos asegura que

oo

1
/fdu—hm/ S, )i = hmZQMAk > n(4n)

n=1

a) Las funciones constantes son integrables. En efecto, la funcién constantemente
igual a M | M xq, es elementalmente integrable con integral igual a M u(Q2). El
ejercicio es consecuencia del T.C.D.

b) El siguiente ejemplo muestra que la hipdtesis p(£2) < oo no puede ser suprimida.
Basta tomar f, = %X[—n,n]- Es claro que {f,} converge puntualmente a 0 en R
(de hecho converge uniformemente). Ademas se tiene que

/fnd/\zl, Vn :>/(hmfn)d)\zosélzlim/fnd)\-
R RN " " JR

Es facil comprobar que no hay monotonia ni la sucesién esta mayorada por una
funcion integrable. Se puede hacer directamente o bien pensando que en el caso de
que existiera monotonia, el T.C.M. darfa la igualdad y en el caso de que existiese
acotacion, el T.C.D. darfa también la igualdad.

c¢) Para calcular el limite que se pide, basta aplicar el apartado a). Comprobamos la
acotaciéon de la sucesién de funciones:
1+ n%a2?

5 Vn € N.

0<(1—nz))=0<nz<

12



1
Basta tomar como constante M = 3
y
1+y2
R$) derivando, con lo que se obtiene que ésta tiene un méximo absoluto en y = 1

que vale %, de donde 0 < 755 < %, Vz € RY, Vn € N.

Otra forma de acotar en este caso, consiste en optimizar la funciéon y — (en
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