VARIABLE COMPLEJA, Curso 2007-2008

1. Ejercicios (Indice de un punto respecto de una curva cerrada.
Forma general del teorema de Cauchy. Desarrollo en serie de Laurent.
Singularidades aisladas.)

1. Sea p : [=m, 7] — RT una funcién continua verificando que p(7) = p(—7), y sea v : [-m, 7] — C
la curva definida, para todo t € [—m, 7], por y(t) = p(t)e”. Calctlese Ind, (z) para cada z€C\~*.

2. Considérense las curvas:
nt) =t, Vie[-1,1]; nt)=¢" viel0,n] vy v=m+7%.
Calculese Ind, (z) para cada z € C\~*.

3. Sean a,b,c,d nameros reales tales que a < ¢y b < d. Consideremos la poligonal (rectangulo)
y=la+1b,c+ib,c+id,a+ id,a + ib]. Calcilese Ind, (z) para cada z€C\~*.

4. Sea € un abierto simplemente conexo del plano que no contiene al cero y contiene a R™. Justifiquese
que existe f € H(Q) tal que f(x) = 2" para todo z € R*. jPuede suprimirse la hipotesis de que
() sea simplemente conexo?

5. Sean a,be C tales que |a| < |b]. Obténgase el desarrollo en serie de Laurent de la funcion

1

&= =06-n

(zeC\{a,b})

en cada uno de los anillos siguientes: A(0;|al, |b]), A(0;]b], +00), A(a;0,|b—al) y A(a; |b—al, +00).
6. Obténgase el desarrollo en serie de Laurent de la funcién

1
f(z) = (R (z€C\{-1,1})

en cada uno de los anillos siguientes: A(1;0,2) y A(1;2,400).

7. Clasificar las singularidades, determinando en cada caso la parte principal, de las funciones

f:Q — C siguientes:
2 1) =122 g mem),

zn

b) f(z):znsené Q=C" (neN),

o) f(z):bg(i—j’") Q=C\{zeR:z< 1},
d) f(@zm Q=C\Z,
o) f(z) = tgzm Q=C\Z

8. Sea (2 un abierto en el plano, a € Q y f una funcién holomorfa en Q\{a}. ;Qué relacion existe
entre las posibles singularidades en a de las funciones f y f'?

9. Sean f y g funciones holomorfas en un entorno reducido de un punto a. Estiidiese el comporta-
miento en a de las funciones f + g y fg, supuesto conocido el de f y g.

1



10.

11.

12.

13.

14.

La funcion f es holomorfa en un entorno del punto a y la funcién g tiene un polo de orden m en el
punto f(a). ;Como se comporta en el punto a la funcién compuesta go f? ;Qué ocurre si g tiene
una singularidad esencial en a?

Sea a una singularidad aislada de una funcion f. Pruébese que la funcion Re (f) no puede estar
mayorada ni minorada en un entorno reducido de a. Deduzcase que la funcién exp(f) tiene una
singularidad esencial en a.

Sea () abierto en C, {a,} una sucesién de puntos distintos de {2 que converge a un punto a € €.
Sea f una funcion holomorfa en U = Q\{a,:n€N} U {a} y que tiene un polo en cada punto a,.
Pruébese que, para cada p > 0, el conjunto f(D(a,p) NU) es denso en C.

Sea R >0, ae D(0,R) y f una funcién holomorfa en D(0, R)\{a} que tiene un polo simple en a.
(n
/ (O> Pruébese que h’m{ En } = a.
Cn41

Sea ¢, =
n!
Sea f una funciéon holomorfa en C excepto en un nimero finito de puntos que son polos de f.
Supongamos, ademés, que f tiene limite (finito o infinito) en infinito. Pruébese que f es una
funcién racional.



