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Variable aleatoria

En muchas ocasiones, el interés sobre el resultado de un experimento aleatorio no se centra en conocer el resultado
en śı, sino en el valor de cierta caracteŕıstica numérica asociada a dicho resultado.
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Variable aleatoria

En muchas ocasiones, el interés sobre el resultado de un experimento aleatorio no se centra en conocer el resultado
en śı, sino en el valor de cierta caracteŕıstica numérica asociada a dicho resultado. Veamos algunos ejemplos:

- En el lanzamiento de tres monedas, el interés puede reducirse al número de caras, o número de cruces, o
diferencia entre número de caras y número de cruces.
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- En el lanzamiento de tres monedas, el interés puede reducirse al número de caras, o número de cruces, o
diferencia entre número de caras y número de cruces.

- En la elección aleatoria de un individuo en cierta población, el interés puede concretarse en la altura o peso
del individuo.
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diferencia entre número de caras y número de cruces.

- En la elección aleatoria de un individuo en cierta población, el interés puede concretarse en la altura o peso
del individuo.

- En la extracción de tres bolas de una urna con cinco blancas y tres negras, podemos estar interesados sólo en
el número de bolas blancas.
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diferencia entre número de caras y número de cruces.

- En la elección aleatoria de un individuo en cierta población, el interés puede concretarse en la altura o peso
del individuo.

- En la extracción de tres bolas de una urna con cinco blancas y tres negras, podemos estar interesados sólo en
el número de bolas blancas.

Este hecho conduce a introducir el concepto de variable aleatoria que, en términos generales, es una función real,
definida sobre el espacio muestral asociado a un experimento aleatorio, que describe alguna caracteŕıstica de los
posibles resultados del experimento.
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Este hecho conduce a introducir el concepto de variable aleatoria que, en términos generales, es una función real,
definida sobre el espacio muestral asociado a un experimento aleatorio, que describe alguna caracteŕıstica de los
posibles resultados del experimento.

Debe notarse que si se está centrado en el estudio de cierta caracteŕıstica, los conjuntos de interés estarán expresados
en términos de ella y, a efectos de poder calcular su probabilidad, debe exigirse que tales conjuntos sean sucesos.
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posibles resultados del experimento.

Debe notarse que si se está centrado en el estudio de cierta caracteŕıstica, los conjuntos de interés estarán expresados
en términos de ella y, a efectos de poder calcular su probabilidad, debe exigirse que tales conjuntos sean sucesos.
Especificamos a continuación esta idea.

http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/2.5/es/
http://www.ugr.es/local/cdpye
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/2.5/es/


This work is licensed under a Creative Commons Attribution-NonCommercial-NoDerivs 2.5 License.

BY: Grupo CDPYE-UGR

Variable aleatoria

En muchas ocasiones, el interés sobre el resultado de un experimento aleatorio no se centra en conocer el resultado
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posibles resultados del experimento.

Debe notarse que si se está centrado en el estudio de cierta caracteŕıstica, los conjuntos de interés estarán expresados
en términos de ella y, a efectos de poder calcular su probabilidad, debe exigirse que tales conjuntos sean sucesos.
Especificamos a continuación esta idea.

Sea (Ω,A, P ) el espacio de probabilidad asociado a un experimento aleatorio en el que se pretende analizar cierta
caracteŕıstica de los resultados, descrita por la función X : Ω −→ R.
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Especificamos a continuación esta idea.

Sea (Ω,A, P ) el espacio de probabilidad asociado a un experimento aleatorio en el que se pretende analizar cierta
caracteŕıstica de los resultados, descrita por la función X : Ω −→ R.

El análisis de esta caracteŕıstica requerirá conocer, por ejemplo, la probabilidad de que tome un valor comprendido
entre dos números reales,
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entre dos números reales,

P (x < X < y) = P ({ω ∈ Ω; x < X(ω) < y}) = P
(
X−1((x, y))

)
,
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X−1((x, y))

)
,

o que tome como máximo cierto valor,
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P (X ≤ x) = P ({ω ∈ Ω; X(ω) ≤ x}) = P
(
X−1((−∞, x])

)
,
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P (X ≤ x) = P ({ω ∈ Ω; X(ω) ≤ x}) = P
(
X−1((−∞, x])

)
,

o, en general, la probabilidad de que tome valores en un intervalo, I, de cualquier tipo.
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P (X ≤ x) = P ({ω ∈ Ω; X(ω) ≤ x}) = P
(
X−1((−∞, x])

)
,

o, en general, la probabilidad de que tome valores en un intervalo, I, de cualquier tipo.

Evidentemente, para que dichas probabilidades tengan sentido, los correspondientes conjuntos deben ser sucesos.
Esto es, es preciso que X−1 ((x, y)) ∈ A, X−1 ((−∞, x]) ∈ A y, en general, que X−1(I) ∈ A.
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Esto es, es preciso que X−1 ((x, y)) ∈ A, X−1 ((−∞, x]) ∈ A y, en general, que X−1(I) ∈ A.

Estos requerimientos conectan directamente con el concepto de función medible; de hecho, teniendo en cuenta la
definición y caracterizaciones de función medible, se tiene, por ejemplo,
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(
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,

o, en general, la probabilidad de que tome valores en un intervalo, I, de cualquier tipo.

Evidentemente, para que dichas probabilidades tengan sentido, los correspondientes conjuntos deben ser sucesos.
Esto es, es preciso que X−1 ((x, y)) ∈ A, X−1 ((−∞, x]) ∈ A y, en general, que X−1(I) ∈ A.

Estos requerimientos conectan directamente con el concepto de función medible; de hecho, teniendo en cuenta la
definición y caracterizaciones de función medible, se tiene, por ejemplo,

X−1 ((−∞, x]) ∈ A, ∀x ∈ R ⇔ X−1(B) ∈ A, ∀B ∈ B,
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P (X ≤ x) = P ({ω ∈ Ω; X(ω) ≤ x}) = P
(
X−1((−∞, x])

)
,

o, en general, la probabilidad de que tome valores en un intervalo, I, de cualquier tipo.

Evidentemente, para que dichas probabilidades tengan sentido, los correspondientes conjuntos deben ser sucesos.
Esto es, es preciso que X−1 ((x, y)) ∈ A, X−1 ((−∞, x]) ∈ A y, en general, que X−1(I) ∈ A.

Estos requerimientos conectan directamente con el concepto de función medible; de hecho, teniendo en cuenta la
definición y caracterizaciones de función medible, se tiene, por ejemplo,

X−1 ((−∞, x]) ∈ A, ∀x ∈ R ⇔ X−1(B) ∈ A, ∀B ∈ B,

lo que permitirá, exigiendo la primera condición, dar sentido a probabilidades del tipo

P (X ∈ B) = P ({ω ∈ Ω; X(ω) ∈ B}) = P
(
X−1(B)

)
, ∀B ∈ B.
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(
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)
,

o, en general, la probabilidad de que tome valores en un intervalo, I, de cualquier tipo.

Evidentemente, para que dichas probabilidades tengan sentido, los correspondientes conjuntos deben ser sucesos.
Esto es, es preciso que X−1 ((x, y)) ∈ A, X−1 ((−∞, x]) ∈ A y, en general, que X−1(I) ∈ A.

Estos requerimientos conectan directamente con el concepto de función medible; de hecho, teniendo en cuenta la
definición y caracterizaciones de función medible, se tiene, por ejemplo,

X−1 ((−∞, x]) ∈ A, ∀x ∈ R ⇔ X−1(B) ∈ A, ∀B ∈ B,

lo que permitirá, exigiendo la primera condición, dar sentido a probabilidades del tipo

P (X ∈ B) = P ({ω ∈ Ω; X(ω) ∈ B}) = P
(
X−1(B)

)
, ∀B ∈ B.

Atendiendo a estas consideraciones, surge la definición formal de variable aleatoria, y la definición alternativa, que
simplifica sustancialmente la primera:

http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/2.5/es/
http://www.ugr.es/local/cdpye
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/2.5/es/


This work is licensed under a Creative Commons Attribution-NonCommercial-NoDerivs 2.5 License.

BY: Grupo CDPYE-UGR

P (X ≤ x) = P ({ω ∈ Ω; X(ω) ≤ x}) = P
(
X−1((−∞, x])

)
,
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definición y caracterizaciones de función medible, se tiene, por ejemplo,

X−1 ((−∞, x]) ∈ A, ∀x ∈ R ⇔ X−1(B) ∈ A, ∀B ∈ B,

lo que permitirá, exigiendo la primera condición, dar sentido a probabilidades del tipo

P (X ∈ B) = P ({ω ∈ Ω; X(ω) ∈ B}) = P
(
X−1(B)

)
, ∀B ∈ B.

Atendiendo a estas consideraciones, surge la definición formal de variable aleatoria, y la definición alternativa, que
simplifica sustancialmente la primera:

Una variable aleatoria es una función medible definida sobre un espacio de probabilidad

X : (Ω,A,P) −→ (R,B) es variable aleatoria ⇔ X−1(B) ∈ A, ∀B ∈ B.
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lo que permitirá, exigiendo la primera condición, dar sentido a probabilidades del tipo
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(
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Atendiendo a estas consideraciones, surge la definición formal de variable aleatoria, y la definición alternativa, que
simplifica sustancialmente la primera:

Una variable aleatoria es una función medible definida sobre un espacio de probabilidad

X : (Ω,A,P) −→ (R,B) es variable aleatoria ⇔ X−1(B) ∈ A, ∀B ∈ B.

X : (Ω,A,P) −→ (R,B) es variable aleatoria ⇔ X−1 ((−∞,x]) ∈ A, ∀x ∈ R.
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Nota 1: Según las diferentes caracterizaciones de medibilidad pueden darse definiciones alternativas del concepto de variable
aleatoria, en términos de intervalos de cualquier otro tipo.
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Nota 1: Según las diferentes caracterizaciones de medibilidad pueden darse definiciones alternativas del concepto de variable
aleatoria, en términos de intervalos de cualquier otro tipo.

Nota 2: Como se deduce de la definición, la medibilidad proporciona el aspecto anaĺıtico, mientras que el hecho de estar
definida sobre un espacio de probabilidad da el carácter probabiĺıstico al concepto de variable aleatoria.
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Nota 1: Según las diferentes caracterizaciones de medibilidad pueden darse definiciones alternativas del concepto de variable
aleatoria, en términos de intervalos de cualquier otro tipo.

Nota 2: Como se deduce de la definición, la medibilidad proporciona el aspecto anaĺıtico, mientras que el hecho de estar
definida sobre un espacio de probabilidad da el carácter probabiĺıstico al concepto de variable aleatoria.

Centrándonos en el aspecto anaĺıtico, ya que la medibilidad se mantiene para las operaciones algebraicas usuales, es
inmediato deducir que la clase de variables aleatorias definidas sobre un mismo espacio de probabilidad
es cerrada para tales operaciones; esto es, la suma, el producto y el cociente (siempre que esté bien definido)
de variables aleatorias es variable aleatoria, aśı como el máximo y mı́nimo de un número finito de ellas.
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definida sobre un espacio de probabilidad da el carácter probabiĺıstico al concepto de variable aleatoria.
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inmediato deducir que la clase de variables aleatorias definidas sobre un mismo espacio de probabilidad
es cerrada para tales operaciones; esto es, la suma, el producto y el cociente (siempre que esté bien definido)
de variables aleatorias es variable aleatoria, aśı como el máximo y mı́nimo de un número finito de ellas.

Ejemplo 1: Si la clase de sucesos asociada a un experimento aleatorio contiene a todos los subconjuntos del espacio
muestral (lo que ocurre generalmente cuando el espacio muestral es finito), toda función definida sobre éste es una
variable aleatoria.
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es cerrada para tales operaciones; esto es, la suma, el producto y el cociente (siempre que esté bien definido)
de variables aleatorias es variable aleatoria, aśı como el máximo y mı́nimo de un número finito de ellas.

Ejemplo 1: Si la clase de sucesos asociada a un experimento aleatorio contiene a todos los subconjuntos del espacio
muestral (lo que ocurre generalmente cuando el espacio muestral es finito), toda función definida sobre éste es una
variable aleatoria.

X : (Ω,P(Ω), P ) −→ (R,B) ⇒ X−1(B) ∈ P(Ω), ∀B ∈ B.
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de variables aleatorias es variable aleatoria, aśı como el máximo y mı́nimo de un número finito de ellas.

Ejemplo 1: Si la clase de sucesos asociada a un experimento aleatorio contiene a todos los subconjuntos del espacio
muestral (lo que ocurre generalmente cuando el espacio muestral es finito), toda función definida sobre éste es una
variable aleatoria.

X : (Ω,P(Ω), P ) −→ (R,B) ⇒ X−1(B) ∈ P(Ω), ∀B ∈ B.

Por lo tanto, X es medible, y al estar definida sobre un espacio de probabilidad, X es variable aleatoria. �
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Ejemplo 1: Si la clase de sucesos asociada a un experimento aleatorio contiene a todos los subconjuntos del espacio
muestral (lo que ocurre generalmente cuando el espacio muestral es finito), toda función definida sobre éste es una
variable aleatoria.

X : (Ω,P(Ω), P ) −→ (R,B) ⇒ X−1(B) ∈ P(Ω), ∀B ∈ B.

Por lo tanto, X es medible, y al estar definida sobre un espacio de probabilidad, X es variable aleatoria. �

Ejemplo 2: Variables indicadoras
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Ejemplo 1: Si la clase de sucesos asociada a un experimento aleatorio contiene a todos los subconjuntos del espacio
muestral (lo que ocurre generalmente cuando el espacio muestral es finito), toda función definida sobre éste es una
variable aleatoria.

X : (Ω,P(Ω), P ) −→ (R,B) ⇒ X−1(B) ∈ P(Ω), ∀B ∈ B.

Por lo tanto, X es medible, y al estar definida sobre un espacio de probabilidad, X es variable aleatoria. �

Ejemplo 2: Variables indicadoras

Si Ω es un conjunto arbitrario y A ⊆ Ω, se define la función indicadora del conjunto A de la siguiente forma

IA : Ω −→ R

ω 7−→ IA(ω) =

{
1 ω ∈ A
0 ω /∈ A.
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es cerrada para tales operaciones; esto es, la suma, el producto y el cociente (siempre que esté bien definido)
de variables aleatorias es variable aleatoria, aśı como el máximo y mı́nimo de un número finito de ellas.

Ejemplo 1: Si la clase de sucesos asociada a un experimento aleatorio contiene a todos los subconjuntos del espacio
muestral (lo que ocurre generalmente cuando el espacio muestral es finito), toda función definida sobre éste es una
variable aleatoria.

X : (Ω,P(Ω), P ) −→ (R,B) ⇒ X−1(B) ∈ P(Ω), ∀B ∈ B.

Por lo tanto, X es medible, y al estar definida sobre un espacio de probabilidad, X es variable aleatoria. �

Ejemplo 2: Variables indicadoras

Si Ω es un conjunto arbitrario y A ⊆ Ω, se define la función indicadora del conjunto A de la siguiente forma

IA : Ω −→ R

ω 7−→ IA(ω) =

{
1 ω ∈ A
0 ω /∈ A.

Si (Ω,A, P ) es un espacio de probabilidad y A ∈ A, la función indicadora del suceso A es medible y, por lo tanto,
es una variable aleatoria.

http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/2.5/es/
http://www.ugr.es/local/cdpye
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/2.5/es/


This work is licensed under a Creative Commons Attribution-NonCommercial-NoDerivs 2.5 License.

BY: Grupo CDPYE-UGR

En efecto,
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En efecto,

IA : (Ω,A, P ) −→ (R,B)

verifica

I−1
A (B) =


∅ 0 /∈ B, 1 /∈ B
A 0 /∈ B, 1 ∈ B
Ac 0 ∈ B, 1 /∈ B
Ω 0 ∈ B, 1 ∈ B.
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En efecto,

IA : (Ω,A, P ) −→ (R,B)

verifica

I−1
A (B) =


∅ 0 /∈ B, 1 /∈ B
A 0 /∈ B, 1 ∈ B
Ac 0 ∈ B, 1 /∈ B
Ω 0 ∈ B, 1 ∈ B.

Aśı, ya que A ∈ A y, por tanto, Ac ∈ A, ∅ ∈ A y Ω ∈ A, se tiene la medibilidad de IA. �
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En efecto,

IA : (Ω,A, P ) −→ (R,B)

verifica

I−1
A (B) =


∅ 0 /∈ B, 1 /∈ B
A 0 /∈ B, 1 ∈ B
Ac 0 ∈ B, 1 /∈ B
Ω 0 ∈ B, 1 ∈ B.

Aśı, ya que A ∈ A y, por tanto, Ac ∈ A, ∅ ∈ A y Ω ∈ A, se tiene la medibilidad de IA. �

Ejemplo 3: Si (Ω,A, P ) es un espacio de probabilidad y {An}n∈N ⊆ A una partición medible de Ω, cualquier función
de la forma

X : (Ω,A, P ) −→ (R,B)
ω 7−→ X(ω) = xn, si x ∈ An, ∀n ∈ N

es variable aleatoria.
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Ejemplo 3: Si (Ω,A, P ) es un espacio de probabilidad y {An}n∈N ⊆ A una partición medible de Ω, cualquier función
de la forma

X : (Ω,A, P ) −→ (R,B)
ω 7−→ X(ω) = xn, si x ∈ An, ∀n ∈ N

es variable aleatoria.

La medibilidad de X se obtiene teniendo en cuenta que

X−1(B) =
+∞⋃
n=1

xn∈B

An, ∀B ∈ B

y que, por ser A una σ-álgebra, es cerrada para uniones numerables de sus elementos.
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En efecto,

IA : (Ω,A, P ) −→ (R,B)

verifica

I−1
A (B) =


∅ 0 /∈ B, 1 /∈ B
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Ω 0 ∈ B, 1 ∈ B.

Aśı, ya que A ∈ A y, por tanto, Ac ∈ A, ∅ ∈ A y Ω ∈ A, se tiene la medibilidad de IA. �

Ejemplo 3: Si (Ω,A, P ) es un espacio de probabilidad y {An}n∈N ⊆ A una partición medible de Ω, cualquier función
de la forma

X : (Ω,A, P ) −→ (R,B)
ω 7−→ X(ω) = xn, si x ∈ An, ∀n ∈ N

es variable aleatoria.

La medibilidad de X se obtiene teniendo en cuenta que

X−1(B) =
+∞⋃
n=1

xn∈B

An, ∀B ∈ B

y que, por ser A una σ-álgebra, es cerrada para uniones numerables de sus elementos.

Evidentemente, si la partición medible es finita, la función X es también variable aleatoria. �
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Ejemplo 4: Dos jugadores, J1 y J2, lanzan cada uno un dado. Describir el espacio de probabilidad asociado a este
experimento, y cada una de las siguientes variables.

a) Mayor puntuación.

b) Ganancia de J1, si se conviene que el que obtenga mayor puntuación recibe una moneda del contrario.

c) Ganancia de J1, si se conviene que el que obtenga menor puntuación paga al contrario la diferencia de pun-
tuación en monedas.
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Ejemplo 4: Dos jugadores, J1 y J2, lanzan cada uno un dado. Describir el espacio de probabilidad asociado a este
experimento, y cada una de las siguientes variables.

a) Mayor puntuación.

b) Ganancia de J1, si se conviene que el que obtenga mayor puntuación recibe una moneda del contrario.

c) Ganancia de J1, si se conviene que el que obtenga menor puntuación paga al contrario la diferencia de pun-
tuación en monedas.

El espacio muestral asociado a este experimento es el conjunto de todos los posibles resultados de los lanzamientos
de cada jugador. Aśı, si (i, j) indica que el jugador J1 ha obtenido la puntuación i y el jugador J2 la puntuación j,
el espacio muestral asociado a este experimento puede describirse por

Ω = {(i, j); i, j = 1, . . . 6}.
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Ejemplo 4: Dos jugadores, J1 y J2, lanzan cada uno un dado. Describir el espacio de probabilidad asociado a este
experimento, y cada una de las siguientes variables.

a) Mayor puntuación.

b) Ganancia de J1, si se conviene que el que obtenga mayor puntuación recibe una moneda del contrario.

c) Ganancia de J1, si se conviene que el que obtenga menor puntuación paga al contrario la diferencia de pun-
tuación en monedas.

El espacio muestral asociado a este experimento es el conjunto de todos los posibles resultados de los lanzamientos
de cada jugador. Aśı, si (i, j) indica que el jugador J1 ha obtenido la puntuación i y el jugador J2 la puntuación j,
el espacio muestral asociado a este experimento puede describirse por

Ω = {(i, j); i, j = 1, . . . 6}.

Ya que todos los resultados elementales son observables, la σ-álgebra de sucesos en este experimento es P(Ω).
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Ejemplo 4: Dos jugadores, J1 y J2, lanzan cada uno un dado. Describir el espacio de probabilidad asociado a este
experimento, y cada una de las siguientes variables.

a) Mayor puntuación.

b) Ganancia de J1, si se conviene que el que obtenga mayor puntuación recibe una moneda del contrario.

c) Ganancia de J1, si se conviene que el que obtenga menor puntuación paga al contrario la diferencia de pun-
tuación en monedas.

El espacio muestral asociado a este experimento es el conjunto de todos los posibles resultados de los lanzamientos
de cada jugador. Aśı, si (i, j) indica que el jugador J1 ha obtenido la puntuación i y el jugador J2 la puntuación j,
el espacio muestral asociado a este experimento puede describirse por

Ω = {(i, j); i, j = 1, . . . 6}.

Ya que todos los resultados elementales son observables, la σ-álgebra de sucesos en este experimento es P(Ω).

Si se supone que los dos dados son equilibrados, el espacio muestral es equiprobable y, por lo tanto, la función de
probabilidad, P , sobre (Ω,P(Ω)) es la que asigna a cada suceso elemental probabilidad 1/36.
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Ejemplo 4: Dos jugadores, J1 y J2, lanzan cada uno un dado. Describir el espacio de probabilidad asociado a este
experimento, y cada una de las siguientes variables.

a) Mayor puntuación.

b) Ganancia de J1, si se conviene que el que obtenga mayor puntuación recibe una moneda del contrario.

c) Ganancia de J1, si se conviene que el que obtenga menor puntuación paga al contrario la diferencia de pun-
tuación en monedas.

El espacio muestral asociado a este experimento es el conjunto de todos los posibles resultados de los lanzamientos
de cada jugador. Aśı, si (i, j) indica que el jugador J1 ha obtenido la puntuación i y el jugador J2 la puntuación j,
el espacio muestral asociado a este experimento puede describirse por

Ω = {(i, j); i, j = 1, . . . 6}.

Ya que todos los resultados elementales son observables, la σ-álgebra de sucesos en este experimento es P(Ω).

Si se supone que los dos dados son equilibrados, el espacio muestral es equiprobable y, por lo tanto, la función de
probabilidad, P , sobre (Ω,P(Ω)) es la que asigna a cada suceso elemental probabilidad 1/36.

Entonces, el espacio de probabilidad asociado al experimento es

(Ω,P(Ω), P )
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Ejemplo 4: Dos jugadores, J1 y J2, lanzan cada uno un dado. Describir el espacio de probabilidad asociado a este
experimento, y cada una de las siguientes variables.

a) Mayor puntuación.

b) Ganancia de J1, si se conviene que el que obtenga mayor puntuación recibe una moneda del contrario.

c) Ganancia de J1, si se conviene que el que obtenga menor puntuación paga al contrario la diferencia de pun-
tuación en monedas.

El espacio muestral asociado a este experimento es el conjunto de todos los posibles resultados de los lanzamientos
de cada jugador. Aśı, si (i, j) indica que el jugador J1 ha obtenido la puntuación i y el jugador J2 la puntuación j,
el espacio muestral asociado a este experimento puede describirse por

Ω = {(i, j); i, j = 1, . . . 6}.

Ya que todos los resultados elementales son observables, la σ-álgebra de sucesos en este experimento es P(Ω).

Si se supone que los dos dados son equilibrados, el espacio muestral es equiprobable y, por lo tanto, la función de
probabilidad, P , sobre (Ω,P(Ω)) es la que asigna a cada suceso elemental probabilidad 1/36.

Entonces, el espacio de probabilidad asociado al experimento es

(Ω,P(Ω), P )

y, según se ha probado en el ejemplo 1, toda función definida sobre Ω es variable aleatoria. Vamos a describir las
que se especifican.
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Ejemplo 4: Dos jugadores, J1 y J2, lanzan cada uno un dado. Describir el espacio de probabilidad asociado a este
experimento, y cada una de las siguientes variables.

a) Mayor puntuación.

b) Ganancia de J1, si se conviene que el que obtenga mayor puntuación recibe una moneda del contrario.

c) Ganancia de J1, si se conviene que el que obtenga menor puntuación paga al contrario la diferencia de pun-
tuación en monedas.

El espacio muestral asociado a este experimento es el conjunto de todos los posibles resultados de los lanzamientos
de cada jugador. Aśı, si (i, j) indica que el jugador J1 ha obtenido la puntuación i y el jugador J2 la puntuación j,
el espacio muestral asociado a este experimento puede describirse por

Ω = {(i, j); i, j = 1, . . . 6}.

Ya que todos los resultados elementales son observables, la σ-álgebra de sucesos en este experimento es P(Ω).

Si se supone que los dos dados son equilibrados, el espacio muestral es equiprobable y, por lo tanto, la función de
probabilidad, P , sobre (Ω,P(Ω)) es la que asigna a cada suceso elemental probabilidad 1/36.

Entonces, el espacio de probabilidad asociado al experimento es

(Ω,P(Ω), P )

y, según se ha probado en el ejemplo 1, toda función definida sobre Ω es variable aleatoria. Vamos a describir las
que se especifican.

a) X: Mayor puntuación
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Ejemplo 4: Dos jugadores, J1 y J2, lanzan cada uno un dado. Describir el espacio de probabilidad asociado a este
experimento, y cada una de las siguientes variables.

a) Mayor puntuación.

b) Ganancia de J1, si se conviene que el que obtenga mayor puntuación recibe una moneda del contrario.

c) Ganancia de J1, si se conviene que el que obtenga menor puntuación paga al contrario la diferencia de pun-
tuación en monedas.

El espacio muestral asociado a este experimento es el conjunto de todos los posibles resultados de los lanzamientos
de cada jugador. Aśı, si (i, j) indica que el jugador J1 ha obtenido la puntuación i y el jugador J2 la puntuación j,
el espacio muestral asociado a este experimento puede describirse por

Ω = {(i, j); i, j = 1, . . . 6}.

Ya que todos los resultados elementales son observables, la σ-álgebra de sucesos en este experimento es P(Ω).

Si se supone que los dos dados son equilibrados, el espacio muestral es equiprobable y, por lo tanto, la función de
probabilidad, P , sobre (Ω,P(Ω)) es la que asigna a cada suceso elemental probabilidad 1/36.

Entonces, el espacio de probabilidad asociado al experimento es

(Ω,P(Ω), P )

y, según se ha probado en el ejemplo 1, toda función definida sobre Ω es variable aleatoria. Vamos a describir las
que se especifican.

a) X: Mayor puntuación
X((i, j)) = máx(i, j), ∀(i, j) ∈ Ω.
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b) Y: Ganancia de J1, si el que obtiene menor puntuación paga al contrario una moneda
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b) Y: Ganancia de J1, si el que obtiene menor puntuación paga al contrario una moneda

Y ((i, j)) =


1 i > j
0 i = j ∀(i, j) ∈ Ω.
−1 i < j
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b) Y: Ganancia de J1, si el que obtiene menor puntuación paga al contrario una moneda

Y ((i, j)) =


1 i > j
0 i = j ∀(i, j) ∈ Ω.
−1 i < j

c) Z: Ganancia de J1 si el que obtiene menor puntuación paga al contrario la diferencia en monedas
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b) Y: Ganancia de J1, si el que obtiene menor puntuación paga al contrario una moneda

Y ((i, j)) =


1 i > j
0 i = j ∀(i, j) ∈ Ω.
−1 i < j

c) Z: Ganancia de J1 si el que obtiene menor puntuación paga al contrario la diferencia en monedas

Z((i, j)) = i− j, ∀(i, j) ∈ Ω. �
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b) Y: Ganancia de J1, si el que obtiene menor puntuación paga al contrario una moneda

Y ((i, j)) =


1 i > j
0 i = j ∀(i, j) ∈ Ω.
−1 i < j

c) Z: Ganancia de J1 si el que obtiene menor puntuación paga al contrario la diferencia en monedas

Z((i, j)) = i− j, ∀(i, j) ∈ Ω. �

Ejemplo 5: En el experimento considerado en el ejemplo 4, si se ha convenido que el que obtenga menor puntuación
paga al contrario la diferencia de puntuación en monedas, especificar los siguientes sucesos en términos de la variable
Z, y calcular su probabilidad.

a) A: El jugador J1 gana al menos cuatro monedas.

b) B: El jugador J1 pierde más de dos monedas.

c) C: No pierden ni J1 ni J2.
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b) Y: Ganancia de J1, si el que obtiene menor puntuación paga al contrario una moneda

Y ((i, j)) =


1 i > j
0 i = j ∀(i, j) ∈ Ω.
−1 i < j

c) Z: Ganancia de J1 si el que obtiene menor puntuación paga al contrario la diferencia en monedas

Z((i, j)) = i− j, ∀(i, j) ∈ Ω. �

Ejemplo 5: En el experimento considerado en el ejemplo 4, si se ha convenido que el que obtenga menor puntuación
paga al contrario la diferencia de puntuación en monedas, especificar los siguientes sucesos en términos de la variable
Z, y calcular su probabilidad.

a) A: El jugador J1 gana al menos cuatro monedas.

b) B: El jugador J1 pierde más de dos monedas.

c) C: No pierden ni J1 ni J2.

a) El suceso A especifica que la ganancia de J1, que se describe por la variable Z, es, como mı́nimo, 4 y, por lo tanto
está formado por todos los sucesos elementales tales que Z((i, j)) = i− j ≥ 4;
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b) Y: Ganancia de J1, si el que obtiene menor puntuación paga al contrario una moneda

Y ((i, j)) =


1 i > j
0 i = j ∀(i, j) ∈ Ω.
−1 i < j

c) Z: Ganancia de J1 si el que obtiene menor puntuación paga al contrario la diferencia en monedas

Z((i, j)) = i− j, ∀(i, j) ∈ Ω. �

Ejemplo 5: En el experimento considerado en el ejemplo 4, si se ha convenido que el que obtenga menor puntuación
paga al contrario la diferencia de puntuación en monedas, especificar los siguientes sucesos en términos de la variable
Z, y calcular su probabilidad.

a) A: El jugador J1 gana al menos cuatro monedas.

b) B: El jugador J1 pierde más de dos monedas.

c) C: No pierden ni J1 ni J2.

a) El suceso A especifica que la ganancia de J1, que se describe por la variable Z, es, como mı́nimo, 4 y, por lo tanto
está formado por todos los sucesos elementales tales que Z((i, j)) = i− j ≥ 4; aśı,

A = {Z ≥ 4} = Z−1 ([4, +∞)) ≡ {(5, 1), (6, 1), (6, 2)}

y P (A) =
3

36
·
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b) Y: Ganancia de J1, si el que obtiene menor puntuación paga al contrario una moneda

Y ((i, j)) =


1 i > j
0 i = j ∀(i, j) ∈ Ω.
−1 i < j

c) Z: Ganancia de J1 si el que obtiene menor puntuación paga al contrario la diferencia en monedas

Z((i, j)) = i− j, ∀(i, j) ∈ Ω. �

Ejemplo 5: En el experimento considerado en el ejemplo 4, si se ha convenido que el que obtenga menor puntuación
paga al contrario la diferencia de puntuación en monedas, especificar los siguientes sucesos en términos de la variable
Z, y calcular su probabilidad.

a) A: El jugador J1 gana al menos cuatro monedas.

b) B: El jugador J1 pierde más de dos monedas.

c) C: No pierden ni J1 ni J2.

a) El suceso A especifica que la ganancia de J1, que se describe por la variable Z, es, como mı́nimo, 4 y, por lo tanto
está formado por todos los sucesos elementales tales que Z((i, j)) = i− j ≥ 4; aśı,

A = {Z ≥ 4} = Z−1 ([4, +∞)) ≡ {(5, 1), (6, 1), (6, 2)}

y P (A) =
3

36
·

b) El suceso B indica que la ganancia de J1 es menor que −2; está formado por todos los sucesos elementales tales
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que Z((i, j)) = i− j < −2 y, por tanto,
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que Z((i, j)) = i− j < −2 y, por tanto,

B = {Z < −2} = Z−1 ([−∞,−2)) ≡ {(1, 4), (1, 5), (1, 6), (2, 5), (2, 6), (3, 6)}

y P (B) =
6

36
·
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que Z((i, j)) = i− j < −2 y, por tanto,

B = {Z < −2} = Z−1 ([−∞,−2)) ≡ {(1, 4), (1, 5), (1, 6), (2, 5), (2, 6), (3, 6)}

y P (B) =
6

36
·

c) El suceso C indica que los dos jugadores obtienen la misma puntuación; esto es, Z((i, j)) = i− j = 0 y, por tanto,
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que Z((i, j)) = i− j < −2 y, por tanto,

B = {Z < −2} = Z−1 ([−∞,−2)) ≡ {(1, 4), (1, 5), (1, 6), (2, 5), (2, 6), (3, 6)}

y P (B) =
6

36
·

c) El suceso C indica que los dos jugadores obtienen la misma puntuación; esto es, Z((i, j)) = i− j = 0 y, por tanto,

C = {Z = 0} = Z−1({0}) ≡ {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 5), (6, 6)}

y P (C) =
6

36
· �
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