o 3

Tema

Calculo de limites

El presente tema tiene un interés eminentemente practico, pues su principal finalidad es
aportar los ejemplos que se echaban de menos en el tema anterior.

Empezaremos estableciendo las reglas bésicas para el estudio de limites y divergencia para
sumas, productos o cocientes de funciones reales de variable real. Se trata de trasladar, de forma
bastante mecdnica, las reglas ya conocidas para sucesiones y, l6gicamente, se reproducen las
indeterminaciones que ya teniamos.

Precisamente para salvar esas indeterminaciones, presentamos algunos métodos nuevos para
estudiar el cardcter de ciertas sucesiones, entre los que destaca el criterio de Stolz con sus
muchas aplicaciones. También estudiamos sucesiones de potencias, prestando especial atencion
a algunos limites relacionados con el nimero e, tanto limites de sucesiones como de funciones.
En particular tendremos un estudio, mds amplio que el hecho hasta ahora, de la principales
funciones conocidas: racionales, exponenciales, logaritmicas y funciones potencia.

En resumen, tendremos una amplia gama de ejemplos para ilustrar las nociones de limite y
divergencia, junto con una serie de métodos practicos para resolver indeterminaciones.

3.1. Sumas, productos y cocientes

Las reglas conocidas para el estudio de la convergencia o divergencia de sucesiones se
trasladan facilmente a funciones reales de variable real, obteniendo las reglas basicas para el
estudio de limites de funciones y funciones divergentes. Trabajaremos solamente con limites o
divergencias en un punto de la recta real, por ser el caso més general. Los resultados se trasladan
automdticamente a los demds casos, limites o divergencias laterales y limites o divergencias en
el infinito, prestando la debida atencion al cambio de funcidn que en cada caso se requiera.

Empezamos estudiando el comportamiento de la suma de dos funciones que tienen limite o
divergen en un punto, con dos observaciones clave:
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3. Calculo de limites 22

» Sean f,g:A — R funciones reales de variable real y o. € A’

(i) Si fy g tienen limite en o, entonces f + g tiene limite en o, verificdndose que
lim (f +¢) (x) = lim f(x) + lim g(x)
(ii) Supongamos que f(x) — 4oo (x — @) y que g verifica la siguiente condicion:
36>0IMeR : x€A,0<|x—0a|<d = glx)>M (1)

es decir, g estd minorada en la interseccion de A\ {0} con un intervalo abierto de
centro O.. Entonces:
(f+8)(x) = +e (x—a)

Para probarlo, sea {x,} — o, con x, € A\ {a} para todo n € N. En el caso (i) tenemos que
{f(e)} = lim f(x) y {g(xa)} — lim g(x), luego

[(F+8) ()} = L) + )} — lim £(x) + lim ()
En el caso (i) tenemos { f(x,)} — oo y usando (1) vemos que {g(x,)} estd minorada, puesto
que existe m € N tal que, para n > m, se tiene 0 < |x, — & < J, luego g(x,) > M. Deducimos
que {(f+g)(xn)} — oo, como se queria. |

Observamos ahora que, tanto si g tiene limite en el punto o, digamos lim g(x) = L, como
X—0

si g(x) — 4o (x — o), podemos asegurar que g verifica la condicién (1). En el primer caso
sabemos que existe d > 0 tal que, parax € A con 0 < |x — o] < 9§, se tiene |g(x) — L| < 1, luego
g(x) > L—1 y basta tomar M = L — 1. En el segundo caso sabemos que para cualquier M € R
podemos encontrar & > 0 de forma que se verifique (1). Podemos asi obtener las siguientes
consecuencias:

(@) Si f(x) = 4+oo (x — Q) y g tiene limite o diverge positivamente en o, entonces f+ g
diverge positivamente en O.

(b) Si f(x) = —eo (x — Q) y g tiene limite o diverge negativamente en ., entonces f + g
diverge negativamente en o.

(c) Si f diverge en el punto o y g tiene limite en O, entonces f + g diverge en Q..

Nada se puede afirmar sobre el comportamiento en un punto de la suma de dos funciones,
cuando una diverge positivamente y otra negativamente en dicho punto. Por tanto, tampoco
podemos afirmar nada, si solo sabemos que ambas funciones divergen en el punto en cuestion.
Reaparece aqui, para funciones, la indeterminacion del tipo [oo — oo].

Con respecto al producto de funciones, las observaciones bésicas son ahora tres:

» Sean f,g:A — R funciones reales de variable real y o. € A’.

(i) Si fy g tienen limite en el punto ., entonces fg tiene limite en o., dado por

1t (/) (x) = lim £(x) lim g(x)

xX—o
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(ii) Supongamos que lirréc f(x) =0y que g estd acotada en la interseccion de A\ {0}
X—

con un cierto intervalo abierto de centro ., es decir,

38>03IM>0:xcA, 0<x—a|<d = |gx)|<M (2)
Entonces: lim (fg)(x) = 0.
xX—0
(iii) Supongamos que f(x) — +oo (x — @) y que g verifica la condicion (1) con M > 0,

es decir:
30>0IM>0:x€A, 0<|x—0a|<d = gx)=>M (3)

Entonces: (fg)(x) — +eo (x — a).

Para comprobar estas afirmaciones, tomamos una sucesion {x,} de puntos de A distintos de o,
con {x,} — a. En el caso (i) tenemos que {f(x,)} — lfn(le(x) y {glxn)} — h’rr&g(x), luego
xX— X—

[(F2) ()} = (o) 8Cen)} — lim £ (x) lim g(x)

En el caso (ii) tenemos { f(x,)} — 0, y usando (2) vemos que {g(x,)} estd acotada, puesto
que existe m € N tal que, para n > m, se tiene 0 < |x, — a| < 0, luego |g(x,)| < M. Por tanto,
{(fg)(xs)} — 0. Finalmente, en el caso (iii) tenemos que {f(x,)} — ooy, si 8, M vienen
dados por (3), existe m € N tal que, paran > mes 0 < |x, —a| < 8, luego g(x,) > M. Entonces,
{(fg)(xn)} — 4o, como se querfa. |

Para obtener las consecuencias que siguen conviene observar que si g tiene limite en o
verificard (2), mientras que si g es divergente, la funcion |g| verificard (3).

(a) Si fy g divergen en el punto Q., entonces f g diverge en .. Ademds, si ambas divergen
positivamente o ambas negativamente tenemos ( f g) (x) — 4oo (x — Q), mientras que si
una diverge positivamente y otra negativamente, entonces ( fg)(x) = — (x — ).

(b) Si f diverge en el punto o y g tiene limite no nulo en o, digamos }%g(x) =AeRY,

entonces f g diverge en o.. Ademds, si f diverge positivamente y A > 0, o bien f diverge
negativamente y A < 0, entonces f g diverge positivamente. Si f diverge positivamente y
A <0, o bien f diverge negativamente y A > 0, entonces f g diverge negativamente.

Nada se puede afirmar sobre el comportamiento en un punto del producto de dos funciones,
cuando una tiene limite O y la otra diverge en dicho punto. Reaparece la indeterminacion del
tipo [0 - eo].

Para estudiar el cociente de dos funciones, bastard ahora ver lo que ocurre con la funcién
1/f, dependiendo del comportamiento de f, cosa nada dificil:

» Sea f:A — R una funcion real de variable real, no idénticamente nula, consideremos el
conjunto B={x€ A : f(x)#0} yla funcion 1/f : B— R. Para o. € A’ se tiene:

(i) Si h’n(le(x) =L e R*, entonceso. € B' y lin(ll (1/f)(x)=1/L.
X— X—
(ii) Si f diverge en el punto a., entonces también o. € B’ y lin(lx (1/f)(x)=0.
x—
(iii) Si h’n&f(x) =0y o € B, entonces 1/ f diverge en el punto o..
X—
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La comprobacién de las tres afirmaciones es inmediata. En el caso (i) podemos asegurar que
existe & > 0 tal que, parax € A con 0 < |x — a < d se tiene |f(x) — L| < |L| y, en particular,
f(x) # 0. Esto prueba ya que a € B’. Si ahora tomamos una sucesién {x,} de puntos de B
distintos de o, con {x,} — «a, se tendrd {f(x,)} — L, luego {1/f(x,)} — 1/L. En el caso
(ii) el razonamiento es bastante andlogo, existe & > 0 tal que, parax € A con 0 < |[x — | < 9,
se tiene |f(x)| > 1, luego f(x) # 0y a € B’. Tomando la sucesién {x,} como antes, tenemos
que {f(x,)} es divergente, luego {1/f(x,)} — 0. Obsérvese que en el caso (iii) no podemos
asegurar que o € B’, de ahi que se suponga como hipétesis. Tomando la sucesién {x,} como
antes, tenemos { f(x,)} — 0, luego {1/f(x,)} es divergente. |

3.2. Funciones racionales

Las reglas bésicas desarrolladas hasta ahora permiten estudiar ficilmente los limites y la
divergencia de cualquier funcién racional, lo que nos da la oportunidad de ilustrar muy bien
dichas reglas. Para evitar repeticiones introducimos una notacién que se mantendra fija en toda
la presente seccion.

Notacion. En lo que sigue P,Q serdn dos polinomios no idénticamente nulos de grados
respectivos p,q € NU {0}. Puesto que pretendemos estudiar el cociente P/Q, supondremos
sin pérdida de generalidad que P y Q no tienen divisores comunes. Consideramos entonces el
conjunto Zp = {x € R : Q(x) =0} de los ceros del polinomio Q, y sabemos que P(x) # 0 para
todo x € Zp. Tomamos A = R\ Zp y, puesto que Z es finito, tenemos A’ = R, en particular A
no estd mayorado ni minorado. Pretendemos estudiar la funcién racional f : A — R definida por

flx)=—==% Vxe€A

Debe quedar claro que foda funcién racional es la restriccion a su conjunto de definicién de una
funcién f del tipo considerado. Cuando ¢ = 0, tenemos A = R y f es una funcién polindémica.

En primer lugar, sabemos que f es continua en A, es decir:

= lim f(x) = f(a) Vo€ A

xX—0

Estudiemos el comportamiento de f en +oo y —oo, que parece plantear indeterminaciones.
Empezando por algunos casos féciles, para n € N tenemos evidentemente

x" — oo (x — —|—<>0); lim x "= lim x™"=0
X— o0 X—>—00
x" — +oo (x — —oo) sinespar; x" — —co (x — —oo) sinesimpar

Para el caso general, destacamos los coeficientes principales de Py Q escribiendo
P(x) =ax?+R(x), Q(x)=bx74+S5(x) VxeR

donde a,b € R* y R, S son polinomios de grados menores que p y g respectivamente. Puede
ocurrir que P sea constante, es decir, p = 0, en cuyo caso R es idénticamente nulo, y también S
es idénticamente nulo cuando Q es constante.
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La observacion clave es la siguiente:

lim x PR(x) = lim x PR(x) = lim x 9S(x) = lim x 9S(x) =0 (4)

X—> o0 X— —o0 X— o0 X— —o0

Basta comprobar las dos afirmaciones sobre R, las referentes a § son andlogas. Suponemos
p > 0, pues en otro caso no hay nada que comprobar, escribimos

p—1
x PR(x) = Z ax*¥P YxeR*
k=0
donde ag,ay,...,a,—1 son los coeficientes de R, y basta usar que lim P = 1im 1P =0,

X—>o0 X——0o0
parak=1,2,...,p—1.
Finalmente escribimos
_g a+xPR(x) _
flx) = xP~1 b as) xP"1g(x) Vx €A\ {0}

donde la funcién racional g : A\ {0} — R se define por esta misma igualdad y, en vista de (4),
verifica que h’rJrrl g(x) = lim g(x) =a/b. Hemos evitado asi cualquier indeterminacién y la
X— 100 X— —oo

descripcion del comportamiento de f en 40 y —co queda como sigue:

m Sip<gq,setiene lim f(x)= lim f(x)=0

X—4-00 X——e0

» Sip=gq,tenemos lim f(x)= lim f(x)=a/b

X— o0 X— —o0
= Si p > q, entonces [ diverge tanto en +oo como en —oo. Mds concretamente diverge:

(a) Positivamente en +ooy en —eo, cuando p—q es pary a/b >0

(b) Negativamente en 400y en —oo, cuando p—q es pary a/b <0

(c) Positivamente en + y negativamente en —oo, cuando p —q es impary a/b >0
(d) Negativamente en +eo y positivamente en —eo, cuando p —q es impary a/b < 0

Conviene observar que, para estudiar el comportamiento de f en 4oy —co, no se ha usado
la hipétesis de que los polinomios Py Q sean primos relativos.

Veamos finalmente el comportamiento de f en cualquiera de los ceros de Q. Sea pues o € R
con Q(a) =0y escribamos

O(x)=(x—a)"Qu(x) VxeR

donde m € N es el orden del cero de Q en el punto o y el polinomio Qy, verifica que Qg () # 0.

Tenemos entonces
1 P(x)

(x— )™ Qu(x)

flx)= VxeA

y existe el limite

P P(a
Yo = lim (x — o) £ (x) = lim () _ Plo)
X—0 x—a Qg (x) Qa(oc)
Por ser P(a) # 0, tenemos yq # 0, mientras que el comportamiento en el punto o de la funcién
x — (x—a) "™ no ofrece dificultad. Podemos por tanto enunciar:
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» La funcion racional f = P/Q, donde los polinomios Py Q son primos relativos, diverge
en todo punto a. € R que verifique Q(a) = 0 (y por tanto P(a) # 0).

Mds concretamente, si Q tiene un cero de orden m en el punto ., entonces existe el limite
yo, = lim (x — )" f(x) € R* y pueden darse cuatro casos:
x—0o

(@) yo >0ympar: f(x) — +o (x — Q)
(b) ya <Oympar: f(x) — —co (x — )
(©) ya>0ymimpar: f(x) — —oo (x> a—) y f(x) — +o (x — 0+)
(d) yo <Oymimpar: f(x) — +o (x —0—) y f(x) = —o (x — 0+)

3.3. Sucesiones de potencias

Pasamos ahora a discutir el comportamiento de funciones que involucran las potencias de
exponente real. En general, podemos estudiar funciones del siguiente tipo: si A es un conjunto
no vacio de niimeros reales, consideramos la funcién 4 : A — R™ definida por

h(x) = f(x)5%) VxeA

donde f:A — R" y g: A — R son funciones cualesquiera. Buscamos informacién sobre el
comportamiento de la funcién 4 en un punto o € A’, en +o cuando A no esté mayorado, o
en —oo cuando A no esté minorado, suponiendo que conocemos el comportamiento de f'y g
en cada caso. Para ello podemos analizar el carécter de la sucesion { f(ay)* (@) }, donde {a,}
es una sucesion de puntos de A, convergente o divergente, segin el caso. Asi pues, nuestro
problema consiste en analizar el cardcter de una sucesion del tipo {x;" }, donde {x,} e {y,} son
sucesiones de nimeros reales, con x,, > 0 para todo n € N, y se conoce el caricter de ambas
sucesiones. Para ello podemos escribir

xy" = exp (ynlogx,) VneN (5)
y aprovechar las propiedades de la funcién exponencial y del logaritmo, que vamos a resumir.

En primer lugar sabemos ya que la funcién exponencial es continua en R y el logaritmo
es continua en R™. Por otra parte, sabiendo que ambas funciones son estrictamente crecientes
y conociendo su imagen, deducimos facilmente el comportamiento de ambas en +oo, €l de la
exponencial en —eo y el del logaritmo en O:

s lime*=e* Vo€ R; limlogx=1loga Yo R"
x—a X—0

s lim e*=0; e — +oo (x — +)

X— —00
= logx — —o (x—0); logx— 4oo (x — Hoo)

Para comprobarlo, fijado A > 0, podemos tomar u = log A y el crecimiento de la exponencial
nos dice que para x < u se tiene e* < A, y para x > u serd e* > A. Hemos probado que

xeR, x<u = [e*—0| <A, luego lim e¢*=0
YA>0 JuelR: X——eo
xeR, x>u = e*>A, luego e — 400 (x — Ho0)
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Andlogamente, dado K € R, tomando u = eX > 0 tenemos claramente que para 0 < x < u es
logx < K,y parax > userdlogx > K:

VKER JucR*: {xER+, x<u = logx<K, luego logx— —c (x—0)
xe€RT, x>u = logx>K, luego logx— +eo (x — +) N
Podemos ya conseguir abundante informacion sobre sucesiones de potencias. En vista de
(5), aplicando directamente las anteriores propiedades de la exponencial y el logaritmo, junto
con las reglas referentes al producto de dos sucesiones convergentes o divergentes obtenemos
lo siguiente:

» Sea {x,} una sucesion de niimeros reales positivos e {y,} una sucesion de niimeros reales
cualesquiera.

(i) Supongamos que {x,} — 0
(@) Si{yn} — —c0{y} —ye€R™, entonces {x;"} — oo
() Si{yn} —y€R" 0{y,} — +oo, entonces {x3"} — 0
(ii) Supongamos que {x,} — x € R
(@) Si{y,} —y€R, entonces {x)"} — x”
(b) Si{yn} — +ooyx>10{y} — —cyx <1, entonces {xp"} — oo
(©) Si{yn} — +ooyx<1,0{y,} = —c0yx>1,entonces {xp"} — 0
(iii) Supongamos finalmente que {x,} — +oo
(@) Si{yn} — — o0 {ys} —y€ER", entonces {x;"} — 0
() Si{yn} =y ERT 0 {y,} — +oo, entonces {x;"} — oo

Destaquemos los tres casos que no quedan cubiertos por la discusién anterior, debido a que
para la sucesion {y, log x,} se presenta una indeterminacién del tipo [0 - eo] :

= {x,} —0 e {y,} — 0: Indeterminacion del tipo [0°]
n {x,} — 1 e {yu} — +o0 0 {y,} — —oo: Indeterminacion del tipo [ 1]

s {x,} — +oo e {y,} — 0: Indeterminacion del tipo [ (+o)°]

En cualquiera de los tres casos, nada se puede afirmar, en general, sobre la sucesién {x;"}. Es
facil comprobar que toda sucesién {z,} de nimeros reales positivos puede expresarse como
{x»"} de forma que {x,} e {y,} se encuentren en cualquiera de los tres casos anteriores.

Resumiendo, podemos ya enumerar todos los tipos de indeterminacion. En esencia sélo hay
dos, [e0 — o] y [0 - o], que ya aparecieron al estudiar el comportamiento de sumas y productos,
respectivamente, de sucesiones o de funciones. La segunda puede tomar ademds dos aspectos,
[0/0] y [ /0] que aparecen al estudiar cocientes, y tres aspectos mds, [0°], [(+e0)?] y [1>],
que surgen al estudiar potencias. En lo que sigue presentaremos métodos que, 16gicamente bajo
ciertas hipotesis, permiten resolver estas indeterminaciones.
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3.4. Criterio de Stolz

Para indeterminaciones del tipo [eo/c0] es itil el método ideado por el matemadtico austriaco
O. Stolz (1842-1905), basansose en trabajos previos del italiano E. Cesaro (1859-1906):

Criterio de Stolz. Sea {x,} una sucesion de niimeros reales y sea {p,} una sucesion de
niimeros reales positivos, estrictamente creciente y no mayorada. Para L € R, se tiene:

Xpr] — X X
Pn+1—Pn (o
La misma implicacion es cierta, sustituyendo en ambos miembros L por o0 0 por —co.

Demostracion. Partimos de una igualdad de facil comprobacién. Para m,n € N con n > m,
tenemos claramente:

Yo Xm | Xn—Xm w1

Pn Pn Pn Pn  Pn =

(Xk+1 - xk)

X nl — Pk Xk — X
_ Xm Z Pr+1 — Pk Xk4+1 — Xk
Pn  =n Pn Pr+1— Pk

Dado ahora L € R, lo escribimos también en la forma

L:%+Epk+l_pkL
Pn = Pa

Restando ambas igualdades y tomando valores absolutos, tenemos

Xn 1 = {Pkﬂ — Pk
——L| < —|[xpn—pmL|+
N \ -l —puLl+ L |2

M1 — Xk LH (7)
Pk+1— Pk

donde hemos usado que {p,} es una sucesién estrictamente creciente de ndmeros positivos.
Tenemos pues que la desigualdad (7) es valida para cualesquiera m,n € N con m < n, y para
demostrar ya la implicacién buscada, fijamos € > 0.

La hipétesis nos permite encontrar encontrar m € N de forma que, para k > m se tenga
Xk+1 — Xk

€
L| < —. Entonces, para n > m, aplicando (7) tenemos
Pk+1— Pk 2
Xn 1 e Peri—pr 1 €
L)< | —pmL = Y LR o — P+~ 8
Pn ‘ P szgfn Pn o Pl (®)

Como por hipétesis {1/p,} — 0, podemos encontrar g € N tal que

1 €
neN, nzq = _|xm_me’<_
Pn 2
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Esta desigualdad, junto con (8), nos permite concluir que, para n > max{m+ 1,q}, se tiene

Xn .
— —L| < &, como se queria.
Pn

Veamos ahora lo que ocurre al sustituir L por +oo, en cuyo caso el razonamiento anterior
Xn+1 —Xn

obviamente no es valido. Dado C € R™, usando que } — —+o0 podemos encontrar

Pn+1—Pn
m € N de forma que, para k > m, se tenga ng — pk > 2C. Para n > m podemos entonces usar
k+1— Pk
la igualdad (6) para obtener
n—1
— —2pmC
n pn k=m pn pn

Abhora, por ser {1/p,} — 0, podemos encontrar g € N tal que

Xm—2pmK
Pn

neN, n>2qg = > —-C
Esta desigualdad, junto con (9) nos permite concluir que para n > max{m + 1,¢q} se tiene
Xn/Pn > C, luego {x,/pn} — oo, como se queria.

Finalmente, para ver lo que ocurre al sustituir L por —eo basta aplicar lo recién demostrado
sustituyendo la sucesion {x, } por {—x,}:

{Xn+1—xn}_)_oo${xn_Xn+1}_)+oo${—Xn}_>+oo:{x_n}_>_oo ]
Pn+1—Pn Pn+1— Pn Pn Pn

Para ver un primer ejemplo de aplicacién del criterio de Stolz, consideremos la sucesion
logn

n b

todo n € N, ciertamente {p, } es una sucesion estrictamente creciente y no mayorada de nimeros

que presenta una indeterminacién del tipo [0 /eo]. Tomando x, = log n'y p, = n para

reales positivos. Como quiera que {M} = {log "t} — 0, el criterio de Stolz nos dice

Pn+1—Pn
log n
que lim g
n—oo n
una indeterminacién del tipo [ (4-00)?].

= 0. Deducimos que {/n} = {exp (k’g" ) } — 1, con lo que hemos resuelto

n

n
Como segundo ejemplo, fijado p € N podemos tomar x, = Z kP y p, = nP*! para todo
k=1
n € N. De nuevo {p, } es una sucesion estrictamente creciente y no mayorada de nimeros reales
positivos. Usando la férmula del binomio de Newton podemos escribir

Xnpl—Xn (n+1)P _ n?+R(n)
Prn+1—Pn (n_|_1)p+1 —nptl (p+1)nP—|—S(n)

VneN

Xnt+1—Xn

donde R y S son polinomios de grado menor que p. Tenemos por tanto {m} — # yel

I & 1
o . . p_
criterio de Stolz nos dice que ’}1_{1; yES k;l k¥ = —p T
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Antes de pasar a estudiar otras interesantes aplicaciones del criterio de Stolz, conviene
aclarar algunos aspectos del mismo. Es importante observar que la implicacién que aparece
en el criterio no es reversible, en ninguno de los casos. Para comprobarlo, dado L € R, tomamos
xp = (=1)"+nLy p, =n para todo n € N. Ciertamente {p,} es una sucesion estrictamente
creciente y no mayorada de nimeros reales positivos, se tiene obviamente que {x,/p,} — L,

pero la sucesién {;’” = } {2(=1)"! + L} no es convergente.

Alternativamente podemos tomar xp, | = X2, = n? y pn = n para todo n € N. Entonces
{xn/pn} — oo, de hecho se comprueba sin dificultad que x,/p, > n/4 para todo n € N, pero

Xn+1—Xn

Pr+1—Pn
Asi pues, si al intentar aplicar el Criterio de Stolz nos encontramos con que la sucesion

la sucesion = {Xp+1 — X, } no es divergente, pues para n impar se tiene x| = X, .

{%} no es convergente ni divergente, nada podemos deducir sobre {x,/p,}

Xn+1—Xn
Pnt1—Pn
no diverge positiva ni negativamente, no podemos asegurar que {x,/p,} sea divergente. En

efecto, tomando x, = (—1)"n y p, = n paratodo n € N, la sucesién

Finalmente conviene también aclarar que cuando la sucesion { } es divergente, pero

{L‘ﬁf;} = {(~1"2n+1)}

Pn+1—

es divergente, pero {x,/p,} = {(—1)"} no lo es.

3.5. Consecuencias del criterio de Stolz

Como ya se ha visto en algun ejemplo, el criterio de Stolz es especialmente util cuando
una de las sucesiones que en él aparecen, o incluso ambas, viene dada en forma de serie. El
caso particular mds sencillo se presenta cuando tomamos p, = n para todo n € N y escribimos
la sucesién {x,} en forma de serie, cosa que siempre podemos hacer. Obtenemos entonces el
siguiente resultado:

Criterio de la media aritmética. Sea {y,} una sucesion de niimeros reales y consideremos
la sucesion de sus medias aritméticas, definida por

neN

i _ vt A
_ n

Para L € R se tiene
{m}—L = {o,}—L

y la misma implicacion es cierta sustituyendo L por oo 0 —oo.
n
En efecto, basta aplicar el criterio de Stolz con x, = Z Yk Y Pn=n paratodon € N, con lo
k=1

cual se tiene {p”ﬂj‘;’;} {ns1} y {xn/pn} = {0n}- |
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Por ejemplo, tomando {y,} = {1/n} — 0y denotando por H, a la n-ésima suma parcial de

la serie armonica, tenemos
H, 1 &1
lim — = lim- ) - =0
n—o 1 n—oon k

Cabe hacer aqui una discusion andloga a la que hicimos con el Criterio de Stolz. Por una
parte, la implicacién que aparece en el criterio de la media aritmética no es reversible en ninguno
de los casos, puede ocurrir que {G, } sea convergente o divergente sin que {y, } lo sea. Por otra, si
la sucesion {y, } es divergente, pero no diverge positiva ni negativamente, no podemos asegurar
que {o,} sea divergente. Los ejemplos para comprobar estas afirmaciones son esencialmente
los mismos que se usaron para el Criterio de Stolz, ya que en todos ellos se tenia p, = n para
todo n € N. Para obtener la sucesién {y,} que ahora necesitamos basta escribir en forma de
serie la sucesion {x,} que sirvié para el criterio de Stolz, es decir, tomar y, = x, — x,_1, para
todo n € N, con el convenio xg = 0.

Usando logaritmos obtenemos facilmente la siguiente consecuencia del criterio de la media
aritmética:

Criterio de la media geométrica. Sea {a,} una sucesion de niimeros reales positivos y
consideremos la sucesion de medias geométricas definida por

1/n
n
Up = Hak = Yajay...a, VneN
k=1

Si{an} — L € Ry, se tiene {u,} — L, y si {an} — oo, entonces {u,} — +oo.

En efecto, basta observar que
1 n
log u, = — Zlogak VneN
=

y aplicar el criterio de la media aritmética a la sucesion {log a, }. Si {a,} — L € R tenemos
{log a,} — log L, y el criterio de la media aritmética nos dice que {log u,} — log L, de donde
{un} — L. Si {a,} — 0, tenemos que {loga,} — —eo, luego {log u,} — —oo y {u,} — 0.
Finalmente, si {a,} — +oo, también {log a,} — oo, luego {log u,} — +ooy {t,} — +oo. W

Por ejemplo, para {a,} = {n}, el criterio de la media geométrica nos dice que {/n!} — +oo.
Obsérvese que los criterios de la media aritmética y geométrica son equivalentes. Igual que
hemos deducido el segundo del primero tomando {y,} = {log a, }, podemos deducir el primero
del segundo tomando {a,} = {e”}. Del criterio de la media geométrica se deduce facilmente
otro muy util:

Criterio de la raiz para sucesiones. Sea {b,} una sucesion de niimeros reales positivos.
Si {bn+1/bp} — L € Ry se tiene {/by} — L, y si {byi1/bn} — +oo, entonces {{/b,} — +oo.

En efecto, basta tomar a; = by y a,4+1 = by+1/b, para todo n € N. Claramente, para las
medias geométricas de la sucesion {a,} tenemos entonces u, = /b, para todo n € N, con lo
que basta aplicar el criterio de la media geométrica. ]
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Por ejemplo, para x € RT consideremos la sucesién {v/1+x"}. El criterio de la raiz nos

., n+1 n+1 .
lleva a pensar en la sucesion { lﬁxn } Para x < 1 tenemos claramente { lﬁ =7 } — 1, mientras
. 1 n+1 —n—1 1 1 n+1 , . .
quesix>1,es { ijxn } = {x xx,n J — x. En general, T—ix" — mdax{1,x}. El criterio

de la raiz nos dice que también {+/1 +x"} — méx{1,x}. Dados ahora y,z € R™, podemos tomar
x =z/y paraobtener: {{/y"+2"} ={y{/1+ (z/y)"} — ymix{l,z/y} = max{y,z}.

Del criterio de la raiz se deduce facilmente el de la media geométrica, con lo que tenemos
de nuevo criterios equivalentes. En efecto, dada una sucesion {a, } de nimeros reales positivos,
basta tomar b, = ajay...a, para todo n € N, con lo que {b,+1/b,} = {an+1} y las medias
geométricas de la sucesion {a,} son {u,} = {/b,}.

3.6. Criterio de la raiz para series

Hacemos un breve paréntesis en el célculo de limites, viendo un criterio de convergencia
para series de nimeros positivos, muy relacionado con el del cociente, como se verd. Dada

una serie Z X, con x,, > 0 para todo n € N, la forma més directa de compararla con una serie
n=>1

geométrica consiste en considerar la sucesion {{/x,}. Aplicando el criterio de comparacién

obtenemos lo siguiente:

Criterio de la raiz para series. Sea x, € R para todo n € N. Si la sucesién {{/x,} estd
mayorada'y limsup{/x,} < 1, entonces la serie Z X, es convergente.
n>1
En efecto, tomando A € R de forma que limsup{/x,} < A < 1, la definicién de limite
superior nos dice que existe m € N tal que sup{/x, : n > m} <A, con lo cual, paran > m se

tiene x, < A". Puesto que A < 1, la serie geométrica Z A" es convergente y basta aplicar el
n=0
criterio de comparacion para series de nimeros positivos. |

Puesto que, cuando x;,, > 0 para todo n € N, el comportamiento de la sucesion {x,+1/x,}
nos da importante informacién sobre {{/x,}, la relacion entre el criterio recién probado, que
también se conoce como criterio de Cauchy,y el del cociente o de D’ Alembert, no puede pasar
desapercibida. Merece la pena discutir con detalle esa relacion, que se puede resumir diciendo
que el criterio de la raiz “mejora estrictamente” al del cociente.

Supongamos que queremos dilucidar si una serie Z Xn, con x, > 0 para todo n € N, es
n>1
convergente o divergente y veamos cual de los dos criterios es més efectivo. En primer lugar, el

criterio del cociente sélo se aplica cuando x, > 0 para todo n € N, para que podamos considerar
la sucesién {x,1/x,}, mientras el criterio de la raiz no tiene esa limitacién. Ciertamente esta
mayor generalidad del criterio de la raiz es sélo una cuestiéon de forma, un sencillo artificio
permitiria “suprimir” los términos nulos de la sucesion {x, } para trabajar sélo con los sumandos
no nulos, sin alterar el cardcter de la serie. Sin embargo, en la préctica puede no ser facil decidir
para qué valores de n es x, = 0.
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Pero supongamos que x, > 0 para todo n € N, para que los dos criterios estén disponibles.
La comparacion entre ambos se basa en la siguiente desigualdad, que especifica muy bien la
relacion entre las sucesiones {x,+1/x,}y {¢/*,}.

» Sea x, € R™ para todo n € Ny supongamos que la sucesion {x,.1/x,} estd acotada.
Entonces la sucesion {/x,} también estd acotada y se verifica que

liminf {x,+1/x,} < liminf{/x,} < limsup {/x,} < limsup {x,+1/x,} (10)

Para demostrarlo, supondremos de momento que liminf{x,+/x,} > 0. Al final quedara claro
que basta trabajar en este caso. Fijamos entonces p,A € R™ tales que

p < liminf {x,41/x,} < lmsup{x,4+1/x,} <A
La definicién de limite inferior y superior nos dicen que podemos encontrar m € N tal que
p < inf{xpy1/x, : n=>m} < sup{xpr1/xn :n>=>m} <A

con lo cual, para n > m tenemos px, < X, < Axy.

De pxy < X1 < Ax, deducimos p2x, < Pxmel < Xmir < AXpr1 < A%X,,, y una
obvia induccién nos dice que pXx,, < xpmix < Afx,, paratodo k € N.

Equivalentemente, para n > m podemos escribir p" " x,, < x, < M " x,,, es decir,

P \n/ XmPp~ " < \”/X_n <A \/n Xp AT

Puesto que {\/a} — 1 para todo a € R™, las sucesiones que aparecen en el primer y dltimo
miembro de la desigualdad anterior convergen a p y A respectivamente. En particular, dicha
desigualdad prueba que la sucesion {/x,} estd mayorada, pero también nos dice que

p < liminf{/x,} < limsup{/x,} <A

Las desigualdades buscadas se deducen claramente de la libertad que tuvimos para elegir p
y A. Si fuese liminf{/x,} < liminf{x,;1/x,} se tendrfa en particular liminf {x,/x,} > 0,
que es la suposicion que hicimos al principio de la demostracion, y podriamos haber elegido
p de forma que liminf{/x,} < p, llegando a una contradiccion. Andlogamente, suponiendo
limsup {x,+1/x,} < limsup{/x,}, habrfamos podido elegir A < limsup{/x,} para llegar
también a contradiccidn. |

Volvamos ahora a la relacién entre los dos criterios. El del cociente asegura que la serie de
término general {x,} converge cuando {x,y/x,} estd mayorada con limsup{x,+1/x,} < 1.
Pero entonces, {{/x,} también estd mayorada y de (10) deducimos que limsup {y/x,} < 1,
luego el criterio de la raiz también nos permite concluir que la serie es convergente.

Comentdbamos también en su momento que cuando liminf{x,,/x,} > 1, la sucesién {x, }
no converge a cero, luego la serie diverge, lo cual puede verse ahora casi con mds claridad: segin
(10) tenemos liminf {{/x, > 1, con lo que existe m € N tal que, para n > m se tiene {/x, > 1,
luego x, > 1,y {x,} no converge a cero.
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En resumen, cuando el estudio de la sucesién {x,11/x,} (criterio del cociente) permite
decidir si la serie de término general {x,} converge o diverge, el estudio de la sucesién {{/x, }
(criterio de la raiz) también lo permite. La discusién se completa con un ejemplo en el que el
criterio del cociente no decide pero el de la raiz si. Para ello basta tomar x, = (3+ (—1)")™"
paratodo n € N. Es evidente que limsup {{/x,} = 1/2, luego el criterio de la raiz nos dice que la

serie Z Xy €s convergente. Sin embargo, el criterio del cociente no decide, de hecho la sucesion
n=>1

{Xu+1/%,} no estd acotada, pues para n par se comprueba facilmente que x,41/x, = 2"~ L.

3.7. Limites relacionados con el namero ¢

De vuelta al problema de resolver ciertas indeterminaciones, vamos a ver ahora algunos
limites de sucesiones y de funciones que guardan relacién directa con el nimero e. Obtendremos
un método bastante general para resolver indeterminaciones del tipo [1°°]. Empezamos con un
ejemplo muy concreto, probando lo siguiente:

l n
» Se verifica que lim <1 + —> =e
n—o0 n

Para abreviar, llamemos {u,} a la sucesién cuyo limite queremos calcular. Para cadan € N, la
férmula del binomio de Newton nos permite escribir

- (Z) 1 g okr) :E)%:{_ﬁ;(l_i) (11)

k=0 k=0

En cada sumando de la dltima expresion aparece un producto de k factores positivos, cada uno
de los cuales aumenta al sustituir n por n+ 1, y esta sustitucion afiade un sumando positivo més,
con lo que la suma aumenta, es decir,

n+1 —
w< ¥ H( n+1> = tint

lo que prueba que {u,} es una sucesion creciente. Para ver que estd mayorada observamos que
en el dltimo miembro de (11) los productos que aparecen son menores o iguales que 1, luego

n
1
gkzbage VYneN

Asi pues, {u,} es convergente y llamando L a su limite, tenemos L < e. Para conseguir la otra
desigualdad, dados n, p € N, volvemos a trabajar con la igualdad (11):

n+p 1 k—1 p 1 k—1 .]
> — 1-— 12
tntp = Zk'H( n+p) sz)k!jo( n+p> (12)
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Fijando por un momento p, tenemos {u,,} — L, mientras la sucesién que aparece al final de
(12) es una suma finita de productos finitos de sucesiones convergentes. Por tanto,

p k—1 j p — I |
lim |— 1— —
; = H < n+ p) g’ H < > g’ k!
Puesto que esta desigualdad es vélida para todo p € N, deducimos finalmente que

>1’mi"i ii: |
poe =k = k!

n+p

Pasamos ahora a generalizar el resultado anterior, calculando dos limites funcionales:

X— —0o0

" 1\*
» Se verifica que lim (1 + —) = lim (1 + —) =e
x—-o0 X X

z .2 X s .
Obsérvese que la funcién x +— (1 + %) , cuyos limites en +oo y —oo queremos calcular, puede
considerarse definida en | —oo,—1[ U R™, un conjunto que no estd mayorado ni minorado, asf
que tiene sentido estudiar ambos limites. Empezamos la demostracién con otras dos sucesiones

convergentes:
1\ " 1\" 1
Iim (1+—> = lim (1+—) (1+—):e
n—oo n n—oo n n

Iim = lim 1+ =e
n—oo n+1 n—oo n+1

Por tanto, fijado € > 0, existe m € N tal que, para n > m se tiene

1 n 1 n+1
e—e<(1+—) <<1+—> < e+¢€
n+1 n

Entonces, para x € R con x > m, consideramos su parte entera n = E(x) € N. Es claro que
m<n<x<n+1,de donde obtenemos

1 n 1 X 1 n+1
e—8<(1+—) <<1+—> <(1+—> < e+e
n—+1 X n

Asi pues, hemos probado que

1 X
Ve>0 dmeR:xeR, x>m = ‘<1+—) —e| <€,
X

y tenemos uno de los limites buscados. Para conseguir el otro, observamos previamente que,
para x > m+ 1, en la dltima desigualdad podemos sustituir x por x — 1. Esto demuestra que

x—1 1 X
= 1 Ii 1 =
e (1)

lim (1+
xX—>~o0 x—1
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Podemos ya calcular el limite en —eo que buscamos, convirtiéndolo en un limite en +-oo,
como ya sabemos:

I 1\ x \" 1 \"
lim (1+-) = lim (1—- = lim = lim (1+ =e N
X——o0 X x—+foo X x—+oo \ x — 1 X—Foo x—1

Nuestro proximo paso es convertir los dos limites recién calculados en la continuidad de
una funcién que nos serd muy util:

m Seal=|—1,4o0[y@:1— R lafuncion definida por
O(x) = (1+x)/* ¥xeI\{0}, ¢(0)=e

Entonces ¢ es continua en 0. Equivalentemente:

log(1
lim (140" = e, o bien, lim 280

x—0 x—0 X

=1
Ademds, se tiene ©(x) # 1 para todo x € I.

En efecto, dada una sucesién monétona {x,} de puntos de / distintos de cero, con {x, } — 0,
la sucesion {y,} = {1/x,} diverge positiva o negativamente. En cualquier caso,

(142150} = {(Hyln)yn} iy

y por tanto tenemos también

{log(l +x)

Xn

} = {log(l—f—xn)l/x”} —loge =1

Finalmente, para x € I\ {0}, es claro que (1 +x)'/* # 1, mientras que (0) = e # 1. [

Podemos ya obtener un método dtil para abordar indeterminaciones del tipo [17]:

» Sea {x,} una sucesion de niimeros reales positivos tal que {x,} — 1y sea {y,} cualquier
sucesion de niimeros reales.
L

(i) Para L € R se tiene: lim y,(x,—1)=L <= limx)"=e¢
n—oo n—oo
(ii) {yn(rn—1)} = oo = {x"} — +oo
(itd) {yn(n—1)} = =0 = {xi"} =0
La demostracién es inmediata, usando la funcién ¢ cuya continuidad en 0 acabamos de
obtener. Comprobamos facilmente que

= [o(—1)]" Y vneN (13)

En efecto, si x,, = 1 esta igualdad es obvia, y si x, # 1, se deduce de la definicién de ¢@. Notese
que x,, — 1 siempre pertenece al conjunto de definicién de @, pues x, —1 > —1.
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Puesto que @ es continua en 0, tenemos {(p(xn — 1) } — e, con lo que la igualdad (13), junto
con las reglas basicas sobre el comportamiento de las sucesiones de potencias, nos permiten
obtener las tres implicaciones hacia la derecha que aparecen en el enunciado.

Tomamos ahora logaritmos en la igualdad (13) y recordamos que la funcién ¢ no toma el
valor 1, por lo que su logaritmo no puede anularse. Asi pues,

log xp"

=———— VneN
log(p(xn—l)

Yn (xn -

Puesto que, de nuevo por la continuidad de ¢ en cero, tenemos {log ¢(x, — 1)} — 1, las
propiedades del logaritmo nos permiten obtener inmediatamente las tres implicaciones hacia
la izquierda que queriamos probar. ]

Aunque el enunciado no lo exige, es claro que el resultado anterior tiene interés cuando la
sucesion {y, } es divergente. Las implicaciones hacia la derecha se usan, como se ha dicho, para
intentar resolver una indeterminacién del tipo [ 1], resolviendo una del tipo [0 - eo|. La igualdad
x¥n = exp(y, log x,) permite hacer lo mismo, pero frecuentemente la sucesién {y,(x, — 1)} es
mads facil de manejar que {y, log x, }.

. . ., 2 n 2
Consideremos por ejemplo la sucesion {(;ﬂf—m) } = {x3"}, con x,, = nzf—nH, Yp =1,

para todo n € N. Entonces {x,} es una sucesién de ndimeros reales positivos convergente a 1 y
nzfn
n?—n+1

tenemos claramente {y,(x, — 1)} = { } — 1, luego {xp"} — e.

Aunque una sucesion de potencias es usualmente mas complicada que un producto de dos
sucesiones, las implicaciones hacia la izquierda del resultado anterior también son utiles. Por
ejemplo, puesto que evidentemente {(\%_c)”} — x para todo x € R™, deducimos que

logx = lim n({/x—1) VxeR"

n—oo

3.8. Otros limites funcionales

Veamos ahora un par de ejemplos de limites de funciones que presentan indeterminaciones
del tipo [ (4<0)°] y [0°]:

» Se verifica que: lim x¥=1=1im x*
X—>+00 x—0

Para obtener el primero de estos limites usamos un argumento que ya fue ttil anteriormente.
Partiendo del hecho conocido {/n} — 1, consideramos otras dos sucesiones convergentes:

n+l1

lim n"/0) = Tim (Yn)™T =1y dim(n+ D)V = 1im ("Va+1) ® =1

Por tanto, dado € > 0, existe m € N tal que, para n > m se tiene

1—e < a0 < (1) < 146
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Ahora, para x € R con x > m, tomando n = E(x) tenemos m < n < x < n+ 1 y, por tanto,
1—e < n/0HD) <« X% < (e DY < 1 4¢

Esto prueba que lim x 1/ — 1. Para calcular el otro limite basta recordar la forma de convertir
X—

~+o0
un limite en 4o en un limite en 0. Concretamente se tiene
1\ 1
lim x* = Ilim [ - = lim — =1 [ |
x—0 X—+o0 \ X X—+o0 xl/x

Finalmente probamos un resultado que a veces se conoce como “escala de infinitos”, pues
se trata de estudiar el cociente entre funciones que divergen positivamente en +oo y se observa
como unos tipos de funciones van dominando a otros:

log x xP e

» Paratodo p € R se tiene: 1im = lim —= lim —=0
X— o0 xp x—4oo eX x—4oo xX

Sea {x,} una sucesién de nimeros reales positivos que diverja positivamente. Tenemos
entonces {e/x,} — 0y, por tanto,

e’n e\ e*
{ — }:{<_) }—>0, luego lim — =0
xn" Xn Xx—+oo x¥

s . .y 1/x
Por otra parte, usando uno de los limites funcionales recién calculados, tenemos {x,,/ ”} —1ly

deducimos que
p Xn
1 P P
{xn } = {{— <x,}/x”> ] }—>0, luego lim x—:O
en e x—too ¥
X

=0y, puesto que {p log x, } — oo, deducimos que

En particular serd 1im

x—oo eXp X
{logpxn} = {l _Pogn log x, } — 0, luego Iim log x =0 ]
X, p exp(p log x,) x—oo xP
3.9. Ejercicios
1. Calcular la imagen de la funcién f : Rt — R definida por
flx) = (2+3) logx VxeRT

1+ x2
2. Estudiar la existencia de limite en 4o de las siguientes funciones y, en su caso, calcularlo:
f:RT =R, fx)=vx+1—+yx VxeRT

g R—=R, glx)=yx—E(x) VxeR
_ VS VAL
h:Rt - R, h(x)—(\/)_c+1)<\3/}+2) VxeRT

2x+1 X

e —e
=—5——— VxeR
2e5 eyl

o:R—R, ¢x)
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3. Sea f : R — R la funcién definida por

f(x)=exp (—1/x*) VxeR*, f(0)=0
Probar que f es continua en R. Calcular f(R) y f([0,1]).
4. Probar que existe x € R™ tal que log x + /x =0

5. Estudiar la convergencia de las siguientes sucesiones y, cuando exista, calcular su limite:

@ {1+2\/§+3i/\g_+...+n\/ﬁ}

o (2
o (1)

o {(epe

:|H

) } donde o,BER, u+B#0, a,bcRT

6. Estudiar la convergencia de las siguientes series:

2

0 g2 0 5+ gl

n>1 n=1 n=1

1
(d) Z W donde (X,B eR

n>2n

7. Se considera la funcién f : R\ {e} — R definida por
fx) = xM/loexl) vy e RT\ {e}

Estudiar el comportamiento de f en 0, e, +oo.



