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Tema

[Limite Funcional

Estudiamos en este tema el concepto de limite para funciones reales de variable real, que
guarda una estrecha relacién con la continuidad.

1.1. Puntos de acumulacion

Pretendemos estudiar la nocion de limite de una funcién en un punto, que permite describir
el comportamiento de una funcién al acercarnos a un punto de la recta real. A diferencia de
la continuidad, no serd preciso trabajar en un punto donde la funcién esté definida y, aunque
lo esté, no tendremos en cuenta el valor que toma la funcién en el punto considerado. Si serd
necesario que efectivamente podamos acercarnos desde el conjunto de definicion de la funcion
al punto en el que pretendemos estudiarla. Esto motiva la siguiente definicion.

Si A es un subconjunto de R, decimos que & € R es un punto de acumulacion de A, cuando
existe una sucesion de puntos de A, distintos de o, que converge a o, es decir, existe una
sucesion {x, } tal que x, € A\ {a} paratodon € Ny {x,} — o. Es costumbre denotar por A’ al
conjunto de los puntos de acumulacién de A.

Observamos que si o € A’ tenemos puntos de A arbitrariamente proximos a o pero distintos
de a.. De forma mds concreta, para cada 8 > 0 tenemos que Jao— 8,0t +8[ N (A\ {a}) # 0, es
decir, podemos encontrar x € A tal que 0 < |x— ¢t| < 8. En efecto, si {x,} — o conx, € A\ {a}
para todo n € N, por definicién de limite de una sucesion existird m € N tal que |x, — | < &
para n > m, en particular x,, € Ay 0 < |x,, — o] < .

Reciprocamente, si para cada 8 > 0 se tiene que |a— d,0t+ 8] N (A \ {a}) # 0, para cada
n € N podemos tomar 8 = 1/n y existird x, € A tal que 0 < |x, — | < 1/n. Obtenemos as{
una sucesion {x,} que evidentemente verifica {x,} — o con x, € A\ {a} para todo n € N.
Simbdlicamente, paraA C R y o € R tenemos:

acA’ = Ja—8a+dNA\{a})#0 V6>0



1. Limite Funcional 2

Consideremos por ejemplo el conjunto A = [0, 1[ U {2}. La intuicién nos indica rdpidamente
que A’ = [0,1], pero vamos a demostrar con detalle esta igualdad, para ilustrar las distintas
formas de decidir si un nimero real es o no punto de acumulacién de un conjunto.

En primer lugar, es fécil ver que [0,1[C A’. En efecto, si x € [0, 1[, para cualquier & > 0
podemos tomar y € R verificando que x < y < min{x+ §,1} y tenemos evidentemente que
nx+1

n+1
para todo n € N, tenemos evidentemente que x < x, < 1, luego x, € A\ {x} paratodon € N, y

es claro que {x,} — x.

y € A, asi como que 0 < |y — x| < 8, luego x € A’. Alternativamente, definiendo x, =

En segundo lugar tenemos que 1 € A, puesto que {1 — 1/n} es una sucesién de puntos de
A, distintos de 1, que converge a 1.

Tenemos por ahora que [0, 1] C A’ y vamos a comprobar que se da la igualdad. Seao € A’y
{x,} una sucesién de puntos de A verificando que x, # o para todon € Ny {x,} — o. Para cada
n € N tenemos entonces que 0 < x,, < 1, o bien x, = 2. La segunda posibilidad no puede ser
muy frecuente, concretamente el conjunto {n € N : x,, =2} ha de ser finito, pues de lo contrario
tendriamos una sucesion parcial de {x,} constantemente igual a 2, lo que implicaria o0 = 2,
contradiciendo el hecho de que x, # a para todo n € N. Por tanto, existe m € N tal que para
n > m se tiene x, # 2, luego 0 < x, < 1. Usando que {x;4,} — o con 0 < x4+, < 1 para todo
n € N, deducimos que 0 < o < 1. Hemos comprobado asi que A’ C [0, 1], como queriamos.

Resaltamos que en el ejemplo anterior no se verifica que A’ C A, pues 1 € A’\ A, y tampoco
que A C A’, yaque 2 € A\ A". En general, no existe relacion entre ser punto de acumulacién de
un conjunto y pertenecer al conjunto.

Dado un conjunto cualquiera A C R, los puntos de A que no son puntos de acumulacién
reciben el nombre de puntos aislados. Asi pues, a es un punto aislado de un conjunto A C R
cuando a € A\ A’. La caracterizacion de los puntos de acumulacién comentada anteriormente
nos da un f4cil criterio para detectar los puntos aislados. Concretamente, a es un punto aislado
de un conjunto A cuando existe § > 0 tal que Ja —3,a+ 8] NA = {a}.

Por ejemplo, para el conjunto A = [0, 1] U {2} estudiado anteriormente, sabemos que 2 es
un punto aislado de A. De hecho, para 0 < & < 1 es evidente que |2 — 8,2+ 8[ N A = {2}.

Para estudiar otro ejemplo interesante, pensemos en el caso de un intervalo / C R. Cuando
el intervalo se reduce a un punto, I = {a} con a € R, es evidente que a es un punto aislado de
1. Pero si I tiene al menos dos puntos, entonces I no tiene puntos aislados, es decir, I C I’. En
efecto, fijadoa € I, seab € I\ {a} y supongamos de momento que a < b. Entonces, para § > 0
arbitrario, tomando x = min{a + §,b} tenemos que |a,x[C [a,b] C I y |Ja,x[Cla—§,a+ 9|,
de donde concluimos que Ja —8,a+ [ N (I\ {a}) # 0. En el caso b < a hubiésemos tomado
x = max{a — 8,b} para tener 0 #|]x,a[Cla—d,a+ 0[N (I\ {a}). En cualquier caso tenemos
a € I' como queriamos.

Para cada tipo de intervalo es facil ya adivinar el conjunto de sus puntos de acumulacion.
En concreto, si I es un intervalo acotado de extremos o0 = inf I, 3 = sup I, tenemos claramente
I’ = o, B], mientras que si I es una semirrecta, entonces I serd la correspondiente semirrecta
cerrada.
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1.2. Concepto de limite funcional

Sea f : A — R una funcién real de variable real y oo € A’. Se dice que f tiene limite en el
punto o cuando existe L € R con la siguiente propiedad: para toda sucesién {x,} de puntos
de A distintos de o, que converja a a., se tiene que {f(x,)} — L. En tal caso, puesto que una
sucesion de numeros reales no puede tener dos limites distintos, podemos asegurar que L es
tnico, decimos que L es el limite de la funcion f en el punto oy escribimos L = ;E% f(x). Asi

pues, simbdlicamente,
limf(x)=L <= [xeA\{o} VneN, {n}—-a = {f(u)}—L]

Noétese que la condicion o € A’ es justo la que hace que la definicin anterior tenga sentido.

Puesto que puede ocurrir que o ¢ A, resaltamos que puede tener sentido discutir la posible
existencia de limite de una funcidn en puntos que no pertenezcan a su conjunto de definicion.
Por otra parte, si a es un punto aislado de un conjunto A C R, no tiene sentido hablar de la
existencia de limite en el punto a para funciones definidas en A. Finalmente, cuandoa € A N A’,
el valor de f(a) no afecta para nada a la existencia de limite en el punto a para una funcién
f A — R. Tampoco afecta al valor de dicho limite, caso de que exista.

Probamos a continuacién una caracterizacién (€ — d) del limite de una funcién:

s Sea f:A — R una funcion real de variable real y sean oo € A, L € R. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(i) lirr(le(x) =L
X—

(ii) Si {x,} es una sucesion mondtona de puntos de A distintos de o, con {x,} — .,
entonces { f(x,)} — L

(iii) Para cada € > 0 existe & > 0 tal que, si x € A verifica que 0 < |x — o] < 8, entonces
|f(x) —L| < €. En simbolos:

Ve>0 38>0:x€A, O<|x—a|<d = |f(x)—L|l<e

La demostracion es idéntica a la que se hizo en su momento para caracterizar la continuidad
en un punto:

(i) = (ii). Es evidente, lo que se verifica para cualquier sucesion de puntos de A distintos
de oL que converja a o, serd cierto en particular para sucesiones monotonas.

(if) = (iii). Si no se verifica (iii), existird €y > 0 tal que, para cada § > 0 existe x € A
verificando que 0 < [x—al| < 8 y |f(x) —L| > €. Para cada n € N, tomamos entonces d = 1/n
para obtener x, € A verificando que 0 < |x, —al| < 1/ny |f(x,) —L| > €o. La sucesion {x,} asi
construida admitird una sucesi6n parcial mondtona {xs(, }. Entonces {xg(,)} es una sucesién
mondGtona de puntos de A distintos de o que converge a 0., pero la sucesién {f(xg(,))} no
converge a L, ya que | f(xg(n)) — L| = €o para todo n € N, luego no se cumple (ii).

(iif) = (i). Sea {x,} una sucesi6n verificando que {x,} — o con x, € A\ {a} para todo
n € N. Fijado € > 0, tomamos & > 0 dado por la afirmacion (iii) y encontramos m € N tal que,
paran > m, se tenga |x, — a| < 8. Entonces, también paran > m, de x, €A con 0 < |x, —a| <
deducimos que | f(x,) — L| < €. Esto prueba que {f(x,)} — L, como queriamos. |
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1.3. Relacion con la continuidad

La similitud entre la definicién de limite de una funcién y la continuidad no ha podido pasar
desapercibida. Vamos a aclarar la relacion entre ambas nociones, empezando por ponernos en
situacion de que ambas tengan sentido:

» Sea f:A — R una funcion real de variable real y a € A N A'. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(i) f es continua en el punto a

(i) 1im f(x) = f(a)

La comprobacion es inmediata. Para (i) = (ii) basta observar que si {x,} es una sucesién de
puntos de A distintos de a, con {x,} — a, la continuidad de f en el punto a nos asegura que
{f(xy)} — f(a). Para (ii) = (i) usamos la caracterizacion (€ — d) de ambas afirmaciones: dado
€ > 0, usando (ii) conseguimos un § > 0 tal que, para x € A con 0 < |x —a| < J, se tiene
|f(x) — f(a)| < €. Pero si x = a la dltima desigualdad es obvia, luego dicha desigualdad es
cierta para todo x € A que verifique |x — a| < 8 y tenemos la continuidad de f en a. ]

La equivalencia anterior nos permite distinguir un primer tipo de discontinuidad que una
funcién puede tener en un punto. Si una funcién f : A — R tiene limite en un punto a € ANA’
pero ocurre que lim f(x) # f(a), decimos que f tiene una discontinuidad evitable en el punto

X—da

a. Larazon de esta nomenclatura es bastante clara: podriamos haber conseguido la continuidad
en el punto a definiendo f(a) de forma adecuada. Por ejemplo, la funcién f : R — R definida
por f(x) =0 paratodo x € R* y f(0) = 1, tiene una discontinuidad evitable en el origen.

Veamos ahora qué ocurre cuando eliminamos una de las condiciones, a € A’ y a € A, que
hemos supuesto en el dltimo resultado. Si eliminamos la primera condicién, es decir, si a es un
punto aislado del conjunto A, no tiene sentido hablar de limite en el punto a, pero sabemos que
la continuidad es automética:

» Si f:A— R es una funcion real de variable real, entonces f es continua en todo punto
aislado de A.

En efecto, si a € A\ A’, tenemos & > 0 tal que Ja — 8,a+ 8] N A = {a}. Entonces, dado € > 0,
para x € A con |x —a| < 3, tenemos obligadamente x = a, luego |f(x) — f(a)| =0 < €.

El limite de una funcién en un punto donde no esté definida, también se relaciona con la
continuidad. Concretamente, la existencia del limite equivale a la posibilidad de extender la
funcién, ddndole un valor apropiado en el punto en cuestion, para obtener una funcién continua
en dicho punto:

» Sea f: A — R una funcion real de variable real y oo € A\ A. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(i) f tiene limite en el punto o.
(ii) Existe una funcion f:A U {o} — R, continua en el punto o, que es una extension
de f, es decir, f(x) = f(x) para todo x € A

Ademds, caso de que se verifiquen (i) y (ii), se tiene f(o) = lim f(x).

xX—0o
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De nuevo la demostracién es inmediata. Para ver que (i) = (ii) basta definir f(x) = f(x)

paratodox € Ay f(a) = lim f(x). Entonces, la continuidad de f en el punto a es evidente, ya
xX—0
que lim f(x) = lim f(x) = f(a). Por tanto f es la extension requerida en (ii). La implicacion
xX—Q xX—0
reciproca es adn mds clara: si {x,} es una sucesién de puntos de A tal que {x,} — a., se tiene

evidentemente que {f(x,)} = {f(x,)} — f(a), luego )}1_I>I(lx f(x) = f(a). La dltima afirmacién

del enunciado ha quedado claramente de manifiesto. |

1.4. Caracter local

A la vista de la intima relacion con la continuidad en un punto, no resultard sorprendente que
el limite de una funcién en un punto sea también una propiedad local. Observamos previamente
lo que ocurre en general al restringir una funcién, que es bastante evidente:

» Sea f: A — R una funcion real de variable real, sea B un subconjunto de A y p € B'. Si
f tiene limite en el punto B, entonces lo mismo le ocurre a la restriccion f|p y se verifica

que i flp(x) = lim £ (x).

La comprobacion de este hecho casi no merece comentario. Basta pensar que toda sucesion de
puntos de B distintos de B, que converja a 3, es también una sucesion de puntos de A distintos
de B, que converge a . De paso ha quedado también claro que B’ C A/, de forma que ambos
limites tengan sentido.

Pero lo mas interesante es la condicién que podemos pedir al subconjunto B para conseguir
la afirmacion reciproca:

» Sean f:A — R una funcién real de variable real, BC A y B € B'. Supongamos que existe
r>0tal que |B—r,B+r[N(A\{B}) C B. Entonces, si f|p tiene limite en el punto B3, lo
mismo le ocurre a f, y se verifica que h’rréf(x) = Hn[lsf‘B(x)'

X— X—

La demostracién es inmediata tanto mediante sucesiones como usando la caracterizacién (€ —9)

de ambos limites. Optamos por la segunda posibilidad. Dado € > 0, por hipdtesis existe unn > 0

tal que, para x € B con 0 < |x — B| < m, se tiene |f|p(x) — L| <€, donde L = lirréf|3(x). Si
X—

tomamos ahora § = min{n,r} es claro que, parax € A con 0 < |[x—B| < 3, se tiene x € B y
|f(x)—L| = |flp(x) —L| <e. u

Queda de manifiesto el cardcter local del limite de una funcién en un punto. Para una funcién
f:A—RyaeA siempre podemos tomar B =|o. — r,ot + r[ N A, con r > 0 arbitrario, y
obtenemos que f tiene limite en el punto « si, y s6lo si, f|p tiene limite en el punto o, en cuyo
caso ambos limites coinciden. Por tanto, por muy pequefio que sea r > 0, la existencia del limite
de la funcién f en el punto a, y el valor de dicho limite caso de que exista, s6lo dependen de
los valores de f en el conjunto | — r,o.+ r[ N A.
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1.5. Limites laterales

Intuitivamente, para estudiar el comportamiento de una funcién al acercarnos a un punto de
la recta real, podemos analizar solamente lo que ocurre cuando nos acercamos a dicho punto por
la izquierda o cuando nos acercamos por la derecha. Aparece asi la nocién de limite lateral que,
como vamos a ver, es en realidad caso particular del concepto de limite (ordinario) que hasta
ahora hemos considerado. Para desarrollar esta idea conviene introducir una notacién adecuada,
aunque pueda parecer algo artificiosa.

Dados un conjunto A C Ry o € R, consideraremos los conjuntos
Ay ={x€eA :x<a} y Aj={xeA:x>a}

Sea ahora f : A — R una funcién y supongamos que o € (A, )’, es decir, existe una sucesion {x, }
de puntos de A, tal que x, < o paratodon € Ny {x,} — o. Ello equivale también a que, para
todo 8 > 0, se tenga |o. — 8, [ N A # 0. Entonces, decimos que f tiene limite por la izquierda en
el punto o cuando existe L € R con la siguiente propiedad: para toda sucesién {x,} de puntos
de A, verificando que x, < o para todo n € Ny {x,} — a, se tiene que {f(x,)} — L. En tal
caso, L es unico, le llamamos limite por la izquierda de f en oy escribimos L = xgrél f(x).

Andlogamente, supongamos que o € (AZ)’, es decir, que existe una sucesién {x, } de puntos
de A verificando que x, > o paratodon € Ny {x,} — a. Ello equivale a que, para todo & > 0,
se tenga |0, .+ 8] N A # 0. Diremos que f tiene limite por la derecha en el punto o cuando
exista L € R con la siguiente propiedad: para toda sucesién {x,} de puntos de A, verificando
que x, > o para todo n € Ny {x,} — a, se tiene que {f(x,)} — L. De nuevo L es tnico, le
llamamos limite por la derecha de f en oy escribimos L = xl_f)[&l+ f(x).

Observemos que los limites laterales que acabamos de definir son casos particulares del
limite ordinario que hasta ahora venfamos manejando. En efecto, si o € (A;)" y llamamos
g a la restriccion de f al conjunto Ay, se deduce directamente de las definiciones que, para
cualquier L € R, se tiene:  lfm_f x)=L & lim g(x) = L. Anédlogamente, si o € (AZ) y h

es la restriccién de f al conjunto A, para L € R, se tiene: lﬁ(?+ fx)=L < h’n& h(x)=L.
X— X—

Asi pues, cada limite lateral de una funcién es el limite ordinario de una restriccién de la
funcién. Las propiedades que hasta ahora conocemos para el limite ordinario, y cualesquiera
otras que podamos obtener mds adelante, se aplican automdticamente a los limites laterales,
prestando la debida atencion al cambio de funcién que se requiere para pasar de un tipo de
limite a otro. Ejemplificamos este hecho con una caracterizacion (€ — ) de los limites laterales.

» Sean f: A — R una funcion real de variable real y o. € R. Supongamos que o. € (Ag)  y
sea L € R. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) lim fx)—L
X—0—

(ii) Para toda sucesion creciente {x,} de puntos de A distintos de o, tal que {x,} — «,
se tiene que {f(xn)} — L

(i) Ve>0 38>0:x€A, a—d<x<a = |f(x)—L|<e



1. Limite Funcional 7

La caracterizacién andloga del limite por la derecha se consigue obviamente usando en (if)
sucesiones decrecientes en vez de crecientes y sustituyendo en (iii) la condicién ot — 8 < x < o
por o < x < 0.+ 0.

Pero la principal utilidad de los limites laterales de una funcion estriba en su relacion con el
limite ordinario de /a misma funcién. Para explicarla, empezaremos aclarando la relacién entre
las condiciones que permiten hablar de los tres tipos de limite.

Observemos primeramente que si B'y C son subconjuntos de R, se tiene:
(BUC) =B'uc’ (1)

Una inclusion es evidente: por ser B C BUC tenemos obviamente B’ C (B U C)’ y andlogamente
C'c (BUC),luego B'UC’ C (BUC)'. Para la otra inclusion, fijado x € R y suponiendo
que x ¢ B'UC’, comprobamos que x ¢ (BUC)'. En efecto, existen nimeros positivos 8; y &,
verificando que Jx—381,x+8;[N (B\{x}) =0=]x—8,,x+8[N (C\{x}). Entonces, tomando
8 =min{8;,8,} > 0 tenemos claramente |x —8,x+8[ N [(BUC) \ {x}] = 0, luego x ¢ (BUC)’
como querfamos.

Como consecuencia de (1), para cualquier conjunto A C R y cualquier o € R, comprobamos
enseguida que
A'=(Ag) U (Ag) (2)
Para ello empezamos observando que A’ = (A '\ {(x})/, igualdad que es obvia si o ¢ A, mientras
que, si o € A, usando (1) llegamos a la misma conclusion:

A=A\ {ohu{a}] = (aA\ {a}) Ufa} = (A\ {a})’
Finalmente usando nuevamente (1) tenemos
A'=(A\{o})' = (44 UAY) = (Ag) U (Ag)

De la igualdad (2) deducimos que tiene sentido hablar del limite ordinario de una funcién en
un punto si, y sélo si, tiene sentido hablar de al menos uno de los limites laterales.

Podemos ya explicar la relacion entre limites laterales y limite ordinario. A la vista de la
discusién anterior debemos considerar tres casos y, en cualquiera de ellos, la relacién buscada
es bastante clara:

» Sean f:A — R una funcion real de variable real, . € A’ y L € R.
(@) Supongamos que o € (Ay) pero o ¢ (AY)'. Entonces:

Iim f(x) =L <= lim f(x)=L
xX—0 X—0—
(b) Supongamos que o € (AL) pero a ¢ (Ay)'. Entonces:

Iim f(x) =L <= lim f(x)=L

x—0 xX—0l+
(c) Supongamos finalmente que o, € (Ag) N (Ag)'. Entonces:

lim f(x) =L = lim f(x) = lim f(x)=L

X—=0 X—0l+
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La comprobacion de las tres afirmaciones anteriores es inmediata. Observamos primeramente
que las tres implicaciones hacia la derecha son obvias: lo que se cumple para cualquier sucesion
{x,} de puntos de A distintos de o que converja a o, se cumplird en particular, tanto cuando sea
X, < o para todo n € N, como cuando sea x, > o para todo n € N. Para la implicaciones hacia
la izquierda usamos la caracterizacién del limite ordinario mediante sucesiones monétonas. Sea
{x,} una sucesién mondtona de puntos de A distintos de o con {x,} — o. En el caso (c), si
{x,} es creciente tendremos x, < o para todo n € N y la definicién de limite por la izquierda
nos dice que {f(x,)} — L, como se queria. Si {x,} fuese decreciente tendriamos x,, > o para
todo n € N y usarfamos el limite por la derecha para llegar a la misma conclusién. En el caso
(), basta observar que {x, } no puede ser decreciente, pues entonces se tendria o € (A7)’ contra
la hipétesis, luego {x, } es creciente. Entonces x,, < o para todo n € N y la definicién de limite
por la izquierda nos lleva también a {f(x,)} — L. Andlogamente, en el caso (b) tenemos que
{x,} es decreciente y usamos la definicion de limite por la derecha. |

El apartado (c) del resultado anterior sugiere claramente la posibilidad de considerar un
nuevo tipo de discontinuidad.

Sea f : A — R una funcién real de variable real y sea o0 € A tal que o € (Ay)' N (AL), de
forma que tenga sentido hablar de ambos limites laterales de f en el punto o. Pues bien, si f
tiene limite por la izquierda y también por la derecha en el punto o, pero ocurre que

lim f(x) # lim f(x)

X—0— X—0+

entonces f no tiene limite ordinario en el punto o, luego no puede ser continua en dicho punto.
Decimos que f tiene una discontinuidad de salto en el punto ., nomenclatura cuyo significado
es muy intuitivo.

Como ejemplo ilustrativo tenemos las discontinuidades de la funcién parte entera. Sabemos
que dicha funcién es continua en R\ Z pero no es continua en ningtin punto de Z. De hecho,
fijado k € Z, es claro que para k < x < k+ 1 se tiene E(x) = k, luego h’r]? E(x) = k. Por otra

x—k+

parte, para k — 1 < x < k tenemos E(x) =k — 1, luego h’rl? E(x) = k— 1. Por tanto, la funcién
x—k—

parte entera tiene una discontinuidad de salto en cada punto k € Z.

1.6. Ejercicios

1. SeaA C Ry o € A’. Probar que existe una sucesion estrictamente monétona de puntos de
A que converge a o.. Comprobar también que para todo & > 0, el conjunto o — 3,004+ 3[NA
es infinito.

2. Determinar los puntos de acumulacién de cada uno de los siguientes conjuntos:

0, R, N, Q5 {xeR:0<x|<1}, {l/n:neN}

3. Sea f: A — R una funcién real de variable real y oo € A’. Supongamos que, para cada
€ > 0 existe 8 > 0 tal que, parax,y € Acon0< [x—a| <3y 0 < |y—al <39, se tiene
|f(x) = f(y)| < €. Probar que f tiene limite en el punto .



1. Limite Funcional

4. Se define una funcién f :] — 1, 1[— R como sigue, donde ¢ € R es una constante:
(1+x)~!  si —1<x<0
flx)=4qc st x=0
1+x2 si 0<x<1

[Tiene f limite en 0? ;Para qué valores de c es f continua en 0? ;Puede extenderse f para
obtener una funcién continua en el intervalo | — 1,1]? ;Y en el intervalo [—1,1]?

5. SeaA=]—o0,—1]U{0}U [1,2[U[3,5] y f : A — R la funcién definida por:

(1+x)~! s
0 si
1 si
VvVx—1 si

| E(x) si

x < —1
x=-—1
x=0
1 <x<?2
3<x<5

Estudiar la existencia de limite ordinario y de limites laterales de la funcién f en todos
los puntos donde ello tenga sentido. Estudiar también la continuidad de f y clasificar sus

discontinuidades.



