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RESUMEN

En este trabajo exponemos una clase de modelos que representan las
relaciones entre un conjunto de variables categoricas a lo largo del tiempo,
considerando la presencia del error de medida. En consecuencia, se hace
preciso introducir la nocion de variable latente. En el supuesto de que la
movilidad sigue un proceso de Markov de primer orden, se presentan una serie
de modelos que calculan el verdadero cambio, la heterogeneidad de la
poblacion para el cambio asi como una combinacion de ambos fenomenos

1. INTRODUCCION

En el dia a dia de la investigacion, es normal encontrarse con algunas
variables no observadas total o parcialmente y, por tanto, es necesario poder
considerar el error de medida en la especificacion de los modelos estadisticos.

Este problema, el error de medida, ha dado lugar a una serie de modelos, los
modelos de estructuras latentes, basados en la idea de la independencia local.
Dicho concepto significa el supuesto de que las variables observadas son
independientes entre si para un valor particular de la variable no observada o
latente.

Los modelos de estructuras latentes presentan distintas modelizaciones
dependiendo del tipo de variables latentes y observadas que tengamos. En el
caso que nos ocupa, donde todas las variables son categdricas, el modelo de



88 J.PEREZ — M. A. CALDERA — L. ANDRADES — N. CORRALES

estructuras latentes se conoce como modelo de clases latentes (Lazarsfeld, 1950;
Lazarsfeld y Henry, 1968; Goodman, 1974; Haberman, 1979).

Un modelo de clases latentes, por tanto, se compone de un conjunto de
variables cuyos valores se observan directamente y una variable latente no
observable directamente.

2. EL MODELO DE CLASES LATENTES CLASICO

Supongamos un modelo de clases latentes con una variable latente X'y cuatro
indicadores o variables observadas 4, B, C' y D. Ademas, X* es el numero de
clases latentes y A*, B* C*y D*, las categorias de las variables 4, B, C'y D,
respectivamente. La representacion grafica de dicho modelo aparece en la figura
1 y su ecuacion basica es

X*
7 abed :zﬂxabcd s (1)
x=1
donde
X
A B C D
T xabed = Tx ”abcd\x =Ty ﬂ-a|x 7Z-b|x ”c|x ”d|x7 (2)

Figura 1. Un modelo de clases latentes

La formulacion anterior del modelo de clases latentes es la clasica debida a
Lazarsfeld (1950), donde 74a4cq4 €5 la probabilidad conjunta de todas las variables
(manifiestas y latente), m, la probabilidad de pertenecer a la clase latente x y los
distintos términos Ty, las probabilidades condicionadas de estar en la categoria i
de las respectivas variables, dada la pertenencia a la clase latente x.

Por tanto, los parametros del modelo de clases latentes son las probabilidades
condicionadas Ty, T, Tex, T Y las probabilidades de las clases latentes ,,
que estaran sometidas a las siguientes restricciones:

A* B* C* D* X*
zﬂ-apc :Z”lﬂx :Zﬂ'c\x :zﬂd\x:h Zﬂx =1 (3)
a=l1 b=1 c=1 d=1 x=1
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De nuevo, en la ecuacion (1) se manifiesta la hipdtesis de independencia
local, ya que la poblacion se divide en X* clases exhaustivas y mutuamente
excluyentes por lo que la probabilidad conjunta de las variables observadas se
obtiene sumando sobre las clases latentes.

La ecuacidn (1) se puede expresar mediante un modelo log-lineal (Haberman,
1979). El concepto de independencia local provoca que dicho modelo sea {AX,
BX, CX, DX}, cuya expresion es

10g Myabeq =Uo T Uy TUg Uy FUp HU A UG U, FUy FUF Uy (4)
donde mpcq = Ntxabed-

La ecuacion anterior, ademas de la media general y los términos de una
variable, contiene solo los términos de interaccion entre la variable latente X y
las variables manifiestas. Como las variables manifiestas son independientes
entre si dada la clase latente, no aparecen los términos de interaccion entre
algunas variables observadas.

Finalmente, es posible relacionar los parametros de las ecuaciones (1) y (4)
segun un modelo logit (Haberman, 1979).

exp(ua + uxa )

Z exp(ua + uxa)
a

(&)

ax =

2.1 La estimacion de los modelos

A pesar de ser también un modelo log-lineal, la determinacion de las
estimaciones maximo-verosimiles de los parametros de este modelo es mas
complicada que en el caso donde se observan todas las variables. Se utilizan
distintos métodos de estimacidn, entre los cuales los mas conocidos son el
algoritmo de Newton-Raphson y el algoritmo EM (Dempster, Laird y Rubin,
1977).

El ultimo es preferible, ya que como el algoritmo IPF, es sencillo tanto en la
teoria como en el calculo. Ademas, generalmente los valores iniciales elegidos
aleatoriamente son suficientes para llegar a una solucion. Presenta frente al
Newton-Raphson el inconveniente de necesitar mas iteraciones para llegar a la
solucion. Sin embargo, puesto que cada iteracion del algoritmo EM es mas
rapida, este inconveniente no es tan importante.

Al considerar alguna variable latente en el modelo, podemos hablar de datos
completos e incompletos. Los primeros se refieren a la distribucion de
frecuencias de todas las variables, observadas y no observadas, mientras que los
segundos son las frecuencias de las variables observadas. No obstante, segun la
expresion (1), las observaciones n,. de la tabla colapsada contienen
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informacion sobre los datos completos 7,,,.4. Las ecuaciones (1) y (2) recogen
las relaciones entre los datos completos e incompletos.

El algoritmo EM es un procedimiento iterativo y cada iteracion estd
compuesta por dos pasos. En el paso Esperanza se calculan todos los valores
esperados dados los valores observados y los “actuales” parametros del modelo.
En el paso Maximizacion, se maximiza la funcion de verosimilitud de todos los
datos a partir de los valores esperados calculados en el paso anterior. Esto
implica el calculo de estimaciones actualizadas de los parametros del modelo
como si no faltaran datos, es decir, se utilizan las estimaciones 7,,,,;, como si

fueran frecuencias observadas. Para hacerlo, se utilizan los mismos
procedimientos en la obtencion de las estimaciones maximo-verosimiles de un
modelo log-lineal normal: Newton-Raphson e IPF. Las estimaciones obtenidas
se utilizan en un nuevo paso Esperanza para lograr nuevas estimaciones para las
frecuencias de la tabla completa. Las iteraciones contintian hasta que se alcanza
la convergencia.

Veremos de forma general como funciona este algoritmo y, mas tarde, a
medida que estudiemos los distintos modelos, expondremos qué expresiones
surgen de cada uno de ellos.

De las expresiones (1) y (2) podemos concluir que los datos completos 7,4
siguen una distribucion multinomial M(N, 7). Por tanto, el logaritmo de la
funcion de verosimilitud es

z N yabed 10g 7 xabed (6)
xabcd

Es posible obtener unos estadisticos suficientes para los parametros si, en
primer lugar, descomponemos la probabilidad 7,,,.; mediante las ecuaciones (1)

y (2).
Z My uped VOB T uped = Z n,.logm, + Z o 108 T 4 +Z Nyp. log 7y, +
x,a x,b

xabed X
+ Z Ny 1087y, +Z Ny.q 107 4,
x,c x,d

En el paso E, se calculan los valores esperados de las observaciones
completas dados los datos observados y los parametros de la iteracion anterior.
Al seguir los datos completos una distribucion multinomial, la distribucion
condicionada de dichos datos completos 7,4, dados los datos observados 7,s.q
es una distribucion multinomial M(1ped, aped Zavea), 12 cual implica que

O]

T
xabed
= Nabed ﬂ'xlabcd (8)

E[nxabcd | Nybed > ”xabcd] = Nabed
abed

En consecuencia, en el paso E estamos ante:
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E[nx | Nabed > ﬁxabcd (p)] = Z nabcd/z\.x‘abcd (p)
a,b,c,d

E[nxam | Nabed » ﬁxabcd (p)] = z nabcd/i-,ﬂabcd (P)
b,c,d

E[nX'b" | P abed » ﬁxabcd (p)] = Z nabcdﬁ-xlabcd (p)

a,c,d

E[n)r'o | M abed ’ﬁxabcd (p)] = Z nabcdﬁ-x\abcd (p)
ab,d

E[nx-“d | Nabed > ﬁ-xabcd (p)] = Z nabcdﬁ-ﬂabcd (P)

a,b,c

En el paso M y dada la expresion (8), se determina la estimacion del

parametro en la iteracion p+1-ésima dados los estadisticos suficientes de los
datos completos en la iteracion p.

E[n,.. | #(p+D)]=N# (p+1)

Eln . | 2(p+D]= N2 (p+ DA, (p+1)
E[nep. | 2(p+D]= N2, (p+ DAy (p+1)
E[n... | #(p+D]= Nz (p+ DA (p+1)
Eln,.g | #(p+D]=Ni (p+ D74 (P +1)

A partir de estas expresiones, las estimaciones de las probabilidades son

Z nabcdﬁxlabcd (p)

ab,c,d

550 , 9.a
N 9-2)

Z nabcdﬁxmbcd (p)

b,c,d

A b
Z nabcdﬂ-xmbcd (p)

a,b,c,d

z nabcdﬁx\abcd (p)

a,c,d

Z nabed ﬂ'xlabcd (p)

ab,c,d

7. (p+])=

ﬁa\x(p"—l) =

(9.b)

Ty (p+1) =

9.c)
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Z R abed ﬁx\abcd (p)

a,b,d

z Mabed ﬁx|abcd (p)
ab,c,d

Z nabcdﬁ-xmbcd (P)

~ b,c
Rap(p+1) =2 )
. z Nabed ﬁx|abcd (p)

a,b,c,d

Tae(p+1) = 9.d)

El proceso de iteracion debe continuar hasta que el incremento del logaritmo
de la funcién de verosimilitud sea menor que un valor arbitrario muy pequefio,
por ejemplo 10, Incluso si las iteraciones se repiten muchas veces, es posible
encontrar un optimo local.

A partir de las ecuaciones (9) es posible calcular las probabilidades
X*
7 abed Y Fabed = z 7 cabed - (10)

x=1

2.2 Identificabilidad y contraste del modelo

Los parametros de los modelos con variables latentes no pueden determinarse
de una tnica forma. La condicion, expuesta en los modelos log-lineales, de que
el nimero de parametros independientes no debe exceder las frecuencias
observadas no es suficiente para los modelos con variables latentes.

Segun Goodman (1974), una condicioén suficiente para la identificabilidad
local es que la matriz de informacion sea definido positiva. Mediante tal criterio,
es posible resolver el problema de la identificabilidad al utilizar el algoritmo
EM. Otra manera de contrastar si un modelo es identificable con el algoritmo
EM consiste en estimar el modelo con diferentes valores iniciales. Si con esos
valores iniciales distintos, el modelo proporciona el mismo valor del logaritmo
de la funcién de verosimilitud pero distintas estimaciones de los parametros, el
modelo es no identificable.

La calidad del ajuste de un modelo log-lineal concreto puede determinarse
con la comparacion de las frecuencias observadas, n, con las esperadas
estimadas, #1, mediante el contraste de la ji-cuadrado de Pearson y la razon de
verosimilitud L?, cuyas expresiones son las siguientes para el modelo de las tres
variables consideradas en el apartado anterior.
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XZ _ zgz (nabc _';/l(/‘tbc)2

m gpe (11)

2225 S i n
a b ¢ Mape

Si el modelo es valido para la poblacion, ambos estadisticos siguen
asintoticamente una distribucion ji-cuadrado. Para cada modelo el ntimero de
grados de libertad de la distribucion se obtiene a partir de la expresion

gl =numero de celdas — nimero de parametros independientes.

Si algunas frecuencias esperadas estimadas son ceros estructurales o no
pueden calcularse algunos parametros al existir ceros en algunos estadisticos
suficientes, Clogg y Eliason (1987) mostraron que la diferencia anterior pasaria
a ser

gl =numero de celdas sin ceros - nlimero de parametros estimables.

El estadistico L’ tiene una ventaja sobre el de Pearson porque puede
descomponerse en distintas componentes referidas a diferentes efectos,
submodelos o subgrupos. Esta propiedad es muy interesante cuando busquemos
un modelo que se ajuste bien y, simultaneamente, sea reducido.

Llegados a este punto, conocemos las herramientas que permiten al
investigador determinar en qué medida el modelo propuesto a priori se ajusta o
no a los datos observados. Sin embargo, el objetivo es encontrar el mejor
modelo, aquél que explica las relaciones existentes entre las variables en la
poblacidon que generan los datos observados. Por tanto, los errores posibles al
seleccionar un modelo se produciran cuando éste contenga mas parametros de
los necesarios o se excluyan algunos parametros que forman parte del mejor
modelo.

En el proceso 16gico de la modelizacion estadistica, se parte de unas hipotesis
o supuestos a priori que se reflejan en una formulacion determinada del modelo.
Dichas hipoétesis naturalmente deben basarse en las ideas que el investigador
tenga sobre las relaciones existentes entre las variables en la poblacion, es decir,
es conveniente utilizar los conceptos teodricos relacionados con el problema que
intentemos resolver. Estadisticamente, pueden existir cientos de modelos para
un solo conjunto de datos que se ajusten con la misma calidad. Si no seguimos
la orientacion proporcionada por el problema tedrico que queremos resolver, es
dificil dilucidar qué modelo elegir.

Si los supuestos de partida lleva a un unico modelo log-lineal no saturado, el
proceso es facil, dado que se limitaria a la aplicacion de los estadisticos
mostrados en la ecuacion (11). Sin embargo, como hemos expuesto
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anteriormente, la dificultad comienza a la hora de descubrir cual es el mejor
modelo dentro de una gama.

Si los modelos estan anidados jerarquicamente, pueden utilizarse contrastes
de L’ condicionados. Dos modelos estan anidados jerarquicamente cuando el
modelo restringido contiene s6lo un subconjunto de los efectos presentes en el
modelo libre.

Entonces, el estadistico L’ de la razéon de verosimilitud contrasta la
significatividad de los pardmetros libres del modelo libre, dado que el modelo
libre es cierto para la poblacion.

Utilizando las mismas variables categoricas 4, By C de la expresion (11),

podemos representar el estadistico condicionado L,z,ll , donde el subindice r se
refiere al modelo restringido y / al libre como

Ly =0 -L17 =233 ng, In Pt (12)
a b ¢

mabc(r)

Los grados de libertad del contraste vienen definidos por el numero de
parametros que se fijan en el modelo restringido, es decir, los grados de libertad
del modelo restringido menos los del libre.

Como se puede observar en la expresion (12), el estadistico condicionado

2 . . P 2 ..
L;; puede calcularse como la diferencia de los estadisticos L° no condicionados

de ambos modelos. Se confirma el comentario anterior sobre los estadisticos L’
y X°, en el que se comentaba la ventaja del primero por su capacidad de
descomponerse y asi es posible realizar el estadistico condicionado.

Este estadistico condicionado sigue una distribucion ji-cuadrado si el modelo
libre es valido y la muestra es grande y la aproximacion es buena, incluso en
aquellas situaciones, como las muestras pequefias, en que el contraste no

condicionado tiene problemas (Haberman, 1978).

2

Con el estadistico L;;, se contrasta la hipotesis nula de que el modelo

restringido es valido para la poblacion frente a la hipotesis alternativa del libre.
Por tanto, es diferente el significado de la aceptacion y el rechazo respecto del
contraste del estadistico L’ sin condicionar, ya que en este ultimo la
comparacion se hace con el modelo saturado, no con otro modelo no saturado.

Podriamos decir que el estadistico Lfv contrasta la validez de las condiciones
impuestas al modelo libre para obtener el restringido.

A la hora de elegir el mejor modelo, es preferible utilizar los contrastes
condicionados entre dos modelos no saturados frente al test no condicionado del
modelo restringido contra el modelo saturado.
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A partir de la teoria de la informacion, es posible desarrollar otra forma de
seleccionar el modelo mas adecuado. El objetivo no es descubrir el modelo
verdadero, sino aquél que proporciona mayor informacion sobre la realidad. Por
un lado, las frecuencias esperadas estimadas deben ser parecidas a las
observadas y, por otro, el modelo debe ser tan reducido como sea posible.

Los contrastes més conocidos basados en la teoria de la informacion son el
criterio de informacion de Akaike (AIC) (Akaike, 1987) y el criterio de
informacion bayesiano (BIC) (Raftery, 1986). El primero, penalizando al
modelo segun su grado de complejidad, determina hasta qué punto un modelo
concreto se desvia de la realidad y su expresion es

AIC = -2log? +2npar, (13)

donde £ representa la funcion de verosimilitud y npar el nimero de parametros
desconocidos.

Raftery (1986) desarrollo el AIC dentro del contexto de los modelos log-
lineales y propuso el BIC que puede calcularse como

BIC =-2log !+ (log N) npar (14)

Cuanto menores sean los valores de los criterios, mejor sera el modelo
porque mayor informacién contendra.

Ambos criterios pueden calcularse a partir del estadistico L° de la siguiente
forma

AIC=1?-2gl; BIC=L*—(logN)gl, (15)
que, como se puede observar, son mucho mas sencillas que las anteriores y
consisten en la comparacidon con los respectivos criterios para el modelo
saturado.

Por tanto, y refiriéndonos al BIC al ser el mas adecuado en los modelos log-
lineales, se podra calcular el criterio BIC a partir del estadistico L’ no
condicionado. Un valor negativo indica que el modelo es preferible al modelo
saturado y ademas, debe elegirse aquel modelo con el menor valor. Este criterio
elimina los problemas del ajuste por exceso y por defecto. Un modelo que no se
ajuste bien a las frecuencias observadas tendra un L’ elevado y, en
consecuencia, incrementara el primer término de la diferencia que hard poco
probable seleccionarlo. Por otra parte, si un modelo se ajusta muy bien porque
posee un gran numero de parametros, al tener una cantidad muy pequefia de
grados de libertad, de nuevo, el valor del criterio sera muy elevado.

Asimismo, una ventaja del BIC se presenta ante las muestras muy grandes
(como en la aplicacion empirica que nos ocupa). Un tamaiio muestral muy
elevado provoca que todos los efectos del modelo saturado sean significativos y,
por lo tanto, puede llevar al rechazo de los modelos no saturados si la calidad
del ajuste se prueba segun los estadisticos usuales X° y L.
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En este caso, el nimero de grados de libertad necesarios para calcular
cualquiera de las pruebas se determina como

gl=C" —1-|s" =1)-ms" (Cc-1)] (16)
donde C es el nimero de categorias de las variables observadas y M la cantidad
de variables observadas.

2.3 Extensiones del modelo clasico

En este apartado se contemplan aquellos modelos que superan el marco y las
limitaciones del modelo clasico, es decir, varias variables observadas
independientes entre si dadas las clases de una tinica variable latente. Todos
ellos, sin embargo, comparten la caracteristica de ser estaticos. A lo largo del
resto del capitulo, desarrollaremos sus contrapartidas en el analisis dindmico y
comentaremos como incorporar cada una de sus particularidades dentro de un
modelo dindmico con variables latentes.

2.3.1 Modelos con mas de una variable latente

La especificacion de los modelos de clase latente con mas de una variable
latente se propuso por Goodman (1974) y Haberman (1979). Supongamos un
modelo con dos variables latentes, X e Y, con cuatro indicadores, 4 y B para X'y
C y D para Y. Ademds, supongamos que ambas variables latentes estan
relacionadas como aparece en la figura 2.

La expresion de dicho modelo sera la siguiente,

7 xyabed = T xy e ax b ey T aly (17)

que se corresponde con el modelo log-lineal {XY, XA, XB, YC, YD}, es decir,
log myyupeq =U+uy +uy, tu, Fup tu, Fug Fuy, F, Fuy tuy tuy, (18)

A\

Figura 2. El modelo de clases latentes con 2 variables latentes

De nuevo, es posible imponer distintos tipos de restricciones sobre los
parametros del modelo log-lineal o las probabilidades condicionadas.
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2.3.2 Modelos con variables exdgenas

A las variables exdgenas introducidas en el modelo (Hagenaars, 1990), dado
que no son indicadores, no se les exige la condicion de independencia local dada
la variable latente.

Clogg (1981) propuso una especificacion de un modelo de este tipo similar a
los modelos con multiples indicadores y multiples causas (MIMIC). Por
ejemplo, supongamos una variable latente X con las variables 4, B 'y C como
indicadores y dos variables exdgenas M y N, relacionadas como se observa en la

Lo

Figura 3. Un modelo de clases latentes con variables externas

A
B
C

En el modelo representado por la figura anterior, estin relacionadas las
variables exdgenas, ambas influyen en la variable latente sin que exista un
término de interaccion entre las tres, de forma que se podria expresar como el
modelo log-lineal {MN, MX, NX, X4, XB, XC} cuya ecuacion es
log m

xabemn

=utu, i, U, Uy U U, U U, U U U (19)
Dicho modelo se puede expresar como probabilidades condicionadas de la

siguiente manera.

T = ﬂ-mn T

xabcmn X|mn ”a\x ﬂ-b|x ﬂ'c|x (20)

Finalmente, aunque en este ejemplo las variables exogenas son explicativas,
esta cualidad no es obligatoria. Es posible construir un modelo, como se vera en
los modelos log-lineales causales con variables latentes, donde una variable
exogena sea dependiente.

2.3.3 Modelos para varias subpoblaciones

En esta extension se contempla la existencia de distintos grupos en la
poblacion. En consecuencia, la distribucion de la variable latente y su relacion
con las variables indicadores pueden variar para cada grupo o subpoblacion.
Clogg v Goodman (1984, 1985) presentaron los principios para desarrollar
analisis latentes simultdneos para los distintos grupos utilizando la



98 J.PEREZ — M. A. CALDERA — L. ANDRADES — N. CORRALES

parametrizacion clasica del modelo de clases latentes. No obstante, el analisis
latente simultineo para varias subpoblaciones se puede entender como un
modelo de clases latentes con variables externas puesto que implica la existencia
de una variable relativa al grupo. Dicha variable, como hemos dicho antes,
puede afectar a la variable latente y las probabilidades condicionadas de
respuesta. Si suponemos una variable de grupo G, una latente X y tres
indicadores A, B y C, el modelo podria escribirse como
ﬂ-xabcg = ”g ”x\g ﬂ-a|xg ﬂ'b\xg ﬂ'c\xg (21)
Este modelo se puede expresar en forma log-lineal como {GXA4, GXB, GXC}
que también refleja todos los efectos de la variable grupo que, en definitiva, es
una variable exdgena o covariable. Se pueden imponer distintas restricciones al
modelo de la ecuacion (20) para considerar distintos efectos de la variable
grupo, restricciones que se reflejarian en distintos efectos de interaccion para el
modelo log-lineal que representa la relacion entre las variables.

3. LOS MODELOS DINAMICOS DE VARIABLES LATENTES

En este caso se habla de modelos dinamicos en general y no, de tablas
bidimensionales y multidimensionales en particular, puesto que la introduccion
de una variable latente en una tabla de movilidad bidimensional es un caso muy
parecido al modelo clasico de clases latentes.

Esta cuestion, la incorporacion del tiempo en el analisis, no puede resolverse
mediante las extensiones del modelo clasico de clases latentes arriba
comentadas. La razon reside en la imposibilidad de especificar un orden causal
a priori entre las variables. No obstante, se vera como pueden expresarse como
unos modelos modified path donde una o algunas de las variables no son
observadas, esto es, latentes.

En primer lugar, se expondra la teoria relacionada con los modelos log-
lineales causales con variables latentes. Hagenaars (1990) mostr6 como
especificar al mismo tiempo un sistema de modelos logit para un conjunto de
variables latentes y observadas ordenadas causalmente y un modelo de clases
latentes para las variables latentes utilizadas en el sistema anterior. Puesto que el
modelo general propuesto por él consta de una parte estructural y otra de medida
analogamente al modelo LISREL (Joreskog y Sorbom, 1988) para variables
continuas, lo llamoé modelo LISREL modificado.

El modelo representado en la figura siguiente es una version del modelo de
caminos modificado, donde la variable X se considera latente y medida a través
de las variables D, E y F. Este modelo no sélo estima la fuerza de la asociacion
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entre las variables, sino también incorpora alguna informacion a priori sobre el
orden causal de las variables.

Figura 4. Un modelo LISREL modificado

En este caso concreto, la variable latente X se considera posterior a C y ésta
posterior a las variables 4 y B. No obstante, es posible encontrar mas de una
variable latente. Supongamos un modelo en el que se especifican las relaciones
causales entre varias variables categoricas 4, B, C, X e Y, donde las dos ultimas
son latentes. 4 y B son exdgenas, mientras que el resto son endogenas. Ademas
se supone que C es posterior a X e Y posterior a C. Finalmente, las variables D y
E son indicadores de la variable latente Xy F'y G de la variable Y.

Dicho modelo aparece reflejado en la figura siguiente.

B /;f\E N

Figura 5. Un modelo LISREL modificado con mas de una variable latente

La probabilidad de pertenecer a una celda determinada de la probabilidad
conjunta de todas las variables se representa por 7y de. ES posible utilizar la
informacion sobre el orden causal para descomponer la probabilidad anterior
como un producto de distintas probabilidades marginales y condicionadas.

”abxcydcf/"g =T ab ﬂ'x|ab ”c|abx ﬂ'y\abxc ﬂ'de_/g\xy (22)

Son muy visibles las similitudes con un modelo modified path. La diferencia
es la ultima probabilidad condicionada que recoge la relacion entre las variables
latentes y sus indicadores, esto es, la parte de medida del modelo. El resto de las
probabilidades representan la parte estructural del modelo. Por lo tanto, de

nuevo aparece esta division del modelo en dos submodelos de manera analoga
al modelo LISREL.
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Sin embargo, el modelo debe mejorarse ya que la expresion anterior es un
modelo saturado donde una variable dependiente depende de todas las variables
anteriores, incluso de todas sus interacciones.

La manera mas sencilla de hacerlo es, como se vio en el capitulo anterior,
utilizar la informacion proporcionada por el grafo del modelo, en este caso, la
figura 5. Por ejemplo, en ella se puede observar que la variable C depende de las
variables 4 y X, pero no de B. En consecuencia, la expresion (22) se podria
escribir como

ﬂ-abxcydejg = Tab ﬂ-x\ab ﬂ-c\ax 7Z—y|axc ﬂ-d\x ﬂ-e\x ﬂ-f|y ﬂ-g\y (23)

estructural medida
Puesto que el modelo LISREL modificado de Hagenaars es una extension
del modelo de caminos modificado de Goodman, se puede expresar como el
siguiente sistema recursivo de modelos logit.
explu, + ;)

Fab Zabexp(ua +uy) |
_ exp(u, +uy +upy +uy)
o erxp(”x gl F U gg)
exp(u, + Uy +Uy)
S et i )
exp(u,, +u,, +u,,)
Zc exp(u, +u,, +u,,) ’
I exp(uy +uy)
TS explig i)
exp(u, +u,)
D oxplu, +ug)
exp(u ; +uy)
Tty zf CXp(uf N uﬁ) >
explug +uy,)

Zg explug +ug,)

Si suponemos fija la distribucion marginal de las variables independientes,
cada uno de los anteriores modelos logit se puede expresar como un modelo log-
lineal para cada una de las distintas tablas marginales del problema.

T

ﬂc|ax =

ﬂ'y\cx =

elx

gy =
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log m,, =u+u, +u,, parala tabla marginal 48

log m . = ay, +u,, +uy, +ug,, para la tabla marginal 4BX

abx >

log m,., =, +u,. +u,,, paralatabla marginal ACX

logm.,, =a, +u, +u., +u,,, para la tabla marginal CXY

Xy
logm,,, =u+u, +uy; +u, +uy +u,, ,para la tabla marginal XDE

logm, =u+u, +u,+uy +u,, +u,,, parala tabla marginal YFG.

e Uyg

Como se puede observar, tanto en las tablas como en los modelos, s6lo se han
considerados aquellas variables precedentes de la que depende una variable
concreta. La reduccion de la cantidad de las variables condicionantes hace que
la estimacion sea mas eficiente.

Dicha reduccion provoca que no sea posible calcular la razon de
verosimilitud L del modelo completo como la suma de las respectivas razones
de cada modelo logit tal y como propuso Goodman. No obstante, ya fue
comentado en el capitulo anterior que este problema se subsana facilmente
calculando las frecuencias esperadas segin el modelo completo y
comparandolas con las observadas.

3.1 Algunos modelos log-lineales causales con variables latentes aplicables a
las tablas de movilidad

El analisis de una tabla de movilidad presenta la peculiaridad de que se
estudia la misma variable en, al menos, dos momentos de tiempo distintos. En
consecuencia, los modelos que reflejan el cambio son mas sencillos que los
estudiados hasta ahora en este capitulo. Estudiamos la dependencia temporal, la
autocorrelacion, en términos econométricos.

La consideracion de las variables latentes en este contexto puede deberse a
distintas causas. En primer lugar, quizas la variable cuya movilidad o cambio se
estudia es una variable no observable (por ejemplo, la calidad de vida o el
bienestar). Por tanto, es necesario utilizar una o mas variables observadas como
indicadores de las latentes.

Un fendmeno que también implica la introduccion de las variables latentes es
el error de medida. Es decir, se analiza el cambio de una variable observada,
cambio formado por un componente real y otro espurio debido a los errores de
repuesta. Finalmente, las wvariables latentes ayudan a reconocer la
heterogeneidad de la poblacion respecto de la movilidad. En este caso, la
variable latente divide la poblacion en grupos homogéneos para el cambio, esto
es, con matrices de movilidad comunes.
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3.1.1 El modelo latente de Markov

El error de medida, razon de existencia de los modelos de clases latentes,
atenua la asociacion existente entre las variables. Esto significa que la relacion
entre dos variables observadas sujetas a algun tipo de error de medida sera
generalmente mas débil que la relacion real. Cuando se analiza la movilidad,
este hecho implica que la fuerza de las relaciones entre las categorias realmente
ocupadas en dos momentos de tiempo sera estimada por defecto, o, en otras
palabras, la magnitud de la movilidad serd estimada por defecto cuando las
categorias observadas sufran algin error. Cuando se produce este hecho, las
transiciones observadas son, de hecho, una mezcla de la movilidad real y
cambio espurio resultante del error de medida (Van de Pol y De Leeuw, 1986;
Hagenaars, 1992).

Como ejemplos de los modelos latentes para analizar el cambio, se presentan
los dos modelos de la figura 6.

‘W/'/)(\‘\ oW —X—p Y—»lz
4 B C D D

A B C

Figura 6. Modelos dinamicos de variables latentes

El modelo a) refleja aquella situaciéon donde todo el cambio observado se
debe al error de medida puesto que so6lo existe una variable latente, es decir, no
existe cambio latente o real. Por otro lado, en el modelo b) se observa una
estructura donde se produce un cambio latente analizado mediante las relaciones
entre las variables no observadas W, X, Y y Z medidas por las variables
indicadores 4, B, C y D. Ademas, tenemos que cada variable manifiesta esta
relacionada con una y solo una variable latente y cada una de éstas se asocia
solo con la variable latente que recoge el estado real en el periodo anterior.

Este ultimo modelo es la representacion grafica de un modelo latente de
Markov (Wiggins, 1973; Poulsen, 1982) con un tnico indicador por ocasion.
Dicho modelo presenta problemas de identificabilidad que se pueden resolver
introduciendo al menos un indicador mas o imponiendo restricciones
adicionales a las relaciones del modelo. Algunas restricciones posibles son la
estacionariedad de la matriz de transicion, la independencia de los valores
observados en diferentes momentos dados los latentes, la dependencia del error
de medida solo respecto del valor latente actual y no de los previos, entre otras.
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Para simplificar la exposicion, supongamos una Unica variable indicador por
ocasion. Supongamos ¢ valores consecutivos X;, X, ..., X; de una misma
variable discreta X observada con X* categorias. Ademas, se supone un vector p
de probabilidades iniciales y un conjunto de matrices de transicién 7; para cada
periodo. Al ser un modelo de Markov de primer orden, cada matriz de transicion
T recoge las probabilidades condicionadas de pertenecer a la categoria j de la
variable X, dada la pertenencia al estado j de la variable X, ;.

Ademas, se introduce una variable discreta latente ¥ presente en cada uno de
los periodos. No es necesario que el numero Y* de estados latentes coincida con
la cantidad X* de categorias observadas.

La estructura de las relaciones entre las distintas variables latentes y
observadas para tres momentos de tiempo sigue la asociacion representada en la
figura 7.

Y, —» Y —» Y,

VoL

X, X, X;

Figura 7. Un modelo latente de Markov para tres momentos de tiempo

En consecuencia, el vector que recoge la distribucion de probabilidad de la
variable observada X, p, depende de la distribucion de probabilidad de la
variable latente Y, el vector &, y de la matriz R, de las probabilidades
condicionadas de respuesta o de fiabilidad p,,. Estas ultimas son las
probabilidades de pertenecer a una categoria de la variable X dado un estado
latente Y. Por tanto, podemos expresar la distribucion observada de probabilidad
en el periodo ¢ como

P =06, R, (24)

En el diagrama siguiente, aparecen los parametros que se estiman si se
considera que las variables latentes y observadas son dicotomicas. Se puede
observar que el cambio se realiza en la parte latente (estructural) mediante las
matrices de transicion y que las variables latentes se reflejan en las variables
manifiestas a través de las matrices de fiabilidad.

Por lo tanto, los parametros que hay que estimar a partir de los datos
observados son:

e La probabilidad inicial &, de pertenecer a cada una de las Y'* clases latentes

en el momento inicial.
e Las probabilidades condicionadas de respuesta p, |, de estar en cada una de

las categorias x, observadas dado el estado latente y, en el momento ¢.
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e Las probabilidades de transicion latente ¢ de pasar de cada clase latente

Vil
y.1 en el momento t-1 a la clase latente y, en el momento t.

21 21 32 32
T Ton T Ton
21 21 32 32
Tz T Tzt o
1 2 2 3 3
5 3 > [ 4] >[5
1 1 2 2 3 3
P Py P P P P
1 1 2 2 3 3
Pz P Pz Pp Pz P

[RH. PzH.] [B—H B-2+] [P-H—l P+¢-2]

Figura 8. Relaciones y pardmetros que estimar en un modelo latente de Markov
dicotomico en tres periodos

La probabilidad conjunta de pertenecer a una celda determinada de la
distribucién segtin este modelo seria':
(25)

”M,Vz,\/axlxzxz = 5}’1 ’0)‘1\}’1 T)’z\)’l pxz\)’z TJ’_%\}’Z px3|,V3

Sin embargo, sdlo se conocen los datos observados p, , ..y, por tanto, nos

enfrentamos al problema de estimar estados no observables. Es decir, solo las
probabilidades de las variables observadas tienen una contrapartida empirica
para inferir estadisticamente. No obstante, colapsando sobre las variables
latentes la expresion (25), podemos obtener una ecuacion que relacione la
probabilidad de las variables observadas con el producto de probabilidades
condicionadas respecto a las latentes.
Yoo
ﬂ.xl)‘z)@ = ZZZ5YI pxl‘yl z-yz|)/1 'sz|Y2 TY3|)’2 'Dx3|Y3
n=ly,=1y;=1

(26)

Por consiguiente, con una muestra aleatoria de N individuos en el panel,
podemos suponer que el modelo latente de Markov sigue una distribucion
multinomial paramétrica, cuyo parametro de probabilidad viene dado por la
ecuacion (26).

Se ha utilizado la notacioén propuesta por los autores que han trabajado sobre estos modelos.
Creemos que una letra distinta para cada tipo de probabilidad facilita la comprension del modelo.
Siguiendo la notacién usada en el trabajo hasta ahora, la ecuacion (25) seria

Ty ay30%0x5 = 0 x [0 7 va 3 72 |12 T ysl v, s s
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Estimacion del modelo latente de Markov

Las estimaciones maximo-verosimiles de los parametros del modelo se
obtienen mediante el algoritmo EM, expuesto anteriormente.

En primer lugar, para poder aplicar el algoritmo, buscaremos los estadisticos
suficientes de los datos completos para los pardmetros del modelo. Partimos del
logaritmo de la funcion de verosimilitud segun la expresion (25).

N2z XX X3 N X101

+ Z n,,.logr, .+ Z Ny . 108 Py, + Zn.ym... logz,,,, +
Y12 X2,)2 Y2,)3

+ Z""ys-'X3 log Py
X3,¥3

Como para que el modelo sea identificable se impone la restriccion de que las
probabilidades de respuesta sean iguales en cada momento, podemos escribir la
expresion anterior como

Z Znylyz}r3x,,r2.r3 log”}ﬁ)’z}’}-"l)‘z)‘s :Znh """ 10g6}’1 +

Y1Y2)3 X1XpX3 hgl
+ Z(ny“’f" ..t )logpy, + Znylyzu.. logz,, |, + Zn'm’s““ logz, 27
X,y Y1,¥2 Y2:)3
A partir de esta expresion es posible obtener los estadisticos suficientes para
los parametros.
Una vez hecho esto, ya puede aplicarse el algoritmo EM. En primer lugar, se

ex[aone el paso E*.
Elny |7D)]= Y 1, R, ()
X1,X,X3
E[ny..x“ Ry N ﬁ(p)] = Z Ny v 7%y1|x.x2x3 (p)+
Xz,X3
+ z nx1x2x3 ﬂyz|x1x2x3 (p) + znxlxm 7[}’3\’51’52’53 (p)
X2,X3 X25X3

E[n,\/l,\/z"" | ”(p)]: znx1x2x3 ”,Vl,V2|X1x2x3 (p)
Xp5X25X3

E[n')’z)’s““ | /i’(p)]: anlx2x3 7%)’2)’3|X1X2X3 (p) ?
X15X2,X3

donde

2 El término (p) que aparece junto a las distintas probabilidades refleja la iteracién p-ésima del
algoritmo.
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>

A P yrnxgxg (p)
ﬂ.yl|x1x2x; (p) A s
’ ”"‘x1x2x3 (p)
A _ ”-yz-x1x2x3 (P)
ﬂy2|x1x2x3 (p) BN B
7[~-~x1x2x3 (p)

A

~ 7. yaxyx X3 (p)

7 (p) — _V3NiXoXs
AP Y
RELNRSRS] ﬂ'-"xlxzx} (p)

>

Ty xpy; (P)
~ V1V X XoX
”yly2|xlx2x3 (p) = 7%1 — zp) y
XXX
n _ ﬁ'y2y3x1x2x3 (p)
ﬂy2y3\x1x2x3 (p) - 72. (p)
XXX

Una vez obtenidas las estimaciones de los parametros del modelo en el paso
p-ésimo, se determinan las probabilidades estimadas que maximizan la
verosimilitud en la etapa Maximizacion.

Eln, ... |N.AZ(p+D)|= NS, (p+1D)py,(p+1)
Eln,, o INA(p+D]= Npy, (p+ DY 8,7, (p+1).
N

Elpny NP +D]=Noy, (041 Y5, (p+Dr,p,, (041, (1)
Y12
Elny om0, INA(p+D|=Npy, (p+1)(S, (p+1)+

+ Z5Y1 (p + 1)TJ’2|Y1 (p + 1) + Z5Y1 (p + 1)TY2‘)’1 (p + I)TYﬂ)’z (p + 1)

N YioY2

Eln,, .. |N.#(p+D)|= N5, (p+ Dz, (p+1)
E[n'}’z}’s"' | N’ ﬁ(p + 1)] = NT)’3|J’2 (p + 1)2 5)’1 T,V2|,Vl (p + 1)
N

Partiendo de las expresiones anteriores, podemos encontrar las estimaciones

pt1-ésimas de los pardmetros que maximizan la funciéon de verosimilitud dadas
las probabilidades de la iteracion anterior.
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Z”xlxm 7%y1|x1x2x3 ()
S X Xp.X3
5, (p+1)= ~ (28.2)
znxlxzxs (ﬁY1|x1x2x3 (p) + ﬁy2|x1x2x3 (p) + 7%)’3\)51)‘2)‘3 (p))
Py (p+1) =22 (28.b)
prb/ 5)’1 +25,V1 T,Vzbﬁ + 25y| T}’2|J’1 T,V3|}’z
N Yi:Y2
anlxle 7%J)Iy2|x1x2x3 (p)
~ XXX
2y (p+1) = - (28.0)
znxlx2x3 ”yl\xlx2x3 (P)
X15X25X3
z nxlx2x3 72-)’23’3\"1"2"3 (p)
Slkatiad (28.d)

Ty, (P =
y3lya ~
Z anlxr’% ”Y1YZ|X1X2X3 (p)

Y1 Xp,X2,X3

En la ecuacion (28.b) se comprueba como las restricciones de igualdad sobre
los parametros producen una expresion similar a una media ponderada de las
probabilidades de respuesta no restringidas.

Finalmente, para contrastar la calidad del ajuste, se utilizan los estadisticos ya
comentados en este trabajo. Los grados de libertad son

g=(XHT -8 (X" +85" -1 (29)

3.1.2 El modelo mixto de Markov

La razén de ser de este modelo es la heterogeneidad de la poblacion respecto
del cambio, es decir, no toda la poblacion tiene por qué seguir el mismo patron
de movilidad. 4 priori el investigador puede dividir la poblacion en subgrupos
segun una o mas variables y hacer un analisis dinamico para cada uno. Sin
embargo, el modelo aqui expuesto no divide a priori segin una variable
observada, sino que considera que el proceso dinamico es una mixtura de
distintos procesos dinamicos.

Su origen se remonta al trabajo de Blumen et al. (1955). Encontraron que los
procesos de Markov predecian demasiado cambio tras muchas transiciones. En
concreto, expusieron que los elementos de la diagonal principal de la matriz de
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transicion observada tendian a ser subestimados. Para solucionar este problema’,
propusieron un modelo, llamado Mover-stayer, que divide la poblacion en dos
grupos. Uno de ellos, mover, se caracteriza por comportarse segiin un modelo de
Markov, es decir, la probabilidad de pasar de la categoria i en el periodo ¢ a la
categoria j en el #+1 se recoge en una usual matriz de transicion; mientras que el
otro, stayer, es un grupo de individuos estables, esto es, su matriz de transicion
es la matriz identidad.

Mas tarde, Poulsen (1982) extiende el modelo a una mixtura de S* grupos
con patrones de cambio comunes, es decir, matrices de transicion comunes. Por
tanto, este modelo supone que las probabilidades de transicion observadas son
una mixtura de las probabilidades de un conjunto de grupos no observados, de
manera que podemos decir que una variable no observada (latente) influye las
probabilidades de transicion. A continuacidén, haremos una exposicion del
modelo. Sea X una variable discreta politdbmica con X* categorias observada
durante T periodos y sea X,, la observacion concreta de dicha variable en el
momento ¢, es decir, se considera la existencia de 7 variables discretas
politomicas X;, donde i varia desde 1 a 7, con el mismo niimero de categorias
que miden el mismo fendémeno.

Ademas, se supone la existencia de una variable discreta no observada S que
influye sobre las probabilidades de transiciéon observadas entre las variables X;.
Dicha variable latente recoge la heterogeneidad de la poblacion, como ha sido
indicado anteriormente. Se conoce como modelo mixto de Markov porque
supone que la transicion entre las variables observadas sigue un modelo
markoviano. En la figura siguiente aparecen representadas las relaciones entre
tres variables observadas y una variable latente.

/N

X, ¥ X, > X,

Figura 9. Un modelo mixto de Markov

Se puede comprobar como las variables observadas siguen un proceso de
Markov de primer orden, ya que una variable en un periodo solo depende de la
variables en el momento inmediatamente anterior. Por esta razdén, este modelo
se conoce también como modelo “sin memoria”.

3 Otra manera de solucionar el problema puede verse en Shorrocks (1976). Este sefiala el
incumplimiento del supuesto de dependencia de primer orden y propone un modelo de mayor orden
para estudiar la movilidad de la renta.
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Los parametros de este modelo son los siguientes:
¢ la probabilidad inicial 7 de pertenecer a cada uno de los $* grupos latentes.

e la probabilidad inicial &, de estar en cada una de las categorias de la

variable X; observadas inicialmente dada la pertenencia al subgrupo latente s.

e las probabilidades de transicion 7, . de pasar de cada categoria de la

variable X,; en el momento 71 a las categorias de la variable X, en el
momento ¢, dada la pertenencia al grupo latente s.

Por ejemplo, consideremos una variable observada dicotomica durante tres
periodos y una variable latente que divide la poblacion en dos grupos. En la
figura 12 se muestra como se relacionan los parametros anteriores para producir
las probabilidades observadas del ejemplo antes comentado.

rlzull r22|111 32 32
o1 ol T Tan
Tt Topi 113‘221 T§|§1
1 d 2 2 3 3
%h1®J >%h1@J >mhl@J
[EH. P24+] [B—H— Rr2+] [P+"1 P*"'z]
1 d ) 3 3
)0 54] >”2[5112 522] P”z[é‘uz 5212]
21 21 32 32
Tz Top2 Tz Ton2
21 21 32 32
Tip2 - Top2 Tip2 - Topz

Figura 10. Relaciones entre los parametros del modelo mixto de Markov

Dados estos parametros, la probabilidad de pertenecer a una celda de la
distribucién completa es*

ﬂsx1x2x3 = ﬁsé‘xl \erz \xlsTx3 [xys

(30

4 Remito al lector a la nota 1 de este capitulo para la explicacién de esta notacién. Con la usada
en el trabajo hasta ahora, la ecuacion (30) seria Tsxyxyxs = Ts70x, 570, |, 570, |, 8
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Tal distribucion de probabilidad de los datos completos de nuevo se obtiene
mediante un conjunto de probabilidades marginales y condicionadas.

A partir de la expresion anterior, se puede determinar la probabilidad
conjunta de las variables observadas para cada uno de los subgrupos latentes.
Txxyxsls = 53(1 Is Ty s Ty G
Sin embargo, surge el problema de que la variable que describe la

pertenencia a cada grupo no es observada. Por tanto, la proporcion P, . de las

variables observadas se calcula sumando sobre la variable latente la expresion
(31).
ﬁx1x2x3 = Zﬂséxl\sz-xz\xlsz-xﬂxzs (32)
S

La ecuacion (32) es una media ponderada de la ecuacion (31) donde las
probabilidades grupales 7, son los pesos o ponderaciones.

Por tanto, seglin la ecuacion anterior, el modelo mixto de Markov es una
mixtura de S$* cadenas de Markov de primer orden independientes.

Si se supone que la muestra aleatoria de N individuos, la frecuencia 7, , . se

obtiene mediante la distribuciéon multinomial M (N, 7z 3) . En consecuencia,

X)X X:

el modelo del que hablamos es un modelo multinomial paramétrico.

Casos particulares del modelo de Markov

El modelo expuesto en la ecuacion (30) recoge dentro de €l a otros modelos
mediante la imposicion de determinadas restricciones.

El modelo Mover-stayer

Anteriormente, fue expuesto que Blumen et al. propusieron este modelo que
considera inicamente dos cadenas, una de ellas formada por individuos estables
y la otra por los individuos que cambian de categoria.

En este caso se imponen las siguientes restricciones.

- §*=2, es decir, unicamente se consideran dos grupos en la poblacion.

- las probabilidades de transicion entre las categorias i y j para el subgrupo de
individuos estables deben cumplir esta condicion: =1, si las categorias son
la misma y =0, si son categorias distintas. Esto es, la matriz de transicion
para el subgrupo estable se corresponde con la matriz identidad.
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El modelo “black and white”

Este modelo se debe a Converse (1964) y solo se aplica a variables
dicotomicas. Es muy similar al anterior ya que impone las mismas restricciones
con la diferencia de que se considera que los individuos moviles tienen la misma
probabilidad de estar en cada una de las categorias en el periodo siguiente.

El' modelo “independencia-estabilidad”

Con iguales restricciones al modelo mover-stayer, ademas, el subgrupo de los
individuos méviles debe cumplir el supuesto de que la probabilidad de cambiar
entre los periodos ¢y #-1 no depende de la categoria ocupada en el momento ¢, es
decir, se supone que todas las filas de la matriz de transicion son iguales.

Los modelos estacionarios

Como su nombre indica, en estos modelos se exige la condicion de que las
matrices de transicion de cada grupo son iguales para cualquier periodo
considerado. Mas tarde, se comentara qué efectos produce esta restriccion a la
hora de estimar el modelo.

Estimacion del modelo mixto de Markov

Este modelo puede estimarse utilizando el algoritmo EM como cualquier
modelo con variables latentes. En este caso, como ya ha sido comentado, la
variable latente o inobservable es la pertenencia a cada subgrupo.

Por tanto, se debe maximizar el logaritmo de la funciéon de verosimilitud
sujeto a las restricciones de que los parametros deben sumar para cada uno de
sus parametros la unidad, ya que son probabilidades.

Si consideramos so6lo los datos incompletos u observados, tenemos que las

frecuencias n,, . siguen una distribucion multinomial M(N,7z,,.) 7V,

consecuentemente, la estimacion por maxima verosimilitud consiste en la
maximizacion de la funcion
logL = Zn logr, ., (33)
X XX3
segln la expresion (32),

respecto de los parametros que intervienen en 7, .

considerando que se deben cumplir las siguientes restricciones:

Zns =1 (34.2)
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DS =LVs=1,.,5* (34.b)
X

D St =S =1, 8%V =2, T, (34.0)
xl
Sin embargo, los parametros y frecuencias que deseamos estimar son los

referidos a los datos completos. Dichos datos n, , . se distribuyen segun una

distribucion multinomial M (N, 7, , ., ), donde 7 se especifica seglin la

SX X)X SX| X X3

ecuacion (30).

En este caso, la expresion (33) es
z L[ log Toxeyr, = z ng.logm, + z gy, log 5x1|s +

$,X1,X5 X3 s 5,X

+ znsxlxz- lOg Tx2|xls + Z ns-x2x3 lOg Tx_;\xzs

§,X1 X, $,X X3

(35).

Partiendo de esta expresion, se obtienen facilmente las frecuencias
marginales como estadisticos suficientes de los parametros del modelo y se
puede comenzar a aplicar el algoritmo EM.

Segun la ecuacion (8), tenemos que

T
SX1 Xy X3
SX1 X X3 | nx]x2x3 > ﬂ-sxlxz)@ ]_ nx1x2x3 - nx]x2x3 ﬂ'slxlxzx} (3 6)
X1 X2X3

o

En la etapa E del algoritmo, se usa la expresion anterior para calcular el valor
esperado del estadistico suficiente dadas las frecuencias observadas y la
probabilidad conjunta estimada en la iteracion anterior del algoritmo.

Dada la estimacion p-ésima de los pardmetros, podemos estimar los
estadisticos suficientes para los datos completos como

E[ns | nx1x2x3 ’ ﬁ-sxlxz)@ (p)] = z nx1x2x3 7%s|x1x2x3 (p)

Xp,X5,X3

E[nsxl - | nx,x2x3 s ”.s-x1x2x3 (p)] = z nx1x2x3 ﬂ-slx]xz)@ (p)
X2,%3

El:nsxlxz- | nx]xzx3 > ﬁsx]xzx3 (p)] = Z nx1x2x3 7’2\1?\):1):2):_3 (p)
X3

>

[nswzx3 | nx1x2x3 > ”sxlx2x3 (p)] = z nx1x2x3 ”s|x1x2x3 (p)

X
Las expresiones arriba mostradas son las correspondientes a los valores
esperados de los estadisticos suficientes para las probabilidades de pertenecer a
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la cadena latente s, a la categoria x; de la variable X; dada la pertenencia a la
cadena latente s, a la categoria x, de la variable X, dadas la categoria x; de la
variable X; y la cadena latente s y a la categoria x; de la variable X; dadas la
categoria x;, de la variable Xy la cadena latente s, respectivamente.

A continuacion, en el paso M se calculan las estimaciones de los parametros
del modelo que maximizan la verosimilitud dados los estadisticos suficientes
determinados en la etapa E del algoritmo.

Eln,.. | #(p+D)]= Nz (p+1)

Elng, 1 £(p +1)]= N2,(p+ DS, (p+1)
Elng, 12(p+D)]= N2, (p+ 13, (p+ D, o (p+1)
s, 170+ D)= N (p 418, (0 + D2, (p+1)
donde
5o (P+D)=NA(P+1DD 6, (p+ 1 (p+1).

X

En concreto, las estimaciones se extraen a partir de las siguientes ecuaciones:
N”s (p + 1) = z nx1x2x3 ﬂ.5'|x1x2x3 (p)

X1:%25%3
Nﬁ's (p + 1)5x1|s (p + 1) = z nx1x2x3 7%s|x1x2x3 (p)
X25%3
N/i-s (p + 1)5x1\s (p + l)z/:xz\sxl (p + 1) = Z nxlxzx3 ﬁs\xlxsz (p)

X3
N/z\'s (p + 1)5x2|s (p + l)fx3|sx2 (p + 1) = Z nx1x2x3 7%s|x1x2x3 (p)
X

Por tanto, las estimaciones p-ésimas de los parametros son:

Z nx1x2x3 7%S|x1x2x3 (p)
A (pr =2
Z nx1x2x3 7%S|x1x2x3 (p) Z nx|x2x3 ﬁ-s\xlxzx} (p)
SR iz
|s ~ ~
l Nﬂ-s (p+1) an1x2x3 ﬂ.s|x1x2x3 (p)

Xp,Xp,X3
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Z nx1x2x3 ﬁs\x1x2x3 (p) Z nx1x2x3 ﬁs\xlxz)@ (p)
A X X
R EX T ST TI SR—
X2,X3
Z nx1x2x3 7%s|x1x2x3 (p) Z nx1x2x3 ﬁs\x1x2x3 (p)
A x X,
Tx3|sx2 (P + 1) = Nés (p N 1)$x2|s (p N 1) = z‘ nx1x2x3 7%5|x1x2x3 (p)
X],%;

Como ya ha sido indicado en el apartado 2.1 de este capitulo, el proceso se
repite hasta que converge. En dicho punto, las estimaciones maximo-verosimiles

~
z nx1x2x3 ﬂs|x1x2x3

de las probabilidades son:

A X],Xp,X3

N

z nxlx2x3 ﬁs\x1x2x3

3 _ XX

5x1\s ~
Z nxlxzxz ﬂs\x1x2x3

X15X25X3

~
z nxlx2x3 ﬂs\x1x2x3

A X3

sz lsx; — N
nx|x2x3 7Z-s|x]x2x3

X2,X3

A
z nx]x2x3 ﬂ-s|x1x2x3

A X

sz oy = A
nx1x2x3 ﬂ-slxlxz)@

Xp,X

(37.2)

(37.b)

(37.0)

(37.d)

Una vez obtenidas las estimaciones, debe realizarse el 16gico contraste de la
calidad del ajuste del modelo. En este caso, los grados de libertad se determinan

mediante la expresion

gl =" —1-]s" =1+ 8" =i xT (7 -0)|

(3%)

Finalmente, si el modelo presenta la restriccion de estacionariedad, es decir,
cada subgrupo posee una unica matriz de transicion para todos los periodos, las
ecuaciones (37.c) y (37.d) se sustituyen por
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A A
n v n T
E XX X3 7% 8]x, X3 X1X5X3 7% 8|x1205 X5

~ X3 X,

+ (37.c bis)

T =
xr+l‘5xr o A
nx1x2x3 ”s\x1x2x3 nx1x2x3 ”s\x1x2x3

X5,X3 X),Xy

ecuacion a la que se llega a partir de las expresiones arriba comentadas.

3.1.3 El modelo mixto markoviano de clases latentes

Finalmente, el Gltimo modelo que se considera es uno que combina los dos
anteriores. Fue propuesto por Langeheine y Van de Pol (1990). Dicho modelo
extiende el modelo latente de Markov suponiendo que existe una mixtura de S*
grupos latentes y, por tanto, aparece un conjunto adicional de parametros, las
proporciones 7; de pertenencia a los subgrupos no observables. Dentro de cada
subgrupo, la variable S condiciona al resto de los parametros del modelo latente
de Markov.

Al igual que la exposicion de este modelo, se supone un unico indicador por
ocasion para que la presentacion sea mas simple. Supongamos ¢ observaciones
consecutivas de una misma variable discreta X con X* categorias.

En consecuencia, existe un vector p de proporciones iniciales a cada
categoria y una matriz o matrices (dependiendo de la estacionariedad o no del
modelo) de transicion que miden la probabilidad de pasar de una categoria a otra
entre la ocasion ¢y la ocasion #+1.

Sin embargo, dado que se tiene en cuenta la existencia del error de medida, se
introduce una variable categorica latente Y en el modelo. El numero de
categorias de dicha variable, Y* no tiene por qué ser igual al de categorias
observadas, X*. En consecuencia, suponemos que las matrices observadas de
transicion con un reflejo de las matrices de transicion reales o latente con cierto
grado de imperfeccion.

Por ultimo, se supone que existe una variable latente no observada S. De esta
manera, se expone la consideracion de la heterogeneidad de la poblacion
respecto del cambio real. Es decir, este modelo presenta una variable latente que
condiciona la relacion existe entre un conjunto de variables también latentes.

En la siguiente figura se muestra la estructura de las relaciones existe en un
modelo de este tipo para tres ocasiones.

Dada esta estructura, el vector de proporciones observadas p, depende de la
distribucion de probabilidad de la variable latente Y,, ¢, y las probabilidades de
respuesta p,, en cada subgrupo, esto es, los pardmetros anteriores estan
condicionados por la variable S.
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Y, —» Y—» Y,

X, X, X3

Figura 11. Un modelo mixto markoviano de clases latentes para tres ocasiones
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Figura 12. Parametros y sus relaciones del modelo markoviano mixto de clases

latentes

En consecuencia, los parametros de este modelo son los siguientes:
¢ la probabilidad inicial 7 de pertenecer a cada uno de los $* grupos latentes.
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e la probabilidad inicial 6, de estar en cada una de las categorias de la

nls
variable latente Y, observadas inicialmente dada la pertenencia al subgrupo
latente s.

e las probabilidades condicionadas de respuesta p, |, ; de estar en cada una de

[vs
las categorias x, observadas dado el estado latente y, en el momento ¢ y el
subgrupo latente s.

e las probabilidades de transicion latente 7 de pasar de cada clase latente

Vilvis
.1 en el momento #-1 a la clase latente y, en el momento ¢ dado el subgrupo
latente s.

Si se considera un modelo con tres ocasiones y dos subgrupos donde tanto la
variable latente como la observada son dicotdmicas, la representacion grafica de
las asociaciones de las variables y sus parametros seria la mostrada en la figura
14.

No se consideran todas las distribuciones de probabilidad latentes ya que
dadas la distribucion de probabilidad inicial y las matrices de transicion latentes,
se puede obtener la distribucién en cada momento.

La probabilidad conjunta de pertenecer a cada celda de la distribucion de
probabilidad viene dada por la expresion

”SJ’l)’zhxl)‘zX} :7[55)’1\Spxl\ylsTYz|Y|Spxz|Y25Ty3|yzspx3|Y3S (39)

Continuando la linea ya expuesta en los apartados anteriores, s6lo se conocen
las frecuencias incompletas. En consecuencia, se colapsa la ecuacion [39] para
relacionar la probabilidad de las variables observadas con el producto de
probabilidades condicionadas respecto de las variables latentes.

s B ¥
”x1x2x3 = z z z Z7[55M|S'Dx1|y15'TY2|)’1prz|)’23TY3|,V25'DX3\Y3S (40)
s=1 y=1 y=1 3=l

Los modelos anteriores son casos especiales de éste. Si en la ecuacion (39),
S* es igual a la unidad, el modelo se convierte en el modelo latente de Markov y
si suponemos que la matriz de fiabilidad es una matriz diagonal, es decir, las
probabilidades de respuesta valen la unidad cuando coinciden la categoria
observada con la latente y O cuando son distintas, la ecuacion (39) se
corresponde con la del modelo mixto de Markov.

Estimacion del modelo latente mixto de Markov

De nuevo, al existir variables latentes en el modelo, la estimacion por
maxima verosimilitud de los parametros se realiza mediante el algoritmo EM.
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Dada la ecuacion [39], el logaritmo de la funcién de verosimilitud es

Z anlxm logﬂs,y1y2y3x1x2x3 = Zns ...... log 7, +Znsy1 ,,,,, log5yl|5 +

$:V15Y2,V3 X15X2,X3 s 5,

+ ZnSM"xl“ 10g ’Dx1|)/1s + Zns)’l)’z"" 10g TYz\)’ls + Zns'h"xz" log pxzb’zs + (41)
$,X15% 5,12 $,¥2,%2

+ Zns'}’z}’z"' log Tyyos * zns”m"xz log Pyyss
$:Y25)3 $,35X3

En la primera etapa, Esperanza, se calculan los valores esperados de los datos
completos dados las probabilidades del modelo, cuyas expresiones en la
iteracion p-ésima son las siguientes.

E[ns ....... |7%(p)]= anlxmfzs‘xlxm(p)

X15X25X3
Elng o 170 =3 0 e, ()
X15X25X3
E[nsyl‘-x1-~ | 72'(1))]2 Z nxlxzx3 ﬁsyl\xlxz,ﬁ (p)
X2,X3
E[nsy1y2-~-~ | 7%(]))] = Z nx1x2x3 ﬁsylyz\xlxzx3 (p)
X15X25X3
E[nS'YZ“Xz' | ﬁ(p)]z Z”xlxzxa ﬁsy2|x1x2x3 (p)
X1,X3
E[ns-y2y3 | 7’2\'(p):| = Z nx1x2x3 ﬁsy2y3|x1x2x3 (p)
X15X25X3
E[nx<-y3'-x3 | 7’1\'(]7)] = Z nx1x2x3 ﬁxy3|x1x2x3 (p)
X1,%

donde

A 7’2\-5“‘)()6 X (p)

gy, (P) = ﬂl—“(m
XXXy

~ _ 72’5}’1""51*2’53 (p)

”sy1|x1x2x3 (p) = % —(p)
XXX

~ ﬁs-y XXX (p)
n-sy2|x1x2x3 (p) = 4 — 3([7)
XX X3

B

>
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A ﬁs-yxxx (p)
7Z'sy3\)r|xzx_3 (p) = .

E

”"")CIXZXS (p)
7 ( ) _ ”SY1)’2'X1~’CZX3 (P)
$Y1V21%%0X3 p)= 7 (p) y
XX
A _ 7%5"3’23’3’51"2’53 (p)
”sy2y3\x1x2x3 (P) - 7 (p)
X XX

119

Continuando con el algoritmo, en la etapa Maximizacion, se determinan las
estimaciones de los pardmetros que maximizan la verosimilitud dados los

valores esperados del paso anterior.
Eln,... |#(p+1)|= Nz (p+1)

S5

By [2(p+ D)= N2 (p+ D8, (04 Dy (p+1)
Eln,,. 17(p+ D))= N2,S,  (p+1E, , (p+1)
Elng,, o 12+ D)= N2, (p+13,, (p+ 1y, (p+1)
Elng,. . 17(p+D)]= N2, (p+ DS, (p+ D, . (p+1)

Eltyeyy o, |20+ D]= N2 (0418, (04D (041
donde
é’:yz|s = Nﬁs z 6}'1\5 Ty2|sy| (p + 1)

N

y 6,"3\5 = Nﬁ-y Z:é‘yﬂ-y (p +1){—Y2|-W1 (p+ l)fh\s}’z (p +1)

Yi:¥2

Igualando las expresiones de ambas etapas del algoritmo, se obtienen unas
expresiones a partir de las cuales despejar las estimaciones p+1-ésimas de las

probabilidades, expresiones que aparecen a continuacion.

Z nx|x2x3 7’Z\-s|x1xzx3 (p)
Fprn =t ,
Z nx1x2x3 ﬁsyl\x1x2x3 (p) Z nx1x2x3 ﬁsyl\x1x2x3 (p)
6},1‘3 (p + 1) — XX ’X3N - ; — X1,%2,X3 - ,
s (p + ) z nx1x2x3 ﬂs\xlxzx3 (P)

X1,Xp,X3
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z nx1x2x3 ﬂsyl|x1x2x3 (p) z nx1x2x3 7Z-xyl\x1xzx3 (P)

~ X,X3 X2,X3
pxl\syl (p + 1): N ~ = N s
N”s (P + 1)53/1 s (p + 1) Z nx1x2x3 ”syl o6 x5 (p)
X)5X,X3
z nxlx2x3 ﬂsylyz X1 x5x3 (p) z nxlx2x3 ﬂsylyz X1 X523 (p)
TA | (p+1)_ X15X,X3 _ X1:X%,X3
Yoy - A G - ~ ’
Nﬂ-s 5y1|s (p + 1) Z nx1x2x3 ﬂ-syl 125 X3 (p)
X15X5,X3
Z nxlxzx3 ﬁ-syz\xlxzyg (p) Z nxlxzx3 ﬁ-syz\xlxzx3 (p)
P, (D) =22 - s
X218V A a A ’
Nﬂs (p + 1)5);2\5 (p + l) Z nxlx2x3 7Z'Sy2|xlx2x3 (p)
X15%2,X3
Z nx1x2x3 ”sy2y3 2253 (p) Z nx1x2x3 ﬂsy2y3 1253 (p)
7 | (p + 1) _ X% — MY
V31892 ~ 3 ~
N”s (p + 1)5);2|5 (p + 1) Z nxlx2x3 ”sy2|x1x2x3 (p)
X15X2,X3
Z nx1x2x3 ﬁ-xy3|x1x2x3 (p) Z nx1x2x3 ﬁsy3\x1x2x3 (P)
A Xp,X Xp,Xp
px3|sy3 (P + 1) = N ~ = N .
N”s (p + 1)5y3\s (p + 1) Z My xyx, ﬂsy3\x1x2x3 (P)
X15X2,X3

Este proceso se repite hasta que se alcance la convergencia, es decir, hasta
que el incremento de la verosimilitud sea inferior a un valor arbitrario muy
pequetio. En este caso, las estimaciones maximo-verosimiles de los parametros
son las mostradas a continuacion.

Z nx1x2x3 ”slxlxzx3
A X1 5X7 X
7y = (42.a)
N
z nx1x2x3 ”Syl [x105x3
3 _X,Xp,X3
Oy = - (42.b)
nx1x2x3 ﬂ-s\xlxz)@

X1,X9,X3

anlxzxs ”Wl\xlxzxz
~ _ X2X3
Prilsy, = (420)

n T
Z X X,X3 77 sy |x; X, x5

X1,X5,X3
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~
Z nxlx2x3 ﬂ.s,"l}’z\xlxzxz

X1,X9,X3

Tylsy, = - 2 (42.d)
Z x)Xp3 7" $y11X,6, X3

X1>X2,X3

n T,
z xXpx3 7% sy, X1y

X1,X3

Py, = Z" . (42.)
XXy X3 708y, X023

X),X,X3

~
n T
Z x1X,X3 77 85y, V31X,

X1,X9,X3

Tyslsy, = £
X1, X3 7% 851 X503

X1,X9,X3

~
n T
Z X x5 7% sy3x0033

Xp,X

Piylsy; = B P (42.g)
Z XX 70 sy lx x5

X1,Xp,X3

(42.9)

Estas probabilidades se refieren al modelo no estacionario para las
transiciones y la fiabilidad, es decir, las probabilidades de transicion y de
respuesta no son constantes a lo largo del tiempo. En el caso estacionario, los
pardmetros 7. 'y P, serian las medias ponderadas de las ecuaciones

(42.d) y (42.1) y (42.¢), (42.¢) y (42.g), respectivamente.

Finalmente, este modelo se puede contrastar utilizando los conocidos
contrastes de calidad del ajuste, donde los grados de libertad vienen dados por el
numero de parametros independientes del modelo.

4. CONCLUSIONES

Para terminar y, a modo de resumen, podemos afirmar que los modelos aqui
presentados permiten reflejar con gran exactitud los cambios que sufre una
variable categorica a lo largo del tiempo. Mediante la incorporacion de variables
latentes es posible superar problemas como los cambios espurios, la
heterogeneidad de la poblacion respecto de la movilidad o la imposibilidad de
medir el cambio de una variable no observable.

En el campo en que trabajamos, la economia, la aplicacion de estas técnicas,
asi como cualquier otra que considere como variables de interés un conjunto de
variables discretas, es incipiente. No obstante, podemos citar trabajos como el
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de Van de Pol y Langeheine (1989) para el desempleo, Ghellini et a/ (1996)
para la pobreza, Pérez Mayo y Fajardo (1998) para el riesgo bursatil o Pérez
Mayo y Fajardo (en prensa) aplicado al analisis de la movilidad de la renta.

Creemos que aun resta mucho trabajo por realizar, no s6lo en el ambito
empirico, sino también en el tedrico.
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