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Una forma de abordar el estudio global y conjunto de un gran numero de
distribuciones de probabilidades, se consigue con la formulacion de sistemas de
distribuciones que verifican una determinada ecuacion funcional, bien diferencial
para las distribuciones de tipo continuo, o bien en diferencias finitas para las
distribuciones de tipo discreto. Son varios los objetivos que se consiguen con esta
formulacion, a saber:

a) Aplicacion sistematica de diversas metodologias en la generacion de
familias de distribuciones

b) La obtencion sistematica de caracteristicas comunes a cada familia:
relaciones de recurrencias entre momentos, clasificacion de distribuciones
etc.

Los sistemas de distribuciones continuos univariantes mas estudiados por sus
aplicaciones son el de Pearson, y la familia exponencial, Loéve (1963) Zacks,
(1971). La relacion entre ambas familias puede verse, con todo detalle, en Herrerias
(1975)

El sistema de Pearson responde a la ecuacion diferencial lineal de primer orden
y homogénea, Cansado(1950), Elderton,(1969) y Jonhson-Kotz, (1970):

f'(x) xX—a
f(x)  by+bx+ bzx2

Es sobradamente conocido que la mayoria de las distribuciones continuas
univariantes satisfacen la anterior ecuacion diferencial (1) y que el conocimiento de
los cuatro primeros momentos muestrales es suficicente para estimar los cuatro
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parametgros que aparecen en la expresion (1) y de esta forma se dispone de una
densidad, aunque por tratarse de una estimacion realizada por el método de los
momentos, se conoce que tales estimaciones, en general, no son eficientes.

Obsérvese que el primer miembro de (1) puede expresarse por

diny _ D,Iny= Dy
dx y
donde D, representa el operador lineal derivada.

En la literatura especializada se encuentran otros sistemas que extienden y
generalizan las distribuciones de (1); dos ejemplos significativos son la extension
de L.K. Roy, (1971), y la generalizacion de Herrerias, (1975).

La extension de Roy se obtiene cambiando el segundo miembro de (1), que pasa
a ser,

f'(x)  ay+tax+ a2x2
F(xX) x(by+bx +byx?)

Como se observa, la idea es “complicar” el segundo miembro de (1), de
manera que se considera una fraccion en la que el numerador es un polinomio
de segundo grado, en vez de primero, y el denominador es un polinomio de
tercer grado sin término independiente, en vez de un polinomio de segundo
grado como en (1). Con esta nueva formulacion se dan cabida a cinco tipos de
distribuciones de probabilidad que no satisfacen a (1) pero que, por verificar (2),
tienen un tratamiento analogo a las distribuciones que cumplen (1). En
particular se obtiene una relacion de recurrencia entre momentos y, conocidos
los siete primeros momentos muestrales, pueden estimarse los parametros a; y b;
de (2).

La generalizacion de Herrerias se obtiene cambiando el primer miembro, al
utilizar el operador aleph', en vez del operador derivada ordinaria. Los sistemas
obtenidos a partir de la generalizacion de Herrerias responden a la ecuacion
diferencial que se puede escribir®

f'(x) xX—a
f(x) By +bx+byx?

que es un caso particular del sistema de Pearson generalizado, definido mediante

(@)

+¢(x) )

)= Y'(x) — g(x)y(x)

' Derivada generalizada, Aldanondo (1969), a?’.[y -
S

. Obsérvese que el

operador derivada ordinaria D, es a? .

2 En Herrerias (1975) se hace notar que si ¢(x) = 1/x entonces (3) se transforma en (2), por lo

que las nuevas distribuciones de (2), que no son de (1), son un caso particular de (3).
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a? ») _ F(x)—a
Y by +bF(x)+b, [F(x)]z

donde F(x)= j Y F(odt

El siguiente paso consiste en extender el sistema de Pearson a dos dimensiones;
esto se consigue con la familia pearsoniana bivariante, definida por van Uven,
(1947),

0 Li(x,y)

1 Jy) = L)

%x nf(x,y) ngx’yg @
Ly(x,y

1 y) =2

" =0 )

donde L; y L, son formas lineales y Q; y O, son formas cuadraticas, y donde
ademas se ha de verificar la igualdad de Schwartz para la integrabilidad del sistema

0 L](xay) — 0 Lz(X,J/)
ay Ql(xoy) ox QZ(xny)

Finalmente, Steyn (1960), realiza la extension del caso bivariante al
multivariante, a través de un sistema de igual numero de ecuaciones que de
variables componen el vector aleatorio.

Por otra parte, Fernandez (1979), extiende el sistema de van Uven, utilizando
funciones cuadraticas y cubicas para el numerador y el denominador,
respectivamente, del segundo miembro de las ecuaciones que definen el sistema,
a la manera de lo hecho por Roy en el caso univariante.

En estudios posteriores, Herrerias, Palacios y Callejon, (1998), siguiendo la
metodologia pearsoniana, establecen los conceptos de funcion generadora de una
distribucion de probabilidad, y de sistema de funciones generadoras para
distribuciones multivariantes.

La expresion (3) sugiere el concepto de funcion generadora de una distribucion
univariante continua. Manteniendo el primer miembro de la ecuacion (3), se
sustituye el segundo por una funcion g(x) a la que solo se le exigen las condiciones
necesarias y suficientes para que f{x) sea una funcién de densidad de una variable
aleatoria, sobre un recinto determinado. Aparece de esta forma el concepto de
funcion generadora de una distribucién univariante continua.

Si f(x) es la funcion de densidad de una variable aleatoria y [a,b] es su dominio
de definicion, se puede calcular la correspondiente funcion generadora, que viene
dada por:

FOVAC)
g(x) )
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Las propiedades de estas funciones generadoras permiten su utilizacion
directa, como herramienta, en distintas aplicaciones estadisticas: estudio de la
independencia entre variables aleatorias a partir de la observacion directa del
sistema de funciones generadoras, Herrerias, Palacios y Callejon (1997), (1998)
y (1999); cantidad de informacion, Herrerias, Palacios, Pérez y Callejon (1998);
estudio de la relacion entre los métodos de estimacion de los momentos y de la
maxima verosimilitud, Callejon y Santos (1994), etc.

Palacios, Herrerias y Callejon (2000), realizan una generalizacion del sistema
de Pearson mediante splines, dejando patente la flexibilidad que permite la
utilizacion de los elementos de la familia a la hora de la modelizacién de los
datos muestrales. La familia generalizada mediante splines viene definida por la
ecuacion

x—a, +ﬁ:c[(x—x[)+

P e

Zdixi_l +Zdi+3(x_xi)
i=1

i=1 .

donde
a<x; <Xy <. <x,<b, 0<p <... < p; <1

0 Si X<x;

Del mismo modo que la ecuacion que define la familia de Pearson sugirio la
idea de funcién generadora de una distribucion continua univariante de
probabilidad, las extensiones de van Uven y Steyn permiten establecer el concepto
de sistema de funciones generadoras de una distribucién continua multivariante de
probabilidad, que resulta estar formado por las funciones generadoras de cada una
de las distribuciones condicionadas, lo que permite obtener la funcion de densidad
conjunta como soluciéon de una ecuacion diferencial, sin el concurso de las
distribuciones marginales

En el caso discreto univariante, J.K. Ord (1967), introdujo una ecuacién en
diferencias finitas, lineal de primer orden y homogénea, para generar funciones de
cuantia de manera analoga al sistema de Pearson, que responde a la expresion:

Ap r—1 a-—r

= (%)
Dr by +byr +b,r(r—1)

de la cual se deduce una relacion recurrente entre los momentos factoriales
recurrentes y puede comprobarse facilmente que la mayoria de las distribuciones
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univariantes discretas que se estudian en los distintos textos de Estadistica,
satisfacen la ecuacion (5).

Este sistema fue ampliado por Herrerias (1976), manteniendo el paralelismo con
la extension de Roy en el caso continuo; la ecuacion que define la extension de
Herrerias en el caso discreto es:

Ap, .y _ ag +ayr +a,r(r—1) ©)
P by +br+byr(r=1)+byr(r=1)(r-2)

El concepto de funcién generadora de una distribucion univariante discreta de
probabilidad supone que el segundo miembro de (5) es una funcion a la que solo se
le exigiran las condiciones necesarias para que al resolver la ecuacién en
diferencias se obtenga una distribucion de probabilidad. Evidentemente, no se
modifica el concepto de funcién generadora, con respecto al caso continuo, en el
sentido de que se define igual al primer miembro de la ecuacion funcional
correspondiente, Callejon (1995).

El sistema de distribuciones bivariantes discretas de tipo Pearson, analogo al
estudiado por van Uven en el caso continuo, es estudiado por Herrerias - Cobos
(1984) y Herrerias — Calvete (1985) y (1986), planteando el sistema de ecuaciones
en diferencias finitas que lo define, mostrando distribuciones que pertenecen a él, y
encontrando una solucioén general basada en las relaciones de recurrencia de los
momentos factoriales descendentes.

Fajardo (1985), realiza la generalizacion del sistema de Pearson discreto
univariante; parte de una ecuacion en diferencias finitas y obtiene la solucion
general, caracterizando las funciones generatrices de probabilidad asociadas a
las soluciones de la mencionada ecuacion y estudia algunas familias de
distribuciones discretas pertenecientes a este sistema.

Parece oportuno resaltar en este primer capitulo de la monografia algunas de las
propiedades que se pueden estudiar, a partir de los sistemas de funciones
generadoras de probabilidad, en Estadistica Matematica, tales como la dependencia
o independencia estocastica, la regresion en distribuciones con condicionadas
simétricas, la cantidad de informacion de Fisher o la relacion entre los métodos de
estimacion de la méxima verosimilitud y de los momentos.

En cuanto al estudio de la dependencia o independencia estocastica, esta
metodologia prescinde de las distribuciones marginales y de las dificultades de
calculo para obtenerlas y resulta mucho mas corta y sencilla que la habitual. Se
pone de manifiesto que la independencia estocéstica se puede observar a partir de la
dependencia analitica de las funciones generadoras de las distintas variables,
(Herrerias, Palacios y Callejon, 1998).

Mediante un simple analisis de la derivada del logaritmo de la funciéon de
densidad (caso continuo) o de la razon entre dos valores de la funcion de cuantia
(caso discreto), pueden extraerse todas las relaciones de interdependencia
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estocastica entre las componentes de un vector aleatorio. Como consecuencia de
la simplicidad del método se tiene un instrumento valioso, desde el punto de
vista didactico, para ensefiar al alumno a chequear la independencia estocastica
de variables aleatorias. Consideramos interesante que los ensefiantes de la
Estadistica tengan conocimiento de estos resultados para el aprovechamiento
didactico de los mismos en su quehacer diario.

La utilizacion como herramienta de las funciones generadoras permiten
concluir que, si una distribucion continua bivariante tiene las distribuciones de y
condicionadas a x simétricas, entonces, la funcién de regresion de y sobre x se
obtiene al igualar a cero la segunda funcion generadora de la distribucion
conjunta. Es decir al resolver en y la ecuaciéon que resulta de igualar a cero la
derivada parcial con respecto a y, del logaritmo de la densidad conjunta. Analogo
razonamiento se puede realizar para la funcion de regresion de x sobre y,
Herrerias, Palacios y Callejon, (1997).

La utilizacion de la metodologia propia del sistema de Pearson y, por tanto, de
las funciones generadoras, permite ajustar varios modelos probabilisticos para la
distribucion de la renta, empleando dos procedimientos diferentes aunque
relacionados, Herrerias, Palacios y Callejon (1996) y (1997). (a) Mediante el
sistema de Pearson de distribuciones continuas univariantes, se estiman los
parametros a través del método de los momentos, para lo cual se utilizan los
cuatro primeros momentos muestrales respecto al origen. (b) Utilizando una
funcién generadora polindmica, cuyos parametros se estiman de forma analoga al
apartado anterior. El grado se selecciona mediante comparacion con la funcion de
distribucion empirica, Herrerias, Palacios y Ramos (1996) y Herrerias, Palacios
y Pérez (1997).

Ademas, la generacion permite la formulacion de las medidas de
concentracion, basada en la estructura probabilistica subyacente de las variables
que permiten la cuantificacion de la desigualdad econdmica y de otros conceptos
afines, como lo son la pobreza, la igualdad o el bienestar social, etc.

Tanto la curva de Lorenz como el indice de Gini son medidas habituales en el
estudio de la desigualdad social y en la medida de la pobreza de una poblacion,
como indica Sen (1973), entre otros. Por otra parte, la relacion entre ambas
herramientas es muy fuerte como ponen de manifiesto Calot (1967), Kendall y
Stuart (1977), Casas y Nuiez (1987), entre otros, si bien parece que el indice de
Gini es mas apto como medida sintética de tipo cuantitativo, mientras que la curva
de Lorenz es mas descriptiva puesto que permite el estudio detallado del reparto
efectuado de los recursos de un modo méas pormenorizado.

Resulta interesante la idea de caracterizar la curva de Lorenz a partir de una serie
de propiedades que permitan obtener una gama coherente de formas funcionales
para estimarlas a partir de una distribucion de frecuencias observada. En este
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sentido se puede resefiar el trabajo de Casas-Nuiiez (1987) en el que se obtiene una
condiciéon necesaria para las curvas de Lorenz, que satisfacen las curvas
exponencial y potencial. Asi pues, existen dos posibles lineas de investigacion: la
primera trataria de obtener una condicion suficiente que encauce el estudio de una
posible caracterizacion de las curvas de Lorenz, y la segunda avanzar en la
busqueda de formas distribucionales coherentes con la condicion necesaria alli
desarrollada, para disponer de un conjunto de ellas que permitan estimar
razonablemente las curvas de Lorenz.

Casas, Herrrerias y Nuiiez, (1990) proponen dos formas de obtencion de
funciones que modelizan la curva de Lorenz, una mediante combinaciones
lineales convexas de formas funcionales, utilizadas en la estimacion de dicha
curva por otros autores y otra, utilizando la ecuacion diferencial de Pearson, que
genera la familia de distribuciones continuas univariantes clasica, Lafuente, M.
(1994). Posteriormente se establecen las condiciones necesarias y suficientes
para que una funcién que que verifica la ecuacion diferencial de Pearson, (1),
sea generadora de una curva de Lorenz, Herrerias, Palacios y Callejon (2001).

El método de los momentos, utilizado para estimar la funciéon de densidad de
una distribucion continua univariante que pertenece a la familia de Pearson,
también puede utilizarse para, obtener la correspondiente curva de Lorenz.

Por otra parte, Garcia, R. M y Herrerias, J.M. (2001) han logrado incluir curvas
de Lorenz en las funciones generadoras, lo que prueba que las aplicaciones
econdmicas de las funciones generadoras no han hecho nada mas que empezar.
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