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RESUMEN

En este trabajo, se describe en primer lugar, la modelizacion de curvas de
Lorenz segun el concepto de funcion generadora de curva de Lorenz (Callejon
C. J, 1995). En segundo lugar, se describe la metodologia propuesta por
Sarabia, J.M. (1999) para obtener una familia ordenada de curvas de Lorenz,
asi como las diversas curvas de Lorenz obtenidas segun este método y que
aparecen en éste trabajo. En tercer lugar, se demuestra que la curva de Lorenz
propuesta por Sarabia, JM. en el trabajo mecionado anteriormente, puede
obtenerse utilizando el concepto de funcion generadora de curva de Lorenz

PALABRAS CLAVE: Funcion generadora, curva de Lorenz, condiciones de
contorno.

1. FUNCIONES GENERADORAS DE CURVAS DE LORENZ

Si f(y) es la funciéon de densidad de una variable aleatoria y [a,b] es su
dominio de definicion, entonces la funcién generadora, vendra dada por:

S _dinf(y)
S dy

para aquellos puntos en los que f'(y) existey f(y) no es cero.

gy = (M

Lafuente, L. M. (1994) demuestra que diversas especificaciones propuestas
de curva de Lorenz, como son las de Kakwani y Podder (primera especificacion
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y segunda especificacion 1973), Gupta, M.R. (1984), Ortega y otros (1991),
Rasche y otros (1980), etc., pueden obtenerse como solucidén de la ecuacion
diferencial:

W)
g(») T

que coincide con la definicioén de funcioén generadora.
Callejon C. J. (1995) demuestra que si la modelizacion L(p), de una curva de
Lorenz verifica la ecuacion diferencial anterior ha de ser de la forma:

j.p g(p)dp

@

L(p)=Ce 3
Se estudian las condiciones necesarias y suficientes que ha de cumplir la
funcioén (g) para que la solucion obtenida verifique las condiciones de contorno
especificadas por Kakwani, Podder (1973) y Gupta, M.R. (1984).
De esta forma, si se llama

G(p) =" g(p)dp “

G(P)=6() gea una curva de Lorenz es condicion necesaria y

para que f(p)=e
suficiente que se verifiquen las relaciones:
1) lim G(p)=—-o
p—0

2) g(p)>0 Vpel0,1]
3) (gP)’ +g(P)=0 VYpel[0,1]

2. FAMILIA ORDENADA DE CURVAS DE LORENZ

Sarabia (1999) sugiere un método distinto al anterior de obtenciéon curvas de
Lorenz, para lo cual se apoya en los siguientes teoremas:

TEOREMA 1.
Sea L(p) una curva de Lorenz. Se considera la transformacion:
Ly (p)=p*L(p), o020 (%)
Sio>1, L,(p)es una curva de Lorenz. De igual forma, si 0 < a <1y

L"(p)=0, L, (p) serduna curva de Lorenz.

TEOREMA 2.
Si L(p) es una curva de Lorenz, la expresion:

L (p)=Lp)", yv=1 (6)
es una curva de Lorenz.
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Para obtener una familia de curvas de Lorenz, se parte de una curva inicial
L,(p). Utilizando los teoremas anteriores se generan las siguientes curvas:

L;(p,®) =p”Lo(p);(a>1) v (0<a<1,L0"(p) 2 0) (7
L, (p,y)=Lo(p)";y 21 (®)

Combinando las anteriores expresiones se tiene:
Ls(p.a,y) =p“Lo(p)";(@,y 2 v(0<a <1,y 21,Lo"(p) 2 0) )]

Utilizando como curva de Lorenz inicial Lo(p), la forma funcional asociada a
la distribucion de Pareto, se obtiene la siguiente jerarquia de curvas de Lorenz:

L =p"l-(1-p)*|a>0 (10)
Ly =[-(1-p*[.y=1 (11)
Ly@=p*f-(1-p) [ y21.a>0 (12)

La expresion (10) coincide con la propuesta por Ortega y otros (1991). La
forma funcional (11) coincide con la expresion propuesta por Rasche y otros
(1980). Si en esta expresion se hace k=1, se tiene la forma potencial propuesta
por Casas-Nufiez (1991). La expresion (12) se le atribuye a Sarabia, y también
es una curva de Lorenz cuando 0<y<l.

A continuacion se demuestra que esta ultima expresion propuesta por Sarabia
puede obtenerse utilizando el concepto de funcion generadora de curva de
Lorenz.

Si
a  yk(1-p)*!
gp)="+1 (I-p) .
P [I-(I-p)
verifica la ecuacion (1), su curva de Lorenz vendra dada por la expresion
P d
Lipy=cel BPP.
Demostracion:
En primer lugar se integra la funcion g(p):
o k(1-p)*!
Ig(p)dp =J-—dp+f%dp =
p 1-(1-p)

alnp+y 1n[1—(1—p)k]: In p* +1n[l—(1—p)k]y
Sustituyendo en (3) se tiene:

ana+Ln[l—(1—p)kT{

L(p) = Ce - C[p“[l—a—p)k]y} (13)
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El valor de C, se calcula teniendo en cuenta que la curva de Lorenz pasa por
el punto (1,1):

1=c[1“[1—(1—1)kH:>c=1 (14)
Sustituyendo el valor de C en (13) se obtiene la expresion:
Y
Loy =p*[i-(1-p)*] (15)

que es la especificacion funcional (12) propuesta por Sarabia.

Para asegurar que f(p)=e%?"D con G(p)=[" g(p)dp es una curva de

Lorenz es condicién necesaria y sufiente que se verifiquen las siguientes
relaciones:
1) lim G(p)=-»
p—0

60 =" etpxip = 1ol p* i-0- )t } =

:l{%Ln[ [1—(1 P) H Ln[0] =

2) g0 Vpe[0l]

k-1
o) =2+ 1k(1(1 p)) Lcon y21,a20y 0<k<1 = g(p)>0
p - -

3) (gP)’ +g(P)=0 Vpe [0,1 ]
p [ -(1- p)]Z -(1- p)J
@ yk(k=D(1-p)? 7k (1—p)2<“‘”
-a-p)* i--pf
-1 vk(1-p)*2[20(1- p)— p(k -1
g2 (p)+e(p) = 2D P [_ (_ p). # 1,
p pll (1 p)J
PRSI Dl vl
i-a-p*f

Esta expresion es positiva para y>1,a>0 y 0 <k <1; en el limite, cuando

g =-

p — 1 la anterior expresion tiende a + 00 .

G(p)-G()

Podemos asegurar que f(p)=e con G(p)=["g(p)dp es una

curva de Lorenz.
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3. CONCLUSIONES

Como conclusion, se recogen las curvas de Lorenz que cumplen las
condiciones de contorno especificadas por Kakwani y Podder (1973) y sus
correspondientes funciones generadoras de curvas de Lorenz.

En el primer cuadro, aparecen aquellas curvas que pueden estimarse por
minimos cuadrados ordinarios (MCO) y en el segundo, aquellas cuyos
parametros han de estimarse por métodos no lineales. En este segundo cuadro
aparece la curva de Lorenz propuesta por Sarabia (1999) junto a su funcion
generadora.

Curvas de Lorenz Funcion Generadora de Curva de
Lorenz
Kakwani y Podder (1973)
1
L(p) = pe @D g(p) =;+v
A>0
Kakwani-Podder (1973)
b
L(p)= ple =P g(p)= ;+v
A>0
Casas-Nuiiez (1991)
b
L(p):pb g(P)=;
b>1
Lafuente (1994)
b
— pbor’-l g(p)=—+2p
L(p)=p_e p
b>1
Basmann y otros (1990) ( )_2pzc+(alnp+a+d)p+b
L(p) = p@*bec-p)=d0-p) 8= )
Gupta (1984)
1
— P! g(p)=—+In4
L(p)=pA p
A>0

Cuadro 1. Curvas de Lorenz que pueden estimarse por MCO y funciones
generadoras asociadas
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Funcion Generadora de Curva de
Curvas de Lorenz

Lorenz
Rasche y otros (1980)
| _ a(l-p*”
Lp)=[-a-p° N YT

0<a<1,0<B<1
Ortega y otros (1991)

. \ _a-ap(l-p)" +bp(i-p)""
Lp)=p*-a-p"] g(p) -d-p']
a>0,0<b<1
Chotikapanich (1993)
e 1 3 ke*?
L(p)= T g(p) )
k>0
Sarabia (1999)

_a_yk(d-p)*
L(p) = p* [1_(1_P)k]y g(p)—;-‘r 1_(1_p)k
y21I, a=0

Cuadro 2. Curvas de Lorenz que se estiman mediante métodos no lineales y sus
correspondientes funciones generadoras
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