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RESUMEN 
 

En este trabajo, se describe en primer lugar, la modelización de curvas de 
Lorenz según el concepto de función generadora de curva de Lorenz (Callejón 
C. J., 1995). En segundo lugar, se describe la metodología propuesta por 
Sarabia, J.M. (1999) para obtener una familia ordenada de curvas de Lorenz, 
así como las diversas curvas de Lorenz obtenidas según este método y que 
aparecen en éste trabajo. En tercer lugar, se demuestra que la curva de Lorenz 
propuesta por Sarabia, J.M. en el trabajo mecionado anteriormente, puede 
obtenerse utilizando el concepto de función generadora de curva de Lorenz 

PALABRAS CLAVE: Función generadora, curva de Lorenz, condiciones de 
contorno. 
 
 
1. FUNCIONES GENERADORAS DE CURVAS DE LORENZ 
 

Si f(y) es la  función de densidad de una variable aleatoria y [a,b] es su 
dominio de definición, entonces la función generadora, vendrá dada por: 

 
dy

yfd
yf
yfyg )(ln
)(
)(')( ==  (1) 

para aquellos puntos en los que )(yf ′  existe y )(yf  no es cero. 
Lafuente, L. M. (1994) demuestra que diversas especificaciones propuestas 

de curva de Lorenz, como son las de Kakwani y Podder (primera especificación 
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y segunda especificación 1973), Gupta, M.R. (1984), Ortega y otros (1991), 
Rasche y otros (1980), etc., pueden obtenerse como solución de la ecuación 
diferencial: 

 
)(
)(')(

yf
yfyg =  (2) 

que coincide con la definición de función generadora. 
Callejón C. J. (1995) demuestra que si la modelización L(p), de una curva de 

Lorenz verifica la ecuación diferencial anterior ha de ser  de la forma: 

 ∫=
p

dppg
CepL

)(
)(  (3) 

Se estudian las condiciones necesarias y suficientes que ha de cumplir la 
función (g) para que la solución obtenida verifique las condiciones de contorno 
especificadas por Kakwani, Podder (1973) y Gupta, M.R. (1984). 

De esta forma, si se llama 
 ∫=

p dppgpG )()(  (4) 

para que )1()()( GpGepf −=  sea una curva de Lorenz es condición necesaria y 
suficiente que se verifiquen las relaciones: 

1) −∞=
→

)(
0

pGlim
p

 

2)  g(p)>0    ∀ p ∈ [0,1] 
3) 0(p)g(g(p))2 ≥′+      ∀ p ∈ [ 0,1 ] 

 
 
2. FAMILIA ORDENADA DE CURVAS DE LORENZ 
 

Sarabia (1999) sugiere un método distinto al anterior de obtención curvas de 
Lorenz, para lo cual se apoya en los siguientes teoremas: 

TEOREMA 1. 
Sea L(p) una curva de Lorenz. Se considera la transformación: 

 0),()( ≥= αα
α pLppL  (5) 

Si α≥ 1, )( pLα es una curva de Lorenz. De igual forma, si 0 ≤ α < 1 y 
0)('' ≥pL ,  )( pLα  será una curva de Lorenz. 

TEOREMA 2. 
Si L(p) es una curva de Lorenz, la expresión: 

 1,)()( ≥= γγ
γ pLpL  (6) 

es una curva de Lorenz. 
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Para obtener una familia de curvas de Lorenz, se parte de una curva inicial 
Lo(p). Utilizando los teoremas anteriores se generan las siguientes curvas: 
 0)(p)oL1,α(01)(αLo(p);pα)(p,L α

1 ≥′′′<≤∨≥=  (7) 

 1γ;Lo(p)γ)(p,L γ
2 ≥=  (8) 

Combinando las anteriores expresiones se tiene: 
 0)(p)oL1,γ1,α(01)γ,(;Lo(p)pγ)α,(p,L γα

3 ≥′′′≥<≤∨≥= α  (9) 
Utilizando como curva de Lorenz inicial Lo(p), la forma funcional asociada a 

la distribución de Pareto, se obtiene la siguiente jerarquía de curvas de Lorenz: 
 [ ] 0α,p)(11p(p)L kα

1 ≥−−=  (10) 

 [ ] 1γ,p)(11(p)L
γk

2 ≥−−=  (11) 

 [ ] 0α1,γ,p)(11p(p)L
γkα

3 ≥≥−−=  (12) 

La expresión (10) coincide con la propuesta por Ortega y otros (1991). La 
forma funcional (11) coincide con la expresión propuesta por Rasche y otros 
(1980). Si en esta expresión se hace k=1, se tiene la  forma potencial propuesta 
por Casas-Núñez (1991). La expresión (12) se le atribuye a Sarabia, y también 
es una curva de Lorenz cuando 0<γ<1. 

A continuación se demuestra que esta última expresión propuesta por Sarabia 
puede obtenerse utilizando el concepto de función generadora de curva de 
Lorenz. 

Si 

[ ]k

1k

p)(11
p)γk(1

p
αg(p)

−−
−

+=
−

 

verifica la ecuación (1), su curva de Lorenz vendrá dada por la expresión 

∫=
p dpg(p)

CeL(p) . 
Demostración: 

En primer lugar se integra la función g(p): 

∫ ∫∫ =
−−

−
+=

−
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[ ] [ ]γαγα kk pppp )1(1lnln)1(1lnln −−+=−−+  
Sustituyendo en (3) se tiene: 

 [ ] 



 −−== 



 −−+ γkα p)(11pCCeL(p)

γkp)(11LnαLnp
 (13) 
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El valor de C, se calcula teniendo en cuenta que la curva de Lorenz pasa por 
el punto (1,1): 

 [ ] 11)(111C1
γkα =⇒



 −−= C  (14) 

Sustituyendo el valor de C en (13) se obtiene la expresión: 

 [ ]γkα p)(11pL(p) −−=  (15) 
que es la especificación funcional (12) propuesta por Sarabia. 

Para asegurar que )1()()( GpGepf −=  con ∫=
p dppgpG )()(  es una curva de 

Lorenz es condición necesaria y sufiente que se verifiquen las siguientes 
relaciones: 
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2) g(p)>0    ∀ p ∈ [ 0,1 ] 
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p
αg(p)

−−
−

+=
−

, con 0α1,γ ≥≥  y 10 ≤< k 0)( >⇒ pg  

3) 0(p)g(g(p))2 ≥′+      ∀ p ∈ [ 0,1 ]  
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Esta expresión es positiva para 0α1,γ ≥≥  y 10 ≤< k ; en el límite, cuando 
1→p  la anterior expresión tiende a ∞+ . 

Podemos asegurar que )1()()( GpGepf −=  con ∫=
p dppgpG )()(  es una 

curva de Lorenz. 
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3.  CONCLUSIONES 
 

Como conclusión, se recogen las curvas de Lorenz que cumplen las 
condiciones de contorno especificadas por Kakwani y Podder (1973) y sus 
correspondientes funciones generadoras de curvas de Lorenz. 

En el primer cuadro, aparecen aquellas curvas que pueden estimarse por 
mínimos cuadrados ordinarios (MCO) y en el segundo,  aquellas cuyos 
parámetros han de estimarse por métodos no lineales. En este segundo cuadro 
aparece la curva de Lorenz propuesta por Sarabia (1999) junto a su función 
generadora. 
 

Curvas de Lorenz Función Generadora de Curva de 
Lorenz 

Kakwani y Podder (1973) 
)1()( ppepL −−= γ  

0>λ  

γ+=
p

pg 1)(  

Kakwani-Podder (1973) 
)1()( pbeppL −−= γ  

0>λ  

γ+=
p
bpg )(  

Casas-Nuñez (1991) 
bppL =)(  

1≥b  
p
bpg =)(  

Lafuente (1994) 

12
)( −= pbeppL  

1≥b  

p
p
bpg 2)( +=  

Basmann y otros (1990) 

)1()1( 2
)( pdpcbap eppL −−−−+=  p

bpdapacp
pg

++++
=

)ln(2
)(

2
 

Gupta (1984) 
1)( −= ppApL  

0>A  

A
p

pg ln1)( +=  

Cuadro 1. Curvas de Lorenz que pueden estimarse por MCO y funciones 
generadoras asociadas 
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Curvas de Lorenz Función Generadora de Curva de 
Lorenz 

Rasche y otros (1980) 
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0 ≤ α ≤ 1, 0 ≤ β ≤ 1 
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Ortega y otros (1991) 
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Chotikapanich (1993) 
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Sarabia (1999) 
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Cuadro 2. Curvas de Lorenz que se estiman mediante métodos no lineales y sus 
correspondientes funciones generadoras 
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