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1. INTRODUCCION

La Modelizacion Grafica es una forma de analisis multivariante que utiliza
grafos para representar modelos. Aunque sus origenes pueden derivarse del
analisis de caminos (Wright, 1921), han sido claves para su desarrollo actual los
articulos de Darroch, Lauritzen, y Speed (1980) y de Lauritzen y Wermuth (1989).
Otros textos relevantes son los de Whittaker (1990) y Edwards (1995).

Las caracteristicas principales de estos modelos son las siguientes:
= En cuanto a su interpretacion, los grafos aportan informacion relacionada con

la estructura de independencia condicional existente entre las variables objeto

de estudio. Tanto la dependencia como la independencia condicional son las
claves teoricas de los modelos graficos, enlazadas con la propiedad global de

Markov que aporta un conjunto de reglas explicitas para interpretar los grafos

de independencia.
= Simplificacion de las problematicas objeto de estudio: cualquier procedimiento

sistematico para analizar observaciones multivariantes, debera condensar el
conjunto de datos sin eliminar u obscurecer las asociaciones relevantes
existentes. Los modelos graficos abarcan el conjunto de todos los posibles
modelos de interaccion, siendo estimables e interpretables de un modo sencillo,
reduciendo notablemente la complejidad en el proceso de seleccion de los
modelos.

' Con la colaboracién de Nuria Corrales Dios y Jests Pérez Mayo
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= Unicidad en el tratamiento de datos mixtos: Los modelos graficos proporcionan
un marco uniforme para el andlisis estadistico de datos continuos resumidos en
una matriz de correlacion o de datos discretos resumidos en una tabla de
contingencia, y esta uniformidad sugiere su generalizacion a sistemas de
variables mixtas.

Incluso cuando los modelos graficos mas simples no suministren una
descripcion adecuada del conjunto de datos, el analisis grafico exploratorio
proporcionard informacion muy util sobre la importancia relativa de las
interacciones, sugiriendo caminos alternativos para proseguir el analisis.

Para conseguir tratar variables discretas y continuas conjuntamente habrd que
especificar una familia flexible de distribuciones, suficientemente rica para
conjugar los dos tipos de variables y lo mdas sencilla posible para que su
tratamiento no sea excesivamente complicado. Wermuth y Lauritzen, (1990),
introdujeron la familia de distribuciones Gaussiana condicional, la cual
comprende casos especificos de las distribuciones Normal multivariante y
Multinomial.

La distribucion Gaussiana condicional (GC) es definida a través de los dos
términos siguientes: la distribucion marginal de las variables discretas es
Multinomial y condicionando sobre estas variables, las variables continuas siguen
una distribucion Normal multivariante. La distribucion GC contiene como casos
especificos el discreto puro y el continuo puro.

Dada su importancia, iniciaremos este articulo presentando la distribucion GC,
a partir de la cual podremos analizar la estructura de independencia condicional
subyacente a un conjunto de variables. Continuaremos, en el siguiente epigrafe,
formulando unas pautas para representar graficamente esa estructura de
independencia condicional, derivada del andlisis de la distribucion GC. Ademas se
mostrarda como enunciar la formula que dado un grafo identifica a cada Modelo
Gaussiano Condicional. Por tultimo se abordara el problema de la estimacion de
estos modelos, presentandose una medida de la bondad del ajuste: la desvianza.

2. LA DISTRIBUCION GAUSSIANA CONDICIONAL

Supongamos que tenemos p variables discretas y ¢ variables continuas,
denotando el conjunto de variables por A y I' respectivamente. Escribiremos las
variables aleatorias correspondientes como (/,Y), y una observacion cualquiera
como (i,)). Aqui, i serd vector p-dimensional que contendra los valores de la
variable discreta, e y es el vector que contiene las variables continuas de
dimension q. Denotaremos por t al conjunto de todos los 7 posibles.
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Supongamos que la probabilidad de que I=i es p; y que la distribucion de ¥
dado /=i es normal Multivariante N (,u,- , Zl-) por lo que la media y la covarianza

condicional pueden depender de i. Esto es conocido como la distribucion GC.
La densidad puede escribirse como:

_q
fli.y)=pi27z,| 2 exp{

Los parametros {pi 7> i}

—%(y—ui)yzil(y—#i)} (1)

vier Son llamados pardmetros momentos.

En general, solemos interesarnos en los modelos cuya covarianza es
constante sobre i, por lo que X, =X. A estos modelos se les denomina
homogéneos. Como se vera mas tarde, hay generalmente dos tipos de modelos
graficos correspondientes a un grafo dado: un modelo heterogéneo y otro
homogéneo.

La ecuacion (1) podemos escribirla del siguiente modo:

f(i,y)zexp{a[ +ﬂi,y_%y'QiJ’} (2)

donde ¢;es un es un escalar, S; es un vector de dimension px/, y €, es una

matriz definida positiva, simétrica, de dimension pxp. Estos son denominados
parametros candnicos. Para pasar de los parametros momentos a los candnicos
utilizamos las siguientes expresiones:

Q=1 3)
Bi=3" ;. @)

_ 1 s, g
a; =In(p;) Zln‘Zi‘ S Hi X H 21n(27r), (%)

y

>, =0, (6)
=9 By, (7
p = (22)2 )02 exp{a,« +%ﬁiﬁf1ﬁi} ®)

Los modelos de interaccion jerarquica son construidos restringiendo los
parametros canonicos de un modo similar a los modelos loglineales. Es decir, los
parametros canonicos son desarrollados como sumas de términos de interaccion, y
los modelos son definidos estableciendo como nulos los términos de interaccion
de orden superior.
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3. FORMULA DE LOS MODELOS GAUSSIANOS GRAFICOS
CONDICIONALES (MGGC)

Continuaremos con el caso general. Supongamos que la formula de un
modelo es:

diyed, /1,001 q,...q,. Q)

La primera parte se refiere a los generadores discretos especificados por la

expansion de ¢;. La segunda parte corresponde a los generadores lineales

especificados por la expansion de f; .

Cada generador lineal contiene una variable continua. La expansion para
B/ para cualquier y €I viene dada por los generadores lineales que contienen
y . La tercera la parte cuadratica proporciona la expansién para la matriz de
covarianza inversa Q;.

Cada generador cuadratico contendra al menos una variable continua. La
expansion para @]’ ¢ para y,¢ €T viene dada por los generadores cuadraticos
contenidos en 7,¢ .

Dos reglas de sintaxis restringen los valores posibles de la formula que se
establecen para asegurar que los modelos no varien ante cambios de origen y
escala de las variables continuas:

a) El generador lineal no debe ser mas largo que el generador discreto, es decir,
por cada generador lineal /; debe corresponder a un generador discreto dy

tal que lijgdk.

Por ejemplo, A,B/ABX/AX no seria admisible ya que aparece un generador
lineal ABX pero no aparece el generador discreto conteniendo AB.

b) Los generadores cuadraticos no podran ser mas largos que los generadores
lineales correspondientes, es decir, para cada generador cuadratico ¢ ; y cada
J

variable continua y € g, debe existir el correspondiente generador lineal /;
tal que (qj N A)u ricd,.

Por ejemplo, ABC/AX,BY,CZ/AXY,CZ no seria posible debido a que
aparece un generador cuadratico AXY pero ningun generador lineal que
contenga AY.
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4. RELACION ENTRE LA FORMULA DE UN MGGC Y EL GRAFO QUE
LO REPRESENTA

Antes de profundizar en la relacion entre la formula de un modelo y el grafo
que lo representa habra que precisar que entendemos por grafo de independencia
condicional.

El concepto de grafo de independencia condicional es definido por la
Propiedad de Markov para Pares de Variables. Esta propiedad establece que si un
par de variables (pertenecientes a un vector distribuido segiin una distribucion
GC) son condicionalmente independientes, dado el resto de variables, entonces
ese par de variables no seran adyacentes en el grafo de independencia condicional.

Dado un grafo, los MGGC se definen como aquellas familias de distribuciones
GC que satisfacen las independencias condicionales implicitas en el grafo de
independencia condicional asociado.

Para estudiar la correspondencia entre la formula de un modelo y el grafo a
través del cual lo representamos, expandiremos la ecuacion 2 del siguiente modo:

. 1
fli.y)expya; + > Bl y, -2 20"y, v, (10)
yell yellnell
y después aplicaremos el criterio de factorizacion’ para analizar las
independencias por pares de Markov del modelo dado.
Para dos variables discretas del modelo, A y B, AJ_B|(resto) cuando todas las

interacciones que involucren a A y B sean siempre cero. Es decir, ninguna de las
expansiones de «;, 87 ow!” , para cualquier y,7el puede contener la

interaccion AB. En términos de la formula del modelo, implica simplemente que
si el generador discreto no contiene AB, por las reglas de sintaxis sabremos que
ni los generadores cuadraticos ni los lineales podran contener AB.

Si A es discreto y X es continuo, y vemos que AL1X |(rest0) significard que
cualquier término que involucre la interaccion de A con la de X debera ser cero.
Es decir, ninguna expansion de ,B,»X 6 ;" para cualquier 7 € T puede incluir
un término de interaccion que contenga a A. En relacion a la féormula del
modelo, significa que ninglin generador lineal puede contener AX, y por las

reglas de sintaxis sabremos también que ningiin generador cuadratico tampoco
contendra AX.

2 En relacion al criterio de factorizacion y las propiedades de Markov se ofrece informacion
detallada en el anexo 1
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Para dos variables continuas, X e Y, XL1Y |(resto) conlleva que cualquier

i
generador cuadratico podra contener XY.

Antes de continuar con la exposicion del tema central que nos ocupa, nos
parece inevitable parar para hacer una reflexion: repasando las definiciones de

independencia condicional expuestas arriba en funcion de los valores que

sera nulo. En términos de la féormula del modelo significa que ningun

toman diferentes pardmetros, entre ellos los ®]", podemos entrever el

importante papel que estos desemperian a la hora de especificar un modelo
concreto, ademds se puede demostrar que existe una relacion directa entre cada

!y el coeficiente de correlacion parcial correspondiente. Del tal modo que

cuando un w]" sea cero, también serd nula la correlacion parcial existente

entre el par de variables que se vea involucrado. De todo esto podemos inferir
que un par de variables serd condicionalmente independiente dado el resto de
variables cuando su correlacion parcial sea nula ya que eso estard originado

en el hecho de que el correspondiente ®]" sea cero. Precisamente aqui

tenemos la base fundamental de los Modelos Grdficos Gaussianos’: la medida
de la relacion entre variables a través del coeficiente de correlacion parcial,
siendo este mucho mds potente que el coeficiente de correlacion de Pearson.
Por lo tanto, a través del coeficiente de correlacion parcial, se modelizaran
grdficamente las relaciones existentes entre las variables objeto de estudio.

Continuando con nuestra argumentacion inicial, los resultados enunciados
referentes a las relaciones de independencia condicional entre pares de variables
continuas, discretas o mixtas, pueden derivarse con facilidad del grafo de
independencia construido a partir de la formula de un modelo grafico gaussiano
concreto. Por ejemplo, el grafo de AB/ AX,BX,AY,BZ/ XY,XZ es:

A
Y

3 O modelos graficos que asumen una distribucién GC para sus variables.
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Para realizar la operacioén inversa, es decir, encontrar la férmula de un
modelo grafico a partir del grafo correspondiente G, necesitaremos identificar
la interaccidon maxima que sea consistente con G. Supongamos que tenemos el
grafo anterior, y necesitamos encontrar los cliques G, , es decir, el subgrafo de

G inducido por las variables discretas. En el grafo representado antes seria AB,
luego la primera parte de la formula sera AB.
Para la parte lineal de la formula, deberemos encontrar los cliques de Gy,

para cada y € I' . Observamos que estos seran los generadores ABX, AY y BZ,
luego la parte lineal serda ABX,AY,BZ .

Finalmente para la parte cuadratica, esta dependera de si estamos interesados
en el modelo grafico homogéneo o en el heterogéneo. Para el modelo
homogéneo, necesitaremos identificar los cliques en G . En este ejemplo en

concreto, los cliques de G son {X,Y} y {X,Z}, por lo que nuestra formula
adquiriria el siguiente aspecto: AB/ AX,BX,AY,BZ/ XY, XZ .
Para el modelo heterogéneo, habria que encontrar los cliques de G que

presenten alguna interseccion con I'. En nuestro ejemplo estos serian
{A,X Y }, {A,B,X}y{B,X,Z}, por lo que la formula del modelo quedaria
especificada como: AB/ ABX,AY,BZ/ AXY,ABX,BXZ .

Para finalizar, insistir en la idea de que los grafos de independencia
condicional clarifican notablemente la estructura de interaccion de un conjunto
de variables. El grafo pone de manifiesto que conjuntos de variables interactian,
sugiriendo modos en los que el modelo probabilistico puede factorizarse. A
través del grafo de independencia de un modelo, podremos conocer si la
distribucion correspondiente al grafo puede ser factorizada, en distribuciones
marginales mas simples. Las familias de distribuciones de densidad que dado un
grafo de independencia pueden factorizarse completamente son denominadas
modelos descomponibles’. La propiedad caracteristica de sus grafos es la
triangulacion, pudiéndose demostrar que los grafos triangulados son por su
naturaleza una generalizacion de los grafos que representan cadenas de Markov.

5. ESTIMACION POR MAXIMA VEROSIMILITUD

Los modelos por su naturaleza necesitan datos. Supongamos que tenemos
una muestra de N observaciones independientes e idénticamente distribuidas

* El hecho de que un modelo sea o no descomponible adquirira gran trascendencia a la hora de
estimar un modelo, como ya se mencionara en el epigrafe dedicado a la estimacion.
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(i (k), y(k)) para k =1,...N . Donde i representa las p dimensiones de la variable

discreta con sus correspondientes niveles, e y es un vector q-dimensional. Sean

(n ot iVis88;,8 ; )je[ las frecuencias observadas, las sumas totales de las

variables, las medias y las sumas de cuadrados y productos sin corregir,
variando estos elementos para cada j, es decir,:

n; =# {k:i(k)=i}’ l = ;y(k)» yi=t;[n;,
ki®)=i

/ ’

K =Y. (k) = — =

S; = ;(y( )_)’iX)’( )_yi)/ni Z(SSi/ni)_yiyi .
ek

También necesitaremos una notaciéon para las magnitudes marginales

correspondientes. Para ac A, denotaremos al elemento marginal

correspondiente a i como i, y del mismo modo para d c I', escribiremos el

subvector de y como yd . Igualmente, escribiremos las frecuencias marginales

como {ni }‘ , » los totales marginales de las variables como {tld } ;> Y las

a’l, €l, @ g €ly

sumas de cuadrados y productos sin corregir como {SS[d } .
aliel,

Supongamos, a continuaciéon, un modelo dado por la formula
dy,...d, /l,...lg/q,.,q,. A partir de la expresién (2), directamente se
demuestra que el conjunto de estadisticos minimo suficientes viene dado por:

- Un conjunto de frecuencias marginales {ni } , correspondiente a los
a laE a

generadores discretos, es decir, para a =d|,...,d,. .

- Un conjunto de totales marginales de las variables {z‘fa[ }

, correspondiente
i,€l,

a los generadores lineales, es decir, para a=l;nAy=1T, V j=1,..,s.
- Un conjunto de sumas y cuadrados marginales sin corregir {SSZ }i o

correspondientes a los generadores cuadraticos, es decir, para
a=q;NA, y d=q;NI para j=1...1.

Como ya se vio, los modelos se construyen restringiendo los parametros
canonicos a través de sus expansiones factoriales. Dado un conjunto de datos,
estimaremos por maxima verosimilitud los parametros de un modelo sujeto a
dichas restricciones. A partir de la teoria de la familia exponencial, sabemos que
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los EMV (estimadores de maxima verosimilitud ) se obtienen igualando los
estadisticos minimo suficientes con sus valores esperados. Es decir,

para a=d,,...,d,, {”i{, }i,,ela = {m, }iaela (11)
para aUy =1,.., 1 {,iV } = ij,u; (12)
Ceele e, el

_ d _ dd d( d)'
ypara aud =qy,....q, {SSZ-“ }iaela = Z m‘/[Z‘, + G\ } (13)
JiJa=la iel,

estas son conocidas como las ecuaciones de verosimilitud. Cuando los EMV
existan, la solucidn ser4 unica’ y satisfara todas las restricciones del modelo.

Dependiendo de que estemos o no ante un modelo descomponible, las EMV
podran obtenerse directamente o bien habra que recurrir a un proceso iterativo
para su resolucion®.

Una funcién de densidad sera descomponible cuando pueda expresarse como
el producto de varios factores, los cuales seran funciones de densidad obtenidas
marginalizando o condicionando sobre la funcion de densidad conjunta. De este
modo, si el modelo fuera descomponible, la distribucion conjunta de la muestra,
o conjunto de datos observados, podra reducirse en componentes de
dimensiones menores, simplificandose notablemente el problema de la
estimacion

Si el modelo no fuera descomponible habra que recurrir a procedimientos
iterativos como el algoritmo EPIM (escalamiento proporcional iterativo
modificado) descrito por Frydenberg y Edwards (1989).

6. CONTRASTE DE LA BONDAD DE UN MODELO: LA DESVIANZA

La expresion de la desvianza, utilizada para contrastar la bondad de los
modelos estimados, se puede escribir como:

In f(i.y)=In p; — gIn(2z)/2~nfE,| /2~ (v - 1) 2 (v - ;)2
por lo que el logaritmo de la funcidbn de verosimilitud muestral
(i(k),y(k)), k=1,.,N es

5 Las condiciones generales de existencia y unicidad fueron desarrolladas por Glonek, Darroch,
y Speed, (1988), para la familia lineal exponencial, siendo la familia GC en caso especifico de estas.

¢ En relacién a cuando existen o no las estimaciones directas, y su relacion con el concepto de
descomponibilidad, ver para mas informacion Leimer (1989), Frydenberg y Lauritzen (1989).
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/= zin,- In p; —qun(ﬁ)/Z _zl—”i 1n|2l-|/2 _Z/]jzl(y(k) —,ul.(k)),Z;(l) (y(k) —,ui(k))/Z

el ultimo término puede simpliﬁcarse como

%‘,_l (llc)( Z{f’ r S Z _ﬂi)IZ;I (J_’i _ﬂi)}

Por lo que una expresion alternativa del logarltmo de verosimilitud es:
I= Zi”z‘ In p; - Nq ln(ZE)/Z_Z,- n; 1n|zi|/2_

_Zinitr(sizi_l) 2‘2,”:‘(;1' —H; )/Zi_l (_i —H; )/2

Para el modelo saturado heterogéneo, a partir de las ecuaciones de
verosimilitud (11-13) obtenemos que

f’i:”i/Ns (Ihi:Nf?i)u[‘i:J_/n y Zi =S,

por lo que el maximo del logaritmo de verosimilitud es
I, =Y n;In(n;/N)-Ng ln(27r)/2 = Ins;|/2- Ng/2 (14)
i i

Por tanto, si un modelo tiene EMV p;, fi;, ﬁi , su desvianza respecto al modelo

saturado homogéneo seré:
2y ln(ni/r;li)_zni ln‘Sii;l‘+Zni {lr(Siii_l)_ Q}‘ani(yi - i) 55 - )
El modelo saturado homogéneo tiene estimadores:
bi=ni[N. (i = Np;). iy =5, £=%; =5,
donde S = zl_nl.Si /N, por lo que el logaritmo de méaxima verosimilitud para

este modelo sera
I}'=>"n;In(n,/N)- NgIn(27)/2 - N1n|S|/2 - Ng/2 (15)

y la desvianza de un modelos homogéneo con estimadores de maxima
verosimilitud p,, f;, yX con respecto al modelo saturado homogéneo se
simplifica a la siguiente expresion

23 m iy )~ NSS4 NS5 )= g} X (5, - ) 75 - )
Para dos modelos, M, y M,, tales que M, c M, la diferencia de desvianzas

sigue bajo M, una distribuciéon asintdtica 2% con unos grados de libertad

dados por la diferencia entre los dos modelos del nimero de parametros no
restringidos.
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Para obtener un resumen conciso de las fuentes de variacion del conjunto de
datos, podemos descomponer la desvianza lo que supone una generalizacion del
analisis clasico de la varianza (Whittaker 1990).
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ANEXO 1

PROPIEDADES DE MARKOV Y CRITERIO DE FACTORIZACION

Las propiedades de Markov son tres: la propiedad de independencia global,
la de independencia local y la de independencia por pares de variables. El
Teorema de Separacion establece que la propiedad de independencia por pares
implica la propiedad global de Markov.

Propiedad de Markov para Pares de Variables: pares de variables no
adyacentes en el grafo de independencia condicional son independientes
condicionados al resto de variables

Propiedad Local de Markov: condicionando so6lo sobre las variables
adyacentes, cualquier variable es independiente de todas las restantes.

Propiedad Global de Markov: subconjuntos de variables cualesquiera
separados por una tercera variable son condicionalmente independientes solo
sobre esta tercera variable.

Como ya se ha dicho, los grafos de independencia condicional se basan en la
propiedad de Markov de independencia por pares. Las razones que justifican
que asi sea son en primer lugar que la definicién por pares de la relacion de
independencia condicional se corresponde de un modo natural con la definicion
teorica grafica del conjunto de arcos en un grafico. Y en segundo lugar, que
desde el punto de vista de las aplicaciones, el conjunto de requerimientos que se
deben de verificar en la construccion de un grafo de independencia para un
modelo, dado un conjunto de datos, es el menos riguroso, mientras que la
interpretacion sera la mas consistente.

La Propiedad Global de Markov proporciona un resumen preciso de los
patrones de interaccion existentes entre las variables aleatorias objeto de
estudio. Y si ain queremos profundizar un poco mas en las conexiones
existentes entre el aspecto de un grafo concreto y las propiedades de la funcion
de densidad a el asociado, descubriremos que aplicando el Teorema de
Separacion a un grafo podra saberse cuando es posible descomponer la funcién
de densidad en componentes de menor dimension. Ni que decir tiene las grandes
ventajas’ que ello lleva aparejado.

El Teorema de Separacion dice que: si X,,X, y X_,son vectores que

contienen subconjuntos disjuntos de variables de X, y si, en el grafo de

’ Ejemplo: simplificacién de las problematicas objeto de estudio, reduccion de la complejidad de
la estimacion.
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independencia de X, cada vértice de b esta separado de los vértices de ¢ por el
subconjunto® g, entonces X, LX, |X .-

La inversa de este teorema es inmediata: si es cierto que para cualquier a que
separe i y j se cumple que iJ_j| a , entonces sera cierto que para cualquier i y j no

adyacentes, ilj|resto. De cualquier modo, este resultado es trivial porque el

“resto” sera siempre el conjunto separador para los vértices no adyacentes.

El Teorema de Separacion es demostrado, entre otros’, por Whittaker (1990),
utilizando el Criterio de Factorizacion para la independencia condicional que se
expondra mas abajo. Su aplicacion queda restringida a variables aleatorias con
una funcion de densidad probabilistica conjunta, para poder aplicar la
proposicion de Independencia de bloques también expuesta a continuacion.

Las demostraciones comienzan mostrando como en relacion a un grafo, dado
por un numero finito de vértices, las tres propiedades de Markov son
equivalentes.

Para finalizar este anexo expondremos el criterio de factorizacion y la
proposicion de independencia de bloques. Pero antes nos resulta imprescindible
dar una definicion de independencia condicional, a partir de la cual derivaremos
dos proposiciones. La proposicion 1 es el criterio de factorizacion. La
proposicion 2 se refiere a la independencia de bloques.

En adelante, se considerara el espacio probabilistico (Q, A, P).

Definicion

Las variables aleatorias Yy Z son condicionalmente independientes sobre X si y

solo si

Syz)x ()G z x) = fy/x (y; x)~ Szx (Z; x)
para todos Yy Z'y para todo X tales que f (X ) > 0. Se denotara por Y1Z|X .

Proposicion 1: Criterio de Factorizacion
Las variables aleatorias ¥ y Z son condicionalmente independientes dada X,
Y1z |X , 81y s6lo si existen las funciones g y /4 tales que

fxvz (x, P, z)= g(x, y)- h(x, z) paratodo y,z€ R y todoxcon fy (x) >0.
Las funciones g y / no tienen por que ser Unicas.

8 Dos vértices, i y j, estan separados por un subconjunto @ si y solo si todos los caminos que
conecten los dos vértices pasan al menos a través de un miembro del subconjunto. Cuando los
vértices, i y j, no estan conectados no existird ningtin subconjunto separador.

’ Entre quienes han demostrado este teorema destacamos a Speed y Kiiveri (1986) que lo
hicieron para el caso concreto en que las funciones de densidad pertenezcan a la familia de la
Distribuciéon Normal Multivariante.
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Proposicion 2: Independencia de bloques
Si (X ,Y,Z, ,Zz) es un vector aleatorio, entonces las siguientes afirmaciones

son equivalentes:
a) YL(Z,.Z,)X

b) Y1Z)|(X,Z,) v YLZ,|(X,Z,)



