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1. INTRODUCCION

Las distribuciones discretas se han utilizado para modelizar diversos
fenomenos de forma adecuada. Para abordar el estudio de muchas de ellas de
forma sistematica se consideran familias de distribuciones que verifican una
ecuacion funcional. Uno de los aspectos de nuestra investigacion se refiere a
aquellas familias de distribuciones discretas generadas por funciones
hipergeométricas del tipo ,:F), o distribuciones de Kemp. Una de las cuestiones
que suscita mayor interés es la estimacion de los parametros a través de los
métodos mas usuales.

Asi, el método de maxima verosimilitud conduce con frecuencia a sistemas de
ecuaciones que se han de resolver de forma iterativa, cuya convergencia puede
depender fuertemente de los valores iniciales y donde las probabilidades deben
ser calculadas después de cada iteracion.

Por su parte, el método de los momentos puede ser inadecuado si el nimero
de parametros que es necesario estimar es elevado, ya que se requieren
momentos de alto orden, los cuales no siempre han de existir en el modelo
poblacional y, ademas, son muy sensibles a fluctuaciones muestrales.
Concretamente, en la estimacion de los parametros de distribuciones generadas
por la funcion hipergeométrica ,F;, en donde solo hay tres parametros, este
método proporciona buenas estimaciones siempre que no exista overdispersion.
Sin embargo, para distribuciones generadas por la ;F,, en donde es necesaria la
existencia del momento de orden 6, no siempre se obtienen buenos resultados.

Con el fin de salvar estos inconvenientes, son numerosos los trabajos donde
se plantean otras técnicas de estimacion aprovechando la forma de la poligonal
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de las frecuencias observadas. Por ejemplo, si la proporciéon muestral del valor
cero es grande, se usa un sistema con relaciones entre los primeros momentos y
otra que incluya la proporcion del valor cero; o bien, si las dos primeras
frecuencias muestrales son grandes, entonces se considera una relacién que
contenga el cociente de las dos primeras frecuencias (Katti and Gurland, 1961).
Esto ha motivado la aplicacion de métodos mixtos en los que se emplean
relaciones entre momentos de menor orden y relaciones entre frecuencias.

Otro método de estimacidn, utilizado fundamentalmente con distribuciones

discretas, es el método de la minima g2, el cual proporciona estimadores de alta

eficiencia asintdtica. La implementacion de este método es relativamente simple,
ya que los estimadores se obtienen como solucion de un sistema de ecuaciones
lineales.

Asi pues, en este trabajo presentamos los métodos descritos anteriormente,
esto es, el método de los momentos, el método mixto y el método de la minima

7%, para la estimacién de los pardmetros en familias de distribuciones discretas
generadas por funciones hipergeométricas.

2. DISTRIBUCIONES GENERADAS POR LA FUNCION
HIPERGEOMETRICA ,.,F,

En general, la familia de distribuciones discretas de Pearson verifica la
siguiente ecuacion en diferencias:

G fr =L [, =0, reZ” (1
donde L:Z" - Ry G:Z" — R—{0}son funciones en principio cualesquiera,

y f- es la funcién masa de probabilidad, f, = Pr[X = r]. En el caso en que dichas
funciones sean polinomios, las soluciones a la ecuacion (1) pueden expresarse en
términos de funciones hipergeométricas.

El caso mas estudiado es aquél en el que ambos polinomios son de segundo
grado y, ademas, una de las raices de G es -1; en este caso la solucion viene dada
en términos de la funcioén hipergeométrica de Gauss. Esto se debe, entre otras
consideraciones, a que es la version discreta de la solucion de la ecuacion
diferencial que verifica, por ejemplo, la distribucion Normal. A esta familia
pertenecen la mayoria de las distribuciones discretas mas usuales como la
Binomial, la Hipergeométrica, la Binomial Negativa, la Distribucion Univariante
Generalizada de Waring (Irwing, 1975 y Xekalaki, 1983) y, en general, la
familia de Ord (Ord, 1972), si bien no la incluye por completo, ya que algunas
toman valores negativos.
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Se han considerado extensiones sucesivas de dicha familia de distribuciones,
tomando bien polinomios de orden 3, de forma que se obtiene la familia de
distribuciones generada por la 3, (Gutiérrez and Rodriguez, 1997) y Rodriguez
et al, 2000), bien polinomios de orden 4, con la familia generada por la 4F;
(Rodriguez et al, 1999).

Para L y G polinomios de grados p y ¢ + 1, respectivamente, y donde una de
las raices de G es igual a -1, y las restantes son reales, podemos obtener la
familia de distribuciones generadas por la funcion hipergeométrica generalizada
Iy (Johnson, Kotz and Kemp, 1992). A tales distribuciones se las conoce como
generalized hypergeometric probability distributions (Johnson, Kotz and Kemp,
1992) las cuales pueden ser vistas como distribuciones en serie de potencias.

Consideremos que L y G son los polinomios siguientes:

G(r)= (;/1 + r)n-()/p + r)(r +1)

2
L(r)= (al + r)---(ocp+1 + r)l
con q;,i=1-,p+l; y;, j=1-,p y A reales, en principio, cualesquiera.
La solucion de la ecuacion en diferencias (1) viene dada por:
(en), ety %
(7’1)/"(7,7 ),”!
Para que la funcion (3) sea una funcién masa de probabilidad, debe verificar
las siguientes condiciones,
1) Condicion de positividad. Esta condicion va a imponer restricciones sobre los
parametros «;, 7 ;, 4 , de forma que:
L(rnNG(r)=0
2) Condicion de convergencia. En este caso,
(o), .(Olp+1 ) e
> ,
r=1 (}/l)r”‘yp ,.r'

que es la funcion fo{pHFp(al,---,ap+1;;/1,---,yp;/l)—l}, converge para |/1| <1,

=1 (€))

mientras que para |ﬂ| =1 los parametros han de cumplir las siguientes

restricciones:
(a) si ® > 0, entonces es absolutamente convergente.
(b)si -1 < w <0, es condicionalmente convergente.
(c) si @ < -1, es divergente.
p+l

donde a)=i7/j—2ai /=
j=1

i=1
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.., . ., 1
3) Condicion de normalizacion f, =, Fp(a1,~--,ap+l;;/1,-~-,7/p;/1y

Podemos observar que es necesario conocer el valor de la funcion
hipergeométrica ., para obtener las probabilidades exactas de estas
distribuciones.

Por otra parte, se obtiene la siguiente relacion entre frecuencias consecutivas:

fr+1 B (051 +r)---(ap+1+r)/1 (4)

/. (71+r)~~-(;/p+r)(r+l)
que utilizaremos para obtener las probabilidades una vez conocido el valor de f;
y también como relaciones que permitan estimar los parametros, como veremos
posteriormente.

2.1 Funcion generatriz de probabilidad

La funcién generatriz de probabilidad para las distribuciones con funcion
masa de probabilidad (3) viene dada por:

- S - 5 Al

esto es,

p+1Fp(0‘1="‘»ap+1571o’”7p;/1f)
p+1Fp(a1’.“’aerl;}/l’“.}/p;/l)
que existe si es convergente para |t| <1, lo cual se verifica atendiendo a las

gt = (&)

condiciones anteriores. En concreto, o |/1| <1, lo cual implica que |ﬂt| <1 para
|t|$1;o |/1|:1 yw>0.

Dichas funciones generatrices de probabilidad se pueden caracterizar a través
de la ecuacion diferencial que verifican, que se obtiene siguiendo la metodologia

presentada en Gutiérrez y Rodriguez (1999).

Para ello es necesario expresar G en funcion de » + 1, esto es,
p+l

G(r)= Y. b(r+1)
i=0

y el polinomio L de la siguiente forma:
p+l

L(r)= Zairi
i=0

de forma que los coeficientes bi son:
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bpfl = i(?’il _IX%'Z _1)

iy =1

i\ #i,
(6)
p
b, = 2(71'1 ‘1)”'(75,2 ‘1)
i, =1
ii¢--»¢i;,l
b =y _1)"'(7p _1)
bo = 0
y los coeficientes «; son:
ap+1 =4
p+l
aP = lzail
iy=1
p+l
a, ;=4 Zailaiz
i iy =1
i #iy
(7
p+l
a =1 Zail @
iy, =1
i # ~--¢ip
ao = ﬂ’al . -ap+l
Asi, la funcion generatriz de probabilidad verifica la ecuacion diferencial,
| p p+l
daya,2(t) = (1= 007 g0 +| X, —1)- 4> e, |072(0)+
i =l i=l1
p+l
Ho -0, -1)-2 Ya, e (a0 )
iy i, =1

De igual forma, se pueden obtener las ecuaciones diferenciales que satisfacen
tanto la funcion generatriz de momentos como la funcion caracteristica.
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2.2 Relacion de recurrencia entre los momentos

A partir de la ecuacion diferencial (8) se obtiene la relaciéon de recurrencia
que verifican los momentos, que en este caso viene dada por la siguiente
expresion:

1 1 ' —
bp+1/u pHl+h +bplu p+h+"'+b1/u 1+h =

h (h
+ Z[m]{apﬂlu'pﬂﬂn+ap:u'p+m+' -t altu'm }5 he Z+ (9)
m=0
donde a; y b, son los coeficientes polinomiales de L(r) y G(r + 1)
respectivamente, y que es Unicamente de momentos al ser by = 0.
Asi, para distintos valores de & se obtienen relaciones como la siguiente
donde h=0y A =1:
(bp —ap)y'p+---+(b1 —al),u—ao =0
de forma que si se conocen los p-1 primeros momentos, se puede obtener el
momento de orden p a partir de la expresion anterior, y de ahi los siguientes
momentos. En ese sentido, el momento de orden r se define como:

u,=lore).,
de donde las expresiones de la media y del momento no centrado de orden 2 son:
p+l

A .
Ha’ p+1Fp(al +loa, gt Ly ey, +l;i)

i=1

/,[:
ﬁy pHFP(al’“"ap-%—l;]/la'":717;1)
i=1
(10)

p+l

2 (o)

/uv =u+ ]zzl[ 2 pHFp(al+2"“9ap+l+2;7/1+2»"’,}/p+2;/1)
)=

lﬁl(jf-)2 p”Fp(ala""apH??/b'",7!,;1)
i=1

También, mediante las derivadas de la funcion generatriz de probabilidad, se
obtienen los momentos factoriales, cuya expresion general es:
p+l

2T,

i p+1Fp(al+r,-~-,ap+1+r;7l+r,~~-,}/p+r;i)

M=+ (11)

ﬁ(j/) P+1Fp(al7”"ap+l;7l’”"7/p;i)
i=1

y mediante los cuales es posible obtener los momentos no centrados a través de
las relaciones que ligan los dos tipos de momentos.
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El problema es que no existe un resultado general que nos permita obtener el
valor de la funcion .. F), por lo que no se pueden calcular los valores explicitos
de (10) o de (11), ni de la constante f;. No obstante, se ha conseguido un
resultado que se puede aplicar a una amplia clase de distribuciones dentro de
esta familia, el cual presentamos a continuacion.

2. 3 Resultado parcial de sumacion

Vamos a enunciar ahora un teorema que nos permite obtener la suma de una
amplia clase de funciones hipergeométricas

p+1Fp(a17"'aap97p +I’l;}/1,"',7p;ﬂ)
donde n es un numero natural, y siempre que y, +n no sea el mayor valor

entero negativo de los pardametros del numerador'.

TEOREMA 1
Sea la funcion hipergeométrica p+1Fp(a1,~--,ap,;/p + n;yl,-~~,;/p;i) en la que
la diferencia entre uno de los parametros del numerador y uno del denominador

es un numero natural n. Para aquellos casos en que la serie es infinita, esto es,
ningun parametro del numerador es entero negativo, se verifica que:

p+1Fp(a19"'sap97p +n;71a"'9}/p;/1 =

n] (o), (er, ) A
i) n)by)
Demostracion. Puede verse en Conde (1999).

El resultado anterior tiene utilidad practica cuando se puede calcular el valor
de la funcién hipergeométrica ,F,.;, por lo que nos interesan funciones del tipo
p )\ 00,0 F g,y 0y, Yy s A) conmg = 1., p — 1 numeros

= Z( X, Fp_l(a1+i,~-ap+i;7/1+i,~-,yp_1+i;/1) (12)

i=0

naturales, de forma que se llega al siguiente corolario, aplicando el teorema 1 de
forma recursiva,

COROLARIO 1.
En las condiciones del teorema anterior se tiene que:

p+1Fp(a1,a2,72 LELTIRR 8 +n,,_1;y1,-~,7p;/1):

1 .
En este caso, al ser la suma finita, se puede obtener el resultado de manera exacta.
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5

i=0

X

nplj (0‘1 )[l (0‘2 ),'I (72 +mn )il "‘(7’p—1 +n,, )i1 A
(}/l)il ”.(yp)il

y ”Pl(np_zj (al +i )iz (0‘2 +i ),-2 (72 +i+ "1)i2 "'(7p—2 i, 3 )[2 Vi

(71 ”1)1'2 "'(7,;71 +i1)

iy

i

i,=0\}2
p-1

(7,1 +i +m+iP*2)i,,,1 (}/2 +1 +--.+l'p,2).

2

X

ny (”1 J(a1+i1+..-+ip2)i (a2+i1+"'+il7*2)i lﬂl”*l
.

i, ,=0\p-1

><2Fl(al+il+---+zp_1,a2+z’1+~-+ip_1;;/1+i1+---+i /1) (13)

p-1°

Realmente este resultado es aplicable para funciones hipergeométricas cuya
serie sea finita. Para ello, Unicamente habra que tener cuidado en que el
parémetro mayor entero negativo sea o O .

Se obtienen asi resultados parciales de sumacion al considerar A=1 y A=1/2,
haciendo uso en el corolario 1 del Teorema de Gauss y del 2° Teorema de Gauss.
Dichos resultados han sido implementados en Matlab consiguiendo de esta
forma una herramienta bastante potente en el estudio de distribuciones generadas
por funciones del tipo ,+1F),, puesto que nos permite calcular las probabilidades y
los momentos de dichas distribuciones.

Una vez presentadas estas distribuciones veamos los distintos métodos de
estimacion que estamos considerado.

3. METODO DE LOS MOMENTOS

A partir de la relacion de recurrencia (9) es tedricamente facil estimar los
parametros mediante el método de los momentos. En general, el proceso de
estimacion para la familia ./, con =1 se realiza en dos pasos:

e Planteamiento de un sistema lineal con 2p + 1 ecuaciones (nimero de
parametros estimables), dadas por las 2p + 1 primeras relaciones (9), en
donde las incognitas son los coeficientes de los polinomios L(r) y G(r+1).

e Obtencion de los parametros a través de las relaciones (6) y (7) con los
coeficientes hallados anteriormente. De esta forma los pardmetros y;-1 se
obtienen como raices del polinomio de grado x-bx*'+..+(-1Y"'byx + (-1)b,
y o; son las raices del polinomio ' - @’ +..+ (-1 Yax + (-1 ay.
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El problema es que cuanto mayor sea el nimero de parametros a estimar,
mayor es el orden de los momentos que aparecen y que es necesario que existan,
lo cual limita el uso de este método.

En concreto, para la familia de distribuciones generadas por la ,F el sistema
de ecuaciones que hay que resolver se obtiene de (9) para s =0, 1, 2yp=1:

m'y by —m'ya —ay; =0
m'y by = (m'y+m', Jay = (', +1)ag = m', (14)
m'y by — (m’3+2m'2+m'1 )al - (m'2+2m'1+1)a0 = m's+m',
en donde se han reemplazado los momentos poblacionales por los momentos
muestrales, m';. Se observa que en dicho sistema s6lo aparecen momentos, a lo
sumo, de orden 3.

De igual forma, para la familia de distribuciones generadas por la ;F) se tiene
el siguiente sistema de cinco ecuaciones en donde se requiere la existencia de los
momentos hasta orden 6:

m'yby +m' by —m'ya, —m' a; —a, =0

1 1 1 ' Al 1 1 —_ '
m's by +m'y by = (m'y+m'y Jay = (m'y+m'y Jay = (m'y+1)aq = m's
m'yb, + m'y by — (m'4+2m'3 +m', )az - (m'3 +2m'y+m',| )a1 -
=—(m'y+2m' +1)ay = 2m'y+m's (15)

3 (3 3(4
m'sb, +m'y by — Z(z J{m'iu a, —m';, ap—m ao} = Z(z ]m'iu

i=0 i=1
474 4 (4
m's by +m's by — Z(l j{m'nz ay —m' ap—m'; ao} = Z(z jm'Hz
i=0 i=1

Este método presenta ademas el inconveniente de que los momentos de alto
orden son muy sensibles a fluctuaciones muestrales.

4, METODO MIXTO

Una posible alternativa consiste en considerar la ecuacion en diferencias de
partida, tal y como queda expresada en (4) en donde se relacionan los
parametros con las pendientes de la curva de probabilidad observada. Dichas
relaciones también se pueden expresar como ecuaciones de un sistema lineal,
que es mas facil de implementar, de la siguiente forma:

[+ 174 b, by D Jf

—(ap+1rp+1+aprp+~~-+a1r+a0)fr:0 (16)
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Asi, para estimar los pardmetros en la familia ,F se resuelve el siguiente
sistema:
mby —ngag = —n
2myb, —ma, —may = —4n, +n; a7
3m3b, — 2nya; —nyay = —9n; +4n,
donde 7, son las frecuencias observadas.

El inconveniente principal es que no se tiene en cuenta toda la informacion
muestral, por lo que se han considerado sistemas compuestos por algunas
ecuaciones que relacionan los momentos de menor orden, y otras con las

uencias, u u i
frecuencias, de forma que tenemos en cuenta todas las observaciones y se
necesita la existencia de momentos de menor orden.

De esta forma, particularizando a las situaciones mas simples, en el caso de la
familia ,F; podemos usar dos relaciones entre momentos y otra entre
frecuencias, o bien una relacion entre momentos y dos entre frecuencias. La
primera situacion corresponde a resolver el siguiente sistema:

1 ' J—
mlbl _mlal _ao —0
[ [ [ [ _ ]
m'y by —(m'y+m' Jay = (m',+1)ag = m', (18)
mby —ngag = —m

Para la familia ;F, podemos usar 4, 3, 2 6 1 relacion entre momentos vy,
simultdneamente, 1, 2, 3 6 4 relaciones entre frecuencias. Asi, por ejemplo, en el
caso de 2 relaciones entre momentos y 3 relaciones entre frecuencias, el sistema
de ecuaciones que hay que resolver es:

] Al ' Al —
m'yby +m' by —m'ya, —m' a; —a, =0
1 1 1 ' Al 1 1 —_ '

m'yby +m'y by —(m3+m2)a2 —(m2+ml)a1 —(m1+1)a0 =mj

mb, + mb —ngay = —n, (19)

4n,by + 2n,b) — ma, —ma, —may = ny —8n,

9n3b2 + 3n3b1 - 4”202 - 27’12(11 —nyay = 8”2 - 27713

5. METODO DE LA MINIMA *

Con objeto de elevar la eficiencia asintotica de los estimadores que acabamos
de presentar, otros autores han empleado el método de estimacion de la minima
x* (Katti and Gurland, 1962a, 1962b), primeramente expuesto por Barankin and
Gurland (1951). Estos estimadores, no obstante, se obtienen a través de la
solucion de ecuaciones no lineales.
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El objetivo, por tanto, plantea el desarrollo de estimadores que tengan una alta
eficiencia, pero que al mismo tiempo puedan ser obtenidos por un método
relativamente simple como minimos cuadrados ponderados. Esto produce
estimadores que son soluciones de ecuaciones lineales, y para ello se ha
utilizado esta misma técnica de la minima 7’ aplicada a ciertas funciones de las
frecuencias (Gurland, 1965), o a los cumulantes factoriales (Hinz and Gurland,
1967).

Este método también se ha aplicado para extensiones de la familia de Katz,
considerando momentos factoriales (Gurland and Tripathi, 1975 y 1977), para la
distribucion de Poisson Generalizada, utilizando momentos centrados (Tripathi
and Gupta, 1984), para la familia de distribuciones Poisson-Katz, haciendo uso
de los cumulantes factoriales (Tripathi et al, 1986) o para el modelo Beta-
Binomial, también con momentos factoriales (Tripathi et al, 1994). En todos
estos casos las distribuciones consideradas se pueden incluir dentro de la familia
de distribuciones generadas por la funcidon hipergeométrica ,F;. Nuestra
intencion es aplicar este método de estimacion a esta familia de distribuciones
considerando asi la situaciéon mas general. De esta forma no hay que elegir a
priori alguna de esas distribuciones para estimar sus parametros.

Sea 0'=(0,,0;,..., 6, ) un vector de parametros, de forma que sea posible
obtener relaciones lineales de los mismos:

T=Wo (20)
donde. 7’ = (1); ®, ..., ©;) son funciones de momentos y/o frecuencias, y W, es
una matriz de constantes conocidas, con rango ¢ y con s, nimero de estadisticos
usados, mayor que g, nimero de pardmetros a estimar. Sea ¢’ =(t;, f, ..., t.;) el

homologo muestral de t y %, la matriz de covarianzas de ¢. Si ﬁt es un estimador

consistente de %, (para lo cual se reemplazan los pardmetros que aparecen en los
elementos de X; por estimadores consistentes), entonces un estimador de minima
x> de 0 es obtenido minimizando

0 =nlt-wo)s; (t-wo) 1)
con respecto a 0, cuya solucion es:
o=wsw) s (22)

De Barankin (1951) el estimador 6 es el estimador asintéticamente eficiente
dentro de la clase de estimadores regulares que s6lo son funciones de . Ademas
los estimadores obtenidos usando una transformaciéon uno a uno de los
estadisticos en el método de la minima % tienen las mismas propiedades
asintoticas. De esta forma, se usaran funciones de los estadisticos que conduzcan
a sistemas lo mas simples posible.
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Una de las cuestiones a decidir es el n"umero, s, de estad ysticos a usar. Se ha
encontrado que los momentos (o funciones de ellos, como cumulantes) de alto
orden (superior a tres) estan sujetos a grandes fluctuaciones muestrales, por lo
que no es conveniente que aparezcan en las relaciones consideradas.

En ese sentido las relaciones que involucran la primeras frecuencias son muy
atractivas, y para muchas de las distribuciones discretas consideradas se ha
encontrado que los estimadores con una mayor eficiencia aparecen al tomar
algunas relaciones entre momentos y algunas otras entre probabilidades. En la
practica, es deseable usar relaciones entre momentos y/o probabilidades de bajo
orden y tener s pequefio.

Ademas este procedimiento produce también un estadistico de bondad de

ajuste Q = Q(é)—) 73(s—q), que presenta varias ventajas con respecto al
estadistico y* de Pearson, a saber (Hinz and Gurland, 1970):

1. No es necesario agrupar los datos en clases.

2. Los procedimientos de estimaciéon empleados son relativamente simples.

3. La distribucion asintotica es exactamente .

4. Las probabilidades de la distribucion considerada no necesitan ser
calculadas.

Otros trabajos que muestran la potencia de este test en algunas distribuciones
discretas usuales son los de Tripathi and Gurland (1978) y Bhalerao et al (1980).
Nos centraremos en las distribuciones generadas por la ,F), para lo que

haremos uso de las ecuaciones (14) y (17). Si llamamos &, = Jran , entonces las
relaciones (17) quedan de la siguiente forma:
Sobi —ag = =&
285b —ay—ay = -4 +1 (23)

3&6b,—2a; —ay = —9&, +4

Vamos a considerar que el vector de parametros,0 , viene determinado por los
coeficientes de los polinomios G y L, esto es, 0’ = (b, a); a¢), de forma que v,
o y o se obtendran de las estimaciones de éstos mediante las relaciones (6) y
(7).

En primer lugar tenemos que determinar t , asi como la matriz W, y
posteriormente calcularemos la matriz de covarianzas de t, %, con lo que
podremos obtener las estimaciones a partir de la expresion (22).
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5.1 Calculo de t

A partir de (14) y (23) obtenemos las s funciones t con s = 6, del mismo
modo que en Tripathi and Gurland (1977), esto es utilizando 3 relaciones entre
momentos y otras 3 entre frecuencias. Como se observa so6lo se han utilizado los
momentos de orden inferior a 4.

Resolviendo el sistema formado por las dos primeras ecuaciones entre
momentos, (14), y la primera entre cocientes de probabilidades, (23), se obtiene
que:

n=b= dfl{#'zﬂ—o'zfo}

donde d, = 0'250 — 4%y hemos notado por o2 = My —u? ala varianza.

Con las segunda y la tercera relacion entre momentos y la primera entre
cocientes de probabilidades, obtenemos:

o =a=d; {ﬂ'z [/1'3 +'5 28, (ﬂ'z 2+ 1)]— o (ﬂ + 1)(3/1'3 +i' )}
donde
dy = 'y = s Qs+ + Eolacs (e +1) = a1y (s )+ 02
Utilizando las tres relaciones entre momentos, despejamos ay:
71 |2 '
T3 =ay =dy {2,“(/1 27H; /1)}
con
dy = 265-plo + pry+put'
Ahora utilizamos la primera y la tercera relaci’on entre momentos y la
primera entre cocientes de probabilidades para despejar b;:

7y = by = dy {upsprty )+ Sl +2.00) - (s +2u5 )}
donde
dy = &usr2uy—u(u'y+2 )| - u(2u'y+ 1)
De igual forma despejamos a; de la segunda relaci’on entre momentos y las
dos primeras relaciones entre cocientes:

75 =a; =ds {15 (25 +1-6&) - & (u+1)1 - 251)}
donde
ds = (Wy+u)28 - &)= wat&y(u+1)
Por "ultimo con las tres relaciones entre cocientes de frecuencias se llega a:
76 =ay=dg' {250(352 -24 —1)}
con
dg = =38, +45 - &)
Asi la matriz de constantes ¥ es:
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1 0
w'=10 1
00

- o O

1 0
0 1
0 0

- o O

Recordemos que ¢ es el homdlogo muestral de . por lo que los momentos
poblacionales se sustituiran por los correspondientes momentos muestrales y los
cocientes entre probabilidades por los correspondientes cocientes entre
frecuencias muestrales.

5.2 Calculo de 2,

Sea X la matriz de covarianzas de (m’;; m’y; m’s; po, p1; p2, p3) donde m’; es
el i-ésimo momento no centrado muestral y p; es la j-ésima frecuencia relativa
muestral, y sean J; y J, los jacobianos de las siguientes transformaciones:

Ji: (/1'1 s f0f1f2f3) - (:u'l o Uy 505152)
Jy: (#'1 Uy 'y 505152) - (717273747576)

entonces:
X, = Jlez(Jle )' 24)
Los elementos de J; , J, y X son:
100 0 0 0 0]
010 O 0 0 0
1

1= a(,u'l,u'z,u'350§1§2) _ 0 0 0 —70 7 0 0

6(#‘1#'2#'3f0flfzf3) 0 2: :

0 0 O 0 s

ho A
000 o o -2 L
L S f

0
.1 152 b3 14 0
g - A1y7y737,47574) |l 72 133 0 0
27 ' ' ' -

a(#1ﬂ2#3§o§1§2) tl 702 743 740 0

0 0 0 754 145 146
donde:
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.l=
0 _
7.2= P T,l =d, l{ﬂ—50(1+71)}
Ho
or _
4="T =gl
7 28, 1 { o ( +Tl)}
0 _
yl=—== d21{3§o(/1'2_ﬂ'3)_ 1) [#'3—#'2+§o(ﬂv3_ﬂ'2—2/1)]}
0 _
n2= a;? = dy 'y 420y + & (a3 + 1) = 1 [& (- 20y =+ 1) = Ay~ ]}
2
0 _
7.3 = GL,Z = dy 'y —pry =& (u+1)3+7,))
H3
aTZ _ —1{ ' ' ' [ ' ' ' 2]}
24=50 = w2ty H3p 1) =3y (1) =o' (u+ 1) =y (' i) + 0
0
0 _
73.1= 8—2 = ' plu—2u0s ) o + sy —1))

8 )
;2= % =dy Ay o[+ ) - 4, )
2

73.3= sr? = d3_1#(73 - 2/”)
3
0 _
74.1= SAZA d, : {2/”'3 +u'h+& (,U'z +4#>+ 7y [50(/“'2 +4/”)+ 2(#2*‘#)]}
0 _
42= T,4 = dMp(l+27,)+ & (u—2)1+7,)}

Ho

0 -
743 :8# =d' 2pu-&1+7,)}
3

0% — a1+ 2 o +2) - (a2, )

0

744 =
0ts -1
5.1 = o= d;'{g, (28 —1)- 224}
u

6T,5 = ds_l{2§0 +1-64 + Ts(ﬂ'z_l)}
Ou'y
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o .
4= 0_25 = d" 2ty +(u+1)28 = 1)+ 75(u'y-1)}
0

o -
755 = 8_? = ds"{= 654280 (u+1) = 225 (w'y +42))
1

ro =256 = 41238, - 26, 1)+ 7,
S
ot _
5=""0=-4d;'
Ts o¢, 6 (76 +§0)

7.6 = 9% _ 3d; M +28,)
2

y los elementos de X pueden ser obtenidos como sigue:

Cov(m'i, m'j) = %(#'Hr#'i :“'j)

Corpi. p,)= —f’f’ oy
Var(pl.) = _M
Cov(m.[, pj): _%(ji _lu'i)fj

Como comentabamos, X, es un estimador consistente de Z,, por lo que se

reemplazan los parametros poblaciones por estimadores consistentes que no son
otros que los momentos muestrales y las frecuencias muestrales. Hay que sefialar

que en el calculo de f)t aparecen momentos de orden 6, por lo que para

distribuciones overdispersas convendria tomar menos relaciones entre
momentos. En ese caso se pueden considerar 2 relaciones entre momentos y 4
entre frecuencias.
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