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1. INTRODUCCIÓN 
 

Las distribuciones discretas se han utilizado para modelizar diversos 
fenómenos de forma adecuada. Para abordar el estudio de muchas de ellas de 
forma sistemática se consideran familias de distribuciones que verifican una 
ecuación funcional. Uno de los aspectos de nuestra investigación se refiere a 
aquellas familias de distribuciones discretas generadas por funciones 
hipergeométricas del tipo p+1Fp o distribuciones de Kemp. Una de las cuestiones 
que suscita mayor interés es la estimación de los parámetros a través de los 
métodos más usuales. 

Así, el método de máxima verosimilitud conduce con frecuencia a sistemas de 
ecuaciones que se han de resolver de forma iterativa, cuya convergencia puede 
depender fuertemente de los valores iniciales y donde las probabilidades deben 
ser calculadas después de cada iteración. 

Por su parte, el método de los momentos puede ser inadecuado si el número 
de parámetros que es necesario estimar es elevado, ya que se requieren 
momentos de alto orden, los cuales no siempre han de existir en el modelo 
poblacional y, además, son muy sensibles a fluctuaciones muestrales. 
Concretamente, en la estimación de los parámetros de distribuciones generadas 
por la función hipergeométrica 2F1, en donde sólo hay tres parámetros, este 
método proporciona buenas estimaciones siempre que no exista overdispersion. 
Sin embargo, para distribuciones generadas por la 3F2, en donde es necesaria la 
existencia del momento de orden 6, no siempre se obtienen buenos resultados. 

Con el fin de salvar estos inconvenientes, son numerosos los trabajos donde 
se plantean otras técnicas de estimación aprovechando la forma de la poligonal 
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de las frecuencias observadas. Por ejemplo, si la proporción muestral del valor 
cero es grande, se usa un sistema con relaciones entre los primeros momentos y 
otra que incluya la proporción del valor cero; o bien, si las dos primeras 
frecuencias muestrales son grandes, entonces se considera una relación que 
contenga el cociente de las dos primeras frecuencias (Katti and Gurland, 1961). 
Esto ha motivado la aplicación de métodos mixtos en los que se emplean 
relaciones entre momentos de menor orden y relaciones entre frecuencias. 

Otro método de estimación, utilizado fundamentalmente con distribuciones 
discretas, es el método de la mínima 2χ , el cual proporciona estimadores de alta 
eficiencia asintótica. La implementación de este método es relativamente simple, 
ya que los estimadores se obtienen como solución de un sistema de ecuaciones 
lineales. 

Así pues, en este trabajo presentamos los métodos descritos anteriormente, 
esto es, el método de los momentos, el método mixto y el método de la mínima 

2χ , para la estimación de los parámetros en familias de distribuciones discretas 
generadas por funciones hipergeométricas. 
 
 
2. DISTRIBUCIONES GENERADAS POR LA FUNCIÓN 

HIPERGEOMÉTRICA p+1Fp 
 

En general, la familia de distribuciones discretas de Pearson verifica la 
siguiente ecuación en diferencias: 
 +

+ ∈=− ZrfrLfrG rr ,0)()( 1  (1) 

donde RZL →+:  y { }0: −→+ RZG son funciones en principio cualesquiera, 
y fr es la función masa de probabilidad, fr = Pr[X = r]. En el caso en que dichas 
funciones sean polinomios, las soluciones a la ecuación (1) pueden expresarse en 
términos de funciones hipergeométricas. 

El caso más estudiado es aquél en el que ambos polinomios son de segundo 
grado y, además, una de las raíces de G es -1; en este caso la solución viene dada 
en términos de la función hipergeométrica de Gauss. Esto se debe, entre otras 
consideraciones, a que es la versión discreta de la solución de la ecuación 
diferencial que verifica, por ejemplo, la distribución Normal. A esta familia 
pertenecen la mayoría de las distribuciones discretas más usuales como la 
Binomial, la Hipergeométrica, la Binomial Negativa, la Distribución Univariante 
Generalizada de Waring (Irwing, 1975 y Xekalaki, 1983) y, en general, la 
familia de Ord (Ord, 1972), si bien no la incluye por completo, ya que algunas 
toman valores negativos. 
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Se han considerado extensiones sucesivas de dicha familia de distribuciones, 
tomando bien polinomios de orden 3, de forma que se obtiene la familia de 
distribuciones generada por la 3F2 (Gutiérrez and Rodríguez, 1997) y Rodríguez 
et al, 2000), bien polinomios de orden 4, con la familia generada por la 4F3  
(Rodríguez et al, 1999). 

Para L y G polinomios de grados p y q + 1, respectivamente, y donde una de 
las raíces de G es igual a -1, y las restantes son reales, podemos obtener la 
familia de distribuciones generadas por la función hipergeométrica generalizada 
pFq (Johnson, Kotz and Kemp, 1992). A tales distribuciones se las conoce como 
generalized hypergeometric probability distributions (Johnson, Kotz and Kemp, 
1992) las cuales pueden ser vistas como distribuciones en serie de potencias. 

Consideremos que L y G son los polinomios siguientes: 
 ( ) ( ) )1()( 1 +++= rrrrG pγγ L   
  (2) 
 ( ) ( )λαα rrrL p ++= +11)( L   

con pjpi ji ,,1,;1,,1, LL =+= γα  y λ  reales, en principio, cualesquiera. 

La solución de la ecuación en diferencias (1) viene dada por: 
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Para que la función (3) sea una función masa de probabilidad, debe verificar 
las siguientes condiciones, 
1) Condición de positividad. Esta condición va a imponer restricciones sobre los 

parámetros λγα ,, ji , de forma que: 
0)()( ≥rGrL  

2) Condición de convergencia. En este caso, 
( ) ( )
( ) ( )∑

∞

=

+

1 1

11
0 !r rpr

r
rpr

r
f

γγ

λαα

L

L
 

que es la función ( ){ }1;,,;,, 11110 −++ λγγαα pppp Ff LL , converge para 1<λ , 

mientras que para 1=λ  los parámetros han de cumplir las siguientes 
restricciones: 

(a) si 0>ω , entonces es absolutamente convergente. 
(b) si 01 ≤<− ω , es condicionalmente convergente. 
(c) si 1−≤ω , es divergente. 
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3) Condición de normalización ( ) 1
11110 ;,,;,, −

++= λγγαα pppp Ff LL  

Podemos observar que es necesario conocer el valor de la función 
hipergeométrica p+1Fp para obtener las probabilidades exactas de estas 
distribuciones. 

Por otra parte, se obtiene la siguiente relación entre frecuencias consecutivas: 
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que utilizaremos para obtener las probabilidades una vez conocido el valor de f0 
y también como relaciones que permitan estimar los parámetros, como veremos 
posteriormente. 
 
 
2.1 Función generatriz de probabilidad 
 

La función generatriz de probabilidad para las distribuciones con función 
masa de probabilidad (3) viene dada por: 
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esto es, 
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que existe si es convergente para 1≤t , lo cual se verifica atendiendo a las 

condiciones anteriores. En concreto, o 1<λ , lo cual implica que 1<tλ  para 

1≤t ; o 1=λ  y 0>ω . 
Dichas funciones generatrices de probabilidad se pueden caracterizar a través 

de la ecuación diferencial que verifican, que se obtiene siguiendo la metodología 
presentada en Gutiérrez y Rodríguez (1999). 

Para ello es necesario expresar G en función de r + 1, esto es, 
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de forma que los coeficientes bi son: 
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Así, la función generatriz de probabilidad verifica la ecuación diferencial, 
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De igual forma, se pueden obtener las ecuaciones diferenciales que satisfacen 
tanto la función generatriz de momentos como la función característica. 
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2.2 Relación de recurrencia entre los momentos 
 

A partir de la ecuación diferencial (8) se obtiene la relación de recurrencia 
que verifican los momentos, que en este caso viene dada por la siguiente 
expresión: 
 =+++ +++++ hhpphpp bbb 1111 ''' µµµ L  
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donde ai y bi  son los coeficientes polinomiales de L(r) y G(r + 1) 
respectivamente, y que es únicamente de momentos al ser b0 = 0. 

Así, para distintos valores de h se obtienen relaciones como la siguiente 
donde h = 0 y λ  = 1:  

( ) ( ) 0' 011 =−−++− aabab ppp µµ L  

de forma que si se conocen los p-1 primeros momentos, se puede obtener el 
momento de orden p a partir de la expresión anterior, y de ahí los siguientes 
momentos. En ese sentido, el momento de orden r se define como: 
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También, mediante las derivadas de la función generatriz de probabilidad, se 
obtienen los momentos factoriales, cuya expresión general es: 
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y mediante los cuales es posible obtener los momentos no centrados a través de 
las relaciones que ligan los dos tipos de momentos. 
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El problema es que no existe un resultado general que nos permita obtener el 
valor de la función p+1Fp, por lo que no se pueden calcular los valores explícitos 
de (10) o de (11), ni de la constante f0. No obstante, se ha conseguido un 
resultado que se puede aplicar a una amplia clase de distribuciones dentro de 
esta familia, el cual presentamos a continuación. 
 
 
2. 3 Resultado parcial de sumación 
 

Vamos a enunciar ahora un teorema que nos permite obtener la suma de una 
amplia clase de funciones hipergeométricas 

( )λγγγαα ;,,;,,, 111 ppppp nF LL ++  

donde n es un número natural, y siempre que np +γ  no sea el mayor valor 

entero negativo de los parámetros del numerador1. 
 
TEOREMA 1 

Sea la función hipergeométrica ( )λγγγαα ;,,;,,, 111 ppppp nF LL ++  en la que 

la diferencia entre uno de los parámetros del numerador y uno del denominador 
es un número natural n. Para aquellos casos en que la serie es infinita, esto es, 
ningún parámetro del numerador es entero negativo, se verifica que: 
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Demostración. Puede verse en Conde (1999). 
El resultado anterior tiene utilidad práctica cuando se puede calcular el valor 

de la función hipergeométrica pFp-1, por lo que nos interesan funciones del tipo 
( )λγγγγαα ;,,;,,,, 1112211 ppppp nnF LL −+ ++  con nj ; j = 1,..., p – 1 números 

naturales, de forma que se llega al siguiente corolario, aplicando el teorema 1 de 
forma recursiva, 
 
COROLARIO 1. 

En las condiciones del teorema anterior se tiene que: 
( )λγγγγαα ;,,;,,,, 1112211 ppppp nnF LL −+ ++ = 

 
 1 En este caso, al ser la suma finita, se puede obtener el resultado de manera exacta. 
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 ( )λγαα ;;, 11111211112 −−− +++++++++× ppp iiiiiiF LLL  (13) 

Realmente este resultado es aplicable para funciones hipergeométricas cuya 
serie sea finita. Para ello, únicamente habrá que tener cuidado en que el 
parámetro mayor entero negativo sea α1 ó α2. 

Se obtienen así resultados parciales de sumación al considerar λ=1 y λ=1/2, 
haciendo uso en el corolario 1 del Teorema de Gauss y del 2º Teorema de Gauss. 
Dichos resultados han sido implementados en Matlab consiguiendo de esta 
forma una herramienta bastante potente en el estudio de distribuciones generadas 
por funciones del tipo p+1Fp, puesto que nos permite calcular las probabilidades y 
los momentos de dichas distribuciones. 

Una vez presentadas estas distribuciones veamos los distintos métodos de 
estimación que estamos considerado. 
 
 
3. MÉTODO DE LOS MOMENTOS 
 

A partir de la relación de recurrencia (9) es teóricamente fácil estimar los 
parámetros mediante el método de los momentos. En general, el proceso de 
estimación para la familia p+1Fp con λ=1 se realiza en dos pasos: 

• Planteamiento de un sistema lineal con 2p + 1 ecuaciones (número de 
parámetros estimables), dadas por las 2p + 1 primeras relaciones (9), en 
donde las incógnitas son los coeficientes de los polinomios L(r) y G(r+1). 

• Obtención de los parámetros a través de las relaciones (6) y (7) con los 
coeficientes hallados anteriormente. De esta forma los parámetros γj-1 se 
obtienen como raíces del polinomio de grado xp-bpxp-1+...+(-1)p-1b2x + (-1)pb1 
y αi son las raíces del polinomio xp+1 - apxp +...+ (-1)pa1x + (-1)p-1a0. 
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El problema es que cuanto mayor sea el número de parámetros a estimar, 
mayor es el orden de los momentos que aparecen y que es necesario que existan, 
lo cual limita el uso de este método. 

En concreto, para la familia de distribuciones generadas por la 2F1 el sistema 
de ecuaciones que hay que resolver se obtiene de (9) para h = 0; 1; 2 y p = 1: 
                             =−− 01111 '' aambm 0 
            ( ) ( ) =+−+− 0111212 1'''' amammbm 2'm  (14) 
 ( ) ( ) =++−++− 012112313 1'2'''2'' ammammmbm 23 '' mm +  
en donde se han reemplazado los momentos poblacionales por los momentos 
muestrales, im' . Se observa que en dicho sistema sólo aparecen momentos, a lo 
sumo, de orden 3. 

De igual forma, para la familia de distribuciones generadas por la 3F2 se tiene 
el siguiente sistema de cinco ecuaciones en donde se requiere la existencia de los 
momentos hasta orden 6: 
 =−−−+ 011221122 '''' aamambmbm 0 
 ( ) ( ) ( ) =+−+−+−+ 011122231223 1''''''' amammammbmbm 3'm  
 ( ) ( ) −++−++−+ 112322341324 ''2'''2''' ammmammmbmbm  
 = ( ) 34012 ''21'2' mmamm +=++−  (15) 
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Este método presenta además el inconveniente de que los momentos de alto 
orden son muy sensibles a fluctuaciones muestrales. 
 
 
4. MÉTODO MIXTO 
 

Una posible alternativa consiste en considerar la ecuación en diferencias de 
partida, tal y como queda expresada en (4) en donde se relacionan los 
parámetros con las pendientes de la curva de probabilidad observada. Dichas 
relaciones también se pueden expresar como ecuaciones de un sistema lineal, 
que es más fácil de implementar, de la siguiente forma: 
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Así, para estimar los parámetros en la familia 2F1 se resuelve el siguiente 
sistema: 
    =− 0011 anbn 1n−  
  =−− 0111122 ananbn 124 nn +−  (17) 
 =−− 021213 23 ananbn 23 49 nn +−  
donde n r son las frecuencias observadas. 

El inconveniente principal es que no se tiene en cuenta toda la información 
muestral, por lo que se han considerado sistemas compuestos por algunas 
ecuaciones que relacionan los momentos de menor orden, y otras con las 
frecuencias, de forma que tenemos en cuenta todas las observaciones y se 
necesita la existencia de momentos de menor orden. 

De esta forma, particularizando a las situaciones más simples, en el caso de la 
familia 2F1 podemos usar dos relaciones entre momentos y otra entre 
frecuencias, o bien una relación entre momentos y dos entre frecuencias. La 
primera situación corresponde a resolver el siguiente sistema: 
                             =−− 01111 '' aambm 0 
            ( ) ( ) =+−+− 0111212 1'''' amammbm 2'm  (18) 
                                             =− 0011 anbn 1n−  

Para la familia 3F2 podemos usar 4, 3, 2 ó 1 relación entre momentos y, 
simultáneamente, 1, 2, 3 ó 4 relaciones entre frecuencias. Así, por ejemplo, en el 
caso de 2 relaciones entre momentos y 3 relaciones entre frecuencias, el sistema 
de ecuaciones que hay que resolver es:  
 =−−−+ 011221122 '''' aamambmbm 0 
 ( ) ( ) ( ) =+−+−+−+ 011122231223 1''''''' amammammbmbm 3'm  
 =−+ 001121 anbnbn 1n−  (19) 
 =−−−+ 0111211222 24 anananbnbn 21 8nn −  
 =−−−+ 0212221323 2439 anananbnbn 32 278 nn −  
 
 
5. MÉTODO DE LA MÍNIMA χ2 
 

Con objeto de elevar la eficiencia asintótica de los estimadores que acabamos 
de presentar, otros autores han empleado el método de estimación de la mínima 
χ2 (Katti and Gurland, 1962a, 1962b), primeramente expuesto por Barankin and 
Gurland (1951). Estos estimadores, no obstante, se obtienen a través de la 
solución de ecuaciones no lineales. 
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El objetivo, por tanto, plantea el desarrollo de estimadores que tengan una alta 
eficiencia, pero que al mismo tiempo puedan ser obtenidos por un método 
relativamente simple como mínimos cuadrados ponderados. Esto produce 
estimadores que son soluciones de ecuaciones lineales, y para ello se ha 
utilizado esta misma técnica de la mínima χ2.aplicada a ciertas funciones de las 
frecuencias (Gurland, 1965), o a los cumulantes factoriales (Hinz and Gurland, 
1967). 

Este método también se ha aplicado para extensiones de la familia de Katz, 
considerando momentos factoriales (Gurland and Tripathi, 1975 y 1977), para la 
distribución de Poisson Generalizada, utilizando momentos centrados (Tripathi 
and Gupta, 1984), para la familia de distribuciones Poisson-Katz, haciendo uso 
de los cumulantes factoriales (Tripathi et al, 1986) o para el modelo Beta-
Binomial, también con momentos factoriales (Tripathi et al, 1994). En todos 
estos casos las distribuciones consideradas se pueden incluir dentro de la familia 
de distribuciones generadas por la función hipergeométrica 2F1. Nuestra 
intención es aplicar este método de estimación a esta familia de distribuciones 
considerando así la situación más general. De esta forma no hay que elegir a 
priori alguna de esas distribuciones para estimar sus parámetros. 

Sea  θ’=(θ1 ,θ2 ,..., θq ) un vector de parámetros, de forma que sea posible 
obtener relaciones lineales de los mismos: 
 θτ W=  (20) 
donde . τ’ = (τ1; τ2; ..., τ.s) son funciones de momentos y/o frecuencias, y Wsxq es 
una matriz de constantes conocidas, con rango q y con s, número de estadísticos 
usados, mayor que q, número de parámetros a estimar. Sea t’ =(t1; t2; ..., t.s) el 
homólogo muestral de τ y Σt la matriz de covarianzas de t. Si tΣ̂  es un estimador 
consistente de Σt (para lo cual se reemplazan los parámetros que aparecen en los 
elementos de Σt por estimadores consistentes), entonces un estimador de mínima 
χ2 de θ es obtenido minimizando 
 ( ) ( )θθ WtWtnQ t −Σ−= −1ˆ'  (21) 
con respecto a θ, cuya solución es: 

 ( ) ( )tWWW tt
111 ˆ'ˆ'ˆ −−− ΣΣ=θ  (22) 

De Barankin (1951) el estimador θ̂  es el estimador asintóticamente eficiente 
dentro de la clase de estimadores regulares que sólo son funciones de t. Además 
los estimadores obtenidos usando una transformación uno a uno de los 
estadísticos en el método de la mínima χ2 tienen las mismas propiedades 
asintóticas. De esta forma, se usarán funciones de los estadísticos que conduzcan 
a sistemas lo más simples posible. 
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Una de las cuestiones a decidir es el n´umero, s, de estad´ýsticos a usar. Se ha 
encontrado que los momentos (o funciones de ellos, como cumulantes) de alto 
orden (superior a tres) están sujetos a grandes fluctuaciones muestrales, por lo 
que no es conveniente que aparezcan en las relaciones consideradas. 

En ese sentido las relaciones que involucran la primeras frecuencias son muy 
atractivas, y para muchas de las distribuciones discretas consideradas se ha 
encontrado que los estimadores con una mayor eficiencia aparecen al tomar 
algunas relaciones entre momentos y algunas otras entre probabilidades. En la 
práctica, es deseable usar relaciones entre momentos y/o probabilidades de bajo 
orden y tener s pequeño. 

Además este procedimiento produce también un estadístico de bondad de 
ajuste ( ) )(ˆˆ 2 qsQQ −→= χθ , que presenta varias ventajas con respecto al 
estadístico χ2 de Pearson, a saber (Hinz and Gurland, 1970): 

1. No es necesario agrupar los datos en clases. 
2. Los procedimientos de estimación empleados son relativamente simples. 
3. La distribución asintótica es exáctamente χ2. 

 4. Las probabilidades de la distribución considerada no necesitan ser 
calculadas. 

Otros trabajos que muestran la potencia de este test en algunas distribuciones 
discretas usuales son los de Tripathi and Gurland (1978) y Bhalerao et al (1980). 

Nos centraremos en las distribuciones generadas por la 2F1, para lo que 

haremos uso de las ecuaciones (14) y (17). Si llamamos 
r

r
r f

f 1+=ξ , entonces las 

relaciones (17) quedan de la siguiente forma: 

   =− 010 abξ 0ξ−  
  =−− 01112 aabξ 14 1 +− ξ  (23) 
                           =−− 0112 23 aabξ 49 2 +− ξ  

Vamos a considerar que el vector de parámetros,θ , viene determinado por los 
coeficientes de los polinomios G y L, esto es, θ’ = (b1; a1; a0), de forma que γ, 
α1 y α0 se obtendrán de las estimaciones de éstos mediante las relaciones (6) y 
(7). 

En primer lugar tenemos que determinar τ , así como la matriz W, y 
posteriormente calcularemos la matriz de covarianzas de t, Σt, con lo que 
podremos obtener las estimaciones a partir de la expresión (22). 
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5.1 Cálculo de τ 
 

A partir de (14) y (23) obtenemos las s funciones τ con s = 6, del mismo 
modo que en Tripathi and Gurland (1977), esto es utilizando 3 relaciones entre 
momentos y otras 3 entre frecuencias. Como se observa sólo se han utilizado los 
momentos de orden inferior a 4. 

Resolviendo el sistema formado por las dos primeras ecuaciones entre 
momentos, (14), y la primera entre cocientes de probabilidades, (23), se obtiene 
que: 

{ }0
2

2
1

111 ' ξσµµτ −== −db  

donde  2
0

2
1 µξσ −=d   y hemos notado por 2

2
2 ' µµσ −=  a la varianza. 

Con las segunda y la tercera relación entre momentos y la primera entre 
cocientes de probabilidades, obtenemos: 

( )[ ] ( )( ){ }23020232
1

212 ''3112'2''' µµµξµµξµµµτ ++−++++== −da  
donde 

( ) ( ) ( )[ ]2
22302232 ''1''2'' σµµµµµξµµµµµ ++−+++−=d  

Utilizando las tres relaciones entre momentos, despejamos a0: 
( ){ }µµµµτ 3

2
2

1
303 ''2 −== −da  

con 
( )23

22
23 '''2 µµµσµµ ++−=d  

Ahora utilizamos la primera y la tercera relaci´on entre momentos y la 
primera entre cocientes de probabilidades para despejar b1: 

( ) ( ) ( )( ){ }232023
1

414 '2'2'''2 µµµµµξµµµτ +−+++== −db  
donde 

( )[ ] ( )µµµµµµµµξ +−+−+= 222304 '22''2'd  
De igual forma despejamos a1 de la segunda relaci´on entre momentos y las 

dos primeras relaciones entre cocientes: 
( ) ( )( ){ }10102

1
515 211612' ξµξξξµτ −+−−+== −da  

donde 
( )( ) ( )1'2' 020125 ++−−+= µξµξξµµd  

Por ´ultimo con las tres relaciones entre cocientes de frecuencias se llega a: 
( ){ }1232 120

1
606 −−== − ξξξτ da  

con 
0126 43 ξξξ −+−=d  

Así la matriz de constantes W es: 
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














=

100100
010010
001001

'W  

Recordemos que t es el homólogo muestral de . por lo que los momentos 
poblacionales se sustituirán por los correspondientes momentos muestrales y los 
cocientes entre probabilidades por los correspondientes cocientes entre 
frecuencias muestrales. 
 
 
5.2 Cálculo de Σt 
 

Sea Σ la matriz de covarianzas de (m’1; m’2; m’3; p0; p1; p2; p3) donde m’i es 
el i-ésimo momento no centrado muestral y  pj es la j-ésima frecuencia relativa 
muestral, y sean J1 y J2 los jacobianos de las siguientes transformaciones: 

( ) ( )21032132103211 '''''': ξξξµµµµµµ →ffffJ  
( ) ( )6543212103212 ''': ττττττξξξµµµ →J  

entonces: 
 ( )'1212 JJJJt Σ=Σ  (24) 

Los elementos de J1 , J2 y Σ son: 

( )
( )

































−

−

−
=

∂
∂

=

22

2

11

1

00

0

3210321

210321
1

100000

010000

001000
0000100
0000010
0000001

'''
'''

ff

ff

ff
ffff

J

ξ

ξ

ξ

µµµ
ξξξµµµ  

   ( )
( )



























=
∂
∂

=

6.5.4.000
05.4.02.1.
004.3.2.1.
0003.2.1.
004.3.2.1.
004.02.1.

'''

666

5555

4444

333

2222

111

210321

654321
2

τττ
ττττ

ττττ
τττ

ττττ
τττ

ξξξµµµ
ττττττJ  

donde: 
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( ){ }122'1. 0102
1

1
1

1 +++=
∂
∂

= − ξµτµξµ
µ
ττ d  

( ){ }10
1

1
2

1
1 1

'
2. τξµ

µ
ττ +−=

∂
∂

= −d  

( ){ }1
21

1
0

1
1 14. τσ

ξ
ττ +−=
∂
∂

= −d  

( ) ( )[ ]{ }µµµξµµτµµξ
µ
ττ 2''''''31. 230232320

1
2

2
2 −−+−−−=

∂
∂

= −d  

( ) ( )[ ]{ }µµµµξτµµξµµ
µ
ττ −−+−−−++++=

∂
∂

= −
22022023

1
2

2

2
2 '41'213'4'2'

'
2. d  

( )( ){ }2022
1

2
3

2
2 31'

'
3. τµξµτµ

µ
ττ ++−−=

∂
∂

= −d  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]{ }2
2232322

1
2

0

2
2 ''1'1'313'2'4. σµµµµµτµµµµµ

ξ
ττ ++−+−+−++=
∂
∂

= −d  

( ) ( )[ ]{ }µµµµστµµµ
µ
ττ −+++−=
∂
∂

= −
23

2
33

2
2

1
3

3
3 '2''2'21. d  

( )[ ]{ }232
1

3
2

3
3 '41'4

'
2. µµµτµµ

µ
ττ −++=

∂
∂

= −d  

( )µτµ
µ
ττ 2

'
3. 3

1
3

3

3
3 −=

∂
∂

= −d  

( ) ( ) ( )[ ]{ }µµµµξτµµξµµ
µ
ττ +++++++=
∂
∂

= −
22042023

1
4

4
4 '24'4'''21. d  

( ) ( )( ){ }404
1

4
2

4
4 1221

'
2. τµξτµ

µ
ττ +−++=

∂
∂

= −d  

( ){ }40
1

4
3

4
4 12

'
3. τξµ

µ
ττ +−=

∂
∂

= −d  

( ) ( ) ( ){ }2324
1

4
0

4
4 '2'2'14. µµµµµτ

ξ
ττ +−++=
∂
∂

= −d  

( ){ }1510
1

5
5

5 2121. ξτξξ
µ
ττ −−=
∂
∂

= −d  

( ){ }1'612
'

2. 2510
1

5
2

5
5 −+−+=

∂
∂

= − µτξξ
µ
ττ d  
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( )( ) ( ){ }1'121'24. 2512
1

5
0

5
5 −+−++=

∂
∂

= − µτξµµ
ξ
ττ d  

( ) ( ){ }µµτµξµ
ξ
ττ +−++−=
∂
∂

= −
2502

1
5

1

5
5 '212'65. d  

( ){ }612
1

6
0

6
6 12324. τξξ

ξ
ττ +−−=
∂
∂

= −d  

( )06
1

6
1

6
6 45. ξτ

ξ
ττ +−=
∂
∂

= −d  

( )06
1

6
2

6
6 236. ξτ

ξ
ττ +=
∂
∂

= −d  

y los elementos de Σ pueden ser obtenidos como sigue: 

( ) ( )jijiji n
mmCov '''1',' µµµ −= +  

( ) ji
n
ff

ppCov ji
ji ≠−=,  

( ) ( )
n

ffpVar ii
i

−
−=

1  

( ) ( ) ji
i

ji fj
n

pmCov '1,' µ−−=  

Como comentábamos, tΣ̂  es un estimador consistente de tΣ , por lo que se 
reemplazan los parámetros poblaciones por estimadores consistentes que no son 
otros que los momentos muestrales y las frecuencias muestrales. Hay que señalar 
que en el cálculo de tΣ̂  aparecen momentos de orden 6, por lo que para 
distribuciones overdispersas convendría tomar menos relaciones entre 
momentos. En ese caso se pueden considerar 2 relaciones entre momentos y 4 
entre frecuencias. 
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