Anillos de Polinomios

Eugenio Miranda Palacios

5. Polinomios

5.1. Definiciones y primeras propiedades

Sea A un anillo conmutativo.

Definicion 5.1. El conjunto de polinomios en la indeterminada X con coeficientes
en A es el conjunto de todas las sumas formales finitas

f=a,X"+a,.1 X"+ + a1 X + ag
Este conjunto se representa por A[X].

Obsérvese que X no es una variable. Es un elemento nuevo, indeterminado
que no representa a ningtn elemento de A (Al final de la edad media y en el rena-
cimiento le llamaban “la cosa”, y los que manipulaban la cosa ,i.e. los algebristas,
se llamaban “cosistas”).

En el conjunto de polinomios definimos una suma y un producto: Sean

f=a,X"+a, X"+ +a X +a
g=b X" + by X" '+ -+ b X + by

dos polinomios. Supongamos que m < n, Tomamos b; = 0 para todon > i > m.
Con este convenio definimos

f+g=(a,+b)X" + -+ (a; + b)X + (ay + by).
fg=a,b, X" + (a,b,_ + an_lbm)X"+’"_1+
e (Cl]b() + a()b])X + Clobo

Teorema 5.2. El conjunto A[X] con las dos operaciones definidas forma un anillo
conmutativo que se llama anillo de polinomios en X con coeficientes en A.



Lema 5.3. La aplicacion A : A — A[X] definida por A(a) = a es un monomorfis-
mo de anillos.

Normalmente se identifica cada elemento a € A con el polinomio A(a) € A[X],
con lo que A es un subanillo de A[X].

Definicién 5.4. Para un polinomio f = a,X" + a,_, X" '+ -+ a; X + ap # O el
mayor indice n tal que a, # 0 se llama grado de f y se representa por gr(f). Si
f = 0 definimos gr(f) = —co.

Cada uno de los sumandos ;X' se llama monomio o término (de grado i) del
polinomio f.

El término no nulo de mayor grado se llama término lider. El coeficiente a,, #
0 del término lider se llama coeficiente lider y el término de grado cero ay se llama
término constante.

Un polinomio f = X" + a,_; X"' + -+ + a; X + a, cuyo coeficiente lider vale
1 se llama polinomio monico.

Un polinomio f se llama constante si gr(f) < 0, es decir, cuando f € Im(1).

Teorema 5.5. Para cualquier anillo conmutativo A y cualesquiera polinomios
f, g € A[X] se verifica
gr(f + &) < max(gr(f),gr(g))
gr(fg) < gr(f) +gr(g)

Si A es un dominio de integridad se verifica

gr(fg) = gr(f) +gr(g)

Corolario 5.6. El anillo conmutativo A es un dominio de integridad si y solo si
A[X] es un dominio de integridad.

En cualquier dominio de integridad es importante determinar el grupo de uni-
dades y los elementos irreducible y primos, para poder estudiar sus propiedades
de divisibilidad. En este sentido los primeros resultados son los siguientes:

Proposicion 5.7. 1. Sea A un dominio de integridad. Los elementos invertibles
de A[X] son exactamente los invertibles de A

2. Todo polinomio X — a € A[X] es irreducible.
La propiedad mas importante de un anillo de polinomios es la siguiente:

Teorema 5.8 (Propiedad universal del anillo de polinomios). Sea A un anillo con-
mutativo, 1 : A — A[X] la inclusion de A en el anillo de polinomios. Para todo
anillo conmutativo B, todo homomorfismo de anillos o : A — By todo elemento
b € B existe un vinico homomorfismo de anillos ev,, : A[X| — B tal que (evy)A = o
yevp(X) = b.



Esta propiedad se visualiza mejor en un diagrama: Dadas A y o existe un tinico
evy, que hace el siguiente diagrama conmutativo y aplica X en b:

A—2 A[X]
7 éevb

1

B

Demostracion. Sea f = Y, a;X". Definimos evy,(f) = YL, o(a;)b', es decir, apli-
camos o a todos los coeficientes de f, sustituimos X por b y realizamos en B las
operaciones indicadas. Es rutina comprobar que ev, es un homomorfismo de ani-
llos, que

evp(X)=b

yqueev,-Ad=o0.
Sea ahora 7 : A[X] — B otro homomorfismo de anillos que verifique las
mismas propiedades y sea f = X, a; X' € A[X] arbitrario. Entonces

n n

() =) aX) = Y w(a)r(X) = Y oab’ = evy(f)
i=0

i=0 i=0
luego T = ev,, es tnico. O

El morfismo ev,, del teorema anterior se llama morfismo de evaluacion en b.
Se aplica sobre todo cuando o es una inclusion, es decir que para todo a € A,
o(a) = a. En este caso evy(a, X" + -+ a X +ag) = a,b" +---+ab+agesel
resultado de evaluar f en by se representa por ev,(f) = f(b).

Definicion 5.9. Un elemento a € A se llama cero o raiz de f si f(a) = 0.

Todo polinomio f € A[X] define una aplicacion polinémica f : A — A

mediante f(a) = f(a). En general, distintos polinomios pueden definir la misma
aplicacion polinémica.
Ejemplo 5.10. Sea A = Z, el anillo de las clases de restos modulo 2. Sean f = 0,
g =X>+X,h =X+ X polinomios de Z,[X]. Como polinomios son distintos,
pero los tres definen la misma funcién polinémica Z, — Z,, a saber la funcién
que aplica todo elemento (sélo hay dos) de Z, en el cero de Z,.

El proceso de construir el anillo de polinomios en una indeterminada puede
aplicarse a cualquier anillo conmutativo, en particular a un mismo anillo de poli-
nomios A[X]: Sea Y otra indeterminada. Definimos A[X, Y] = A[X][Y], el anillo
de polinomios en dos indeterminadas con coeficientes en A. Sus elementos son de

la forma .
f = Z ainl YJ
i,J
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donde la suma es finita (En lugar de ello se suele decir que tomamos la suma sobre
todos los pares i, j pero con a;; = 0 para casi todo par (i, j), es decir, para todos
excepto un conjunto finito).

Mas generalmente, definimos inductivamente el anillo de polinomios en las
indeterminadas X4, ..., X, por la regla

AlXy, ..., X, ] = A[X,, ..., X1 1[X,]

. En otras palabras, consideramos a los elementos de A[X},...,X,] como poli-
nomios en X, con coeficientes en A[X],..., X,—1]. Naturalmente existe un mo-
nomorfismo 4 : A — A[Xj,...,X,] y A se identifica con el subanillo Im(2) de
AlXy, ..., X,

Lema 5.11. El anillo conmutativo A es un dominio de integridad si y solo si lo es
AlXy, ..., Xl

Demostracion. Induccidn sobre n. O

De la definicioén tenemos que todo elemento f de A[X|,..., X,] se escribe de

manera tinica como
f = Z ail_",‘nX;.l A X:{'

Aqui g;, ;, esta determinado de manera unica como el coeficiente en f del mo-
nomio Xi‘ ... X". Formalmente la suma anterior es infinita, pero de hecho sélo
un nimero finito de coeficientes son distintos de cero. Ya que las indeterminadas
conmutan entre si con los elementos de A, el anillo A[X}, ..., X,] depende simé-
tricamente de las X;; asi que X,, no juega ningin papel especial. Podiamos haber
escrito f como un polinomio en X; con coeficientes en A[Xj, ..., X,] o escoger
cualquier otra X;.

Definicion 5.12. Cada producto M; = Xi‘ ... X" se llama monomio primitivo; el
término correspondiente ail._,inX’i' X,’1 se llama monomio o término monomial,
su grado total (o sencillamente grado) es )’ i;, y el grado en X; es i;. El grado de
f es el maximo de los grados de sus términos no nulos.

Por ejemplo f = 2X;X3X3 — X7 X; + 7X§ es de grado 5 en X, de grado 6 en X,
y de grado 3 en Xj3; el grado total de f es 9.

Definicion 5.13. Un polinomio en el que todos los términos tienen el mismo grado
total se llama polinomio homogéneo o también una forma. En una indeterminada
las tinicas formas son los monomios, pero ya para dos indeterminadas puede haber
otros, por ejemplo las forma cuadraticas aX? + bXY + cY?.

Un criterio prictico de homogeneidades es el siguiente
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Lema 5.14. El polinomio f € A[X\, ..., X,] es homogéneo de grado k si y sélo si
para otra indeterminada t se verifica que

ftXy, ... tX,) = £ F(X1, ..., X,).

A veces es conveniente ordenar los monomios. Incluso para propdsito tan sen-
cillo como escribir la expresion total de un polinomio es necesario un orden total
de los monomios. Con frecuencia se usa el orden lexicogrdfico definido asi: Entre
monomios de distinto grado grado total, el de mayor grado precede al de menor
grado. Entre monomios del mismo grado total, el monomio Xil ... X" precede a
X{l .. X,ﬁ si la primera diferencia no nula iy — ji,...i, — j, €s positiva.

Por ejemplo, X;X,X3 precede a X]X3 y es precedido por X;X;X;. En cual-
quier polinomio, el primer término monomial (en el orden lexicografico) entre los
términos de grado médximo se llama el término lider

5.2. El algoritmo de la division con resto

Teorema 5.15 (Algoritmo general de division). Sea A un anillo conmutativo y
sean f,g € A[X] con el coeficiente lider de g invertible. Entonces existen tinicos

q,r € AlX] tales que f = qg +ry gr(r) < gr(g).

Demostracion. Induccién sobre gr(f). Sean f = a, X"+ -+ a1 X +apy g =
b, X™+ -+ by. Si gr(f) < gr(g), tomamos g =0y r = f. Sea ahora gr(f) =n >
gr(g) = m. Definimos

fi=f~(@bHX"™"g (5.1)

Es inmediato que gr(f;) < gr(f) y por induccién existen q;,r € A[X] tales que
fi = q1g + rcon gr(r) < gr(g). Despejando en 5.1 vemos que

[ = (@b HX"™"g + f = (@b, )X" g + q1)g + r

Definimos g = (a,b;)X" g + q, y tenemos demostrada la existencia de cociente
y resto.

Para ver la unicidad, sea f = gg +r = g;g+r. Trasponiendo términos tenemos
(g — q1)g = r — r;. Como el coeficiente lider de g es invertible se verifica

gr(g) > max(gr(r), gr(ry)) = gr(r—ry) = gr((q — q1)g) = gr(q — q1) + gr(g)

lo que implica que gr(q — q;) = —c0y g —q; = 0. Luego ¢ = ¢, y por tanto
r=ri. O

Corolario 5.16. Sea K un cuerpo. Entonces K[X] es un anillo euclideo



Demostracion. En un cuerpo, todo elemento no nulo es invertible. Asi que para
todo polinomio no nulo g el coeficiente lider es invertible. Por el teorema anterior,
para cualesquiera polinomios f, g con g # 0 existen unicos g, r tales que f = gg+r
con gr(r) < gr(g). Esta es la segunda condicion en la definicion de anillo euclideo.

Por otro lado todo cuerpo es un dominio de integridad, asi que para dos poli-
nomios no nulos f, g se verifica gr(fg) = gr(f) +gr(g) > gr(f). esta es la primera
condicion de dicha definicion

Por tanto K[X] es euclideo respecto a la funcién grado. O

Corolario 5.17 (Teorema del resto). Sea A un anillo conmutativo, a un elemento
de Ay f € A[X] un polinomio. Entonces existe un q € A[X] tal que

f=&X-ayq+ fla)
y (X —a) divide a f siy solo si f(a) = 0.

Teorema 5.18. Sea A un dominio de integridad y sea f € A[X]. Sean a,...,a, €
A elementos distintos tales que f(a;) = 0 parai = 1,...m. Entonces (X —
ay)...(X—ay))dividea f.

Demostracion. Induccion sobre m. Para m = 1 esto es parte del teorema del resto.
Seam > 1. Por induccién f = (X —ay)...(X —a,-1)g con g € A[X]. Evaluamos
en a,:

0= f(am) =(am—ay)...(an— am—l)g(am)

Como los g; distintos, a,, —a; # Oparai =1,...m — 1. Como A es un dominio de
integridad, g(a,,) = 0. Por el teorema del grado g = (X — a,,)g;. Sustituyendo en
la expresion de f nos queda f = (X —ay)...(X — a,,-1)(X — a,,)g, y por tanto el
producto (X —ay)...(X —a,,)) divide a f. O

Corolario 5.19. Sea A un dominio de integridad y f € A[X], f # 0. El niimero de
raices de f en A es menor o igual al grado de f.

Ejemplo 5.20. El teorema y corolarios anteriores son falsos para anillos conmuta-
tivos generales: Sea f = X — 1 € Zg[X]. En Zg el polinomio f tiene cuatro raices
distintas: 1, 3,5,7. Ademas (X — 1)(X — 3) no divide a f.

Corolario 5.21. Sea A un dominio de integridad, a, ..., a,, elementos distintos

de Ay f,g € A[X] tales que gr(f),gr(g) <y f(a;)) = gla)) parai =1,...n+ 1.
Entonces [ = g.

Demostracion. El polinomio f — g tiene grado menor o igual a n y tiene n + 1
raices distintas. Luego tiene que ser el polinomio cero. O



Corolario 5.22. Sea A un dominio de integridad infinito y sean f, g € A[X] tales
que para todo a € A se verifica f(a) = g(a). Entonces [ = g.

Este tltimo corolario nos dice que si A es un dominio de integridad infinito, la
correspondencia entre polinomios y funciones polindmicas es biyectiva.
El anterior corolario se generaliza a varias indeterminadas:

Teorema 5.23. Sea A un dominio de integridad y f € A[X,, ..., X,] tal que para
cualesquiera ay, . . .,a, € A se verifica f(ay,...,a,) = 0. Entonces f = 0.

Demostracion. Induccion sobre n. O

Corolario 5.24 (Principio de irrelevancia de desigualdades algebraicas). Sea A un
dominio de integridad y sean f,g,h € A[X], h # O tales que para a,...,a, € A,
h(ay,...,a,) #0= f(a,...,a,) = glay,...,a,). Entonces f = g.

Demostracion. El polinomio (f — g)h se anula sobre todos los ay,...,a, € A.
Luego (f — g)h = 0. Como A[Xj,...,X,] es un dominio de integridad y & # 0,
necesariamente f — g = 0. O

El principio de irrelevancia de desigualdades algebraicas se llama también
propiedad de densidad, por su interpretacién en geometria algebraica.

5.3. Factorizacion

Sea K un cuerpo. El anillo K[X] es un dominio euclideo y por tanto también
es un dominio de factorizacion unica.Vamos ahora a estudiar la factorizacién de
polinomios en ese anillo. En primer lugar caracterizamos los elementos inverti-
bles:

Lema 5.25. Las unidades de K[X] son los polinomios constantes no nulos.
El primer teorema proporciona algunos polinomios irreducibles:

Teorema 5.26. Los polinomios de grado uno son irreducibles en K[X].
Estos son los unicos irreducibles si 'y solo si todo polinomio de K[ X] de grado
positivo tiene una raiz en K.

Demostracion. El primer resultado se deduce del teorema del grado.

Supongamos que todo polinomio irreducible es de grado uno. El anillo K[X]
es un dominio de factorizacién unica, por tanto todo polinomio f no constante
es divisible por un irreducible, asi que existe un b; X — by con b; # 0 tal que
f = (b1X — by)q. Pero entonces f(b,/by) = 0y f tiene unaraiz b, /by € K.

A la inversa, si todo polinomio no constante tiene una raiz en K, sea f un
polinomio irreducible y sea a € K tal que f(a) = 0. Por el teorema del resto X —a
divide a f. Como f es irreducible, debe ser asociado a X — a y por tanto es de
grado uno. O



Definicion 5.27. Un cuerpo en que todo polinomio no constante tiene una raiz se
llama algebraicamente cerrado.

El llamado teorema fundamental del dlgebra dice que el cuerpo C de los
nimeros complejos es algebraicamente cerrado. Este hecho fue conjeturado por
D’ Alembert y demostrado por primera vez por el gran Gauss en su tesis doctoral.
Dicha demostracién tenia una laguna, pero a lo largo de su vida Gauss proporcion6
cinco demostraciones correctas distintas. Sin embargo todas esas demostraciones
utilizan bastante maquinaria analitica (como es propio, porque la construccion de
C se basa en R que es el objeto de estudio del anélisis matemédtico). Desde un pun-
to de vista puramente algebraico, el hecho de que C sea algebraicamente cerrado
es relativamente poco importante. Es mas importante demostrar que todo cuerpo
K es un subcuerpo de otro cuerpo K algebraicamente cerrado.

La factorizacion de polinomios con coeficientes en un cuerpo algebraicamente
cerrado (como C) es muy sencilla: Todo polinomio no constante es un producto
de polinomios de grado uno.

Sobre los ndmeros reales es casi igual de facil: Todo polinomio es no constante
es un producto de polinomios irreducibles de grado uno y dos. Sobre el cuerpo Q
de los nimeros racionales la situacion es muy diferente: Existen polinomios irre-
ducibles de todos los grados y para un polinomio f € Q[X] dado puede ser dificil
hallar sus factores. El resto de esta seccién va encaminado a intentar factorizar
polinomios en Q[X].

Vamos a establecer los teoremas en un contexto mas general: Sea A un dominio
de factorizacion unica y sea K su cuerpo de fracciones.

Definicion 5.28. Para todo polinomio no nulo f = a,X"+- - -+a, € A[X] llamamos
contenido de f ac(f) = m.c.d.(a,,...,ap).
Un polinomio f € A[X] se llama primitivo si c¢(f) = 1.

Lema 5.29. Todo polinomio [ € A[X] se expresa como f = c(f)f, con fi primi-
tivo.

Teorema 5.30 (Lema de Gauss). El producto de dos polinomios primitivos es
primitivo.

Demostracion. Sean f = a,X" + --- + ag, g = b, X" + -+ + by dos polinomios
primitivos de A[X]. Sea p € A un primo de A arbitrario. Como f, g son primitivos,
m.c.d.(a,,...,ap) =1 =m.c.d.(b,,...,by) y en cada uno de ellos existe por lo
menos un coeficiente no divisible por p. Sean a; y b; los primeros coeficientes no
divisibles por p, de forma que para todo k > i, p divide a a; y paratodo [ > j, p
divide a b;. En el polinomio producto fg consideramos el coeficiente del término
de grado i + j:

Cirj = (@irjbo + -+ + ainbj1) + aibj + (ai1bjuy + - - - + aobiy,



Todos los términos del primer paréntesis (que puede ser vacio) so divisibles por
p, como también lo son todos los términos del segundo paréntesis (que también
puede ser vacio). Asi que ci.; = qip +a;bj + gop con q1,q> € A. Si p dividiese a
ci+j, Necesariamente p | a;b; y como p es primo, dividiria a uno de los factores, lo
cual es imposible. Luego p no divide a ¢, ;.

Hemos demostrado que para todo primo p € A existe un coeficiente del pro-
ducto & = fg que no es divisible por p. Luego el maximo comin divisor de los
coeficientes de /i es 1 y h es primitivo. O

Corolario 5.31. Para dos polinomios f, g € A[X], el contenido del producto es el
producto de los contenidos, es decir c(fg) = c(f)c(g).

Teorema 5.32. Sea f € A[X] primitivo. Entonces f es irreducible en A[X] si y
solo si es irreducible en K[ X].

Demostracion. Supongamos que f = gh es una factorizacion de f en K[X]. Mul-
tiplicando por un denominador comtn obtenemos k = af = bgh;, donde a,b € A
y los polinomios gy, &; son primitivos. Por el lema de Gauss el producto g/, tam-
bién es primitivo. Luego a y b son ambos contenidos del polinomio ., luego son
asociados. Sea b = ua con u invertible. Sustituyendo y simplificando nos queda
f = (uf1)g: donde ufy, g1 € A[X]son primitivos y gr(ufi) = gr(f), gr(g1) = gr(g).
Luego f es factorizable en A[X].

A lainversa, sea f = gh una factorizacién en A[X]. Los polinomios f, g no son
constantes y tienen sus coeficientes en K, luego esa misma es una factorizacion
en K[X].

Hemos visto que f es reducible en A[X] si y s6lo si es reducible en K[X]. El
contrarreciproco es el resultado buscado. O

Corolario 5.33. Los elementos irreducibles en A[X] son de uno de los siguientes
tipos:

1. Polinomios de grado cero que son irreducibles en A
2. Polinomios primitivos que son irreducibles en K[X].

Teorema 5.34. Sea A un dominio de integridad. El anillo A es un dominio de
factorizacion uinica si y solo si A[X] es un dominio de factorizacion unica.

Demostracion. En primer lugar supongamos que A[X] es un dominio de facto-
rizacion unica. Los elementos de A pertenecen a A[X] y por tanto descomponen
de manera tnica como producto de irreducibles en A[X], necesariamente todos de
grado cero. Por tanto todo a € A descompone de manera tinica como producto de
irreducibles en A. Luego A es un dominio de factorizacién tnica.
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A la inversa sea A un dominio de factorizacion tnica. Sea f € A[X] no cero.
Descomponemos f = c(f)f; con f; primitivo. Descomponemos c(f) = p;...p;
en producto de irreducibles en Ay fi = ¢ ...q, en producto de primitivos irre-
ducibles en K[X]. Entonces f = p;...p.q: ...q, es una descomposicién de f en
producto de irreducibles en A[X].

Sea ahora p un irreducible en A[X] y sean f,g € A[X] tales que p divide al
producto fg.

Si gr(p) = 0, entonces p es irreducible y primo en A y p divide al contenido
c(fg) = c(f)c(g). Luego p divide a c(f) (en cuyo caso divide a f) o divide a c(g)
(en cuyo caso divide a g. Luego p es primo.

Si gr(p) > 0, entonces p es un polinomio primitivo irreducible y por tanto
primo en K[X]. Luego p divide a f o a g en K[X]. Sea ¢ un polinomio en K[X] tal
que f = pq. Extrayendo contenidos, vemos que ¢ pertenece a A[X] y por tanto p
divide a f en A[X]. Luego p es primo en A[X].

Hemos demostrado que todo polinomio de A[X] descompone como producto
de irreducibles y que todo irreducible es primo. Luego A[X] es un dominio de
factorizacion dnica. O

Corolario 5.35. Sea A un dominio de integridad. Entonces A es un dominio de
factorizacion vnica siy solo si A[X,, . .., X,] es un dominio de factorizacion tinica.

Corolario 5.36. Sea K un cuerpo. El anillo K[X,, ..., X,] es un dominio de fac-
torizacion unica.

5.4. Criterios de irreducibilidad

En esta seccion A es un dominio de factorizacién tnica y K es su cuerpo de
fracciones, salvo mencién expresa en contrario.

La factorizacion en el anillo de polinomios A[X] presenta dos problemas préac-
ticos relacionados entre si:

1. Dado un polinomio f € A[X] determinar si es reducible o irreducible
2. Si f es reducible, factorizarlo en irreducibles.

Para el primer caso muchas veces basta tener criterios suficientes (es decir,
que si un polinomio satisface el criterio, es irreducible. Si no lo satisface no pode-
mos decir nada). Evidentemente, una solucion general del segundo punto incluiria
criterios necesarios y suficientes para que un polinomio dado sea irreducible.

Empezamos determinando los factores de grado uno:

Proposicion 5.37. Sean f = a, X" +---+ag, g = b,,X + by € A[X] con a,, b,, # 0.
Si g divide a f, necesariamente b,, divide a a, y by divide a a
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Demostracion. Sea h = ¢;X* + -+ + ¢y € A[X] tales que f = gh. Entonces el
coeficiente lider del producto es a, = b,,c; y el término independiente es a, =
boco

Corolario 5.38 (Regla de Ruffini). Sea f = a,X" +---+ayy sea a/b € K tal que
m.c.d.(a,b) = 1y f(a/b) = 0. Entonces a divide a a, y b divide a ay.

La regla de Ruffini la describi6é ya Newton en su libro Arithmetica Universa-
lis (publicado en 1707, cincuenta y ocho afios antes del nacimiento de Ruffini),
para determinar las raices racionales y enteras de polinomios con coeficientes en-
teros. El corolario anterior permite usarla para hallar las raices de polinomios con
coeficientes en cualquier dominio de fatorizacién tunica.

Ejemplo 5.39. Sea f = X* + 4 € Z[X]. Cualquier raiz racional suya debe ser de
la forma a/b con b | 1y a | 4. Luego las posibles raices racionales de f son
1,-1,2,-2,4,—-4. Un célculo rdpido muestra que ninguno de estos nimeros es
raiz de f, luego el polinomio f no tiene raices en Q.

Ejemplo 5.40. Sea ahora f = X* + 4 € J[X]. Los divisores de 4 son ahora 1,1 +
i,2,2 + 2i,4 y sus asociados (todos los productos por las unidades +1,+i). Un
nuevo cdlculo muestra que f(1 +i) = f(1 —i) = f(-=1+1i) = f(—-1 —i) =0, luego
f tiene cuatro raices en J y factoriza como

X*+4=X-G(+D)X-0-))X—-(=i+ D)X - (=i —1)
Un criterio de aplicacién muy ripida es debido a un discipulo de Gauss:

Teorema 5.41 (Criterio de Eisenstein). Sea f = a,X" + --- + ag un polinomio
primitivo y sea p € A un primo tal que p { a,, p | a; parai = n—1,...,apy
p* 1 ap. Entonces f es irreducible en A[X].

Demostracion. Supongamos que f es reducible, f = ghcon g = b, X" + --- + by
yh=c¢X +---+coconm,r >1yn=m+r. Como p no divide a a, = b,.c,,
necesariamente p 1 b,, y p 1 ¢,. Como p divide a ay = bycy, p debe dividir a uno
de los factores, sea p | by. Entonces p no divide a ¢ porque p? 1 ay = bocy. Sea
i tal que p 1 b; pero p | b; para todo j < i. El coeficiente en f del término de
grado i es a; = bicy + (bi_1c1 + -+ + byc;). Todos los términos del paréntesis son
divisibles por py p 1 bicy, luego p 1 a;. Pero i < m < n, luego por la hipdtesis
p | a;, contradiccion. O

Ejemplo 5.42. Sea f = 2X° —6X> +9X? — 15 € Z[X]. El polinomio f es primitivo
porque m.c.d.(2,-6,9,—15) = 1. El primo 3 divide a todos los coeficientes menos
al lider, y 3% = 9 no divide al término independiente, luego f es irreducible en
Z[X].
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Ejemplo 5.43. Sea f = Y> + X*Y?+ XY + X € K[X, Y] con K un cuerpo arbitrario.
Como K[X,Y] = A[Y] con A = K[X] dominio euclideo, aplicando el criterio de
Eisenstein con el primo X € A[X] vemos que f es irreducible en K[X, Y].

A veces el polinomio dado no satisface las condiciones del criterio de Eisens-
tein pero un transformado sencillo si las satisface. Del siguiente lema podemos
deducir entonces la irreducibildad del polinomio original:

Lema 5.44. Sea A un dominio de integridad y sea f € A[X]. Sea a € A arbitrario
ysea f,(X) = f(X+a). Entonces f descompone como f = gh con gr(g), gr(h) >0
siy solo si f, = g.h,. En este caso gr(g,) = gr(g) > 0y gr(h,) = gr(h) > 0.

Demostracion. Calculo trivial. m|

Corolario 5.45. Sea A un dominio de factorizacion tinica y sea f € A[X] primi-
tivo. Sea a € A arbitrario tal que f, sea primitivo. Entonces f es irreducible si y
solo si f, es irreducible

Ejemplo 5.46. Sea f = X*+1 € Z[X]. No podemos aplicar directamente el criterio
de Eisenstein a f. Pero

fi=fX+D=X+D*+1=X"+4X+6X>+4X +2

satisface las condiciones del criterio de Eisenstein con p = 2. Luego f; es irredu-
cible en Z[X] y por tanto también lo es f.
Ejemplo 5.47. (Este ejemplo se remonta a Gauss). Sea p € Z un primo. El polino-
mio
_XP -1

Pox-1
se llama p-ésimo polinomio ciclotomico. Vamos a comprobar que @, es irreduci-
ble en Z[X] (y por tanto en Q[X]): Calculamos el desarrollo de f = ®,(X + 1):

=X 4 X X+ 1

_<X+1>P—1_<Zf’:()x’>—1 2 (P\ o
= -1 Z()X1

=

Ahora p no divide al coeficiente lider ( ) =1, pdivide a ( ) parai=p—-1,...1y

p? no divide al término independiente ( 1) = p. Luego f es irreducible en Z[X] y
por tanto también lo es ©,,.

A veces se utiliza otra transformacién del polinomio:

Definicion 5.48. Sea f = a, X" +a,_1 X" ---+a,X +ay € A[X] un polinomio con
an, ap # 0. Se llama polinomio reciproco de f al polinomio

1
ﬁec = Cl()Xn + alX"_l +---+a,41X+a, = an()—()
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Lema 5.49. Sea f € A[X] primitivo. Entonces f es irreducible en A[X] si y solo
Si frec €s irreducible.

Demostracion. Los coeficientes de f,.. son los mismos que los de f, luego f..
es primitivo. Sea ahora f = gh con m = gr(g),r = gr(h)yn = gr(f) = m+r.

Entonces {
1 1
rec — X" —|=X"Xg|l<|h|<]|= rechrec

O

Ejemplo 5.50. Sea f = 6X*+9X°>-3X?+1 € Z[X]. El primo p = 3 divide a todos
los coeficientes menos al término independiente y 32 = 9 no divide al coeficiente
lider, luego f es irreducible.

Cuando se puede aplicar, el criterio de Eisenstein es una prueba muy ripida
de irreducibilidad. Pero son muy pocos los polinomios a los que es aplicable.
Existe otro criterio que se puede aplicar a mas polinomios y aunque falle, los
resultados que se obtienen en su aplicacidn son utiles para intentar posteriormente
la factorizacién del polinomio.

Todo homomorfismo de anillos o : A — B define un homomorfismo A[X] —
B[X] que también se denota por o de la siguiente forma: Sea f = a,X" + - - + ay.
Entonces o (f) = o(a,)X" + --- + o(ay).

Proposicion 5.51. Sean A, B dos dominios de integridad con cuerpos de fraccio-
nes respectivos Ky L. Sea o : A — B un homomorfismo de anillos y sea f € A[X]
un polinomio tal que gr(o(f)) = gr(f). Si f = gh, entonces o (f) = o(g)o(h) con
gr(o(g)) = gr(g) y gr(o(h)) = gr(g).

Corolario 5.52 (Criterio de reduccion). Si o(f) es irreducible en L[ X], entonces
f es irreducible en K[X].

Usualmente este criterio se aplicaconA =Z, K=Q,B=L=7Z,y0 :Z —
Z,, la proyeccion candnica que lleva cada entero n en su clase médulo p, o sea

o(n) = in = [n],. En este caso se suele denotar o(f) = f.

Ejemplo 5.53. Sea p € Z un nimero primo. El polinomio X” — X — 1 € Z,[X] es
irreducible, luego f = X? — X — 1 es irreducible en Z[X].

De la misma forma el polinomio f = X° — 5X* — 6X — 1 € Z[X] es irreducible
en Z[X] (porque médulo 5, o(f) = X° — X — 1 € Zs[X]).

El inverso del criterio de irreducibilidad es falso:

Ejemplo 5.54. El polinomio f = X® — 3 € Z[X] es irreducible por el criterio
de Eisenstein, pero médulo 2 o(f) = (X + 1)(X*> + X + 1), luego puede ocurrir
perfectamente que f sea irreducible y o°(f) no lo sea.
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La proposicion 5.51 puede usarse combinando la informacién sobre los facto-
res de f que se obtiene utilizando diversos primos:

Ejemplo 5.55. Sea f = X°—6X*+5X>—X+2. Médulo 2 tenemos f = X°+X>+X =
X(X* + X + 1) con ambos factores irreducibles. Si f es reducible, debe factorizar
como producto de un polinomio de grado 1 por otro de grado 4.

Reduciendo médulo 3 queda f = X° —X> - X -1 =(X>+1)(X> - X —1) con
ambos factores irreducibles, asi que si f fuese reducible deberia factorizar como
producto de un polinomio de grado 2 por otro de grado 3. Luego las factorizacio-
nes médulo 2 y tres son incompatibles y f es irreducible en Z[X].

Ejemplo 5.56. Sea f = X* —22X? + 1 € Z[X]. Reduciendo médulo 2 obtenemos
f=X*+1=(X+ 1% lo que no nos da informacién interesante. Médulo 3 es
f=X"+2X>+1 = (X*>+ 1)% luego si f factoriza en Z[X], debe hacerlo como
producto de dos polinomios de grado 2, f = gh. Ademas los términos constantes
de g y h deben ser divisores de 1 y congruentes con 1 médulo 3, luego ambos
valen 1.

Supongamos que f = (X> +aX + )(X? +bX + 1) = X* + (a + b)X> + (ab +
2)X? + (a+ b)X + 1). Comparando coeficientes debe sera+b =0y ab+2 = —22,
asi que b = —a y a*> = 24. Esta ultima ecuacién no tiene solucién con a entero,
luego la factorizacion es imposible y f es irreducible.

5.5. Factorizacion en un niamero finito de pasos

Si el polinomio dado f es reducible, el problema es determinar los factores de
f en un numero finito de pasos (y en un tiempo razonable). En el libro Arithmetica
Universalis citado antes, Newton describe como hallar los factores cuadraticos de
un polinomio con coeficentes enteros. Esta es la traslaciéon de dicho método a
dominios de factorizacion tUnica:

Sea A un dominio de factorizacién tnica con un nimero finito de unidades y
sea f = gh € A[X] con

f=a,X"+ - +a
g:b2X2+b1X+b0

Entonces b, divide a a,, by divide aay y g(1) = b, + by + by divide a f(1) = a, +
-+ + ay. Estas condiciones limitan a un nimero finito las posibilidades para b,, by
y b;. Para cada una de las ternas (b,, by, by) posibles construimos el polinomio g y
probamos a dividir f por g. Asi se determinan todos los factores cuadréticos de f.

Para limitar ain mas el conjunto de posibles divisores se utiliza la condicién
de que g(—1) = b, — by + by divide a la suma alternada (-1)" f(-1) = a, — a,—1 +
---x1. Ademds podemos utilizar la informacién que hayamos obtenido reduciendo
diversos primos.
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Ejemplo 5.57. Sea f = X* +4 € Z[X]. Usando la regla de Ruffini vemos que f no
tiene raices enteras. Sea g = b,X> + b X + by un factor de f Como f es ménico,
podemos tomar b, = 1. Reduciendo médulo 2 tenemos f = X* = gh, luego
los términos constantes de g y del cociente 4 son pares. Como su producto es 4,
necesariamente by = +2. Médulo 3 tenemos f = X*+1 = (X2 +X-1)(X>-X-1),
luego by = —1 (mdéd 3), lo que nos deja by = 2.

Ahora 1 + by +2 = b; + 3 divide a f(1) = 5, lo que se verifica s6lo para
by =-8,-4,-2,2y1-by+2 =—-b; +3divide a f(—1) = 5, lo que reduce las
posibilidades a b; = —2,2. Asi que los tnicos divisores de grados dos posibles
song; = X>+2X +2y g, = X?—2X + 2. Un célculo ficil muestra que f = g,2>.

El anterior método de Newton fué extendido en 1793 por Friedrich von Schu-
bert, quien mostré cdmo hallar todos los factores de grado m en un nimero finito
de pasos. Unos 90 afos después Leopoldo Kronecker descubrié independiente-
mente el método de Schubert. Desgraciadamente el método es muy ineficiente
cuando gr(f) > 5y es mejor utilizar métodos de reduccion (descritos en [3] y [8])
. El método de Kronecker se describe en la siguiente demostracion:

Teorema 5.58 (Kronecker). Sea A un dominio de factorizacion vinica con un nii-
mero finito de unidades. Entonces es posible descomponer cualquier polinomio
f € A[X] en factores irreducibles en un niimero finito de pasos.

Demostracion. Dado un polinomio f € A[X], el método consiste en determinar
para cada m < n/2 un conjunto finito & de polinomios entre los que estdn todos
los divisores de f de grado menor o igual a m. Posteriormente se prueba a dividir
f por cada uno de los polinomios del conjunto 8 y asi determinamos los divisores
de grado menor o igual a m.

Si f = gh, para todo a € A se verifica que f(a) = g(a)h(a), luego g(a) divide
a f(a). Sean ay,...,a, € A elementos distintos. Para cadai = 0,...,m sea D; el
conjunto de divisores de f(a;). Para cada sucesion b = (by, ..., b,) € DyX---xD,,
sea gy el tnico polinomio de grado menor o igual a m que verifica gy(a;) = b;, i =
0, ...m (El polinomio gy, es el polinomio de interpolacion, que se obtiene por uno
de los métodos de Newton o de Lagrange). El conjunto & = {gp, | b € DyX---XD,,}
es finito y contiene a todos los divisores de f de grado menor o igual a m. O

En la préctica se achica bastante el conjunto & utilizando la informacién que
hayamos obtenido por reduccién médulo diversos primos, igual que hicimos antes
en el ejemplo 5.57

Ejemplo 5.59. Sea f = X0-X°-X*+X3+X?—-X~-1 € Z[X]. Queremos encontrar los
factores de grado menor o igual a tres, asi que evaluamos f en cuatro (=3+1) pun-
tos distintos. Elegimos los puntos -2, —1,0, 1. Evaluamos: f(-2) = 77, f(-1) =
I, f(0) = -1, f(1) = —1. El conjunto Dy X - - - X D3 = {1, £7, 11, £77} x {1} X
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{1} x {+1},as que en total hay que calcular 8 - 2 -2 - 2 = 64 polinomios. Usando
los interpoladores de Lagrange, estos polinomios son

(X + DX(X = 1) (X +2)X(X - 1)
SO 2T D21 b (=1 + 2)(=1)(=1 = 1)
X+)X+DX~-1)  X+2)X+ DX
2 0+20+D0-1) b3(1 +2)(1 + D(1)
X*-X  X3+X2-2X X3+2X2—X—2+bX3+3X2+2X

=b +b +b
" 6 ! 2 2 2 3 6

Jo

Calculamos los 64 polinomios. La mitad de ellos no tiene coeficientes enteros y
los restantes se agrupan de dos en dos salvo el signo. Eligiendo uno de cada par
de opuestos, nos quedan dieciseis polinomios:

by by by b3 8b
1 1 1 1 1
7 1 1 1 X+ X+1
-11 1 1 1 2X3 -2X +1
=77 1 1 1 13X - 13X + 1
1 -1 1 1 X3 -X2+2X+1
7 -1 1 1 =2X-X>+3X+1
-11 -1 1 1 X -X?+1
=77 -1 1 1 12X -X>-11X+1
1 1 -1 1 X+2X2-X-1
7 1 -1 1 2X2 -1
-11 1 -1 1 33 +2X%-3X -1
-77 1 -1 1 14X3+2X>-14X-1
1 -1 -1 1 X’+X-1
7 -1 -1 1 X+ X2 +2X-1
-11 -1 -1 1 2X3+ X2 -X-1
-77 -1 -1 1 1B3X*+X*-12X-1

El polinomio f dado es ménico, asi que buscamos factores monicos. Repasan-
do la lista anterior nos queda que sus posibles divisores moénicos de grado menor
o igual que tres son
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1

X-x-1
X+X2-2X+1
X -X*+1
X +2X°-X-1
X+X-1

X -X>-2X+1

El 1 es trivial. Probando a dividir sucesivamente por cada uno de los otros
obtenemos la factorizacion

f=X-X-DX’-X*+1)

y los dos factores son irreducibles (son de grado 3 y no tienen raices enteras).

5.6. Polinomios simétricos

Sea A un anillo conmutativo y sean X, ..., X,, indeterminadas. Sea S, el grupo
simétrico sobre {1,...,n}. Para toda permutacion o € S, definimos

o f(Xi,..., X)) = [KXoys - Xow)

Por ejemplo, sea f = XiX, — X3 y sean p = (1 3), o = (1 2 3). Entonces p - f =
XXX, - X, yo- f = XX - X

Definicion 5.60. Un polinomio f € A[X], ..., X,] se llama simétrico si para toda
permutaciéon o € S, se verificao - f = f.

Lema 5.61. El conjunto de polinomios simétricos es un subanillo de A X, ..., X,]
que contiene al anillo A.

Sea Y otra indeterminada. Formamos el polinomio

FLX,....X) = -X))...(Y = X,)
=Y -5 V" (1),
con coeficientes en A[X{,..., X,]. Los polinomios coeficientes s; = X; + --- +

Xy ..oy Sy = Xp ... X, son polinomios simétricos, y se llaman polinomios simétri-
cos elementales. Obsérvese que el polinomio s; es homogéneo de grado i.
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Definicién 5.62. Sea a.X!' ...X;" un monomio no nulo. Se llama peso del mono-
mio al entero e; + 2e; + - - - + ne,,.

Sea g € A[X\, ..., X,]. El peso de g es el mayor de los pesos de los monomios
no nulos de g.

Teorema 5.63 (Teorema fundamental de los polinomios simétricos). Sea A un

dominio de integridad y sea f € A[X,...,X,] un polinomio simétrico de grado
d. Entonces existe un unico polinomio g € A[Xy,...,X,] de peso menor o igual a
d tal que

f(Xla-"aXn) =g(S1,...,S,,)

Demostracion. Induccién sobre ny d.

Sin = 1, s6lo hay una indeterminada, asi que s; = X; y g = f verifica las
condiciones (el peso de f es igual al grado).

Sea ahora n > 1 y supongamos el teorema cierto para n — 1 indeterminadas. Si
d = 0, el polinomio f es constante. Tomando g = f se verifica el teorema (en este
caso, el grado y el peso de f son ambos iguales a cero).

Finalmente sean n > 1, d > 0 y suponemos el teorema cierto para todo polino-
mio simétrico en n indeterminadas de grado menor que d. En el anterior polinomio
F sustituimos X,, = 0. Obtenemos

FYX,....X.,00 =Y -X))...Y - X,_.))Y
=Y = (s)oY"  + o+ (D) (s )oY

donde (s;), se obtiene sustituyendo X,, = 0 en s;.

Es inmediato que (s1)o, - - -, (S,-1)0 son precisamente los polinomios simétricos
elementales en X,..., X,_1.

El polinomio f(Xj,...,X,-1,0) € A[Xj,..., X,_1] es simétrico. Por la hipdte-
sis de induccidn sobre 7, existe un polinomio g; € A[X}, ..., X,_;] de peso menor
oigual ad tal que f(Xi,...,X,-1,0) = g1((51)o, - - - » (Sn—1)0)- El polinomio

fl(Xl,---aXn) :f(Xl’---’Xn)_gl(sl,---,sn—l)

es simétrico y tiene grado menor o igual a d. Ademds f1(Xi,...,X,-1,0) =0, lue-
go fi es divisible por X,,. Como es simétrico, también es divisible por X, ..., X,_;.
Como estos factores son primos relativos, su producto divide a f;. Luego f; =
s, (X1, ..., X,) conun polinomio f, € A[X},...,X,] que es simétrico y de grado
estrictamente menor que d. Por la induccion sobre d, existe un g, € A[X}, ..., X,]
de peso menor o igual a d — n tal que

LKy, X)) = ga(s1, .5 80)
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Sustituyendo obtenemos

X, o0 X)) = 81081, .oy Su1) + Sn82(S15 -+, Sp)

y cada término del miembro de la derecha tiene un peso menor o igual a d.
La unicidad se deduce del préximo teorema. O

Teorema 5.64. Sea g € A[X,,...,X,]|. Entonces g(sy,...,s,) = 0 si y solo si
g(Xl, N ,Xn) =0.

Demostracion. Induccién sobre n. Sin = 1 el resultado es trivial.

Sea ahoran > 1y suponemos el resultado cierto para n—1 indeterminadas. Sea
g € A[Xy,...,X,] no nulo de grado minimo tal que g(sy,...,s,) = 0. Escribimos
g como un polinomio en X, con coeficientes en Xi, ..., X,_;:

g:g0+...+gd.XZl
Sustituyendo X; por s; en el polinomio g tenemos

0=go(S1s-sSuot) + . 8a(St oy Spmr)st

Sustituyendo ahora X,, = 0 obtenemos

0= go((s)os---»(Sn=1)0)

Pero los (s;)o son los polinomios simétricos elementales en Xj,..., X,_;. Por in-
duccién go(Xi,...,X,-1) = 0.

Ya que gy = 0 podemos escribir g = f - X, con f € A[X},...,X,] y por tanto
f(s15..., 808, = 0, luego f(sq,...,5,) = 0y f es de grado estrictamente menor
que g, lo cual es imposible. O

Ejemplo 5.65. Sea f = (X; + Xo)(X| + X3)(X2 + X3) € Z[X,, X,, X3]. Es facil
comprobar que f es un polinomio simétrico homogéneo de grado 3. Queremos
encontrar un polinomio g € Z[X;, X5, X3] de peso menor o igual a 3 tal que f =
g(sy, 82, 53). Para ello aplicamos la construccién de la demostracion:

I. f(X1,0,0) =0, luego g; = 0.

2. f(X1,X,0) = (X; + X2)X1X5. El resto del proceso de la demostracion es
trivial: f(X1, X2,0) = g((s1)0, (52)0) = (s1)o(s2)o.
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3. La demostracion construye ahora el polinomio

SiX1, X, X3) = f(Xi, Xa, X3) — g(s1, 52)
= (X1 + X)X + X3)(X2 + X3)
- (X] + X, + X3)(X1X2 + X1X3 + X2X3)
= (XiXy + XiXs + X, X5 + X1 X5 + X5 X3 + Xo X5 + 2X, X, X3)
—(XiXy + XiX3 + X1 X5 + X1 X5 + X0 X3 + X0 X5 + 3X, X, X3)
= X1 X2 X3
luego f(X1, X, X3) = fi(X1, X2, X3) + X1 X0 X3 = 5152 — s3.

Para escribir los polinomios simétricos se ha desarrollado una notacion es-
pecial: Llamamos Y, X' ... X' a la suma de todos los monomios distintos que
se obtienen al aplicar todas las permutaciones de S, al monomio X{'...X,". Por
ejemplo sin = 3,

Y X=X+ X+ X
Z XiX, = XiXo + XiXs + XoX| + X5 X3 + X3 X, + X3 X,
. Un polinomio simétrico general es una combinacion lineal de términos de la
forma } X|' ... X, con coeficientes en A.
Ejemplo 5.66. Sea f = Y, X?X, con n = 3. Calculamos f(Xj, X»,0) = XX, +
XX, = X1 Xo(X1 + X2) = (52)0(s1)o-

Ahora fi = f— s = LXiXo - CXiX)(X X)) = -3XX»X;. Luego
ZX%X3 = 815 — 3S3.

Ejemplo 5.67. Seguimos tomando n = 3. Sea f = ), Xf.

Entonces f(X1,0,0) = X; = (s1)5,

El siguiente paso calcula f(X;, X;,0) — (sl)g = =3(s1)o(52)0.

Luego f(X1,X>,0) = (s1); — 3(s1)o(52)o.
Finalmente calculamos f;(X1, X2, X3) = f = (57 = 3s515) = 3X1 X2 X3,
asi que f = s7 — 3515, + 353.

Ejemplo 5.68. Sea A = [],.(X; — X}). El polinomio d = A? es simétrico. Vamos a
expresarlo en funcién de los polinomios simétricos elementales para n = 3.

1. En primer lugar d(X;,0,0) = ((X; — 0)((X; — 0)(0 — 0))> = 0.

2. Ahora d(X;,X>,0) = ((X; — X2)X1X>)>. Luego d(X;,X,) = s3 - fi con
[iX1,X0) = (X — Xo)

f1(X1,0) = X2. Entonces
[X1LX0) = (s1)5 = (X - Xo)* = (X1 + Xo)* = —-4X1Xs

y por tanto f; = (s1)5 — 4(s2)o.
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3. Finalmente tenemos

gl(Xl’XZ, X3) = d(X],Xz,X3) - S%(S% — 452)
=53 .f2
con f, =6 X:X, —4 Y X; + 3X, X2 X;. Por los dos ejemplos anteriores,

d= sfs% - 4s§ + 53(6(s150 — 353) — 4(s? — 35182 + 353) + 3583)

_ 22 3 3 2
= 515, —4s; — 45753 + 18515253 — 2753

Existen otros tres métodos para expresar un polinomio simétrico en funcién
de los simétricos elementales. Quizd el mas ttil sea el método de coeficientes
indeterminados: Descomponemos el polinomio simétrico dado en suma de poli-
nomios simétricos homogéneos y expresamos cada uno de estos en funcién de los
polinomios simétricos elementales. Para ello, expresamos cada uno de los poli-
nomios homogéneos de grado d como suma con coeficientes indeterminados de
todos los K monomios posibles en los s; de peso d. Sustituimos las indeterminadas
X; por k conjuntos de valores concretos, lo que nos establece un sistema lineal
de k ecuaciones en los coeficientes, sistema que resolvemos por los métodos de
algebra lineal.

Ejemplo 5.69. Sea f =X+ X -X-X)X - X+ X5 - X)X - X — X5+ Xy).
Es féacil comprobar que f es simétrico homogéneo de grado 3. La lista de todos
los monomios posibles de peso 3 es la siguiente: s?, 5182, §3. Asi que expresamos

f= asi + bsysy + ¢S3

Ahora consideramos tres conjuntos de valores para los X; de manera que nos que-
de un sistema determinado de tres ecuaciones lineales en a, b, c. Por ejemplo los
valores

X X, X35 X4|s1 52 53
1 0 0 0|1 0 O
1 1 0 0|2 1 0
1 1 1 03 3 1

nos dan el sistema

£(1,0,0,0)=1=a
£(1,1,0,0) = 0 = 8a + 2b
£(1,1,1,0)= -1 =27a+ 9% + ¢

que tiene la solucién a = 1, b = —4, ¢ = 8. Luego

f= s? — 45185, + 853
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G . N 2.2 : :
Ejercicio 5.1. Sean > 5. Expresar el polinomio f = } x{x5x3 como un polinomio
en los simétricos elementales.

Otro tipo de polinomios interesantes son los definidos a continuacién:

Definicion 5.70. Un polinomio f € A[X|, ..., X,] se llama alternado si para toda
permutacién o € s, se verifica o - f = sgn(o)f.

El polinomio alternado no nulo mas sencillo es el producto de todas las dife-

rencias
A= l_[(x,. - X))
1<j

Cada par ordenado de indices i < j aparece exactamente una vez, asi que en
total hay n(n — 1)/2 factores lineales y A es un polinomio homogéneo de grado
n(n — 1)/2. Cuando aplicamos una trasposicion (i j) a A, los factores se permutan
entre si, excepto el factor X; — X; que se transforma en X; — X;, luego A cambia de
signo.

Teorema 5.71. Sea A un dominio de integridad de caracteristica distinta de 2.
Todo polinomio f alternado de A[X,,...,X,] es de la forma f = Ag, donde g es
simétrico.

Demostracion. Sustituyendo X, = X; obtenemos
JX, Xy, .0 X)) = (XL Xy, X))

y como car(A) # 2, necesariamente f(Xi, Xi,...,X,) =0, luego (X; —X>) divide a
f.Delamisma forma X;—X; divide a f para todo pari < j. Como estos polinomios
son primos relativos, su producto divide a f asi que existe un g € A[X},...,X,]
con f = Ag. Claramente g = f/A es un polinomio simétrico. |

Corolario 5.72. Sea f € A[X,,...,X,] un polinomio alternado. Entonces gr(f) >
n(n—-1)/2.

5.7. La resultante
5.7.1. Introduccion

El problema fundamental de la teoria de eliminacion es el siguiente: Dados
dos polinomios con coeficientes en un cuerpo F:

f=a,xX"+a,.,x""+...+a, a, #0

g =bu X"+ b1 X"+ .. + by, b, #0 (52)
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determinar si tienen una raiz comun en una extensioén de F'y en caso afirmativo
hallarla. Para responder a esta cuestion, se busca una expresion que se anule s6lo
cuando f y g tienen una raiz comun y que ademds sea calculable como funcién
racional de los coeficientes de f y g. La mds sencilla de tales expresiones es la
resultante que vamos a definir y estudiar.

5.7.2. Definicion

Sea K un cuerpo de descomposicién para fg, asi que en K[X] tenemos:

f =a,X-a)...X-a,) =a, H?:l(X — ;)

8= bu(X =) (X = B) = by [T (X — 5)) (>3)
La resultante de f'y g viene definida por
R(f.) =y, | || |- (54)

i=1 j=1

5.7.3. Propiedades

1. R(f,g) = 0 & i, tales que a; = B; (i.e., sii f y g tienen una raiz en
comun)

2. R(g, /) = (=D"™R(f,8)

3. R(f,8) = ay [1, 8(a) = (=1)"B}, ITZ, f(B))

4. R(fg.h) = R(f,WR(g, ), R(f, gh) = R(f, g)R(f,h)
5. Sim=0 (ie. si g = b es un escalar), R(f,b) = b"
6. R(XX, f) = ag; R(f, X") = (=1)"a;

7. Sig=fq+rR(f g =al® "R, 1)

Demostracion: R(f,g) = ar [1., g(a) = ab [T-,(f(a)g(a;) + r(e) =
a' T, r(e) = a) " R(f, r)

8. R(X*f,8) = biR(f, 8); R(f, X*g) = (1) aiR(f,8)
9. R(f, g) es un polinomio simétrico de grado m en las «;

10. R(f, g) es un polinomio simétrico de grado n en las §;
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11. R(f, g) es un polinomio homogéneo de grado m en las a;

Demostracion: Por la propiedad 9, R(f, g) es expresable como un polinomio
en los polinomios simétricos elementales o; = (—l)i;’—é. Por el factor aj
todos los denominadores se simplifican.

12. R(f, g) es un polinomio homogéneo de grado n en las b;

13. El término a,'bj; tiene coeficiente +1 en R(f, g)

Demostracion: Dicho término sélo aparece al desarrollar a'b”, [T, (—=5,) =
ﬂ’lbl’l
arby.

5.8. El discriminante
El caso particular mas importante de la resultante es cuando g = f” (la derivada

formal). En ese caso, R(f, f') = 0 & f tiene raices multiples. Explicitamente,
sean

f=a,X"+ a X'+ v X +a = a, H(X ;)

f=na,X""'+n-Da,. X" *+... +a;=a, Z l_[(X @;)

j=1 i#j
f(@)) = a, 1—[(0/]' - @)
i#]
R =a || F@p=a||] |@-a (5.5)

j=1 j=1 i#j

5.8.1. Definicion

Llamamos discriminante de f a D(f) = a;"* [, (e; — a;)*. Comparando con
(5.5) obtenemos:

R(f.f) = (1) a,D(f) (5.6)

5.8.2. Propiedades
1. fi, f» € FIX] = D(fif) = D(f) D()R(f1, f)*

2. fireo s fr€FIX]1= D(fi...f)=D(f)...D(f )R conR € F
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5.9. Métodos de calculo

En esta seccidn nos planteamos encontrar una expresion explicita (o un méto-
do de calculo) para R(f,g) y D(f) en funcién de los coeficientes de f y g. Para
ello existen diversos métodos que pasamos a describir.

5.9.1. Calculo directo

Las propiedades halladas para la resultante permiten calcular directamente el
discriminante de polinomios particulares. Veamos algunos ejemplos:

1. Ejemplo: f = X"—1=[]L,(X — ), f' = nX""!

D(f) = (D)5 R(f, f) = (-1)*% ”]‘[f(a»-( D ”]—[ naj” =

i=1

n(n "(ﬂ 1)

(-1 (n(az))" O e e
En particular si g es impar, f = XY -1, D(f) = (—1)(’%'(1‘1

2. Ejemplo: f = X'+ XP2 4+  +X+1 p primo impar. Sea g = X — 1.
Entonces fg = X” — | = D(fg) = (=1)z p”
§=1=D(@g =R@gg)=1 R(f.9) = f(1) =
Luego D(fg) = D(f)D(R(f,8)* = D(f) = (-1)'7 pr~

3. Ejemplo:

f=X+aX+b=X-a)X - @)X -a3)
f=3X"+a D(f) = =R(f, )
3

3
R =] |Gt v =] | F@
i=1 i=1

30z3+aa~ _ .
Pero f'(a;) = 3a? +a = P o Zaait3b
a; a,-

Llamamos §; = 2aa,+3b > ;= ﬁ’ 30 asi que S; es raiz de (X )3+aX 3b+b
= B15:8; = 8a*(27j3 +3%_p)= 27193 +4a’b

H?:](zaai + 3b) B 27b + 4a’b
H?:] Q@; - -b

y por tanto D(f) = —(4a> + 27b%)

3
R f) = | flen=- = 27b + 4d°
i=1
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4. Ejemplo:
f=X+aX’+b=X-a)X - )X —a3)
f =3X*+2aX = X(3X +2a) f'(a) = o;(3a; + 2a)

Sea8; = 3a; +2a = a; = '8"%2“ y los B; son raices de (¥32)* + a(¥332)* + b

= B1Bafs = 33 () — a(X2)? - b) = —(4a® + 27b)
Luego R(f, ') = [T, f"(@) = TTi- @i [T3 Bi = (=b)(~(4d® + 27b))
y D(f) = =R(f, ") = =b(4a’ + 27b)

5. Ejemplo:

5
f:X5+aX+b:H(X—a/i) f’:5X4+a
i=1
507 +ac;  —daaq; - Sb

f(@)=5a+a= =

— _ Bi=5b ¢ ‘ X-5b\5, ,,X-5b
Llamamos B; = 4aa;+5b = «; = =~ asique f; esraizde (=>°)’+a= > +b

= 1018 = 4y’ (G)° + 3 = b) = (5b)° + 4%’

4
5 5 ﬁ

D(f) = R(f, f) = ﬂf’(a,-) = _115;1 = 55t + 4445

i=1

i=1 @i
6. Ejemplo:
5
f=X+ax*+b=||X-a)

i=1
f=5X"+4aX’ = X’(5X + 4a) f'(&;) = &} (5a; + 4a)

Sea 8 = 5a; + 4a = a; = 3 y los B; son raices de (252)° + a(¥3%)* + b

= [15, 6 = 5°((4)° — a(%)* - b) = (4’ + 5D)
Luego D(f) = R(f. f) = [T, f'(@) = [Ty & [T i = B(4*a° + 5°b)
7. Ejemplo:
f:X""'aX"‘b:n(X—a[) f=nX""+a
i=1

ne +ae;  —(n— laa; —nb
fla)=nai™ +a=— i Jaa;
a; a;
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Llamamos g8; = (n— 1)aa; + nb = «; = (ﬁ asi que S; es raiz de (( 1)a)"

ag-+ b= [15 Bi = (=1)'((n - Da)" (- 1)" oY = 2+ b) = (nb)" +

(n Da (n—1)a

(=D"(n = 1)"'a"(=b)

Hl lﬁl

nbnl 1n1 1n—]n
M +(=D"(n=-1)""a

R(ff)—ﬂf( ARNC V-

D(f) = (D) T R(f.f) = (=D @"0" + (1) (0 - 1))

8. Ejemplo:

f=X"+aX""' +b= H(X —a) f=nX"'+(n-DaX"=
i=1
X?mX+(m-Da)  f(@) = (na; + (n - 1)a)

Bi—(n—Da (n Da X—(n=Dayn
)t

Seaf =na;+(n—1)a=a;, = y los 3; son raices de (
a(EnNy1 o T B = (-5 - sbeyt ) =
—(n—=1D"'a"+ (-1)'n"b

Luego R(f, f") = TIi, f'(@) = T, @} 2 T Bi = (=b)"(=(n = 1y"'a" +
(=n)"b)
yD(f)=(=1)>

n(n 1) (n— l)(n+2)

R(f.f) = (D) F202((n = 1y~'a" + (-1 n"b)

5.9.2. Método modular

A partir de la propiedad 7 de la resultante puede desarrollarse un método muy
econdmico para el cdlculo de la resultante de algunos pares especiales de polino-
mios: En primer lugar, sean

f=a,X"+...+a g=X-b
Diviendo f entre g obtenemos:
f=gfi+fb)

Por las propiedades de la resultante obtenemos:

R(f,8) = (=1)'R(g, /) = (=1)"R(g, f(b)) = (=1)" f(]) (5.7)

Sean ahora
f=a,X"+...+aq g=b,X"+...+ b

27



y sean p, g;, 1, s; tales que
k !
pe| [x-agp=r]x-s) (médf)
i=1 j=1

Entonces

k l
R(f, PR OR(E | [(X = a) = @ *'RGE IR | (X = 570)
i=1

j=1
Pero por (5.7)

R(f.p)=p"  R(f;n)=1"

k k k
RO [ [&x=an =] [RUEX=a0 = [~1)'fia)
i=1 i=1 i=1

l l l
RO [ [ =5 =] [RGEX =) = [ [=1"f(s0)
j=1 j=1 j=1

Despejando en (5.9),

1 l X
R(f,g) = (=1) ks gm+ii r M
' p Hf:l f(a)
Ejemplo: Sean

f:XS_X2+15 g:f/:5X4_2X

Tomamos k =1,1=2, p; =1, po = 0 y calculamos:

Xg=5X"-2X*=5f+3X"-75=3(X-5)(X+5) (mdd f)

P ) (=5)
D — R / — _1 5(1+2) -
(f)=R(f, f)=(D 0

5 (5° =52 + 15)((=5)° = (=5)* + 15) _ g5 10? - 510
15 15

5.9.3. Por el algoritmo de Euclides

(5.8)

(5.9)

= 3*5(5* — 4)

Dividiendo g por f obtenemos g = fg+r con gr(r) < gr(f). Por las propiedades

Ty 2,
R(f,8) = d) " R(f,r) = (=1)""Va " OR(r, f)

Por induccién sobre el grado llegamos a gr(r) = 0 y aplicamos la propiedad 5.
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1. Ejemplo:
f=aX+b
f=a
R(f,f,) =a
D(f) =1

2. Ejemplo:

f=aX*+bX +c
ff=2aX+b
=X+ Df +e-5)
R(f, /) =R(f, /) = Qa)*R(f",c — &) = 2a)’(c — &) = a(4ac — b?)
D(f) = (~1)T LR(f, ') = b — 4ac

3. Ejemplo:
f=X*+aX+b
f =3X*+a
f:%Xf’+r r:i—“X+b
- 2
f :(%X_%)FJH,] = 27b4;—24u3

R(f, ) = R(f', ) = 3R(f',r) = 3°R(, ') = BEPR( 1) = da? H ke
D(f) = =R(f.f") = ~(4a’ + 271"

5.9.4. Determinante de Euler-Sylvester-Cayley

Multiplicando f sucesivamente por 1,X,...,X" !y g por 1,X, X"! e igua-
lando a cero nos queda el siguiente sistema de (n + m) ecuaciones en las (n + m)
incégnitas 1, X, X2, ..., X" 1

Xm—lf — Clan+m_1 + an_lxn+m—2 + . + aoxm—l
Xm_zf _ anxn+m—2 + . + a]xm—l + aoxm—Z
1f = a, X" + . + aop
Xn—l g = bmxn+m—l + bm_lxn+m—2 + . + boxn—l
X' 2g = b X2+ .+ b X"! o+ pyX?
g = b, X™ + . + bo

Por el teorema de Rouché, este sistema tendrd solucion si y sélo si el de-
terminante de los coeficientes es cero. Este determinante se llama resultante de
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Euler-Sylvester-Cayley:

a, du_1 ... ap 0 0

0 a, ap-1 ... a ... 0

10 0 e. Gy Au_1 ... Qo
=y bt oo by O ... 0
0O b, by ... by ... 0

0 0 oo by bp_1 ... by

Vamos a ver que C(f, g) = R(f, g): Como C(f,g) = C(ay,...,a0,bp,...,by)y
los a; y b; son polinomios simétricos en «; y ; respectivamente, obtenemos que
C(f, &) es un polinomio simétrico en a; y ;. Por otra parte, si f y g tienen una
rafz comun, el anterior sistema lineal tiene solucion, luego Vi, j (a; — B)) | C(f, g)
= R(f,g) | C(f, g). Contando grados vemos que el cociente tiene grado cero (i.e.
es una constante). Luego C(f, g) = AR(f, g). Pero el término a)'b);, aparece con
coeficiente +1 en C(f,g) yen R(f,g) = A = 1.

1. Ejemplo: Tomando f = aX? + bX + ¢,g = f' = 2aX + b tenemos:

a b c
R(f,g)=|2a b 0|=ab®+4a’c - 2ab* = a(4ac — b*)
0 2a b

2. Ejemplo: f = X>+aX+b,g=3X*>+a

1 0abo
010ab
R(f,9)=|3 0 a 0 0|=4d’+27b*
030ao0
0030ua

5.9.5. Determinante de Bezout

La resultante de Cayley proporciona una expresion sencilla y elegante para
R(f,g). Sin embargo, el orden del determinante es (m + n), muy alto para los
célculos practicos. Vamos a desarrollar otro método basado en la misma idea pero
donde el determinante que va a aparecer es de orden max(m, n). En primer lugar
consideramos m = n, 0 sea que f y g son del mismo grado. Definimos los elemen-
tos:
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Cij:{ Cljbiaaibj SIOSZ,]SH
en otro caso
Observese que ¢;j = —c¢;; y que ¢; = 0.
Si todos los ¢;; son cero, existe un A tal que g = Af. En lo que sigue excluimos
este caso. Consideremos ahora los polinomios:

hi=b;f —a;g i=0,1,...,n (5.10)
Si¢;; # 0, del sistema:
hi =bif —aig
hj=b;f —a;g
obtenemos:
a; :
f= _jhi - ﬁhj
Cij Cij
b; b;
g=—hi— —h;
Cij Cij

luego h;, h; tienen un cero en comun si y s6lo si f'y g tienen un cero en comun, y
las raices comunes de f'y g son precisamente las raices comunes a todos los 4;.
Formemos ahora los polinomios:

g =hy =byf —ang = Z?_l dOin:
g1 =x80+ -t = (OuX +buo)f — (@nX + an-1)g =3 diiX’
@ =xgi+hio =B X2+ by X +bya)f — (@ X+ a1 X +ay0)g = 20 doX!
Gl =Xgnoa+th =B, X"+ +b)f - (@X" + ... +al)g = 3" i X
(5.11)

Los g; tienen un cero en comun < los A; tienen un cero en comin & fy g
tienen un cero en comun. Veamos la forma general de los coeficientes d;;. Por
construccion,

doi = cni dyi = di-1-1 + cp—t;- Demostraremos por induccién sobre k que
k
dii = ) Cojirke) (5.12)
Jj=0

Para k = 0 es trivial. Supongamoslo cierto para k — 1. Entonces

k-1

dii = di_1io1 + Cpogei = E Cn—jit+j—k T Cn—k,i
Jj=0
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Las raices comunes de f'y g dan lugar a soluciones no triviales del sistema:

don_lX”_l +...+dyX+dyl =0
dln_lX”_l +...+d X+ dl()l =0

dn_l’n_1Xn_] + ...+ dn_]’]X + dn_]’()l =0
Llamamos resultante de Bezout de fy g al determinante de este sistema:

don-1 .. doo

dn—l,n—l dn—l,O

Como cada c;; es homogéneo de grado 1 en a; y en b}, di; también es homogéneo
de grado 1 en ambos, y B(f, g) es un polinomio homogéneo en las a; y en las b;
de grado 2n. Igual que para la resultante de Cayley, B(f, g) es cero cuando fy g
tienen una raiz en comun, luego B(f, g) = AR(f, g) y contando grados, 4 € F.
Para determinar A observamos el término a;,bg. En la resultante de Cayley este
término solo aparece en el desarrollo de la diagonal principal y por tanto tiene
coeficiente +1. En B(f, g) aparece en el producto de todos los ¢, = a,by —apb, de

la diagonal secundaria, luego tiene coeficiente sgn(o) siendoo = (1 n)(2n—-1)...
n(n— n(n-1)
2

luego sgn(o) = (~1)™" y por tanto A = (-1)*=, B(f, g) = (-1)“T"R(f, g).
En caso de que gr(g) = m < gr(f) = n, tomamos g, = X" g, formamos la
resultante de Bezout de f'y g; y utilizamos la propiedad 8 de R(f, g):

n(n n(n—1)

B(f.X""g) = (=1)"T R(f.X""g) = (=1)"T """ "R(f, g)

Para calcular el discriminante de un polinomio, g = f’, m = n—1 y nos queda:

n(n

B(f.Xf) = (=1)"T "aR(f, f) = (1) apa,D(f)

asi que

—1)
MﬁzZ;B@Xﬁ

ademads, en este caso los ¢;; tienen una forma sencilla: Sean

f=a,X"+a,.. X" ' +... +a
g=Xf"=na,X"+...+a1X=b,X"+...+ b

luego b; = ia;, ¢;; = (j — Daja;, y

k k k
dyi = Z Cn—ji+j—k = Z(i +2j—k—n)a, jaij = — Z(’l —i+k=2))a.jaij«

J=0 J=0 J=0
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y nos queda la expresion:

_dO,n—l e —d()’()
D(f) = ' :
a,ao
—Up-1n-1 -+ “THUp-10
1. Ejemplo: f = aX?> +bX + ¢
_lyab 2ac| .,
D(f)_%Zac bc = b7 —dac
2. Ejemplo: f = X3 +aX +b
0 2a 3b
D(f) = p 2a 3b 0 |=—-(4d’ +27b%)
3b 0 ab

3. Ejemplo: f = a3X® + axX? + a, X + ay

asdy 2613611 3613610
D(f) = s 2asa, 3asay + ara; 2axay
370 3(13610 2(12610 ajap

4. Ejemplo: f = asX* + a3X° + e, X* + a1 X + ay

asas 2614612 3614611 461461()

D(f) _ 1 2614612 3614612 + asa, 4614610 + 2613611 3613610
asap| 3asa;  4asap + 2aza;  3azap + axa;  2axag

4614(10 3(13(10 2612610 a o

5. Ejemplo: f = (15)(5 + 614)(4 + (13X3 + 612X2 + a1 X + ag

asay 2asas 3asa, dasa,
2asas  3asa, + asaz dasa, + 2asa, Sasagy + 3aqa,
D(f) = — 3(15612 4615611 + 2a4a; 5615610 + 3aq4a, + asay 4614610 + 2613611
dsdo dasa, Sasay+ 3asa dasag + 2aza, 3azay + ara,

5615&() 4a4a0 3613610 2612610

33

5615610
daag
3613610
2612610
ajdp




Referencias

[1] J. A. Beachy and W. D. Blair, Abstract Algebra, Waveland Press 1996
[2] Z. 1. Borevich and I. R. Shafarevich, Number Theory, Academic Press 1966
[3] L. Childs, A Concrete Introduction to Higher Algebra, Springer 1979

[4] H. Cohn, A Classical Invitation to Algebraic Numbers and Class Fields,
Springer 1978

[5] P. M. Cohn, Classic Algebra, Wiley and sons 2000
[6] D.S. Dummit and R. M. Foote, Abstract Algebra 2nd ed., Prentice-Hall 1999

[7] J. A. Gallian, Contemporary Abstract Algebra 5th edition, Houghton Mifflin
2002

[8] D. E. Knuth, The Art of Computer Programming, vol. 2: Seminumerical Al-
gorithms 3rd edition, Addison-Wesley 1998

[9] S. Lang, Algebra 3rd edition, Addison-Wesley 1993

[10] I. Niven, H. S. Zuckerman and H. L. Montgomery, An Introduction to the
Theory Of Numbers, Wiley 1991

34



