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Nombre:

Problemas de Relatividad General

Resuelve los tres problemas abajo y entrégalos al profesor antes del
w15 de noviembre 2013 (problema 1)

w 15 de diciembre 2013 (problema 2)

w 15 de enero 2014 (problema 8)

Los ejercicios entregados serdn evaluados y constard un 20 % de la nota final de la asignatura (siendo el
examen final el restante 80 %). Si se hace el trabajo en grupo (mdzimo de 3 personas), basta entregar una
sola copia con los nombres de todos los colaboradores.

1. Relatividad especial:
a. Considera la accién de una particula relativista con masa mg y carga eléctrica ¢ en el espacio de
Minkowski, acoplada al potencial electromagnético A,,,

Spartl’cula = —%mo/dT Nuv et — q/dT jj‘uA#(x(T))' (1)

Demuestra que la ecuacién de movimiento de z* es la Segunda Ley de Newton relativista para una
masa sometida a la fuerza de Lorentz.
b. Considera la accién de Maxwell para el campo electromagnético, en el espacio de Minkowski,

SMachll - _i/d4x F#U(.TE)F“U(I) - /d417 ]#(I)A#(I)5 (2)

donde j* es la densidad de corriente y F},, = 0,4, —0,A,. Demuestra que la ecuacién de movimiento
de A, es la ecuacién inhomogénea de Maxwell. ;Cémo esta codificada la ecuacién homogénea de
Maxwell en esta accién?

c. Demuestra que tanto la accién (1) como (2) son invariantes bajo la transformacién gauge

A, — Ay + 0,A. (3)

2. Geometria diferencial:
a. Considera la métrica §,; de la esfera bidimensional S? con radio Ry en coordenadas esféricas,

d3? = Rg(d92 + sin? 9dcp2). (4)

Calcula los simbolos de Christoffel, el tensor de Ricci y el escalar de Ricci. Argumenta que la tnica
componente no-trivial del tensor de Riemann es Ry¢, y calcula su valor. Demuestra que el tensor de
Riemann satisface la identidad

Rabcd = Ra2(§ad§bc - gacgbd)- (5)



b. Considera ahora la métrica g, (u,v = 60,a) de una esfera N-dimensional SV con radio Ry en
coordenadas esféricas,

ds* = R2 (d92 + sin? 0 Gap(z) dw“dwb), (a,b=1,2,..,N —1) (6)

donde §up(7) es la métrica de la esfera (N — 1)-dimensional SV~ lo que implica que su tensor de
Riemann satisface la identidad (5). Demuestra que los tinicos sfmbolos de Christoffel no-cero son I'_,
I‘Zb y I'¢,. Demuestra que las tinicas componentes no-triviales del tensor de Riemann son Rgugq ¥y
Rapeq y demuestra que satsiface la identidad

R,ul/p)\ = Raz (g,u)\gvp - g,upgu)\) . (7)

. El agujero negro de Reissner-Nordstrom:
Considera la accién de Einstein-Maxwell en cuatro dimensiones

1 1
Sew = [t Vgl [ 5ok = 1Ew™) ®)

donde F),, = 0,A, — 0, A,.

a. Calcula la ecuacién de Maxwell y la ecuacién de Einstein sin traza y demuestra que en general las
soluciones de esta accién no son Ricci planas, pero si tienen curvatura escalar cero, es decir, R, # 0,
pero R = 0.

b. Considera el Ansatz para una métrica y un campo eléctrico esféricamente simétricos y estaticos

ds? = A q2 — 2Brgp? _ 2 (d92—|— sin? 9d¢2), F,. = E(r), 9)

donde A(r), B(r) y E(r) son funciones a determinar. Demuestra F}, satisface la identidad de Bianchi
para cualquier E(r), pero la ecuacién de Maxwell sélo si

arp) @
Br) = 4D L (10)
donde @) es una constante de integracién, que corresponde con la carga eléctrica de la solucién.
c. Escribe y resuelve las ecuaciones de Einstein para el Ansatz (9) con el campo eléctrico (10). ;En
qué se distingue esta solucién de la de Schwarzschild?



