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Formalismo de Palatini y sus implicaciones en la
teoría Einstein-Hilbert libre y acoplada

Alejandro Jiménez Cano

Resumen

En el presente trabajo expondremos la teoría Einstein-Hilbert en dimensión arbitraria aco-
plada a lagrangianos de materia independientes de la conexión, y obtendremos las ecua-
ciones de movimiento mediante el formalismo métrico y el formalismo de Palatini. En el
primero se toma la conexión de Levi-Civita y en el segundo se admite una conexión general
independiente de la métrica. Calculamos la solución general de la ecuación de la conexión
e interpretamos la física de las soluciones haciendo incapié en las que son diferentes de la
Levi-Civita. A continuación, resolvemos el problema mediante Vielbein, en el fibrado tan-
gente, demostrando que ambos procedimientos son equivalentes bajo ciertas condiciones
lícitas. Finalmente, con el apoyo de los Vielbein, introduciremos en el espaciotiempo un
campo espinorial local de Dirac y resolveremos las ecuaciones de movimiento obteniendo,
de nuevo, la conexión más general compatible con la teoría; el espín, que no aparecía en los
anteriores casos, jugará un papel importante como fuente de torsión.

“Si buscas resultados distintos, no hagas siempre lo mismo”.

Albert Einstein





Índice general

Notación III

Convenios VI

1 Introducción y motivación 1

2 Nociones y bases matemáticas 4
2.1 Variedades diferenciables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2.1.1 Variedades y coordenadas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.1.2 Espacio tangente y cotangente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2.2 Cambios generales de coordenadas y tensores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.3 Métrica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2.3.1 Geodésicas métricas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.4 Conexión afín y curvatura . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.4.1 Conexión afín y derivada covariante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.4.2 Transporte paralelo y geodésicas afines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.4.3 Curvatura y torsión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.5 Desviación geodésica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.6 Métricas y conexión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.6.1 Conexiones métricas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.6.2 Conexión de Levi-Civita . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.6.3 Descomposición de una conexión afín general . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.7 Principio de acción estacionaria . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

3 Dinámica de la Relatividad General bajo los formalismos métrico y de Palatini 16
3.1 Punto de partida: acción y métodos variacionales en Relatividad General . . . . . . . . . 16
3.2 Ecuaciones de los campos y la métrica mediante ambos formalismos . . . . . . . . . . . 18

3.2.1 Ecuación de movimiento de los campos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
3.2.2 Ecuación de Einstein en el formalismo métrico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
3.2.3 Ecuación de Einstein en el formalismo de Palatini . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
3.2.4 Formalismo métrico como caso particular a nivel de ecuaciones de Einstein . . . 20

3.3 Ecuación de la conexión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

4 Relatividad General desde el espacio tangente 22
4.1 Formalismo de los Vielbein . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

4.1.1 Concepto de Vielbein . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
4.1.2 Conexión de espín y curvatura de espín . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
4.1.3 El postulado del Vielbein . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

4.2 Acción en el espacio tangente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
4.3 Formalismo de primer orden desde el tangente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

4.3.1 Ecuación para los Vielbein. Ecuaciones de Einstein . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
4.3.2 Ecuación general para la conexión de espín . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

I



II Índice general

5 Conexiones de Palatini 29
5.1 Solución general de la ecuación de la conexión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
5.2 Tensor de Riemann y sus contracciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
5.3 Ecuaciones de movimiento bajo las conexiones de Palatini . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
5.4 Análisis de las geodésicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
5.5 Desviación geodésica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
5.6 Propiedad homotética . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
5.7 El problema de la indetectabilidad y la interpretación de las soluciones de Palatini . . . 35

6 Gravedad acoplada al campo de Dirac 37
6.1 El campo de Dirac en el espacio de Minkowski . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
6.2 El campo de Dirac en espacios curvos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
6.3 Gravedad acoplada al campo fermiónico de Dirac . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
6.4 Ecuación de Dirac . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
6.5 Ecuaciones de Einstein . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
6.6 Ecuación de la conexión de espín . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
6.7 Solución general . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

6.7.1 Resolución de la ecuación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
6.7.2 Curvatura de las soluciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
6.7.3 Más propiedades de las soluciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

7 Conclusiones 46

Apéndices 48

A Variaciones útiles 50
A.1 Variación de la curvatura con una conexión afín general . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
A.2 Variación δSRicci bajo la conexión de Levi-Civita . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
A.3 Variaciones del tensor de curvatura de espín bajo una variación de la conexión de espín 51
A.4 Variación del Vielbein y la conexión de espín bajo TLL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
A.5 Variación de la acción de los campos de materia bajo TLL . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

B Más sobre la curvatura y la torsión de espín 54
B.1 Tensor de curvatura de espín y contracciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
B.2 Tensores y escalares de curvatura de espín bajo los postulados del Vielbein . . . . . . . . 54

B.2.1 Los postulados del Vielbein y la antisimetría de la conexión de espín . . . . . . . 54
B.2.2 Consecuencias de los postulados sobre la curvatura de espín . . . . . . . . . . . . 55

B.3 Torsión de espín . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

Bibliografía 58



Notación

TABLA DE SÍMBOLOS

M Variedad / espaciotiempo

TpM, T ∗
pM, T

(r, s)
p M Espacio tangente, cotangente y tensorial de tipo (r, s) a M en p

TM, T ∗M, T(r, s)M Fibrado tangente, cotangente y tensorial de tipo (r, s) de M

D Dimensión de la variedad

⊗ Producto tensorial

gµν Componentes del tensor métrico del espaciotiempo en una base
de cordenadas

ηab Componentes de la métrica del espaciotiempo de Minkowski en
cartesianas

eaµ, eµa D-bein y D-bein inverso1

g, e Determinantes del tensor métrico gµν y del Vielbein eaµ

V, W, E,...; V µ,Wµ, Eµ
ν ,... Vectores, formas, tensores,... ; sus componentes

(PV) Postulado del Vielbein
�
µ
ρν

�
Símbolos de Christoffel

Γσ
µν Conexión afín

∇µ, R λ
µνρ , T σ

µν Derivada covariante, curvatura y torsión asociadas a Γσ
µν

ω b
µa Conexión de espín

Dµ, R b
µνa , T a

µν Derivada covariante, curvatura y torsión asociadas a ω b
µa

Dµ Derivada completamente covariante

Dsp
µ Derivada espinorial

L, S Densidad lagrangiana y acción

Gµν Tensor de Einstein

κ = 8πGN Constante de las ecuaciones de Einstein (con GN la cte de
gravitación de Newton)

τχµν Tensor energía-momento de Hilbert para la materia χ

tχµν Tensor energía-momento respecto al Vielbein para la materia χ
�

|g|dDx Elemento de volumen D-dimensional invariante bajo cambios
generales de coordenadas

LD o bien R1,D−1 Espaciotiempo de Minkowski en D dimensiones.

1Abusaremos del lenguaje y llamaremos a ambos Vielbein aunque la dimensión sea arbitraria.
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IV Notación

χ Campo general (escalar, vector, espinor, conexión, ...)

φ Campo escalar

Aµ, Fµν Potencial y tensor electromagnético

Aµ, Fµν ; Bµ, F̃µν Campo no-dinámico asociado a las conexiones de Palatini y
tensor asociado; idem para las conexiones Dirac-Palatini

Ψ, Ψ Biespinor (espinor de Dirac) y biespinor adjunto

� Constante reducida de Planck (h/2π)

i Unidad imaginaria

γa Matrices gamma en D dimensiones

��B ≡ γaBa Feynman slash

TLL Transformaciones locales de Lorentz

CGC Cambios generales de coordenadas (difeomorfismos)

ISO(D − 1, 1), iso(D − 1, 1) Grupo de Poincaré en D dimensiones y su álgebra de Lie

SO(D − 1, 1), so(D − 1, 1) Grupo de Lorentz en D dimensiones y su álgebra de Lie

P a Generadores de las traslaciones espaciotemporales

Mab, Mab
vect, Σab Generadores del álgebra de Lorentz: general, en repres. vectorial

y en repres. espinorial

L�
∗, Λa

b, Lspin
A
B Transformación de Lorentz: general, en repres. vectorial y en

repres. espinorial

θab Parámetros de una transformación de Lorentz

Spin(D − 1, 1), spin(D − 1, 1) Recubridor universal del grupo de Lorentz (grupo de espín) y
su álgebra de Lie

Diff(M) Grupo de difeomorfismos de la variedad M

≡ Igualdad remarcable, identidad

:= Igualdad por definición

� Producto semidirecto

[M, N ]ij , {M, N}ij Conmutador y anticonmutador de matrices (u operadores
diferenciales)

[V, W]µ, [Pa, Mab] Corchete de Lie de campos vectoriales o de elementos de un
álgebra de Lie

1 Operador o matriz identidad



Notación V

Y, a continuación, puntualizamos dos notaciones que utilizaremos:

❏ Simetrizador y antisimetrizador (indicado para dos índices; la generalización es automática):

V(µWν) :=
1

2
(VµWν + VνWµ) , V[µWν] :=

1

2
(VµWν − VνWµ) .

Obsérvese que VµWν = V(µWν) +V[µWν]. Todo lo que esté dentro del paréntesis o el corchete se
somete a anti/simetrización:

V(µWaν) :=
1

6
(VµWaν + VµWνa + VaWµν + VaWνµ + VνWaµ + VνWµa) .

Para simetrizar el objeto VµWaν en µ y ν, usaremos barras para señalar los índices que no se ven
afectados por estos símbolos, es decir:

V(µW|a|ν) =
1

2
(VµWaν + VνWaµ) .

El simetrizador o el antisimetrizador solo lo haremos actuar sobre índices de abajo o de arriba,
nunca mezclados. De modo que no es necesario incluir barras, por ejemplo, para el índice a en el
caso V(µW

a
ν). Si quisiéramos incluirlo en la simetrización deberíamos bajarlo, gabV(µWbν) [ver

criterio de índices Pág. VI].

❏ Trabajaremos con diferentes conexiones. Distinguiremos los objetos asociados del modo si-
guiente:

Rµν , Γ
σ
µν , ∇µ, ... (generales) ,

R̊µν , Γ̊
σ
µν , ∇̊µ, ... (de Levi Civita/form. métrico) ,

R̄µν , Γ̄
σ
µν , ∇̄µ, ... (form. de Palatini para Einstein-Hilbert) ,

R̃µν , Γ̃
σ
µν , ∇̃µ, ... (form. de Palatini para Einstein-Hilbert-Dirac) .



Convenios

❏ Tomaremos la velocidad de la luz en el vacío igual a la unidad c = 1.

❏ Signatura de la métrica: asignaremos + a las componentes temporales y − a las espaciales de la
métrica. Por ejemplo, para una métrica lorentziana cuadrimensional tendríamos (+−−−).

❏ Índices

Emplearemos continuamente el convenio de sumación de Einstein según el cual índice repeti-
do arriba y abajo en un término se supone sumado en todos sus posibles valores (en general será la
dimensión del espacio en el que vivan las componentes del objeto).

• Para tensores, los índices arriba se corresponden a la parte contravariante (vectorial) del
tensor y los de abajo a la covariante (covectorial).

• Para objetos no tensoriales, los índices arriba o abajo se fijan de forma adecuada según
convenga para trabajar de la forma más fluida y cómoda posible [ver Criterio de índices,
más adelante].

• Índices griegos en minúscula: µ, ν, ρ, λ, τ, η, ... se refieren a componentes en una base ho-
lónoma o de coordenadas {∂µ} si están arriba o su dual {dxµ} si están abajo.

• Índices latinos en minúscula: a, b, c, d, e, f, ... se refieren a componentes en una base no
holónoma ortogonal {ea} si están arriba o su dual {ea} si están abajo.

• Índices latinos en mayúscula: A, B, C, ... son índices espinoriales.

❏ Criterio de índices

Es un resultado muy importante que utilizaremos exhaustivamente y que se basa en lo siguien-
te. Dado un objeto con componentes etiquetadas por ciertos índices, este debe tener una forma
fundamental (o definición); pues diremos que, respecto a esta forma, sus índices no espinoriales
suben y bajan con la métrica correspondiente y se transforman de un tipo a otro mediante los Vielbein.
Por ejemplo, sea un tensor definido M aµνb

c , entonces:

Mdaµνb := ηcdM aµνb
c , M aµ b

ρ λ := ecρgλνM
aµνb

c , ...

Puede parecer una trivialidad dado a lo que se está acostumbrado en Relatividad General, pero
no lo es en absoluto. Subir y bajar índices consiste en intercambiar partes covariantes con partes
contravariantes y esto solo es lícito cuando el objeto es tensorial. Sin embargo, nuestro criterio
de índices se extiende a objetos no tensoriales. Por ejemplo, la conexión de espín se define ω b

µa ,
pero a veces nos la encontraremos con los dos índices abajo ωµab; este objeto, estrictamente
hablando, no es la conexión de espín, es una notación para referirnos a ω c

µa ηcb, la cual facilita
mucho la escritura.

Pero hay que tener cuidado con ella: consideremos un lagrangiano que depende de los Vielbein
y de un objeto Wµa(χ) (no necesariamente tensorial), con el campo χ independiente del Vielbein.
Al derivar respecto al Vielbein Wba, hemos de tener en cuenta que hay un Vielbein “escondido”
pues esta es una forma de denotar eµbWµa.

❏ El tensor de Riemann, la torsión, el tensor de Ricci y el escalar de curvatura que emplearemos
los definimos del siguiente modo:

Rµνρ
λ := ∂µΓ

λ
ρν − ∂νΓ

λ
µρ + Γλ

µσΓ
σ
νρ − Γλ

νσΓ
σ
µρ , Rµν := R ρ

µρν ,

Tλ
ρν := Γλ

ρν − Γλ
νρ , R := gµνRµν .

VI



1 Introducción y motivación

La Teoría de la Relatividad General se sustenta fuertemente en el principio de equivalencia según el
cual la gravedad es un artefacto de las coordenadas elegidas, pudiéndose suprimir localmente con un
cambio adecuado de las mismas. Sin embargo, no puede deshacerse globalmente como consecuencia
de la curvatura del espaciotiempo. Einstein identificó gravedad con curvatura y a ésta la relacionó
con el contenido de energía del universo mediante sus conocidas ecuaciones de Einstein1:

G̊µν = −κτµν , (1.0.1)

donde G̊µν := R̊µν− 1
2gµνR̊ es el tensor de Einstein dependiente del tensor de Ricci R̊µν y del escalar de

curvatura del espaciotiempo R̊ , κ = 8πGN es una constante relacionada con GN , la constante de gra-
vitación universal, y τµν es el tensor energía-momento que contiene la información sobre la distribución
de materia y energía. De momento no es importante saber qué significa cada uno de estos objetos, los
definiremos en los próximos capítulos. Lo importante es el mensaje: la curvatura es producida por la
materia y la energía y, a su vez, la dinámica de éstas está condicionada por la curvatura.

La forma del tensor G̊µν , puede deducirse a partir de asunciones de consistencia físico-matemática:
el espacio plano (sin curvatura) ha de ser solución para el vacío (τµν = 0), la energía debe conservarse
localmente (∇̊ρτµν = 0),... así lo construyó Einstein.

Sin embargo, días antes de la publicación de Einstein, David Hilbert publicó las ecuaciones de
Einstein del vacío,

R̊µν − 1

2
gµνR̊ = 0 , (1.0.2)

así como un modo de obtenerlas mediante la imposición del principio de acción estacionaria sobre la
acción

SEH =

ˆ

dDx
�

|g| 1
2κ

R̊ , (1.0.3)

que llamaremos acción de Einstein-Hilbert, donde g es el determinante del tensor métrico. Sin embargo
el modo de derivar las ecuaciones de movimiento presenta una sutileza y ésta tiene que ver con la
arbitrariedad de lo que llamaremos conexión. Este objeto va a proporcionarnos un modo de trans-
portar “paralelamente” vectores en un espacio curvo donde este no puede llevarse a cabo de forma
natural como en los planos. Y, gracias a ello, podremos comparar vectores próximos y de aquí obtener
una definición de derivada que va a casar bien con las transformaciones que gobiernan el espacio-
tiempo que son los cambios generales de coordenadas. Y es con este objeto con el que se construyen
los tensores de curvatura y torsión que diferenciarán a la variedad del espacio plano. En física y en
matemáticas se suele elegir como conexión la de Levi-Civita, cuya existencia y unicidad están garan-
tizadas y que, además de destacar por sus propiedades, queda completamente determinada por el
tensor métrico. De estas propiedades, una de las más destacadas es el hecho de que las trayectorias
más “rectas”2 entre dos puntos coinciden con las trayectorias que minimizan la acción de la partícula
libre (los caminos “cortos”3) entre entre ambos. Con una conexión general no es cierto, y este es uno
de los argumentos más fuertes para elegir la conexión de Levi-Civita (y es una razón física).

Por otra parte, si consideramos el lagrangiano de gravedad más sencillo, el de Einstein-Hilbert, ve-
mos que es función exclusiva de la curvatura (i.e. de la conexión) y de la métrica. Al elegir Levi-Civita
[ec. (1.0.3)], deja de intervenir la conexión como un campo independiente y ahora todo depende de la
métrica. Efectivamente, tal y como hizo Hilbert, variando e igualando a cero con este planteamiento
(formalismo métrico) se reproducen las ecuaciones de Einstein del vacío.

1En noviembre de 1915, Einstein las publicó en una forma equivalente: R̊µν = −κ
�
τµν − 1

2
gµντ

�
con τ = gµντµν .

2Aquellas en las que la 4-velocidad se mantiene “paralela” a sí misma a lo largo de la curva
3Estrictamente hablando, puntos críticos de la longitud.
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Sin embargo, si optamos por mantener una conexión general (formalismo de Palatini) obtendremos
además una ecuación para la conexión. Como veremos, usualmente se le impone alguna condición
que acaba reduciendo el espacio de soluciones a una sola, la de Levi-Civita, que aparece en escena
como la “legítima” conexión para la Relatividad General. En este trabajo pretendemos resolver en
general esta ecuación, sin imponer nada, y obtener de forma explícita las conexiones más generales4

permitidas para nuestra teoría de gravedad. Veremos que las propiedades de estas conexiones son
sorprendentes; de hecho, siendo matemáticamente diferentes de la de Levi-Civita, parecen describir
(a efectos de lo que estudiaremos aquí) la misma física. Por ejemplo, la coincidencia de trayectorias
“más rectas” con las de partículas libres también se da para todas estas soluciones (¡no solo para
la de Levi-Civita!). Luego, parece ser que la elección de la conexión de Levi-Civita se lleva a cabo
por conveniencia, por sencillez. No parece haber una razón física que justifique dicha elección. Com-
probaremos además que todo esto sigue siendo válido si añadimos al vacío campos de materia que
satisfacen ciertas condiciones.

En general, al aplicar el formalismo de Palatini, esperamos que la conexión de Levi-Civita sea
una de sus soluciones. Se puede comprobar [3, 19] que esto solo ocurre para las teorías Lovelock,
en las cuales se agregan ciertos términos de curvatura a la lagrangiana que modifican la dinámica
(Einstein-Hilbert es un caso particular). En otros casos ambos formalismos dan lugar a teorías muy
diferentes. Por ejemplo, en gravedad Einstein-Hilbert acoplada al campo de Dirac, el espín del campo
genera torsión en el espaciotiempo y una de las características de la conexión de Levi-Civita es que
su torsión es cero, por lo que, si partimos de la conexión de Levi-Civita, estamos agregando una
ligadura a mano que repercutirá en el espín; otros ejemplos muy estudiados de inequivalencia son
las f(R)-gravities, teorías de gravedad modificada en las que se sustituye el escalar de Ricci de la
acción Einstein-Hilbert por una función arbitraria del mismo. En lo relativo a estas teorías f(R), en
el formalismo de Palatini se ha encontrado recientemente un gran filón para la cosmología, de donde
extraer nuevas teorías para la materia oscura y la energía oscura (véase por ejemplo [7]).

Como se observa, es un tema relacionado con aspectos realmente fundamentales de la Relatividad
General, en los que hay pequeños vacíos que intentaremos rellenar con nuestro estudio. No preten-
demos analizar fenómenos concretos sino la forma de deducir la dinámica a partir de una acción, es
decir, afinar en la propia estructura de la teoría.

Terminamos describiendo brevemente cómo hemos organizado el trabajo:

❏ Capítulo §2. Este capítulo se añade por cuestiones de completitud y por fijar un marco mate-
mático. En él vamos a recorrer la geometría diferencial desde los conceptos más básicos hasta
establecer todas las herramientas que necesitamos para trabajar. Al final, recordaremos las ecua-
ciones de Euler-Lagrange en teoría de campos.

❏ Capítulo §3. Resolveremos por el formalismo métrico y de Palatini la gravedad de Einstein-
Hilbert con materia mínimamente acoplada a esta e independiente de la conexión. Concluire-
mos con la deducción de la ecuación de la conexión, a cuyas soluciones llamaremos conexiones
de Palatini.

❏ Capítulo §4. Presentamos ahora una descripción alternativa y equivalente a la anterior. Ana-
lizaremos la Relatividad General como una teoría que describe un espaciotiempo localmente
Minkowski y equipado con un campo, el Vielbein, que contendrá la información sobre la geo-
metría de la variedad.

❏ Capítulo §5. Sin duda, el corazón del trabajo. Aquí resolveremos la ecuación de la conexión,
estableceremos la forma general de las conexiones de Palatini y estudiaremos sus propiedades
matemáticas y físicas.

❏ Capítulo §6. Este capítulo es una ampliación personal en la que consideraremos la ya mencio-
nada gravedad Einstein-Hilbert acoplada a un campo que depende de la conexión: el campo de

4Estas conexiones generales ya han aparecido en la física pero en contextos diferentes y no se ha dado una interpretación a
la física que describen. Véase [23] donde el contexto es una gravedad modificada con un término adicional en la lagrangiana,
y [26] donde se introduce simplemente como un objeto auxiliar para el estudio de soluciones simétricas (caso particular).
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Dirac. Campo de enorme relevancia en física pues describe fermiones de espín 1/2. Esta teoría
no puede construirse como las del capítulo §3 debido a las propiedades de los espinores y ha de
aprovecharse la estructura localmente plana descrita en §4 para introducirlos. Resolveremos las
ecuaciones de movimiento en el caso de una conexión completamente general, y obtendremos
un resultado muy parecido al del capítulo §5. La novedad será un término adicional ligado al
espín y que será fuente de torsión en el espaciotiempo.

Los apéndices finales no forman parte del trabajo en sí. Constituyen simplemente una recopilación
de material complementario y algunos cálculos accesorios que lo complementan.



7 Conclusiones

Concluimos recopilando los resultados más relevantes de nuestro estudio. En primer lugar, hemos
resuelto mediante el formalismo de Palatini la teoría Einstein-Hilbert (libre y/o con materia indepen-
diente de la conexión) y encontrado la forma general de todas las conexiones afines que verifican la
correspondiente ecuación del movimiento:

Γ̄ρ
µν = Γ̊ρ

µν +Aµδ
ρ
ν , (7.0.1)

donde Aµ es un campo no-dinámico arbitrario. Hemos comprobado que todas las soluciones de esta
familia, para cada elección de Aµ, parecen describir la misma física. Las trayectorias autoparalelas
coinciden con las críticas en todos los casos y, como estas últimas son independientes de la conexión,
concluimos que las geodésicas afines de cualquiera de ellas, son pre-geodésicas afines para cualquie-
ra de las otras. Y si queremos pasar de una a otra, basta con reparametrizar las curvas de manera
adecuada para obtener exactamente las mismas ecuaciones.

Pero describir las mismas trayectorias no es suficiente si la interacción gravedad-materia es di-
ferente. Dedicimos entonces estudiar si las conexiones de Palatini poseen la misma curvatura, y en-
contramos que coinciden para aquellas diferenciadas por un término “pure gauge”. De este modo,
podemos agrupar las conexiones de Palatini en diferentes familias, cada una con una curvatura. Sin
embargo, resulta sorprendente que la parte de la curvatura que interviene en la desviación geodésica
y en las ecuaciones de Einstein es la misma en todos los casos. A esto nos referimos cuando decimos
que describen la misma física; lo decimos en un sentido “rudo” pues, sin embargo, no descartamos
que en otras situaciones más sutiles se manifiesten efectos físicos. Asímismo, hemos comprobado que
las conexiones de Palatini son las únicas conexiones cuyo transporte paralelo es homotético al de
Levi-Civita, por lo que son aquellas que, respecto a esta última, no alteran la dirección de los campos
al transportarlos.

Dado que Levi-Civita es una solución y las diferencias entre los efectos físicos de unas y otras no
parecen ser observables, concluimos que los formalismos métrico y de Palatini son equivalentes en
este sentido. Pero es importante recalcar que las soluciones de Palatini son matemáticamente diferen-
tes. De modo que, la elección de Levi-Civita no está, a efectos de lo que hemos visto, justificada por
la física, sino por mera sencillez matemática.

Hemos visto también que aplicar el formalismo de primer orden desde el tangente con los Vielbein
nos reproduce exactamente las mismas ecuaciones de movimiento, siempre que los campos satisfagan
sus correspondientes ecuaciones de movimiento.

Finalmente, decidimos resolver mediante el formalimo de primer orden la gravedad acoplada al
campo de Dirac, con objeto de observar la repercusión del espín en la dinámica. Y comprobamos
efectivamente, cómo este aparece como una fuente de torsión en el espaciotiempo. La conexión so-
lución tiene un aspecto que recuerda a las obtenidas en el caso Einstein-Hilbert pero con un término
adicional proporcional al tensor de espín. Además presenta algunas de propiedades en común con
aquellas que nos permiten reescribir las ecuaciones de Einstein en forma simétrica. No se ha entrado
en detalle en la discusión de los posibles efectos físicos derivados del espín, cuestiones que se dejarán
para futura investigación. Sin embargo, hemos visto brevemente que, a pesar del espín, existen ciertas
pautas que se repiten respecto al caso Einstein-Hilbert: la coincidencia de trayectorias autoparalelas
con las críticas y la relación homotética entre los transportes paralelos de las diferentes soluciones
(entre las que ahora no está la de Levi-Civita)

Tras este interesante estudio podríamos preguntarnos qué hacer ahora. Una idea sería terminar de
desarrollar el caso espinorial y, después, volver a empezar modificando el lagrangiano de gravedad.
Podría empezarse por estudiar las teorías Lovelock que sabemos que son las únicas en las que hay
equivalencia entre los formalismos métrico y de Palatini. Concretamente por analizar la teoría de
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Gauss-Bonet, que agrega al lagrangiano de Einstein-Hilbert el término de Gauss-Bonet
�

|g|LGB =
�

|g|
�
R2 − 4RµνR

µν +RµνρλR
µνρλ

�
, (7.0.2)

resolver la ecuación de la conexión y comprobar si obtenemos una solución parecida a (7.0.1) o, qui-
zás, la misma. También podría irse más lejos y estudiar gravedad generalizada más alla de Lovelock,
como las f(R), o analizar el comportamiento de las soluciones de la ecuación de la conexión bajo
transformaciones conformes. En definitiva, como es un tema que repercute en cuestiones básicas, po-
see unos horizontes bastante amplios.
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