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A mis compañeros de piso y al resto de mis amigos de toda la vida, con los que
tantas correŕıas de adolescente he vivido, pero sobre todo a Ñoño, por
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Finalmente, gracias a mis profesores, sin los cuales jamás habŕıa llegado tan
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Resumen

En este trabajo de fin de máster nos proponemos estudiar más en detalle la es-
tructura causal de diferentes soluciones de la ecuación de Einstein. El año anterior,
en el trabajo fin de grado para la obtención del t́ıtulo de graduado en F́ısica, es-
tudiamos las soluciones clásicas de la ecuación de Einstein, a saber: el espacio de
Minkowski, el agujero negro de Schwarzschild y Reissner- Nordström, los espacios
de (anti)- De Sitter, y, una vez comprendidas éstas en detalle, nos aventuramos a
explorar las soluciones de Schwarzschild De Sitter y Schwarzschild- anti- De Sitter
y estudiamos sus propiedades usando las coordenadas de Eddington-Finkelstein
avanzadas y retardadas. En este proyecto vamos a estudiar los diagramas de Pen-
rose de estas soluciones, lo cual nos permitirá estudiar sus propiedades asintóticas
en el infinito.

La estructura del proyecto va a ser la siguiente: comenzaremos con una pequeña
introducción donde fijaremos la notación y algunos conceptos básicos sobre geo-
metŕıa diferencial para después ir a la parte donde hablamos de las herramientas
matemáticas en las que vamos a apoyarnos para dibujar nuestros diagramas de
Penrose; tras ello, construiremos un método que no proviene de ninguna fuente
bibliográfica sino del trabajo propio para dar unas coordenadas globales en nues-
tra variedad y, finalmente, dibujaremos las soluciones más emblemáticas de las
ecuaciones de Einstein para culminar con los cuatro diagramas que dan nombre a
este proyecto.

Hay que destacar que, al ser un proyecto que se apoya en el del curso anterior, ha-
remos muchas referencias a [1] y [2] para ver con más cuidado tanto algunos de los
cálculos que aqúı se mencionan en grandes ĺıneas, debido a que tenemos un espa-
cio acotado para escribir nuestro proyecto, como todas las figuras que presentamos
acerca de las coordenadas de Eddington-FinkelsteinȦún aśı, se ha intentado que
este proyecto sea lo más autocontenido posible intentando que el lector no tenga
que consultar ninguna de esas dos principales fuentes bibliográficas en las que nos
apoyamos a no ser que tenga curiosidad por ver de forma expĺıcita algunas de las
expresiones que mencionamos.
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Por último, mencionar que las figuras de las que no mencionamos su procedencia,
han sido realizadas por el autor de este proyecto.
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