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RESUMEN 1

Resumen

El presente trabajo tiene como objetivo el estudio de soluciones de agujeros negros
en tres dimensiones dentro de una teoria de gravedad modificada que incluye el gali-
leon cubico. La teoria de galileones es una extension de la teoria de campos escalares
que introduce términos adicionales en la accién, permitiendo nuevas formas de inter-
accion. Estos términos estan disefiados para mantener las ecuaciones de movimiento
de segundo orden, evitando asi problemas de inestabilidad en la dindmica del campo
escalar. Con este fin, en primer lugar introduciremos la formulacién de la gravedad
en tres dimensiones y comentaremos las particularidades de este modelo. Asimismo,
para adquirir intuicién a la hora de derivar las ecuaciones y familiarizarnos con la
teoria, estudiaremos el agujero negro de Bafiados, Teitelboim y Zanelli (BTZ). Se trata
de una solucion a las ecuaciones de Einstein con constante cosmoldgica negativa en
el vacio en tres dimensiones. A su vez veremos su extension natural, el BTZ cargado
mediante la incorporacion de un campo escalar libre. Posteriormente, describiremos
de forma detallada la teoria de galileones para poder construir la teoria modificada
que tenemos como objetivo. Finalmente, exploraremos las caracteristicas y propie-
dades de los agujeros negros que encontramos al incorporar el galileon cibico en la
teoria gravitatoria.

Abstract

In this work, black hole solutions in three dimensions are studied within a modi-
fied gravity theory that includes the cubic galileon. The galileon theory is an extension
of scalar field theory that introduces additional terms in the action, allowing for new
forms of interaction. These terms are designed to keep the equations of motion at
second order, thus avoiding instability issues in the dynamics of the scalar field. With
this aim, we will first introduce three-dimensional gravity and discuss the characte-
ristics of this model. Additionally, to develop a deeper understanding of the equations
and to familiarize ourselves with the theory, we will study the Bafiados, Teitelboim,
and Zanelli (BTZ) black hole. This is a solution to the vacuum Einstein equations with
a negative cosmological constant in three dimensions. We will also explore its natural
extension, the charged BTZ, by incorporating a free scalar field. Subsequently, we will
provide a detailed description of Galileon theory to construct the modified theory we
aim to study. Finally, we will explore the characteristics and properties of black holes
that arise when the cubic galileon is incorporated into the gravitational theory.



Convenios

Durante todo el trabajo usamos el sistema de unidades natural, es decir, tomamos
la velocidad de la luz como una constante adimensional igualada a la unidad de la
misma forma que la constante reducida de Planck y la constante de Boltzmann ¢ =
h = ky = 1. Las variedades lorentzianas estan equipadas con métricas que tienen la
mayoria de los signos positivos, asignando el signo negativo a la coordenada temporal,
es decir, (—, +, +). Otras convenciones sobre diferentes tensores incluyen:

» La derivada covariante de un cierto tensor con indices mixtos T, se expresa:

v _ v vV A _ T4 v
VT, =0,T,+I T -1 T/, (1)
donde IV "= %g‘” (dﬂg,1v +0,8,, — (3/1gﬂv) es la conexion de Levi-Civita (o sim-
bolos de Christoffel) y g, la métrica.

= Dado un vector V?, el conmutador de la derivada covariante define el tensor de
Riemann del espacio-tiempo como:

[V,.V,|V° =R, V" (2)

uva

donde identificamos R ,,,° = 9,I"* —o " —T°T% +T°T" .
vo Uo vp uo vp uA
= El tensor de Ricci lo definimos a partir de la contraccion del primer y tercer
indice del tensor de Riemann:

=0I° —9TI° —T°T* 41° 1 (3)

Aucv o uv K ov Ui~ ov uv- ic’

R, =g"R

Hv

Asi mismo el escalar de Ricci se define como su contraccion, R = g''R v

El simbolo de Levi-Civita D-dimensional es un objeto completamente antisimé-
trico definido como:
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1 si (4 ... up) es una permutacion par de (1 2... D),
€.y =11 si(yy ... up)es una permutacion impar de (12... D), (4)

0 en caso contrario.

Para la contraccidon de dos simbolos de Levi-Civita tenemos:

eﬂlm”D_nplmpne"l""‘D—"’ll "= (D —n)!g 'sng(c) Z sh L g (5)

oty Pa(n)

donde o son las permutaciones dentro del grupo simétrico .S, de grado n y g el deter-
minante de la métrica.

La delta de Kronecker generaliza se define como:

5\/1 _5"1 5% VYoo _ 1 AMAp_pViea vy (6)

M,, IR ITRe™ "'5/4,,] - n!(D — n)! € e Aty ooty



1 Introduccion

En 1915, Albert Einstein publico la teoria de la relatividad general [1], convir-
tiéndose en la teoria de la gravedad con mayor éxito hasta la fecha. Las predicciones
basadas en ella se han podido verificar en numerosos experimentos o tests tanto cla-
sicos como modernos. En el primer grupo encontramos la precesion de perihelio de
Mercurio o la desviacion de la luz por el sol. En relacion a los modernos tenemos la
primera deteccion de ondas gravitacionales procedentes de la fusion de varios agu-
jeros negros y estrellas binarias de neutrones por la colaboraciéon de LIGO y Virgo
[2]. También, gracias al Event Horizon Telescope, se han obtenido imagenes de dos
agujeros negros supermasivos, M87* y mas recientemente Sagitario A*. Ambos se en-
cuentran en el centro de las galaxias M87 y la Via Lactea respectivamente [3, 4].

Esta teoria describe la interaccion gravitatoria entre los cuerpos por la curvatura
del espacio-tiempo mediante las ecuaciones de campo de Einstein. Es decir, plantea la
gravedad como una manifestacion de la geometria del mismo, en lugar de una fuerza a
distancia como en la teoria newtoniana. Las ecuaciones de movimiento se determinan
aplicando el principio variacional a la acciéon de Einstein-Hilbert, dada por:

1
S =5 | VIR (11)
M

K

donde x es una constante definida como k¥ = 87 G, M es una variedad lorentziana

de dimension D, equipada con el tensor métrico simétrico g,, y R su escalar de Ric-

ci. A su vez, la accién de Einstein-Hilbert puede complementarse con una constante
. . A

cosmologica y campos de materia L = Ly, — =+ L
K

materia*®

A pesar de su notable éxito, la relatividad general no resuelve varios fenomenos
y presenta inconsistencias a nivel cosmolégico y cuantico. En el primer ambito, ob-
servaciones como las velocidades de rotacion de las galaxias [5, 6, 7], las lentes gra-
vitacionales [8, 9] y el Fondo Cdsmico de Microondas (CMB) [10, 11] no coinciden
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completamente con las predicciones de la relatividad general. Para abordar estas dis-
crepancias, se han propuesto modificaciones a la teoria de Einstein o la introduccion
de materia oscura, cuya distribucion podria restaurar los resultados esperados. En es-
te contexto, el modelo cosmologico estandar, conocido como ACDM, postula que hay
aproximadamente cinco veces mas materia oscura que materia baridénica en el uni-
verso. Ademas, este modelo introduce el concepto de energia oscura para explicar la
expansion acelerada del universo medida experimentalmente a partir de supernovas
[12], el CMB [11] y la estructura a gran escala [13], entre otros. Sin embargo, el mo-
delo ACDM no ofrece una explicacion clara sobre la naturaleza de la materia oscura
y la energia oscura, y hasta la fecha, no se han encontrado soluciones satisfactorias.

En el ambito cuantico, la interaccion gravitatoria se vuelve mas critica y surgen
problemas fundamentales que ponen en duda la validez de la relatividad general en
estos regimenes. Algunos de los problemas mas destacados incluyen la aparicion de
singularidades dentro de los agujeros negros y en ciertas soluciones cosmologicas.
Otro problema clave es la constante cosmolodgica, que evidencia una discrepancia sig-
nificativa entre la energia del vacio prevista por el modelo estandar y el valor obser-
vado de la constante A, con una diferencia de mas de veinte 6rdenes de magnitud
[14]. Ademas, la relatividad general no es renormalizable bajo los procedimientos de
cuantizacion estandar [15, 16]. Estas observaciones sugieren que la relatividad general
podria ser una teoria efectiva valida solo a bajas energias, pero que a escalas energé-
ticas mas altas, como la escala de Planck, se vuelven relevantes términos de curvatura
mas complejos. Esto ocurre en las teorias de supergravedad, la accion efectiva de baja
energia de la teoria de cuerdas supersimétrica [17, 18, 19].

En esta linea de investigacion, la gravedad en tres dimensiones ha surgido como
una herramienta particularmente valiosa para explorar la naturaleza fundamental de
la gravedad. Una caracteristica distintiva de la gravedad tridimensional es que, a dife-
rencia de las teorias en dimensiones superiores, no posee grados de libertad dindmicos
adicionales; toda la informacion gravitacional se codifica en el tensor de Ricci. Esta
simplificaciéon no solo facilita el analisis tedrico al reducir el espacio de soluciones,
sino que también proporciona un entorno accesible y controlado para la investiga-
cién [20, 21, 22].

El modelo de gravedad en tres dimensiones se populariz6 a raiz de los trabajos de
Deser, Jackiw y 't Hooft [23, 24], asi como de Witten [25][26]. Un avance significa-
tivo ocurri6 en 1992, cuando Bafados, Teitelboim y Zanelli (BTZ) demostraron que,
a pesar de la ausencia de grados de libertad dinamicos, la gravedad en tres dimen-
siones puede exhibir una solucién de agujero negro cuando la constante cosmologica
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es negativa [27]. Este descubrimiento consolidé la relevancia de la gravedad en tres
dimensiones como un campo de estudio activo y establecié una base para investigar
aspectos fundamentales de la gravedad cuantica y de los agujeros negros en un en-
torno mas manejable [28, 29, 30]. Ademas, la conexion con la correspondencia anti-de
Sitter/teoria conforme de campos (AdS/CFT) [31, 32] ha facilitado la aplicacion de es-
ta teoria en contextos tanto clasicos como cuanticos, ampliando la comprension de la
gravedad y ofreciendo nuevas perspectivas en la fisica gravitacional [33, 32, 34].

A pesar del éxito del modelo de gravedad en tres dimensiones, seguimos encon-
trando las limitaciones mencionadas tanto a nivel cosmolégico como cuantico. Estas
barreras resaltan la necesidad de explorar teorias alternativas que puedan ofrecer una
vision mas completa o resolver problemas persistentes. En este contexto, las teorias de
galileones surgen como una modificaciéon prometedora [35]. Estos modelos introdu-
cen campos escalares adicionales en la teoria, permitiendo variaciones en la dinamica
gravitacional sin alterar el orden de las ecuaciones de movimiento. Esta caracteristica
es fundamental para mantener la estabilidad de la teoria evitando problemas asocia-
dos con grados de libertad no deseados, de acuerdo con el teorema de Ostrogradsky
[36]. En el fondo, los galileones permiten una descripcion mas flexible de la gravedad
en tres dimensiones, proporcionando un escenario que puede ser mas adecuado para
estudiar la teoria de agujeros negros [37, 38], asi como el problema de la constante
cosmologica [39, 40].

Con esta motivacion, el objetivo del trabajo es estudiar la soluciones de agujeros
negros en tres dimensiones dentro de una teoria de gravedad modificada con galileo-
nes. Particularmente, aquella que incluye al galileon cubico, el mas simple no trivial
que encontramos en esta dimension. Para ello en el capitulo 2 presentamos la grave-
dad en tres dimensiones como modelo simplificado. Vemos las particularidades que
presentan las ecuaciones de Einstein en esta dimensién y estudiamos en detalle la
solucion del agujero negro BTZ. Inicialmente derivamos la métrica considerando ni-
camente la masa para posteriormente, afadir carga eléctrica. Constituyendo de esta
forma la base para el desarrollo del trabajo. A continuacion, en el capitulo 3, presen-
tamos los galileones. Esta teoria de campos escalares nos permite modificar el modelo
de gravedad en tres dimensiones manteniendo ecuaciones de movimiento de segundo
orden. En primer lugar exponemos su formulaciéon en un espacio-tiempo plano y des-
pués como covariantizarlos. Posteriormente, en el capitulo 4, construimos la teoria de
gravedad modificada, que incorpora el galileon ctbico, y estudiamos las soluciones
de agujeros negros resultantes alcanzando nuestro objetivo. Finalmente, presentamos
algunas conclusiones donde recogemos los resultados de los casos estudiados.



5 Conclusiones

Como planteamos al inicio del trabajo, hemos logrado nuestro objetivo: estudiar
las soluciones de agujeros negros en tres dimensiones para una teoria de gravedad
modificada que incluye el galileon ctbico. Previamente, también hemos examinado el
agujero negro BTZ y su extensioén cargada.

En primer lugar, hemos introducido la teoria gravitatoria en tres dimensiones.
Hemos podido comprobar que eliminar una coordenada espacial, no solo simplifica
analiticamente la teoria sino que limita la dindmica. Gravedad en tres dimensiones
no posee grados de libertad dindmicos debido a la particularidad de que toda la infor-
macion sobre la curvatura esta contenida en el tensor de Ricci. Sin embargo, mas alla
de las soluciones triviales que se esperan de este modelo mas simple, al considerar
una constante cosmoldgica negativa encontramos la solucion del agujero negro BTZ.
Tras analizar inicialmente la métrica teniendo como Unico parametro caracteristico
la masa, consideramos su extension con carga eléctrica. Esta ultima la hemos obte-
nido al afiadir el término cinético candnico de un campo escalar ya que corresponde
a la accion dual electromagnética en tres dimensiones. Hemos podido estudiar tan-
to la singularidad coénica que existe en el origen como los horizontes de sucesos que
aparecen en ambos casos. Al compararlos, hemos podido ver que considerar el tér-
mino cinético aumenta la complejidad pero encontramos una estructura causal mas
interesante, siendo posible soluciones con dos horizontes de sucesos.

A continuacion, tras habernos familiarizado con la teoria y obtenido intuicion de-
rivando la solucion del agujero negro BTZ, hemos dado nuestro siguiente paso: intro-
ducir la teoria de galileones. Hemos presentado esta teoria como modelo que surge al
buscar una modificacién que mantenga ecuaciones de movimiento de segundo orden.
Este requisito es fundamental y nos hemos apoyado en teorema de Ostrogradsky para
su argumentacion. Primero, hemos visto la formulacion en un espacio-tiempo plano
y posteriormente, su covariantizaciéon. Mediante este proceso, donde hemos tenido en
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cuenta las sutilezas de trabajar en espacio-tiempos curvos, hemos llegado a los gali-
leones covariantes. De esta manera, conseguimos la ultima pieza para poder abordar
nuestro objetivo.

Finalmente, hemos presentado nuestra teoria ampliada, que incorpora el galileon
cubico a la teoria de gravedad con constante cosmoldgica negativa en tres dimensio-
nes. Aunque se podria haber considerado el galileon cuartico, dicha elecciéon habria
afiadido un grado considerable de dificultad. Ademas, para obtener ecuaciones de mo-
vimiento de segundo orden con este galileon, seria necesario incluir contra-términos
que involucran tensores de curvatura, resultando un acoplamiento no minimo entre
el escalar y la métrica.

En comparacion con los casos previos, al considerar el galileon cibico hemos po-
dido comprobar la complejidad afiadida en la construccion de las ecuaciones y la de-
rivacion de la solucion. A pesar de esto, al analizar los posibles horizontes de sucesos,
descubrimos que solo existe uno. Hemos podido interpretar esta solucién como una
extension del agujero negro BTZ, pero con una constante cosmologica diferente, que
denominamos constante cosmoldgica efectiva. Ademas, identificamos que la inclusién
de un campo escalar no trivial contribuye de manera notable, incluso en el horizonte
de eventos. Este hallazgo no solo afecta la constante cosmologica, sino que también
introduce una nueva caracteristica significativa del agujero negro, desafiando el teo-
rema del "no pelo.’

El desarrollo de este trabajo ha servido como una introduccién a la gravedad en
tres dimensiones, funcionando como un laboratorio donde crear modelos de jugue-
te de forma mas sencilla. Asimismo, hemos examinado la teoria de agujeros negros,
alcanzando nuestro objetivo de manera satisfactoria y estableciendo una base sélida
para la continuacion de estudios mas avanzados en el ambito de la gravitacion, tanto
desde una perspectiva matematica como fisica.
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