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Abstract

We introduce Weyl transformations that have the property of preser-
ving the causal structure of a given metric. We use these in order to
transform spacetimes into bidimentional diagrams (Penrose diagrams)
in which we can analyze many aspects related to causality: the exis-
tence of Cauchy surfaces, horizons, etc. We apply this compactification
process to study and discuss the maximally symmetric solutions and
the Friedmann-Robertson-Walker spacetime filled with a general perfect
fluid p = wρ.

Convenios

1. En la ecuación de Einstein

Rµν −
1
2

gµνR = −8πGN
�
Tµν + Λgµν

�
,

vamos a absorber el término de constante cosmológica dentro de Tµν, pues puede inter-
pretarse como un fluido perfecto con parámetro de estado w = −1 (ver justificación en
§1.2.2 en la discusión de la ecuación de estado (1.20)).

2. Denotaremos ηµν a la métrica de Minkowski (en cualquier dimensión).

3. Para la signatura de una métrica lorentziana asignaremos + a las componentes tempora-
les y − a las espaciales de la métrica. Por ejemplo para una métrica lorentziana cuadri-
mensional tendrı́amos (+−−−).

4. El tensor de Riemann que usaremos se define, a partir de los sı́mbolos de Christoffel, del
siguiente modo:

Rµνρ
λ = ∂µΓλ

ρν − ∂νΓλ
µρ + Γλ

µσΓσ
νρ − Γλ

νσΓσ
µρ. (0.1)

5. El tensor de Ricci lo construiremos a partir del tensor de Riemann según:

Rµν = Rµρν
ρ. (0.2)
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Habrı́a que ver si con τ tendiendo a los candidatos a singularidades σ se va a infinito o no,
habiendo singularidad como ya dijimos anteriormente en este último caso. C2 < 0 no están
permitidos y el problema es que se obtienen resultados diferentes según se tome C2 = 0 o
C2 > 0, por lo que habrı́a intentar comprender el significado fı́sico de C2. Otro camino serı́a
emplear la Proposición 4.1. de [11], pero necesitarı́amos métodos numéricos para resolver
las integrales. Dejamos este análisis aquı́; sı́ comentar que para k = −1 todo es idéntico
cambiando sen y cos por senh y cosh.

8. Conclusiones

Para concluir, conviene insistir en el interés del proceso de compactificación conforme:
pasamos de un universo a otro diferente, con otra geometrı́a, pero con la misma estructura
causal. Al suprimir coordenadas aprovechando la simetrı́a encontramos los bidimensiona-
les diagramas de Penrose. En ellos se puede extraer rápidamente información muy valiosa.
Por ejemplo, de la diferencia de carácter (espacial/temporal/nulo) de los infinitos deri-
van las grandes diferencias entre Minkowski, De Sitter y anti-De Sitter; o con el campo de
geodésicas nulas a 45º es fácil localizar horizontes. En estos tres universos, especialmente
por su regularidad, pudimos introducir las claves que nos servirı́an posteriormente para el
resto de universos que tratamos.

Analizando las soluciones FRW de forma global podemos extraer una interesante con-
clusión: todas las soluciones vistas con espacio plano tienen los mismos diagramas de Pen-
rose que sus correspondientes (con la misma w) hiperbólicos y, en consecuencia, la misma
estructura causal. Por otra parte, los esféricos presentan todos forma rectangular acotada en
el tiempo por dos singularidades, y las alturas varı́an continuamente con w. Esto nos hace
pensar que, de alguna manera, existe una gran distinción (causal) entre universos cerrados
y no cerrados, independientemente de si son planos o abiertos. También hemos comproba-
do que entre los universos acelerados, aquellos con energı́a fantasma (w < −1) eran muy
especiales pues, en todos los casos, el destino del espacio era un Big Rip al final. En defini-
tiva, con multitud de ejemplos se ha puesto de manifiesto el proceso de compactificación
conforme y el enorme potencial que tienen los diagramas de Penrose para el estudio de la
causalidad de las soluciones de las ecuaciones de Einstein.

Insistir una vez más en que la mayor parte de la resolución y el análisis para w general
ha sido trabajo personal, permitiendo una completa inmersión en todos y cada uno de los
aspectos teóricos que hemos tratado: integración de las ecuaciones de Friedmann, cálculo
de tensores de curvatura y sus contracciones escalares para localizar singularidades, apli-
cación de un cambio de coordenadas a una métrica dada y analizar sus comportamientos
asintóticos, compactificación de la misma y construcción e interpretación del diagrama de
Penrose.

Pero también se han quedado cosas por el camino. Centrarnos en las métricas FRW
nos ha hecho dejar de lado soluciones tan fascinantes como los agujeros negros. En éstos,
cobran relevancia aspectos como el carácter asintóticamente plano, los horizontes de even-
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tos e incluso habrı́amos de introducir las extensiones máximas de dichas soluciones21. Si,
en cambio, se quisiese indagar aún más en las métricas FRW, un siguiente paso razonable
podrı́a ser incluir dos fluidos perfectos: combinar materı́a frı́a y radiación, o cualquiera de
éstas con una constante cosmológica; las posibilidades son infinitas y muchas se pueden
encontrar fácilmente en la bibliografı́a.

Acabar diciendo que puede que nos hayamos focalizado mucho en el análisis causal,
llegando incluso a perder de vista su importancia fundamental. Y es que no hemos de
olvidar que la causalidad es una condición necesaria para lo que en definitiva perseguimos:
un modelo fı́sico del universo.
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