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Abstract

The Kerr metric is a solution of Einstein’s equations that describes
spacetime around a rotating black hole. In this project, we will apply
the laws and techniques of General Relativity to describe it in depth.
Firstly, we will present the theoretical foundations that will be needed
throughout the project, illustrating them with examples extracted from
the simplest case, Schwarzschild’s black hole. We will emphasize the
importance of Killing vectors as tools for describing the structure of a
black hole and the constants of motion of particles moving in its sur-
roundings. Secondly, all these concepts will be applied to Kerr’s black
hole in order to describe its geometry and causal structure, paying espe-
cial attention to regions like the event horizon and the ergosphere and
phenomena like frame dragging. Lastly, we will find the constants of
motion of test particles around Kerr’s black hole using the formalism
of Killing vectors and tensors, with our main focus being Carter’s cons-
tant, its origin and its physical meaning. We will apply our findings to
the study of geodesics, the trajectories of test particles in the Kerr space-
time.
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3 1 INTRODUCCION

1 Introduccion

Los agujeros negros fueron teorizados por primera vez en el marco de la mecdnica New-
toniana. A finales del siglo XVIII, Laplace formul6 la idea de que, si un objeto era lo sufi-
cientemente denso, la velocidad de escape en su superficie fuera mayor que la de la luz,
lo que supondria que fuera completamente negro para un observador lo suficientemente
lejano. Sin embargo, al imponerse a lo largo del siglo XIX el concepto de luz como onda
sin masa, esta idea fue descartada.

Este hecho, meramente anecdético en el marco de la mecénica cldsica, cobré un nuevo
significado cuando Einstein propuso su teoria de la Relatividad General en 1915. En esta
teoria la gravedad es modelada como un efecto geométrico que afecta al movimiento de
la luz y no sélo al de la materia masiva, y que viene modelada por las ecuaciones de
Einstein. En ella, existen soluciones (posibles geometrias del espacio-tiempo) que poseen
una singularidad, un punto de densidad y curvatura infinitas. En estas soluciones la zona
alrededor de la singularidad tiene una curvatura tan elevada que ni siquiera la luz puede
escapar de ella y por lo tanto se muestra negra a al exterior: son agujeros negros.

La primera solucién obtenida de las ecuaciones de Einstein fue la obtenida por Karl
Schwarzschild en 1916, y describe el agujero negro mas sencillo, que posee simetria esféri-
cay es estatico. Poco después, en 1918, Reissner y Nordstrom descubrieron la solucién que
lleva sus nombres, que describe un agujero negro esferico y estdtico que posee una carga
eléctrica no nula. Durante varias décadas, la investigacion tedrica en el terreno de los agu-
jeros negros quedoé estancada, en parte debido a la influencia de Einstein, que se negaba a
creer que los agujeros negros fueran soluciones fisicamente realistas de sus ecuaciones.

Tras la muerte de Einstein, durante los afios 60 y 70, si que se produjo un enorme
desarrollo en el campo, con la demostraciéon de numerosos teoremas. Entre ellos estan el
teorema del drea, demostrado por Stephen Hawking en 1971 y que afirma que el 4rea del
horizonte de sucesos de un agujero negro nunca puede disminuir en un proceso cldsico,
y que ayudo a enunciar las Leyes de la Termodindmica de los agujeros negros clédsicos, en
las que se establecian paralelismos entre caracteristicas propias de los agujeros negros y
variables termodindmicas. También Hawking enunci6 junto a Roger Penrose una serie de
teoremas sobre las singularidades que establecen bajo qué condiciones puede la gravedad
crear puntos de curvatura infinita. Otro teorema de interés es el de “no pelo” enunciado
por John Wheeler con su famosa frase “A black hole has no hair”, y que afirma que todo
agujero negro estd univocamente determinado por su masa, carga eléctrica y momento
angular alrededor de su propio eje. Fue en este contexto de grandes avances cuando, en
1963, el matematico neozelandés Roy Kerr descubrié una solucién de agujero negro mu-
cho mas compleja que la de Schwarzschild o la de Reissner-Nordstrom, que describe un
agujero negro en rotacién. En 1965, Ezra Newman fue un paso mds alld y hallé una solu-
cién para un agujero negro que esta eléctricamente cargado y rotando simultdneamente.

En los origenes de la Relatividad General, los agujeros negros fueron, pues, considera-
dos como soluciones puramente tedricas, y no objetos fisicos reales. Sin embargo, a partir
de la segunda mitad del siglo XX los astrofisicos han observado numerosos fenémenos
que pueden ser explicados de forma convincente mediante la existencia de agujeros ne-
gros. Se propone que éste puede ser uno de los posibles desenlaces de la vida de una
estrella supermasiva tras un colapso gravitacional. Se teoriza ademads que las ondas gra-
vitacionales detectadas por LIGO en 2016 provienen de la fusién de dos agujeros negros
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de varias masas solares. Existe evidencia ademads que existen agujeros negros supermasi-
vos (de millones de masas solares) en los centros de muchas galaxias. La utilidad practica
de estos conceptos tedricos se hace patente.

Mas atin, los agujeros negros son conceptos importantes también en la vanguardia de
la fisica tedrica. La investigacion en pos de una teoria de gravedad cudntica, el mayor reto
de la fisica tedrica de nuestro siglo, se centra en el estudio cudntico e informacional de
los agujeros negros, ya que éstos son los lugares del universo donde los efectos cudnticos
de la gravedad serian mds apreciables. Ya en los afios 70 se dieron los primeros pasos
en la caracterizacién cudntica de los agujeros negros con la radiacién de Hawking, y se
han alcanzado resultados de gran importancia en los tiltimos afios, como el principio ho-
logréfico, que relaciona la informacién contenida en un agujero negro con el area de su
horizonte de sucesos. Sin duda los agujeros negros seguirdn siendo un tema central en la
fisica tedrica en los préximos afios.

A lo largo de este trabajo, estudiaremos en profundidad la solucién de Kerr para un
agujero negro en rotacién. Esta constituye la solucién més fisicamente realista de todas las
mencionadas anteriormente, ya que los objetos astrofisicos en general no son estaticos ni
tienen carga eléctrica neta. En primer lugar, presentaremos los fundamentos teéricos de
la Relatividad General ilustrdndolos con su aplicacién al agujero negro de Schwarzschild.
A continuacién, estudiaremos la métrica de Kerr y la estructura causal y propiedades que
emanan de ella. Posteriormente, describiremos el movimiento de particulas test alrede-
dor del agujero negro en trayectorias geodésicas, haciendo incapié en las constantes de
movimiento que definen sus trayectorias y en su obtencién formal.

2 Fundamentos: El agujero negro de Schwarzschild

En esta primera seccién nos disponemos a introducir los conceptos fundamentales que
serdn necesarios en la descripcién completa de un agujero negro (o un espacio-tiempo
cualquiera) en el marco de la Relatividad General. Para ello, acompafiaremos todos estos
conceptos de su aplicacién al caso no trivial mas sencillo: el agujero negro de Schwarz-
schild, caracterizado por ser estético y esféricamente simétrico.

En la teorfa de la Relatividad General, la interaccién gravitatoria se modela como un
efecto geométrico de la curvatura del espacio-tiempo cuatridimensional. La descripcién
matematica se realiza pues en el marco de la geometria diferencial y a través del tensor
métrico gy, que determina dicha curvatura.

Las ecuaciones de campo de Einstein, herramienta fundamental en la Relatividad Ge-
neral, relacionan esta descripcién geométrica del espacio-tiempo con sus propiedades fisi-
cas:

1
Ry = 58wk = —87GN Ty @.1)

En ellas, R,y y R = R;,¢"" son el tensor y el escalar de Ricci, respectivamente, que
son funciones del tensor métrico y de sus derivadas parciales, Gy es la constante de gra-
vitacion Newtoniana y Ty, es el tensor de energia momento, que describe el contenido
de energfa y materia del espacio-tiempo. Todos los tensores involucrados son simétricos.
Se trata de un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, cuadréticas y
de segundo orden, por lo que cuando Einstein las enuncié (en 1915) pensé que nunca
se encontraria una solucién. Sin embargo, tan sélo un afio después, Karl Schwarzschild
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Tenemos pues que la constante de Carter surge de forma natural como constante de
separacion al aplicar el formalismo de Hamilton-Jacobi al Lagrangiano geodésico de Kerr
en coordenadas de Boyer-Lindquist, y de hecho ésta es la forma en la que fue descubierta
por primera vez. Este hecho se debe a la gran adecuacién de este sistema de coordenadas a
las simetrias de Kerr. Cabe sefialar que si bien la constante surge de una forma mucho més
directa a través de este método, su apariciéon es completamente accidental: s6lo el forma-
lismo de Killing nos permite atribuirle un origen matemaético profundo y un significado
fisico (algo difuso).

Si ahora hacemos las siguientes definiciones,

®®)=Q- a% cos 208 — a% sin20E2 — L% sin~26

R(r) = —Q -5+ % [(P+a%) B + 2L — 4MarL,E|, (535
podemos expresar nuestros resultados como
% — /O =30
o (5.36)
95, __ Z
o =VR= 731,

que son las ecuaciones diferenciales de primer orden a resolver numéricamente si se desea
simular el movimiento de particulas en el espacio de Kerr, junto con las ecuaciones 5.2
para ty ¢. En ellas, los signos de las raices cuadradas pueden ser elegidos independien-
temente.

Por otro lado, continuando con nuestro estudio analitico, la expresién para S teniendo
en cuenta las ecuaciones 5.36 queda de la siguiente manera:

1 r 0
S(t,r,0,¢9;T) = —§§T+Et—L2§0+/ \fRdr—i—/ V@do. (5.37)

Tenemos una funcién principal que depende de cuatro constantes de movimiento: 6, E,
Lz vy Q. Del formalismo de Hamilton-Jacobi, sabemos que las ecuaciones de movimiento
de nuestra particula se obtienen de igualar a cero las derivadas de S respecto a estas
constantes. Las condiciones deducidas son las siguientes:

2% — J* Jgdo = [ Lear
B _0—1=— é/;Cosz%le—f’ Ll
VR (5.38)
g%zo:>t:f9aS\%QEdg_frZ(r+a)AjE4Murder
B =0 == [Tl tlg (7 2L 2MuE gy,

El estudio tedrico de una familia de geodésicas concreta se podria continuar a partir
de aqui imponiendo sobre este conjunto las condiciones particulares pertinentes.

6 Conclusiones

El agujero negro de Kerr presenta numerosas caracteristicas de interés. A nivel tedrico,
es una de las soluciones de las ecuaciones de Einstein con una estructura causal mas ri-
ca, presentando caracteristicas que no podemos encontrar en agujeros negros mas sen-
cillos, como el de Schwarzschild. Entre estas caracteristicas estdan el arrastre de sistemas
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inerciales, que provoca que particulas sin momento angular orbital roten alrededor de la
singularidad, o la separacién entre el horizonte de sucesos y la superficie de limite esta-
cionario, que supone la existencia de una ergosfera y la posibilidad de extraer trabajo del
agujero negro a través del proceso de Penrose. Sus geodésicas presentan caracteristicas
muy complejas también, como la barrera de potencial que aparece en el plano ecuatorial
para particulas sin masa. Mds atn, el agujero negro de Kerr ha impulsado el desarrollo
formal de la Relatividad General en cuestiones como los tensores de Killing, gracias a las
preguntas que abri6 el descubrimiento de la constante de Carter.

A nivel practico, la solucién de Kerr es una de las mas ttiles en la descripcién de obje-
tos astrofisicos. Puesto que describe el espacio-tiempo alrededor de un objeto masivo, de
carga neutra y en rotacion, es muy ttil en la descripcion de sistemas con estas caracteristi-
cas, tales como estrellas de neutrones o agujeros negros supermasivos. Supone por tanto
una de las descripciones mds precisas de la gravedad alrededor de una gran variedad de
objetos astrofisicos.

Mads de cien afios despties de su formulacion tedrica en el marco relativista, los aguje-
ros negros contintian siendo un misterio. Su observacién es una tarea complicada, si bien
existen numerosas evidencias observacionales de su existencia. El desarrollo de nuevas
técnicas superprecisas, como las que han permitido la observacién de ondas gravitacio-
nales por LIGO en 2016, nos permitirdn arrojar luz al respecto, y tal vez nos permitan
estudiar sus caracteristicas con mayor precision. En todo ello, las predicciones teéricas
otorgada por la Relatividad General de Einstein y en particular por la métrica de Kerr
ocupardn, sin duda, un papel central.
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