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Resumen

En este trabajo estudiaremos la Gravedad de Gauss-Bonnet como una extensión a la
Relatividad General de Einstein en dimensiones mayores a la clásica. El interés principal
del estudio de esta teorı́a reside en que, a pesar de depender derivadas segundas de la
métrica, proporciona ecuaciones de segundo grado cuando podrı́an ser de hasta cuarto
grado. Encontraremos dichas ecuaciones de movimiento en el vacı́o y las usaremos para
caracterizar que tipo de geometrı́as nos permiten que haya ondas gravitacionales para
esas ecuaciones. Para ello daremos la definición de onda gravitacional y sus propiedades
geométricas que desembocaran en las denominadas geométrias Kundt y nos quedaremos
con las de tipo no-gyratonic , que significa que la fuente de las perturbaciones carecen de
momento angular. Haremos un estudio general a través de las ecuaciones de movimiento
que nos permitirán restringir la forma de la métrica para luego particularizar en algunos
casos sencillos.



Abstract

In this work we will study the Gauss-Bonnet Gravity as a extension of Einstein’s General
Relativity in higher dimensions. The main interest of this theory is that, despite depen-
ding on second derivatives of the metric, we obtain second order equations of motion
when they can be up fourth order.

We will find these motion equation in the vacuum and will use them to characterize
what kind of metrics allow us the existence of gravitational waves. To do this we will
give the definition of gravitational wave and its geometric properties that lead to the
so-called Kundt geometry and we will stay with the non-gyratonic type, that is means
the source of the pertubation lack angular momentum. We will do a general treatment
with the equations of motion that will allow us to restrain the form of the metric and
then particularize in some simple cases.



Índice

1 Preliminares Teóricos 6
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1 Preliminares Teóricos

Antes de empezar, vamos a asentar los términos matemáticos que en los que se sustenta
toda la teorı́a de la Relatividad General y sus extensiones.

El espacio-tiempo está representado por una variedad Lorentziana. Una variedad
diferenciable D-dimensional es un espacio topológico localmente difeomorfo a RN , es
decir para cada abierto de la variedad existe un difeomorfismo, aplicación diferenciable
con inversa diferenciable, con un abierto de RD. Estas aplicaciones permiten definir,
dado un punto p de la variedad, el espacio tangente a ese punto, Tp M que es isomorfo a
RD, lo cual permite definir coordenadas locales sobre ella. Dado el carácter local de esta
construcción, los vectores deben estar referidos al punto donde está definido el espacio
tangente.

Ademas, esta variedad va equipada con una métrica. Una métrica es un tensor 2-
covariante simétrico, es decir

< | >: Tp M × Tp M → R (1.1)

bilineal y simétrica. A partir de este tensor podemos calcular distancias, ángulos,ect. Este
objeto tiene toda la información geométrica de la variedad.

Dada una base {ei}p de Tp M, definimos las componentes de la métrica como

gij =< ei|ej > .

Gracias a las componentes, podemos ver la métrica como una matriz real cuadrada
simétrica y por tanto diagonalizable. Definimos el ı́ndice de una métrica como el número
de autovalores negativos y el radical como el número de autovalores nulos. Ya estamos
en condiciones de poder definir nuestro objeto de trabajo.

Una variedad Lorentziana es una variedad diferencial equipada con una métrica con
ı́ndice 1 y radical 0. Usaremos el siguiente convenio y notación.

1. La signatura de la métrica es (+,−,−,−).

2. Usaremos unidades naturales, c = 1, para agilizar los cálculos, sin olvidar que debe
estar presente acompañando a la componente temporal.

3. Denotaremos por gij las componentes de la matriz inversa de la métrica.

4. Convenio de sumación de Einstein para indices repetidos.

ViWi := ∑
i

ViWi. (1.2)

5. Tensores covariantes y contravariantes. Si Ta1..ar
b1..bs

son las componentes de un tensor
en una determinada base, diremos que es un tensor r-covariante y s-contravariante
o tipo-(r,s).

6. Subir y bajar ı́ndices. Si el tensor métrico es no degenerado, gij proporciona un
isomorfismo natural entre vectores covariantes y contravariantes.

Vi = gijVj Vi = gijVj, (1.3)

donde ya estamos utilizando el convenio de Einstein. Lo mismo sucede para las
componentes de un tensor de cualquier rango.
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A partir de estas aplicaciones podemos hacer la siguiente clasificación para los vectores

1. Si ViVi < 0 diremos que es un vector espacial.

2. Si ViVi > 0 diremos que es un vector temporal.

3. Si ViVi = 0 diremos que es un vector nulo o luminoso.

Ahora tenemos un campo vectorial que queremos derivar un una cierta dirección
V = Viei donde {ei} es una base el espacio vectorial tangente a la variedad. Si derivamos
con respecto a una coordenada, debido a que la base es local y depende del punto donde
estemos trabajando, también va a cambiar

∂V
∂xi =

∂Vµ

∂xi eµ + Vµ ∂eµ

∂xi , (1.4)

donde podemos descomponer la dependencia de la derivada de la base en términos de
la misma

∂em

∂xi = Γk
miek (1.5)

Esto nos permite definir el concepto de derivada covariante de un vector como

∇jVi =
∂Vi

∂xj + VkΓi
kj, (1.6)

donde Γi
kj son las componentes de la conexión, que nos dicen como se conectan los

planos tangentes entre si. Esta definición se puede generalizar a un tensos de cualquier
orden de la siguiente manera,

∇iT
a1..ar

b1...bs
= ∂iT

a1..ar
b1...bs

+ Γa1
ji Tj..ar

b1...bs
+ · · ·− Γj

ibs
Ta1..ar

b1...j (1.7)

Por último, usaremos el siguiente convenio para ahorrar notación:

1. Vi
,j := ∂jVi = ∂Vi

∂xj .

2. Vi
;j := ∇jVi.

3. T[a1,..,an] =
1
n! (∑σ∈Sn

sign(σ)Taσ(1),..,aσ(n) ). Antisimetrización de n ı́ndices.

4. T(a1,..,an) =
1
n! (∑σ∈Sn

Taσ(1),..,aσ(n) ). Simetrización de n ı́ndices.

5. guu||ij va a denotar la derivada covariante de g con respecto a las coordenadas
espaciales.
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5 Conclusiones

En este trabajo hemos estudiado propiedades de la teorı́a gravitatoria Gauss-Bonnet co-
mo una extensión a la Teorı́a General de la Relatividad de Einstein. En el segundo capı́tu-
lo hemos visto por qué eran necesarias cuatro dimensiones para que la Teorı́a de Einstein
diera una dinámica, lo cual nos motivó a pensar que si aumentamos las dimensiones pu-
dieran manifestarse en nuestras ecuaciones.

El teorema de Lovelock nos asegura que la única ecuación de movimiento de segundo
orden es la ecuación de campo de Einstein, pero no nos dice nada sobre como debe ser
el lagrangiano. Este es uno de los hechos que nos dio a pie a pensar en el término
cuadrático de Gauss-Bonnet ya que, al ser un invariante topológico para variedades
cuatro-dimensionales (como lo es el escalar de Ricci en dos dimensiones), no afecta a las
ecuaciones de movimiento en esa dimensión, pero si en dimensiones superiores a cuatro.

En el tercer capı́tulo hemos derivado la ecuación de Einstein-Hilbert y Gauss-Bonnet
mediante el principio variacional. Para el nuevo termino hemos visto explı́citamente que
genera ecuaciones de movimiento de segundo orden.

En el cuarto capı́tulo nos hemos metido de lleno en el campo de las ondas gravita-
cionales, empezando por un enfoque histórico de como se predijeron y terminando en
unas propiedades geométricas que debe cumplir el espacio-tiempo. Este hecho nos ha
llevado a seleccionar un tipo de geometrı́a muy particular, las métricas Kundt, dentro de
las cuales hemos visto diferentes tipos de soluciones.

En el último capı́tulo hemos introducido la métrica Kundt en nuestra ecuación de
campo. Hemos visto que en el caso general muchas de las ecuaciones son muy compli-
cadas y que hay que hacer simplificaciones inteligentes para poder abordarlas. También
hemos visto que si queremos este tipo de geometrı́as, las constantes que determinan
la teorı́a, como la constante cosmologica, deben tener valores precisos, lo cual restringe
bastante. Para intentar afrontar la dificultad se ha obtado por elegir algunos tipos de
geometrı́a más sencilla pudiendo avanazar en los resultados.
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