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Resumen

Demostraremos que la energı́a de un espaciotiempo no es una canti-
dad globalmente conservada en general. El Teorema de Noether y la
invariancia bajo transformaciones generales e infinitesimales de coor-
denadas de una acción proporcionan la ley de continuidad del tensor
energı́a-momento. Sin embargo, la obtención de una cantidad conser-
vada a partir de una ley de conservación es imposible en este caso ya
que la ecuación involucra una magnitud tensorial. Una vez comprobada
la ineficacia de tener en cuenta la energı́a y el momento del campo gra-
vitatorio, procedemos a tratar de construir una ecuación de continuidad
que pueda aplicarse a un vector y que nos proporcione la energı́a como
cantidad globalmente conservada. Para ello, será necesario que la geo-
metrı́a del espaciotiempo en cuestión esté equipada con un vector de
Killing temporal. Cuando esta condición es verificada, la construcción
de un vector corriente es posible mediante la contracción del vector de
Killing y el tensor de Ricci y es su ecuación de continuidad la que nos
permite hallar la conservación de la energı́a. Debido a que el proceso
proporciona como resultado que tan solo la frontera del espaciotiempo
es relevante, se procederá finalmente a elaborar un método que permita
definir la energı́a como cantidad conservada en un espacio carente de
vector de Killing temporal global, pero asintóticamente plano, es decir,
un sistema fı́sico aislado general.

Abstract

We will prove that the energy of a spacetime is not a globally conserved
quantity in general. Noether’s Theorem and invariance under general
and infinitesimal coordinate transformations of an action provide the
continuity law of the energy-momentum tensor. However, obtaining a
conserved quantity from a conservation law is impossible in this case
since the equation involves a tensorial magnitude. Having verified the
ineffectiveness of taking into account the energy and the momentum of
the gravitational field, we try to obtain a continuity equation that can
be applied to a vector and that provides energy as a globally conserved
quantity. For this, it will be necessary that the geometry of the space-
time in question is equipped with a timelike Killing vector. When this
condition is verified, the construction of a current vector is possible by
contracting the Killing vector and the Ricci tensor and it is its continuity
equation that allows us to find the conservation of energy. Since the
process provides as a result that only the boundary of spacetime is rele-
vant, we will finally proceed to develop a method that allows energy to
be defined as a quantity conserved in a space lacking a globally timelike
Killing vector but asymptotically flat , that is, a general isolated physical
system.
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1 Introducción

Masa y energı́a han sido conceptos clave en la historia de la ciencia. La conservación de
las mismas es y fue uno de los pilares fundamentales sobre el que se ha sostenido la fı́sica
clásica. Ası́ pues, el estudio de ambas siempre ha estado presente en la evolución de los
principios, modelos y teorı́as que los cientı́ficos formulaban para explicar la realidad.
A pesar de que estas dos magnitudes siempre han estado relacionadas en cualquiera de las
teorı́as aceptadas por la comunidad cientı́fica, no fue hasta el desarrollo de la Relatividad
Especial (Einstein (1905)) cuando se descubrió que este vı́nculo tomaba un carácter más
ı́ntimo si cabe, el cual viene descrito por la famosa ecuación

E2 =
�−→p c

�2
+

�
mc2�2

. (1.1)

No es que masa y energı́a guarden una simple correspondencia, sino que la transforma-
ción de una en otra es posible. Esto trajo consigo grandes aportes a la hora de desarrollar
nuevas hipótesis e incluso de predecir fenómenos ignotos hasta la época. Por tanto la
conservación de masa y energı́a dio paso a la conservación de las dos magnitudes en su
conjunto.

Sin embargo, dicho avance generó un grave problema. Al describir mediante una for-
mulación covariante el espaciotiempo, nos encontramos con una estrecha relación entre
dos conceptos que, hasta entonces, habı́an sido considerados como absolutos e indepen-
dientes. Tiempo y espacio no podı́an ser estudiados separadamente, sino que eran las
componentes de un cuadrivector. Las consecuencias que dicho fenómeno trae consigo
son demasiado extensas y complejas para ser tratadas en este trabajo y requirirı́an de una
asignatura entera para poder comenzar a comprenderse. Por tanto, nos restringiremos
únicamente a la siguiente: la energı́a no es una magnitud escalar, como se pensaba hasta
la época, sino una de las componentes de un cuadrivector.

Ası́ pues, dada la relación entre la energı́a y el momento lineal que nos proporciona
la Relatividad Especial surge de manera natural la siguiente pregunta, ¿se conserva la
energı́a? La necesidad de responder sı́ a esta cuestión tiene profundas raı́ces históricas,
pero no hemos de dejar que la tradición nuble nuestro razonamiento. Para poder dar
una respuesta clara a nuestro dilema, hemos de acudir necesariamente a la teorı́a de la
Relatividad General (Albert Einstein (1915)), cuyo principal resultado es la existencia de
una relación entre la geometrı́a del espaciotiempo y el contenido del mismo, la cual viene
descrita por la ecuación de Einstein:

Rµν −
1
2

gµνR = −8πGNTµν, (1.2)

donde , Rµν, R y gµν son el tensor Ricci, el escalar de Ricci y la métrica, es decir, el miem-
bro izquierdo de la ecuación describe la geometrı́a de nuestra variedad. Por otra parte,
Tµν es el tensor energı́a-momento, el cual codifica el contenido del espaciotiempo.

Por tanto, para poder hallar una solución satisfactoria a nuestra duda, forzosamente
habremos de desarrollar unas herramientas que nos ayuden a desentrañar las condiciones
que ha de cumplir la geometrı́a del espaciotiempo para que se conserve (o no) la energı́a.

Antes de comenzar con el desarrollo de nuestra formulación, trataremos de buscar
ejemplos sencillos de la mecánica newtoniana en los cuales la energı́a no sea una magni-
tud conservada para, ası́, motivar aún más nuestro estudio:
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Un muelle con constante elástica cambiante.

Un péndulo de longitud variable.

Un plano inclinado cuyo ángulo varı́a.

En estos tres sistemas se aprecia que, conforme pasa el tiempo, la energı́a total de los
mismos no se preserva, ya que aparece o desaparece energı́a potencial que no proviene
de o se transforma en energı́a cinética. Si analizamos la mecánica lagrangiana llegamos a
un resultado que, por ser sobradamente conocido, podrı́a pasarse por alto: la cantidad que
puede estar conservada en este formalismo es el hamiltoniano H, el cual puede coincidir
con la energı́a si se dan las condiciones adecuadas. Es fácil probar que la conservación solo
es cierta si el lagrangiano es independiente explı́citamente del tiempo empleando que el
hamiltoniano H es la transformada de Legendre del lagrangiano L [1]

H = pq̇ − L =⇒ dH
dt

= ṗq̇ + pq̈ − ∂L
∂q̇

q̈ − ∂L
∂q

q̇ − ∂L
∂t

, (1.3)

donde q, q̇ y p son las coordenadas generalizadas, las velocidades generalizadas y los
momentos conjugados generalizados respectivamente.

Si ahora aplicamos la definición de momento conjugado p = ∂L
∂q̇ y tenemos en cuenta

que dicha definición combinada con la ecuacion de Hamilton ṗ = − ∂H
∂q nos proporciona

ṗ = ∂L
∂q , podemos reducir la derivada temporal de H a

dH
dt

= −∂L
∂t

. (1.4)

Ahora bien, aunque no se de la correspondencia hamiltoniano-energı́a de manera ge-
neral, sı́ sabemos que solo tendremos una cantidad conservada en esta teorı́a si el lagran-
giano no posee dependencia temporal explı́cita.

Además que en los ejemplos no se pueda definir la energı́a como cantidad globalmen-
te conservada tiene una simple justificación: no estamos teniendo en cuenta en nuestro
sistema todos los fenómenos que en él intervienen. Sin embargo, ¿existe algún sistema
fı́sico que lo contenga todo?

La respuesta es clara: sı́. Cualquier modelo de universo, por definición, no deja ele-
mento alguno por abarcar. Es claro que, dado que el universo no deja nada fuera de sı́, si
su energı́a no se conserva, la explicación antes proporcionada no será válida. A pesar de
que hay muchos modelos de universo en los que se cumple este fenómeno, nos centrare-
mos en el más sencillo: el espaciotiempo de De Sitter [2], o sea, un espaciotiempo vacı́o,
pero con expansión exponencial, en el cual no tiene sentido hablar de la energı́a como
cantidad globalmente conservada.

¿De dónde saca este espacio la energı́a necesaria para expandirse? Dado que es una
solución de vacı́o, no puede extraerla de su contenido en materia y, sin embargo, prosigue
su expansión. Ası́ pues, encontramos un modelo fı́sico que no viola principio o postulado
alguno de la fı́sica, pero aún ası́ no conserva su energı́a. Hemos dado con un ejemplo en
el que, a priori, no podemos justificar la conservación de la energı́a, pero el cual tampoco
puede tildarse de absurdo o incongruente.

Resulta interesante comentar que, tanto los tres ejemplos de la mecánica newtoniana
como el espacio de De Sitter comparten entre sı́ una caracterı́stica fundamental, ninguno
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de ellos es invariante frente a traslaciones temporales, lo que, como veremos, determina
que su energı́a ni esté conservada ni tan siquiera definida.

2 Conceptos clave de la Geometrı́a Diferencial

Previo al estudio de la conservación de la energı́a, conviene aclarar algunos aspectos bási-
cos de la Geometrı́a Diferencial, los cuales serán empleados constantemente a lo largo de
este trabajo, ya que nos permitirán trabajar en una variedad con curvatura.

Lo primero que hemos de saber es que nunca trabajaremos en la variedad como tal,
sino que todas nuestras operaciones tendrán lugar en los planos tangentes en cada uno de
los puntos de esta variedad, puesto que estos planos tienen estructura de espacio vectorial
y resultará muy cómodo hacerlo de esta manera. Inmediatamente cabe preguntarse por
la relación que existe entre dichos planos.

La respuesta está en la conexión afı́n de la variedad
�
Γρ

µν

�
[3]. A priori, cualquier co-

nexión serı́a válida, pero el desarrollo de la Teorı́a de la Relatividad General posee como
postulado la conexión de Levi-Civita. Esta conexión es muy interesante ya que que pro-
voca que tanto las geodésicas afines (curvas cuyo vector tangente se mantiene paralelo a
sı́ mismo bajo transporte paralelo a lo largo de la misma, es decir, trayectorias de partı́cu-
las a no aceleradas) y las geodésicas métricas (curva más corta entre dos puntos, por lo
que provienen del principio variacional) coincidan,por lo que genera un espaciotiempo
que concuerda con el experimental.

La conexión de Levi-Civita viene definida mediante dos propiedades:

Simetrı́a de la conexión:
Γρ

µν = Γρ
νµ. (2.1)

Compatibilidad de la métrica:
∇µgνρ = 0. (2.2)

Antes de explicar qué es el operador ∇µ, escribamos explı́citamente los elementos de la
conexión de Levi-Civita.

Γσ
µν =

1
2

gσν
�
∂µgνρ + ∂νgρµ − ∂ρgµν

�
. (2.3)

Ahora, definamos la derivada covariante ∇µ [3, 4]. Dado que nuestro espacio no es plano,
la derivada convencional ya no transforma de manera covariante, pero esto no puede
permitirse en la elaboración de una teorı́a fı́sica coherente con una variedad curva. La
solución es sencilla, construimos un operador covariante que actúe como una derivada en
nuestro espaciotiempo. Para evitar una complejidad inncesaria en el trabajo, plasmaremos
el resultado, pues es lo relevante para nuestro estudio

∇ρTµ1...µm
ν1...νn = ∂ρTµ1...µm

ν1...νn

+ Γµ1
ρλTλµ2...µm

ν1...νn + ... + Γµm
ρλ Tµ1...µm-1λ

ν1...νn

− Γλ
ρν1

Tµ1...µm
λν2...νn

− ... − Γλ
ρνn

Tµ1...µm
ν1...νn-1λ. (2.4)

Ası́ pues, aunque por separado ∂µ y Γσ
νρ no transforman de manera covariante, la combi-

nación de los mismos permite que ∇λ sı́ lo haga.
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Resulta interesante el conmutador de la derivada covariante, actuando sobre un vector
contravariante: �

∇µ,∇ν

�
Vλ = R λ

µνρVρ, (2.5)

donde el tensor R λ
µνρ (tensor de Riemann) viene definido por

R λ
µνρ = ∂µΓλ

νρ − ∂νΓλ
µρ + Γλ

µσΓσ
νρ − Γλ

νσΓσ
µρ; (2.6)

y sobre un vectro contravariante.Este tensor codifica la geometrı́a del espaciotiempo

�
∇µ,∇ν

�
Vλ = −R ρ

µνλVρ. (2.7)

Este tensor no solo codifica la geometrı́a del espaciotiempo, si no que también satisface
las siguientes propiedades cuando está contenido en una conexión simétrica:

Propiedades de conmutación de ı́ndices

Rµνρλ = −Rνµρλ = −Rµνλρ = Rρλµν = Rνµλρ. (2.8)

Primera Identidad de Bianchi

Rµνρλ +Rνρµλ +Rρµνλ = 0. (2.9)

Segunda Identidad de Bianchi

∇µR λ
νρσ +∇νR λ

ρσµ +∇ρR λ
σµν = 0. (2.10)

El tensor de Riemann también puede contraerse para generar el tensor de Ricci, y este, a
su vez, para formar el escalar de Ricci; ambos cruciales en el desarrollo de la Teorı́a de la
Relatividad General

R λ
µλν = Rµν = Rνµ, (2.11)

donde la última igualdad es solo cierta en la conexión de Levi-Civita.

gµνRµν = R. (2.12)

Si combinamos estas dos ecuaciones con la Segunda Identidad de Bianchi (2.10) y las
propiedades de antisimetrı́a del tensor de Riemann (2.8), podemos encontrar la Segunda
Identidad de Bianchi Contraı́da:

∇νRν
µ =

1
2
∇µR. (2.13)

Además, podemos emplear el tensor y escalar de Ricci para definir el tensor de Einstein

Gµν = Rµν − 1
2

gµνR. (2.14)

Este tensor resultará muy útil más adelante ya que, por construcción, verifica

∇µGµν = 0. (2.15)
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3 Teorema de Noether y Cantidades Conservadas

Para alcanzar nuestro objetivo, hemos de tener en cuenta que la fı́sica ha desarrollado
poderosas herramientas a la hora de facilitar la comprensión de situaciones similares a la
nuestra. Es el momento propicio de emplear el teorema de Noether [5]:

“Cualquier simetrı́a diferenciable, proveniente de un sistema fı́sico, tiene su corres-
pondiente ley de conservación y viceversa.”

Ha de quedar claro que una ley de conservación y una cantidad globalmente con-
servada, aunque se encuentran fuertemente relacionadas, no son equivalentes. Una ley
de conservación no es más que una ecuación de continuidad, es decir, la divergencia de
una magnitud igualada a cero lo que se traduce en que el flujo de dicha cantidad es nu-
lo. Cuando ese elemento es un vector, se le denomina corriente de Noether, puesto que
la integración de su ley de conservación proporciona una carga de Noether globalmente
conservada.

Este teorema se emplea en numerosas demostraciones pertenecientes a la mayorı́a de
ramas de la fı́sica. Para ilustrarlo mejor, lo utilizaremos para probar que la carga eléctrica
es una cantidad globalmente conservada.

3.1 Conservación de la carga

Es razonable pensar que la clave para hallar la conservación de la energı́a se encuentre
en el electromagnetismo (el formalismo de la gravitación y el del electromagnetismo han
sido muy similares históricamente), el cual posee una descripción covariante, por lo que,
debido a la naturaleza de nuestro problema, resultará conveniente emplearla.

Partiremos de uno de los principales resultados de la Teorı́a de Maxwell: la ley de
continuidad del cuadrivector corriente [6]

∇µ jµ = 0. (3.1)

Si ahora integramos esta ley en un volumen V obtendremos

0 =
�

V
d4x

�
|g|∇µ jµ =

�

V
d4x∂µ

��
|g|jµ

�
, (3.2)

donde en la segunda igualdad hemos empleado que, en la conexión de Levi-Civita, la di-
vergencia de un cuadrivector Aµ viene dada por la expresión ∇µ Aµ = 1√

|g|
∂µ

��
|g|Aµ

�
.

Ahora es momento de aplicar el Teorema de Stokes [7, 8]:

�

V
d4x∂µ

��
|g|jµ

�
=

�

∂V
d3x

�
|g̃|Nµ jµ, (3.3)

donde g̃ij es la métrica inducida en la hipersuperficie y Nµ es un vector unitario y ortogo-
nal a la hipersuperficie.

Nosotros, como se muestra en la figura 1, tomaremos 2 hipersuperficies espaciales Σ1

y Σ3 y una hipersuperficie temporal Σ2 (recordemos que una hipersuperficie es temporal
(espacial) si el vector perpendicular a ella en todo punto de la misma es espacial (tempo-
ral)). Por tanto, obtendremos
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La métrica de dicha solución puede obtenerse del elemento de lı́nea

ds2 ≈
�

1 − 2M
r

�
dt2 −

�
1 +

2M
r

� �
dx2 + dy2 + dz2� . (6.7)

Puesto que trabajaremos en la frontera de nuestro espacio, se ha de verificar que r �
M y, por tanto, la métrica inducida de las secciones asintóticas de las secciones espaciales
toma la forma

h̄ij =

�
1 +

2M
r

�
δij. (6.8)

Si sustituimos ahora en (6.6), tenemos

EADM =
1

2κ

�

S∞

dSi
4Mxi

r3 =
1

2κ

�

S∞

r2dΩ2
2

4M
r2 =

16πM
2κ

=
M
GN

= m, (6.9)

donde en la penúltima igualdad hemos usado que κ = 8πGN y en la última que M =

GNm.

Como vemos, hemos obtenido el mismo resultado que al emplear la integral de Ko-
mar, aunque el origen geométrico de ambos métodos es completamente diferente. Obvia-
mente, este no es un resultado particular, sino que las energı́as proporcionadas por ambos
métodos siempre coinciden.

7 Conclusiones

La energı́a no es una cantidad globalmente conservada. El Teorema de Noether nos pro-
porciona una ecuación de continuidad para una magnitud por cada una de las simetrı́as
con las que se haya equipado el espaciotiempo. Sin embargo no es cierto que a cada ley
de conservación le corresponda una cantidad globalmente conservada. La invariancia de
una acción o, lo que es lo mismo, bajo un cambio general de coordenadas infinitesimal
trae como consecuencia la ley de conservación del tensor energı́a-momento, pero dicha
ley presenta un problema, es una ecuación de un tensor, no de un vector. Dado que no
tiene sentido definir el flujo de un tensor a través de una superficie, no puede aplicarse el
teorema de Stokes a la divergencia de un vector. Esto es un problema geométrico, por lo
que insertar en nuestra teorı́a la energı́a y el momento del campo gravitatorio no solucio-
na de modo alguno nuestro inconveniente, de hecho, nos añade la violación del principio
de equivalencia. Por tanto, a pesar de que es cierta la existencia de una ecuación de conti-
nuidad del tensor energı́a-momento en una teorı́a fı́sica bien construida, la energı́a como
cantidad globalmente conservada no puede extraerse de ella.

Por otro lado, existe una manera de transformar nuestra ley de conservación de un
tensor en una de un vector si la geometrı́a del espaciotiempo es invariante bajo trasla-
ciones temporales, es decir, es estacionario. Para poder codificar esta simetrı́a de manera
independiente a las coordenadas ha de emplearse un vector de Killing temporal. Si con-
traemos este vector con el tensor de Ricci obtenemos una corriente de Noether asociada
a esta nueva simetrı́a que verifica su propia ley de conservación y, dado que se trata de
un vector, podemos aplicar a dicha ecuación el Teorema de Stokes y extraer la energı́a
como cantidad globalmente conservada. Ası́, llegamos a que la energı́a de un espacio-
tiempo solo está definida si la geometrı́a del mismo permite la existencia de un vector de
Killing temporal que codifique la simetrı́a bajo traslaciones temporales. Puesto que tan
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solo puede definirse la energı́a como cantidad globalmente conservada si se verifica esta
condición, llegamos a la conclusión de que la energı́a no depende de manera alguna del
contenido en materia del espaciotiempo si no que es una propiedad puramente geométri-
ca.

Finalmente, se tiene un resultado de gran relevancia: debido a que la definición de
energı́a solo incluye la frontera del espaciotiempo, cabe esperar que pueda definirse la
energı́a como cantidad globalmente conservada para sistemas fı́sicos aislados, los cuales
están descritos por espaciotiempos asintóticamente planos. Dichas geometrı́as poseen un
vector de Killing temporal únicamente en su frontera. Mediante el formalismo hamilto-
niano y la descomposición 3+1 de nuestro espaciotiempo, llegamos a una expresión para
la energı́a del mismo que, aunque tiene una forma y un origen geometrico diferente a la
energı́a construida mediante los vectores de Killing, proporciona el mismo resultado que
esta.

Ası́ pues, hemos encontrado un método que nos permite definir la energı́a como can-
tidad globalmente conservada en un espaciotiempo siempre que este contenga un vector
de Killing temporal ya que si no no tiene sentido hacerlo; y otro para los sistemas fı́sicos
aislados, los cuales son usualmente empleados en los modelos fı́sicos que nos permite
relajar en cierta manera esta condición.
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