Capitulo 8

Disenos en cuadrados greco-latinos

8.1. Introduccién

El modelo en cuadrado greco-latino se puede considerar como una extensién del
cuadrado latino en el que se incluye una tercera variable de control o variable de bloque.
En este modelo, como en el disefio en cuadrado latino, todos los factores deben tener el
mismo nimero de niveles K y el niimero de observaciones necesarias sigue siendo K?2. Este
disefio es, por tanto, una fraccién del diseno completo en bloques aleatorizados con un
factor principal y 3 factores secundarios que requerirfa K4 observaciones.

Los cuadrados greco-latinos se obtienen por superposicién de dos cuadrados latinos del
mismo orden y ortogonales entre si, uno de los cuadrados con letras latinas el otro con
letras griegas. Dos cuadrados reciben el nombre de ortogonales si, al superponerlos, cada
letra latina y griega aparecen juntas una sola vez en el cuadrado resultante.

En el Apéndice C se muestra una tabla de cuadrados latinos que dan lugar, por su-
perposicién de dos de ellos, a cuadrados greco-latinos. Notamos que no es posible formar
cuadrados greco-latinos de orden 6.

La Tabla 5-8 ilustra un cuadrado greco-latino para K =4

Tabla 5-8.
Cuadrado greco-latino
Aa|BpB|Cy|Dé
Dy | C§|Ba|Ap
Bo| Ay |DpB|Ca
Cp|Da|Ad| By
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8.2.

Planteamiento del modelo

En un diseno en cuadrado greco-latino la variable respuesta y;;(n,) viene descrita

por la siguiente ecuacién
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donde

1 es un efecto constante, comin a todas las unidades.

7; es el efecto producido por el i-ésimo nivel del factor fila. Dichos efectos estan
sujetos a la restriccién » . 7; = 0.

f; es el efecto producido por el j-ésimo nivel del factor columna. Dichos efectos estdn
sujetos a la restriccion ) ;B;=0.

~s, es el efecto producido por el h-ésimo nivel del factor letra latina. Dichos efectos
estan sujetos a la restriccion ), v, = 0.

dp es el efecto producido por el p-ésimo nivel del factor letra griega. Dichos efectos
estdn sujetos a la restriccién Zp 0p = 0.

€ij(hp) SON variables aleatorias independientes con distribucién N (0, o).

La notacién y;;pp) indica que los niveles i y j determinan los niveles i y p para
un cuadrado greco-latino especificado. Es decir, los subindices h y p toman valores que
dependen de la celdilla (4, 7).

Se utiliza la siguiente notacién:

s N = K2 es el ntimero total de observaciones.

= El total y el promedio de todas las observaciones

Y. = ZZ%J’(.J Yorr = %
? J

= Kl total y el promedio para cada fila

K
_ Yi...
Yi... = gyij(..) Yi... = K (8.2)
J=1
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= Kl total y el promedio para cada columna

K
_ Yyj..
Yj. = E Yig(.) Y. = _I]{ (8.3)
i=1

= El total y el promedio para cada letra latina

_ Y.h.
Y.h = Z%‘j(h.) Yoh. = 77 (8.4)
i,J
= El total y el promedio para cada letra griega
Yep = Y Yii(n) Vr= & (8.5)
i,J

= 9 h se obtiene sumando las K observaciones en las que la letra latina se ha fijado al
nivel h.

» ., se obtiene sumando las K observaciones en las que la letra griega se ha fijado al
nivel p.

Comentario 8.1

Uno de los inconvenientes del cuadrado greco-latino, al igual que el cuadrado latino, es
que requiere el mismo niumero de niveles para los cuatro factores que intervienen. Ademds
no hay cuadrados greco-latinos de dimension 6.

8.3. Estimacién de los parametros del modelo

Siguiendo el mismo proceso que en los disefios anteriores se obtienen los siguientes
estimadores maximos verosimiles de los pardametros del modelo

ZZ%J’(..)
7 J .

=
1 K

TiT g Zlyij(,,) B =Y =Yoo (8.7)
]:

K
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Bj = K E Yij(.) =B =Yj. —Y.. » (8-8)
i=1
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~ 1 _ _
Y szig(h) A=Gn —F.. - (8.9)
i.j
~ 1 ~ _
5p=§zyij(.p) H=Y.p =Y. (8.10)
i,J
o 1 - S . =2
:N |:ij M Tzfﬁj*’}/h*(sp (8 11)
i,J

8.3.1. Residuos

Los residuos en este modelo adoptan la expresiéon

€ijhp) = Yij(hp) ~ Yishp) = Yis(hp) — = Ti = Bj = Tn = 0p =
(8.12)

Yijthp) — Yieo = U = Yoh. — Yop T 3Y....

Como en el diseno en cuadrado latino los residuos suman cero por filas, por columnas,
para cada letra latina y ademds también deben sumar cero para cada letra griega. Por lo
tanto, el numero de grados de libertad de los residuos es (K — 1)(K — 3). En efecto

K?— (K+3(K-1)= (K -1)(K —3)

Se verifican las mismas propiedades para los estimadores maximo-verosimiles que en los
modelos anteriores. En este modelo la expresion de la varianza residual tiene la siguiente
forma

K K
Z Z i) = Tijiiw) ] : Z Z €ij(hp)

-~ =1 j=1 =1 j=1

o )
“ShE TR DK -3 (K_DE -3 (8.13)

8.4. Descomposicion de la variabilidad

Siguiendo el mismo procedimiento que en los modelos anteriores se comprueba que
la ecuacion bésica del andlisis de la varianza es
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K K K K
SN @i — 5= K@~ 5.+ K Y (5 — 5.0
=1 j=1 =1 J=1
K K
KY Gn = 5.2 +EY (.p— 5.+ (8.14)
h=1 p=1
K K
Z Z(yij(hp) ~Yi. =Yg~ Yh. — Yop T 37....)
i=1 j=1

que simbdlicamente se puede escribir

SCT = SCF +SCC+ SCL+SCG+ SCR

denominando por esas siglas los términos en el orden en que figuran en la ecuacién 8.14 y
que reciben los siguientes nombres

1) SCT suma total de cuadrados.

2) SCF suma de cuadrados debida al efecto fila.

4) SCL suma de cuadrados debida a las letras latinas.

5) SCG suma de cuadrados debida a las letras griegas.

6) SCR suma de cuadrados del error.

)

)

3) SCC suma de cuadrados debida al efecto columna.

)

)

)

Basdndonos en estas sumas de cuadrados se construyen los correspondientes cuadrados
medios que denotamos por S%, S%, S%, S%, Sé, y 5'12% o bien por CMT, CMF, CMC,
CML,CMGyCMRoCME.

Siguiendo el mismo razonamiento que en la subseccién 77 del Capitulo 1, se demuestra

que los valores esperados de los cuadrados medios correspondientes a las filas, columnas,
letras latinas, letras griegas y residual, son, respectivamente:

8.15
E(CMF)= E(82)= o2+ =1 (8.15)
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K
K> 5 (8.16)
E(CMC) = E(S2)= U2+K€;_11
K
K> (8.17)
E(CML) = E(5})= o®+—=—
K
K> 5 (8.18)
B(CMG) = BE(S%) = 02+K”;_11
E(CMR) = E(S%) = o2 (8.19)

Como en el modelo anterior, este disefio tiene la propiedad de que todos los contrastes

HOT LTy = 0, Vi H07 YR = 0, Vh
; (8.20)
Hgﬁ : ﬁj = 0, Vj H05 : 5p = 0, Vp

son ortogonales. Y los estadisticos de contraste para verificar dichas hipétesis son, respec-
tivamente

SCF/o? R SCL/o? R
SCR/q* 52 ’ ! SCR/q* 52
(K —-1)(K -3) (K—-1)(K-3)
5CC/o> ~ SCG /o> ~
Py = K_1 _ §_% , - K1 _ §_?;
SCR/c* 5’12% ’ SCR/c? 512%
(K —1)(K —3) (K —1)(K —3)

(8.21)

Bajo las hipétesis nulas (8.20) cada uno de los estaditicos de contraste sigue una
distribucién F' de Snedecor con K — 1y (K — 1)(K — 3) grados de libertad. Por tanto,
se rechazard la hipétesis nula correspondiente cuando el valor experimental del estadistico
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sea mayor que el encontrado en las tablas de la distribucién F' con K —1y (K —1)(K —3)
grados de libertad al nivel de significacién a.
La tabla ANOVA para este disefio es

Tabla 5-9. Tabla ANOVA para el modelo de cuadrado greco-latino

Fuentes de Suma de Grados de Cuadrados | F.pp
variacién cuadrados libertad medios
K
E. fila K> (5. —7..)° K—1 52 52/52
Z[:(l - - -
E. col. K> (5. -79..) K1 S2, S2,/5%
=1
]K - —
E. L1 K> @n—17.)" K—1 S? 52/5%
h=1
K A ~, A
E g K (§.p—9.)° K-1 St | S&/SE
p=1
Residual SCT — SCF (K —1)(K —3) S2,
SCC - SCL-S5CG
K K ) ~
TOTAL || > > (ijop) — ... K?-1 S2
i

Las expresiones abreviadas de SCT, SCF, SCC, SCL, SCG y SCR, son

K K 2
sere $3 2

i=1 j=1

SCC =
K =1
1 9 y? J
- — 2 e - 22
SCF= — §1 Yi. ™ T ; " 2 (8.22)
= Yo
SOL= T 2.vh = 33
h=1

1 K 9 y2
SCG= 2> 2,25
p=1

La suma de cuadrados del error se obtiene por diferencia

SCR= SCT—-SCF—-S5CC—-SCL-SCG . (8.23)
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Y utilizando las expresiones abreviadas de SCT, SCF, SCC, SCL, SCG y SCR,
dadas en (8.22), se construye la siguiente tabla ANOVA.

Tabla 5-10. Forma préctica de la tabla ANOVA para
el modelo de cuadrado greco-latino

Fuentes de Suma de Grados de Cuadrados Ferp
variacion cuadrados libertad medios
K
E. fila = Z - y? K -1 Sk | 5k/5k
1 & y* - PPN
E. col. = > A -3 K—1 S SZ/5%
[j( ~, ~, ~,
E. L1 = Z — e K—-1 S? 52 /5%,
1K R S
E.lLg = S v, -5 K—1 S SZ/5%
Residual SC’Z’ SCF— (K —1)(K - 3) Sz,
SCC - SCL-SCG
K K 5
TOTAL | 33 020y — 75 K2-1 S2
i g

Coeficiente de determinacién

A continuacion se define el coeficiente de determinacién como
SCF + 5CC + SCL + 5CG
SCT

donde R2, R%, R% y Rg son los cocientes entre la variacién explicada por cada uno de los
efectos y la total y se denominan coeficientes de determinacion parciales.

R? = =R+ R+ RS+ R;

8.5. Ejemplo numérico

A fin de ilustrar el andlisis de la varianza de los disenios en cuadrado greco-latino,
consideremos el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 8.2

En la obtencion de un determinado producto quimico se estd interesado en comparar
4 procedimientos. Se supone que en dicha obtencion también puede influir la temperatura,
presion y tipo de catalizador empleado, decidiéndose realizar un experimento en cuadrado
greco-latino. Para ello, se consideran 4 niveles de cada uno de estos factores. La tabla
adjunta muestra el cuadrado greco-latino que resulta elegido y las cantidades de producto

obtenidas. En dicha tabla:

Las filas representan el factor principal, procedimientos.
Las columnas representan el factor temperatura.

Las letras latinas representan el factor presion.

Las letras griegas representan el factor tipo de catalizador.

Tabla 5-11 Datos para el Ejemplo 5-2

Temperaturas
Procedimientos T1 T2 [ T3 T4 Yi. | i
P1 Cc B a |A 9 0
) 12 13 13 43 1849
P2 B ~ 1) D o 15}
6 10 15 11 42 1764
P3 D ¢ 0% B 15} «@
7 5 5 7 24 | 576
P4 A« 8 | C ~« )
11 10 8 9 38 1444
Y. 29 37 41 40 147 | 5633
y27 841 1369 1681 1600 || 5491
> yizj (hp) 231 369 483 420 || 1503

Por otra parte, los totales y sus cuadrados para las letras latinas y griegas se muestran

en las tablas 5-12 y 5-13
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Tabla 5-12.

letra latina || Observaciones | y.n | v%,
11 5 | 13| 11| 40 | 1600
6 1121 5|9 32 | 1024
5 10| 8 | 7| 30 | 900
7 10| 15| 13 | 45 | 2025

[ [ [ [ [ [ur[5549]

gaQwme

Tabla 5-13.

H letra griega H Observaciones ” Yo.p ‘ y%p H

« 1112115 7 45 | 2025
B 5 10| 5 | 11| 31 | 961
~ 6| 5|8 |13 3211024
0 711013 9 | 39 | 1521
I L [ [ [ [147]5531]
Seguidamente calculamos las sumas de cuadrados
4 4 2 )
_ 2 Y. _ 147" _
SCT=>"> v}, - 5 = 1503 — —5- = 152,4375
i=1 j=1

1 o Y2 5633 1472

1 o Y2 5491 1472

4
1 o YA 5549 147%
SCL = h§:1y“h. 5= 5 = 36,6875

4
1 5 Y2 5531 1477
p=1

y la suma de cuadrados del error

SCR=5CT —-SCF —-SCC —-SCL - SCG = 3,6875.

La tabla ANOVA para este diseno es la siguiente
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Tabla 5-14. Analisis de la varianza para los datos del Ejemplo 5-2

Fuentes de Suma de | Grados de | Cuadrados
variacién cuadrados | libertad medios Ferp
E. fila 57.6875 3 19.2291 15.644
E. columna 22.1875 3 7.3958 6.017
E. letra latina 36.6875 3 12.2291 9.949
E. letra griega 32.1875 3 10.7291 8.729
Residual 3.6875 3 1.2291
| TOTAL [ 1524375 15 | | |

Si realizamos el contraste al 5% y comparamos los valores de las Feyp con el valor de la
F tedrica (Fp o533 = 9,28), se concluye que se aceptan las hipétesis de igualdad de efectos
de columnas y de letra griega y se rechazan las hipdtesis de igualdad de efecto de filas y
de letra latina. Es decir, son significativos los efectos de los procedimientos y presién, pero
no lo son los efectos de la temperatura y catalizador.
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