Capitulo 6

Disenos factoriales con tres
factores

Supongamos que hay a niveles para el factor A, b niveles del factor B y ¢ niveles para
el factor C' y que cada réplica del experimento contiene todas las posibles combinaciones
de tratamientos, es decir contiene los abc tratamientos posibles.

6.1. El modelo sin replicacion

El modelo estadistico para este diseno es:

Yijk = B+ Ti+ B+ v + (78);; + (T + (BY) i + (T8Y) s, + Wi
con 1=1,2,---,a ; j=12,---,b; k=1,2,---,¢c donde
= 7i, 3; ¥ vk Son los efectos producidos por el nivel i-ésimo del factor A, (3, i = 0),

por el nivel j-ésimo del factor B, (Z] B; = 0) y por el nivel k-ésimo del factor C,
O~k 7 = 0), respectivamente.

» (78)i55 (TV)irs (BY)jx ¥ (787);5%: Son los efectos producidos por las interacciones
entre Ax B, AxC, BxCy Ax B x C, respectivamente

Z (Tﬁ)i]‘ = Z (Tﬁ)ij = Z (TV)ir = Z (T = Z (5V)jk = Z (57)jk -

i j i k j k
= Z (TBV)ijk = Z (TBV)z‘jk = Z (757)1‘]7@ =0
i j k
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Supondremos que se toma una observaciéon por cada combinacién de factores, por
tanto, hay un total de n = abc observaciones.

Parametros a estimar:

A pesar de las restricciones impuestas

al modelo, el nimero de pardmetros

(abc + 1) supera al nimero de obsevaciones

(abc). Por lo tanto, algun pardmetro no serd

estimable.

H Pardametros ‘ Numero H
n 1
T; a—1
B; b—1
Vi c—1
(78); (a—1)(b—1)
(TV)ik (a—1)(c—1)
(B7) ik (b—1)(c—1)
(T8 | (@a=1)(b—1)(c—1)
o? 1
|| Total | abc+ 1 ||
6.1.1.

Estimacion de los parametros del modelo

Los estimadores méximo verosimiles de los pardmetros del modelo son

EIEMV.depespi=17..

.;Bj

Yj =Y. 3

Los E.M.V. de los efectos principales son:

Ve =Uk—7.

Los E.M.V. de las interacciones de segundo orden son: (%) =Y. Y.~ Y+
ij

Vi =Vik —Vi. —Vok +0.. 5 (BY) =Yk —Uj — Uk + ..
ik

(Tﬁ’y)ijk =Ygk — =T = B

6.1.2.

El E.M.V. de la interaccién de tercer orden

~

A (7B), ~ @~ (B) , =

= Yijk — Yij. = Yik —Yjk T Yi. T Y4 + Yk — Y.

Descomposiciéon de la variabilidad

En este modelo la variabilidad total se descompone en:

SCT = SCA+ SCB + SCC + SC(AB) + SC(AC) + SC(BC) + SC(ABC) + SCR
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Estas sumas de cuadrados se pueden expresar como:

SCT =3, i 1viw — (W2) [(abe) 5 SCA= (32,47 ) /be— (y2) /(abe)

SCBz(zjy?j,) [(ac) = (y2) [(abe) 3 SCC = (T, y?%,) /(ab) — (y2) /(abc)

SC(AB) = (Z”y” ) Je—(y2) /(abc)— SCA—SCB: S. C. de la interaccion Ax B

SC(AC) = (szyz k) /b—(y2) /(abc) = SCA—SCC: S. C. de la interaccion AxC

SC(BC) = (Z]kyjk) Ja—(y?) /(abc)—SCB—SCC: S. C. de la interaccion BxC

SC(ABC) =3, ik yfjk— (y2) /(abc) = SCA—SCB—SCC — SC(AB) — SC(AC)—
—SC(BC): S. C. de la interaccion A x B x C

Al tratarse de un modelo sin replicacién, los contrastes sélo se pueden realizar si se
supone que la interaccién de tercer orden es cero. En esta hipétesis, CM(ABC) = CMR
v los contrastes de cada uno de los factores e interacciones comparan su cuadrado medio
correspondiente con la varianza residual para construir el estadistico de contraste.

El objetivo del andlisis es realizar los contrastes de hipétesis nula que se muestran a
continuacién junto con el estadistico de contraste correspondiente:

i) Ha=11=-=7,=0:Fs= % A B 1y (- 1) -1 (1)
i) Hp=p1=-=8,=0:Fp= % OBy 13 (am1)(b-1)(c-1)
iii) Hc=v1="=7=0:Fc = % ~HOC Bl 1y (1) (0—1)(e—1)
iv) Hoap) = (78);; =0, Vi,j: Flap) = Cg]\(f]f) OB F 1 6m1) (a1 (-1)(e—1)
v) Hoacy = (77)y, = 0, Vi k : Flac) = Cg\(ﬁf) o8 Flu 1) (e1),(a—1)(b=1)(c—1)
CM(BC)

vi) Hopoy = (B7) ;s =0,V j,k: Fipcey = “COME OB By 12 1) (a—1)(b-1)(c—1)

Fijado un nivel de significacién «, se rechaza la Hy correspondiente, si Fexp > Fiegrica-
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Tabla ANOVA: Modelo factorial con tres factores (sin replicacion)

| F.Vv. [ s.cC | G. L. | C.M. | Feup
Factor A SCA a—1 CMA CMA/CMR
Factor B SCB b—1 CMB CMB/CMR
Factor C scc c—1 CMC CMC/CMR
Ax B SC(AB) (a—1)(b—-1) CM(AB) | CM(AB)/CMR
AxC SC(AC) (a—1)(c—1) CM(AC) | CM(AC)/CMR
BxC SC(BC) b—-1)(c—1) CM(BC) | CM(BC)/CMR
AxBxC || SC(ABC) | (a—1)(b—1)(c—1) CMR | CM(ABC)/CMR
| TOTAL | ScT | abc — 1 | CMT |
Ejemplo 6.1

Se estdan investigando los efectos sobre la resistencia del papel que producen la con-
centracion de fibra de madera (factor A), la presion del tanque (factor B) y el tiempo de
coccion de la pulpa (factor C). Se seleccionan dos niveles de la concentracion de madera
(T1,72), tres niveles de la presion (81, Bq, B3) y dos niveles del tiempo de coccion (y1,73).
Pueden considerarse todos los factores fijos. Analizar los resultados y obtener las conclu-

siones apropiadas.

1 72
B | Bs | B Bi_ | Bs | B
71 | 9111 =10 | 9121 =20 | y131 =2 || y112=06 | Y120 =23 | Y132 = —2
T2 || Y211 =26 | Y201 = 28 | y231 = 30 || yo12 = 30 | yoo2 = 34 | yo32 = 32
Vamos a calcular los totales marginales y las sumas de cuadrados
5] 5 [ 5 [ 5 [ 4 ]
T1 y11. =16 | y12. =43 | y13.=0 || y1.. =59
T2 Yy21. = 56 | y22. =62 | yo3. =62 || yo. = 180
| B | y1.=72{y2=105]ys =062 y =239 |
LAXC  wm | v | [BxCT v [ v |
T1 Y11 =32 | y12=27 B4 Y11 =36 | y12 =36
T2 y2,1 =84 | yo2 =96 Ba Yo1 =48 | yo2 =57
[ C Jyi=116]y.=123] Bs || y31=32] ya =30
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2 2
_ 2 Y. (2397
SOT = 3 jx e — 55 = 6513 — ~=0— = 17529
S22 (59)2+(180)2  (239)2
A = = Ze _ —
SC i . - = 122008
2 2 2 2 2 2
sop_ TV (274 (1057 + (627 (2897
ac abc 4 12
vt ¥R (1162 +(123)2 (239)2
SCC = ab abc 6 12 4,083
Zi yzz y2 (16)2 R (62)2 (239)2
SC(AB) = ==L — &2 — SCA - SCB = _ _
c abc 2 12
—SCA - SCB = 231,16
Z i,k 92‘k y2 (36)2 4ot (30)2 (239)2
SC(BC) = === — == _ SCB - SCC = _ _
a abc 2 12
-SCB - SCC =17,16
LY 2 2, ... 2 2
SC(AC) = ZiklYik _ Y2 _SCA—SCC — (32)" 4 ---4+(96)%  (239)°
b abc 3 12

—5SCB - SCC = 24,08

SCR=SCT - SCA—-SCB - SCC — SC(AB) — SC(AC) — SC(BC)—
—SC(ABC) = 3,167.
La Tabla ANOVA resultante es:

| F.V. | SC. [GL | CM. | Fugp |
Factor A || 1220,08 1 1220,08 | 770,579
Factor B || 253,16 2 126,58 | 79,947
Factor C 4,083 1 4,083 2,579
AxB 231,16 2 115,58 73,00
AxC 24,083 1 24,083 | 15,211
BxC 17,167 2 8,583 5,421

| Residual | 3,167 | 2 | 1583 | |
| TOTAL || 1752,9 | 11 | | |

Realizando los contrastes al nivel de significacién del 5%, se concluye que son signi-
ficativos los efectos de los factores A (Fp o512 = 18,51), By A x B (Fo,052,2 = 19).
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6.2. El modelo con replicacién

El modelo estadistico para este diseno es:
Yijt = B+ Ti+ B85+ + (78);; + (V)i + (B + (T8Y) 5, + Wijint
T = 1,2,"',@ ; j:17277b7 k:1727"'7c; l:1,2,"',T

donde 7 es el nimero de replicaciones y n = aber es el nimero de observaciones.
El nimero de pardmetros de este modelo es, como en el modelo de tres factores sin
replicacién, abc 4+ 1 pero en este caso el nimero de observaciones es aber.

Las sumas de cuadrados tienen las siguientes expresiones:

SOT =" Wi — () /(aber) 5 SCA= (3 42 ) /(ber) = (y2.) / (aber)

SCB = (Z] y%) /(acr)—(y2.) /(aber) ; SCC = (Zk y2k) /(abr)—(y2.) /(aber)

SC(AB) = (Zm y%) J(er) — (42.) /(aber) — SCA — SCB

SC(BC) = (Zjvk v k) J(ar) = (y2.) /(aber) — SCB — SCC

SC(AC) = (Zi . ka) J(br) = (2.) /(aber) — SCA — SCC

)

SC(ABC) = (Zi M y%k> Jr— (42.) /(aber) — SCA — SCB — SCC — SC(AB)—
~SC(AC) — SC(BC)

SCR = SCT — SCA—SCB - SCC — SC(AB) — SC(AC) — SC(BC) — SC(ABC).

En este modelo, el objetivo del anédlisis es realizar los contrastes de hipétesis nula que,
junto al estadistico de contraste, se muestran a continuacién:

i) Ha=711==7,=0:Fy = % oA 1 abe(r—1)
ii) Hpp=pB,=---=8,=0: Fg = % ~HOB B 1 abe(r—1)
i) He=vy,==7.=0: Fc = % ~HOC B 1y abe(r—1)
iv) Hoapy = (78);; =0, Vi,j : Flap) = % 0GB F 1) 6m1) abe(r—1)
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. CM(AC
V) Hyac) = (77); =0, Vi, k Flacy = % ~sHo(Ac) Fla1)(e—1).abe(r—1))
CM(BC)

Vi) HO(BC) = (67)]% =0, Vj,k: F(BC) = W ~~Hoso) F(bfl)(cfl),abc(rfl)

. o CM(ABC
vii) Hoapc) = (@B87)i, = 0, Vi, 4, k : Flapo) = % OB B 161y (e 1) abe(r—1)

Tabla ANOVA: Modelo factorial con tres factores (con replicacion)

| F.v. | s.C | G. L. | C M. | Feap |
Factor A SCA a—1 CMA CMA/CMR
Factor B SCB b—1 CMB CMB/CMR
Factor C scc c—1 CMC CMC/CMR
AxB SC(AB) (a—1)(b—1) CM(AB) | CM(AB)/CMR
AxC SC(AC) (a—1)(c—1) CM(AC) | CM(AC)/CMR
BxC SC(BC) (b—1)(c—1) CM(BC) | CM(BC)/CMR
AxBxC || SC(ABC) | (a—1)(b—1)(c—1) [ CM(ABC) | CM(ABC)/CMR
| Residual | SCR | abe(r — 1) | CMR | |
| TOTAL | sScT | abcr — 1 | cMT | |

La diagnosis y validacién del modelo se realiza igual que en los modelos anteriores.

Ejemplo 6.2

Supongamos de nuevo la situacion del Ejemplo 6.2 en la que, en este caso, se selec-
cionan tres niveles de la concentracion de madera (71,72,73) y dos niveles de la presion
(81, By) y del tiempo de coccion (y1,7s). Pueden considerarse todos los factores fijos. Se re-
aliza un experimento factorial con dos réplicas y se recopilan los siguientes datos. Analizar
los resultados y obtener las conclusiones apropiadas.

71 Y2
Operario B ‘ B B4 ‘ B
- Y1111 = —3 Y1211 = —1 Y1121 = —1 Y1201 = 1
Y1112 = —1 Y1212 =0 Y1122 =0 Y1222 = 1
- Y2111 =0 Y2211 = 2 Y2121 = 2 Y2221 = 6
Y2112 = 1 Y2212 = 1 Y2122 = 3 Y2222 =5
s Y2111 = 5 Y211 =7 Y3121 =7 Y3221 = 10
Y3112 = 4 Y3212 = 6 Y3122 = 9 Y3222 = 11

Vamos a calcular los totales marginales y las sumas de cuadrados
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AxBxC

71 Y2
B4 ‘ Bo By | Bo A
T1 yi11. = —4 | yi2r. = =1 || y1i2. =1 | y122. =2 || -4
T2 Yy211. =1 | yo21. = Yo12. = yo22. = 11 || 20
T3 y311. =9 | y321. = 13 || y312. =16 | y320. =21 || 59
[AxB| 8 | B | [AxC] m v |
T1 Yyi1.. = =5 | yi2. =1 T1 Yy11.= 95| y12.=1
T2 y21.. =6 |y =14 T2 y21. =4 | y22. =16
T3 y31.. = 25 | y3o.. = 34 T3 Y31 =22 | y3o =37
[ 3 Lo -5luw-5] [ ¢ [uo-2lvs—51]
[BxC] v [ 7 |
B4 y11. =6 | yi12. =20
Ba Yo21. =15 | yoo. =34
2 752
SC Zmz Ui — S =571 — < = 336,6
2
DV R (424 (2024 (59 75
A==t Yo _ D 959
5¢ ber aber 8 24 52,75
2
Zya 2 26)2 + (49)2 752
_Lidaeyn (26)°+(49)° 757
SCB = acr aber 12 24 22,042
2
DoV 2 202+ (42 TR
SCC = abr aber 12 24 45,37
2
>, Y 2 (=5)2+---+ (342 752
2V 2 B _ N
SC(AB) = =4 Lo _504-5CB ; ¥
—252,75 — 22,042 = 0,583
2
Z- Y.jk. 2 6)24---+(34)2 752
SOBC) = =ik Yoo gop_goo = 8T A BT T
ar aber 6 24
92,042 — 45,37 = 1,042
2
Do iUk g2 (=B) 4+ (37)2 752
SC(AC) = =6k Yoo 904~ SCC = o
( ) br aber 4 24
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—252,75 — 45,37 = 5,25

24 L yzzjk y2
SC(ABC) = b — == —SCA—-SCB-SCC - SC(AB)—

T aber

_s0(40) - sepe) = S (1)z+ (212 72_542_

—252,75 — 22,042 — 45,37 — 0,583 — 5,25 — 1,042 = 1,083

SCR =SCT—-SCA-SCB—-SCC—-SC(AB)—-SC(AC)-SC(BC)—SC(ABC) = 8,5.
La Tabla ANOVA resultante es:

| F.V. | s.C |[GL| CM | Fg |
Factor A 252,75 2 1265,375 | 178,412
Factor B || 22,042 [ 1 22,042 | 31,118
Factor C || 45375 [ 1 45,375 | 64,059
AxB 0,583 2 0,202 | 0412
AxC 5,25 2 2,625 | 3,706
BxC 1,042 1 1,042 [ 1471
AxBxC| 1,083 2 0,542 | 0,765
| Residual || 85 [ 12 | 0,708 | |

| TOTAL | 336,625 | 23 | | |

Realizando los contrastes al nivel de significacién del 5%, se concluye que son signi-
ficativos los efectos de los factores A (Fp 5212 = 3,89), By C (Fo,05,1,12 = 4,75) pero no
son significativos los efectos de todas las interacciones.

6.3. Disenos factoriales con mas de tres factores

Las ideas anteriores se extienden inmediatamente para modelos factoriales con
cualquier numero de factores'. Para mds de tres factores, las interacciones superiores a
tres suelen suponerse nulas, lo que permite obtener una estimacién del error experimental.

Consideremos un diseno con cuatro factores a niveles Ny, No, N3, N4. Las N1 X No X
N3 x Ny observaciones permiten estimar:

= La media general p

. Z?:l (N;—1) = Z?:l N; — 4 efectos principales

'Véase Pefia (1989) pagina 116.
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4
s (N; —1)(N;j — 1) interacciones de segundo orden para cada una de las < 2) parejas

de interacciones de segundo orden

4
= (N; —1)(Nj — 1) (N, — 1) interacciones de tercer orden para cada una de las < 3)

interacciones de tercer orden

= Si suponemos que las interacciones de cuarto orden son cero, tendremos:
(N1 —1) (N2 —1) (N3 —1)(Ng4— 1)

grados de libertad para calcular los residuos y efectuar los contrastes.
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