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INTRODUCCION

El teorema central del limite es uno de los fundamentales en estadistica y estudia
el comportamiento de la suma de variables aleatorias, cuando crece el nimero de
sumandos, asegurando su convergencia hacia una distribucion normal en condiciones
muy generales. Este teorema, del cual existen diferentes versiones que se han ido
desarrollando a lo largo de la historia, tiene una gran aplicacion en inferencia
estadistica, pues muchos parametros de diferentes distribuciones de probabilidad (como
la media, momentos, coeficiente de correlacién, proporcion) pueden expresarse en
funcion de una suma de variables. Permite también aproximar muchas distribuciones de
uso frecuente: binomial, Poisson, chi cuadrado, t-student, gamma, etc., cuando sus
parametros crecen y el calculo se hace dificil. Por otro lado, la suma de variables
aleatorias aparece en forma natural en muchas aplicaciones de procesos de simulacion
de la ingenieria: determinacion de masa forestal, carga soportada por una estructura,
tiempo de espera de servicios, etc.

Todo ello hace explicar por qué muchos métodos estadisticos requieren la
condicién de normalidad para su correcta aplicacion y, en consecuencia, este teorema es
una componente importante de la formacién estadistica de los ingenieros, ya que por
otro lado, su ensefianza plantea interrogantes importantes al profesor. El teorema se
apoya Y relaciona entre si con otros conceptos y procedimientos basicos en estadistica,
como los de variable aleatoria y sus transformaciones, distribucion muestral,
convergencia, momentos, simetria, tipificacion, calculo de probabilidades, etc., algunos
de los cuales podrian plantear problemas de aprendizaje.

En este trabajo se aborda la problematica de la ensefianza y aprendizaje del
teorema central del limite en los estudios de ingenieria, particularmente en Chile.
Utilizando el enfoque ontosemidtico desarrollado por Godino (Godino y Batanero,
1994, 1998a, 2003; Godino, 2002a; Godino, Contreras y Font, 2006; Godino, Batanero
y Font, 2007; Godino, Bencomo, Font y Wilhelmi, 2007) es posible acercarse a este

teorema general y universal, desde una diversidad de puntos de vista.
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En el Capitulo 1 se contextualiza la investigacion, presentando la problematica
de las carreras de ingenieria, y haciendo especial mencion a establecer el perfil de
competencias de un ingeniero, que permitira determinar las habilidades y destrezas en la
formacion estadistica de los ingenieros. También se analiza la importancia del teorema
central del limite en estadistica y la problematica didactica que implica su ensefianza a
alumnos de ingenieria.

El Capitulo 2 presenta los fundamentos de esta investigacion. Después de
presentar un resumen del marco tedrico utilizado, se analiza la evolucién historica,
identificando los campos de problemas que dan origen al teorema, lo que sera la base
para el posterior estudio del significado de referencia del mismo.

En el Capitulo 3 se describe las investigaciones relacionadas con la ensefianza y
aprendizaje del teorema central del limite y otros temas relacionados, centrdndose
principalmente en la comprension de la distribucion normal y sus propiedades, la de las
distribuciones muestrales y el efecto de la ensefianza basada en ordenador sobre el
aprendizaje de las distribuciones muestrales.

El Capitulo 4 explica el significado institucional de referencia del teorema
central del limite, que servird de base para el disefio de un proceso de estudio y la
interpretacion de las respuestas de los alumnos a algunas de las tareas planteadas a lo
largo del mismo y en la fase de evaluacion. Este significado se identifica a partir del
analisis de contenido de una muestra de libros de texto de estadistica, utilizados para la
ensefianza de ingenieros en Chile. Para formar la muestra, se seleccionan textos de
probabilidad y estadistica con distintos enfoques que incluyen el teorema. A
continuacion, se identifican los elementos de significados méas relevantes en la
formacidn del ingeniero.

En el Capitulo 5 se analiza el disefio de un proceso de estudio sobre el teorema
central del limite, dirigido a la formacion de ingenieros. A partir del significado
institucional de referencia se han seleccionado los elementos de significado,
organizandolos en un proceso de estudio, que los contextualiza en ejemplos
relacionados con la ingenieria y los secuencia en orden de dificultad progresiva en base
al tiempo disponible. Se tuvo en cuenta tres posibles tipos de configuraciones
epistémicas: manipulativa, algebraica y computacional, que se alternan a lo largo del
proceso y permiten introducir significados complementarios del teorema central del
limite. Con ello se describe el significado institucional pretendido.

Finalizado el disefio del proceso de estudio, se llevo a cabo la observacién de su



Introduccién

desarrollo formando parte de un curso de estadistica en la Universidad Catdlica de la
Santisima Concepcion de Chile, donde participaron 134 estudiantes.

En el Capitulo 6, se analiza la observacion realizada de algunos episodios del
proceso de estudio en cada una de las tres lecciones de que se compone. El analisis
incluye una muestra de las actividades desarrolladas colectivamente en la clase y de las
tareas realizadas individualmente por los alumnos, asi como de las pruebas de
evaluacion llevadas a cabo al finalizar cada una de las lecciones. La finalidad es
describir el significado institucional implementado.

En el Capitulo 7 se describe la evaluacion final del aprendizaje llevada a cabo a
partir de un cuestionario con items de opciones mdultiples y verdadero/falso, dos
problemas abiertos y un proyecto de aplicacion a la ingenieria. Ello permite describir el
significado personal de los estudiantes al finalizar el proceso de estudio y compararlo
con el significado institucional implementado. Asimismo, permite valorar la idoneidad
didactica (cognitiva, epistémica, mediacional y emocional) del proceso de estudio. La
tesis finaliza con el Capitulo de conclusiones y referencias.

Esta tesis realiza diversas aportaciones al campo de la educacion estadistica y en
concreto a la investigacion sobre ensefianza y aprendizaje del teorema central del limite

que se pueden resefiar de la siguiente forma:

e El andlisis histérico y de libros de texto permite describir con detalle el significado
de referencia del teorema central del limite en un curso estandar de ingenieria, y
mostrar la diversidad posible de significados de dicho objeto matematico.

e EI proceso de estudio implementado, es en si mismo novedoso, al incorporar
actividades no habituales, como las basadas en la simulacion de experimentos
aleatorios con materiales manipulativos y ordenador, asi como del estudio de las
condiciones para la convergencia. Dicho proceso permite conectar, asimismo la
aproximacion de varias distribuciones clasicas a la normal con el teorema central del
limite, ampliando el significado de dicho teorema, respecto a lo que es habitual en
los libros de texto de ingenieria.

e EIl andlisis del aprendizaje de los estudiantes, amplia notablemente los estudios
realizados sobre la comprension del teorema central del limite, al abarcar una serie
de propiedades no consideradas en las investigaciones previas (como correccion de
continuidad, condiciones de la convergencia, efecto de los parametros). También se

aborda la capacidad de reconocimiento de los campos de problemas, uso correcto de
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procedimientos, lenguaje y capacidad de argumentacion, que no han sido

consideradas con anterioridad.

Incluso con las limitaciones razonables de todo estudio didactico, pensamos que
los resultados suponen un avance en la didactica de la inferencia estadistica. Es de
esperar que otros trabajos posteriores puedan continuar la linea iniciada en esta

Memoria.



CAPITULO 1.
PROBLEMA DE INVESTIGACION, SU
CONTEXTUALIZACION Y RELEVANCIA

1.1. INTRODUCCION

Como se ha indicado en la introduccion, el problema de investigacion se centra
en la ensefianza del teorema central del limite en las carreras de ingenieria y de
ingenieria civil. Aunque los resultados serian aplicables en general a estudiantes de
ingenieria, los alumnos que forman parte de la muestra cursan sus estudios en la
Universidad Catolica de la Santisima Concepcion de Chile.

Con objeto de contextualizar el problema, comienza este capitulo presentando la
problematica de las carreras de ingenieria, haciendo especial mencion a la situacion en
Chile, aungue dentro de una perspectiva internacional. Se hace especial referencia a la
problematica de la acreditacion; que conlleva a establecer el perfil de competencias de
un ingeniero y por tanto, ayudara a determinar las habilidades y destrezas en la
formacion estadistica de los ingenieros. Seguidamente se analiza la importancia del
teorema central del limite en estadistica y la problematica didactica que implica su
ensefianza a estos alumnos.

Todo ello servira para delimitar la investigacion y describir sus objetivos
generales y especificos. Finaliza este capitulo haciendo un resumen de las fases que
componen la investigacién empirica y las principales caracteristicas de la metodologia

empleada en cada una de ellas.

1.2. EL CONTEXTO INSTITUCIONAL. LA FORMACION ESTADISTICA DE
LOS INGENIEROS

1.2.1. INTRODUCCION
Segun la Acreditation Board for Engineering and Technology (1997) de EE.UU.,
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Ingenieria es la profesion en la cual el conocimiento de las ciencias naturales y
matematicas, obtenido por estudio, experiencia y préactica, es aplicado con criterio al
desarrollo de formas de emplear, economicamente, los materiales y fuerzas de la
naturaleza para el beneficio de la humanidad.

El Consejo Superior de Educacion de Chile define las Ciencias de la Ingenieria
como el conjunto creciente de disciplinas basadas en las Matematicas y las Ciencias
Naturales, que se orientan hacia las practicas creativas del disefio en ingenieria y que
sientan las bases de las materias que diferencian la especialidad. Ellas comprenden el
desarrollo de técnicas matematicas o numéricas, la modelacion, la simulacion y otras
técnicas experimentales con énfasis en la identificacion y solucion de problemas
practicos en ingenieria. Incluyen temas como resistencia de materiales, mecanica de
fluidos, termodinamica, circuitos eléctricos y electronicos, ciencias de los materiales,
informatica, mecanica de suelos, control automatico, aerodinamica, fenomenos de
transferencia, pudiendo comprender también estudios sobre el medio ambiente u otros
propios de una determinada disciplina o especialidad.

La acreditacion de carreras de ingenieria en Chile ha puesto en evidencia la
existencia de numerosas especialidades que no llegan a alcanzar los estandares
internacionales, lo que establece un contexto de analisis y evaluacion. Esta situacion se
deriva, particularmente, de las formas como se ha utilizado el concepto de “ingenieria”
en el pais. Para tratar de mejorar la situacion, la CNAP (Comision Nacional de
Acreditacion de Pregrado) hizo una convocatoria en 2001, para analizar la acreditacion
de las carreras de Ingenieria Civil en todas sus especialidades. Esto conlleva a garantizar
las competencias especificas necesarias que han de adquirir los futuros profesionales

ingenieros.

1.2.2. PERSPECTIVA INTERNACIONAL
Existen carreras de ingenieria desarrolladas bajo sistemas de acreditacion

internacionales, en especial la Acreditation Board for Engineering Technology (ABET,
EE.UU.), Canadian Council of Profesional Engineers (CEAB, Canada), Consejo de
Acreditacion de la Ensefianza de la Ingenieria (CACEI, México) y paises de la alianza
del cono sur (MERCOSUR), presionados por los tratados de libre comercio, que han
establecido criterios estdndares de acreditacion de carreras de ingenieria que

corresponden a dos objetivos distintos:
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a. Carreras de base cientifica, que fluctan entre 4 y 5 afios (6 afios en pocos casos,
Chile entre ellos), orientadas al disefio, gestion y produccion.
b. Carreras con base cientifica limitada y fuerte componente tecnolégico que fluctuan

entre 3y 4 afos, orientadas a la supervision y produccion.

La primera orientacion tiene fuerte base cientifica, basada en el célculo
matematico de varias variables, ecuaciones diferenciales y fisica. La segunda es de tipo
mas tecnoldgico, con una base cientifica méas orientada a las aplicaciones tecnoldgicas,
supervision y control. En algunos casos la base matematica de esta carrera llega al nivel
de Algebra Superior (ABET, 1997; Instituto de Ingenieros, 2002). Dos ejemplos bien
conocidos de esta situacion son los casos de Inglaterra, donde coexisten los Chartered
Engineers (base cientifica) y los Incorporated Engineers (base tecnoldgica), y de
Estados Unidos, donde coexisten los grados de Bachelor of Science in Engineering y
Bachelor of Engineering Technology. Veinte afios atrds el paralelo chileno era muy

cercano, con los Ingenieros Civiles e Ingenieros de Ejecucion.

1.2.3. ACREDITACION

La acreditacion permite la regulacion de la educacién superior que busca
asegurar la calidad y pertinencia de la oferta educativa. Le corresponde, por lo tanto,
establecer criterios orientadores que integren tanto los intereses del pais y de los
postulantes, como el derecho de las instituciones a ejercer su autonomia. Considerando
como un importante referente la perspectiva internacional, la cual serd cada vez méas
relevante en la practica, a medida que Chile asuma compromisos comerciales con paises
desarrollados, la CNAP ha considerado la acreditacion de los dos tipos de ingenierias
citadas anteriormente (CNAP, 2003):

e Ingenierias con base cientifica, que otorgan una Licenciatura en Ciencias de la
Ingenieria y conducen a un titulo profesional de Ingeniero Civil o uno
esencialmente equivalente (actualmente hay 30 ingenierias civiles).

e Ingenierias con base tecnoldgica, que conducen a un titulo de Ingeniero en un area
de especialidad o de Ingeniero de Ejecucion, y que pueden otorgar una Licenciatura
en la especializacion correspondiente al titulo (actualmente hay 51 especialidades

de ingenierias y 57 de ejecucion).
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La CNAP define las expectativas que, respecto de los principales rubros de
analisis, deben satisfacer las carreras de ingenieria, en el marco de sus propias
competencias y de la mision y de las orientaciones generales de la institucion a la que
pertenecen, que se concretan en un perfil profesional y una estructura curricular
particular. Estos criterios se describen a continuacion para las carreras con base

cientifica, donde se interesa este estudio.

1.2.4. CARACTERIZACIONES GENERALES DE LA CARRERA DE INGENIERIA CON BASE
CIENTIFICA

La carrera de ingenieria con base cientifica (CNAP, 2003), conduce al titulo
profesional de Ingeniero Civil o uno esencialmente equivalente, y al grado académico
de licenciado en Ciencias de la Ingenieria. Esta carrera debe contar con una fuerte base
cientifica y orientarse al disefio, gestion y produccion. La carrera debe garantizar que

los profesionales que titula:

e Han adquirido las competencias necesarias para aplicar un cuerpo distintivo de
conocimientos cientificos, matematicos y tecnoldgicos en un contexto empresarial,
tomando en consideracion las restricciones impuestas por las finanzas, la
legislacion, la ética y las personas.

e Tengan capacidad de innovacion, creatividad y habilidad especifica, centrada en el
disefio, gestion y produccion de proyectos de desarrollo, procesos de produccion y
procedimientos de operacion y mantenimiento en areas de infraestructura, bienes y
servicios para la industria y la comunidad, en diversos ambitos de la ingenieria.

e Cuentan con las competencias necesarias para prever el comportamiento de un
disefio o los resultados de un programa, y para evaluar costos y beneficios de las
actividades propuestas.

e Son capaces de desarrollar las competencias necesarias para una educacién

permanente y continua, incluyendo estudios de postitulo y postgrado.

La ingenieria de base cientifica, que en Chile otorga el grado de licenciado en
Ciencias de la Ingenieria, incluye las carreras de Ingenieria Civil (6 afios) y de algunas
carreras de Ingenieria de 5 afios. En el caso de las carreras tecnoldgicas también existen
sistemas de acreditacion (ABET es uno), pero esta menos desarrollado el intercambio

internacional. Las capacidades o competencias esperadas han sido publicadas por
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agencias acreditadoras (FEANI, Federation Euroeenne D Associations Nationales
D Ingenieurs) o cuerpos profesionales para la carrera de base cientifica.

Las reuniones internacionales recientes en torno al tema de reconocimiento
mutuo de titulos de Ingenieria y de Sistemas de Acreditacién revelan una notable
concordancia conceptual en los estandares, que se refieren esencialmente a las carreras
homologas de base cientifica. Los paises que han desarrollado sistemas de acreditacién
en ingenieria han expresado la importancia de los aspectos esenciales en la
caracterizacion de una carrera de ingenieria, que inciden directamente en la capacidad
industrial y su sostenibilidad en el tiempo, con las correspondientes implicancias en la
economia y competitividad nacionales.

Es por ello altamente improbable que en Chile se acrediten como tales carreras
de ingenieria que no se ajusten a las caracteristicas internacionalmente reconocidas.
Entre otros factores, juegan un papel importante los compromisos internacionales que
Chile ha contraido en materia de reconocimiento de estudios. En particular deben citarse
los acuerdos mercosur y Chile-Canada, los cuales implican explicitamente procesos de

acreditacion de carreras de ingenieria con criterios comparables.

1.2.5. FORMACION ESTADISTICA DE INGENIEROS
El Instituto de Ingenieros de Chile destaca la importancia de la estadistica, como

base esencial de conocimientos en ingenieria, puesto que sus aplicaciones llevan a
modelos matematicos necesarios para el disefio, control y optimizacion. Histéricamente
los programas de estadistica han sido realizados por especialistas, siendo fuertemente
técnicos y ligados al conocimiento matematico. Hoy en dia, la tendencia es a tener un
curriculo cada vez menos técnico y cada vez mas practico.

La importancia de la estadistica para el aumento de la calidad en la industria ha
sido subrayada (Montgomery y Runger, 1996). Muchas compafiias se han dado cuenta
de que la baja calidad de un producto tiene un efecto muy pronunciado en la
productividad global de la compafiia, su posicion competitiva y, finalmente, en la
rentabilidad de la empresa. La estadistica es un elemento decisivo en el incremento de la
calidad, ya que las técnicas estadisticas pueden emplearse para describir y comprender
la variabilidad en los procesos industriales, que es el resultado de cambios en las
condiciones bajo las que se llevan a cabo estos procesos. También en las Conferencias
Internacionales sobre Ensefianza de la Estadistica (ICOTS) se han organizado sesiones

especiales sobre la formacion estadistica de los ingenieros (e.g., Mac Gillivray, 2000a y
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b; Martin, 2006; Romeu, 2006).

En muchas Facultades de Ingenieria, la asignatura de estadistica es de caracter
minimo dentro del plan de estudios, y suele estar ubicado en el segundo afio. Los
contenidos minimos de un curso tradicional en ingenieria son: Estadistica descriptiva
univariada, estadistica descriptiva bivariada, distribuciones muestrales, estimacion
puntual de pardmetros, estimacion por intervalos de parametros, pruebas de hipotesis,
elementos de muestreo, regresion lineal maltiple. A pesar de que la estadistica en estas
carreras se fundamenta en una sélida base matematica, el interés es complementarla con
la estadistica aplicada, que se puede dividir en tres campos de estudio, como sugiere
Moore (1995):

1. El analisis de datos se ocupa de los métodos y las ideas necesarias para organizar y
describir datos utilizando graficos, resumenes estadisticos y descripciones
matematicas mas elaboradas. La revolucion informatica ha devuelto de nuevo el
analisis de datos al centro de la estadistica aplicada.

2. La obtencion de datos proporciona métodos para obtener datos que permiten dar
respuestas claras a preguntas concretas. Los conceptos basicos sobre coémo obtener
muestras y disefiar experimentos son quizas las ideas estadisticas que han tenido una
mayor influencia.

3. La inferencia estadistica va mas alla de los datos disponibles para obtener
conclusiones sobre un universo mas amplio. La inferencia estadistica no sélo
obtiene conclusiones, sino que acompafia estas conclusiones con una afirmacion
sobre su fiabilidad. En general, se discuten los razonamientos utilizados en la
inferencia estadistica, presentandose cémo se utiliza en la practica en algunas

situaciones sencillas y mas complejas.

Otro dato de interés son los bajos resultados globales en las evaluaciones de la
asignatura, lo que implica que la estadistica es un topico dificil para los alumnos. En la
Tabla 1.2.5.1, se presentan los resultados académicos en la asignatura de Estadistica de
los estudiantes de las cinco especialidades de la Facultad de Ingenieria de la
Universidad Catolica de la Santisima Concepcion. Se observa en seis afios el bajo
porcentaje de alumnos que aprueban la asignatura (Calificacion final) y es mas
preocupante la calificacion parcial donde se evalua el tema de las distribuciones

muestrales (Prueba parcial). Sin embargo, el segundo semestre de 2005, periodo donde
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se implementod la propuesta del disefio del teorema central del limite, se aprecia un
aumento de aprobacion de alumnos y una pequefia mejora en la prueba de contenidos

donde se presento el objeto de estudio.

Tabla 1.2.5.1. Porcentaje de estudiantes aprobados en la asignatura de Estadistica

Afo Calificacion final Prueba Parcial

2001(2) 29

2001(2) 60

2002(2) 52 27
2003(1) 46

2003(2) 35 13
2004(1) 37 25
2004(2) 30 28
2005(1) 34 35
2005(2) 58 46
2006(1) 35 24
2006(2) 41 50

(1) Primer semestre; (2) Segundo semestre

Actualmente existen altos grados de desercion estudiantil y reprobacion de los
alumnos de Ingenieria y un no despreciable grado de desmotivacion de los estudiantes.
Una posible causa (estudio realizado en proyectos internos) es que el objetivo en los
cursos ha sido que los alumnos adquieran conocimientos, pero no necesariamente
potenciar habilidades, analisis critico y actitudes que permitan fortalecer su futuro

profesional.

1.2.6. CONTEXTO DE INNOVACION PEDAGOGICA EN LA UNIVERSIDAD CATOLICA DE
LA SANTISIMA CONCEPCION

En asignaturas de Probabilidad y Estadistica para ingenieros las sesiones de
clase se han desarrollado sélo en el aula, presentando a los estudiantes actividades de
ejercicios y problemas con desarrollo algebraico y demostraciones de propiedades
deducidas de teoremas y corolarios. Algunas razones para seguir esta metodologia es no
contar con un programa de estadistica licenciado para los estudiantes y también la
tradicion de los profesores. De acuerdo a la experiencia docente, se observa que existen
diferencias en los estudiantes de ingenieria con respecto al ritmo de aprendizaje y que
muchos no muestran un trabajo sistematico de estudio clase a clase.

Una de las perspectivas del Plan Estratégico de la Facultad de Ingenieria de la
Universidad Catdlica de la Santisima Concepcion (en adelante UCSC) es la Perspectiva

del aprendizaje, o conjunto de objetivos tendientes a lograr las competencias,
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habilidades y tecnologias necesarias para el desarrollo y crecimiento futuro de la
Facultad.

Dentro de esta perspectiva y de uno de los lineamientos estratégicos
institucionales, la investigacion y su conexidn con la docencia, se sitla este trabajo que
continuara otros proyectos internos de investigacion y de docencia, en particular los
proyectos DIN 05/1997 “Caracterizacion del estudiante de ingenieria en relacion al
rendimiento académico”, DIN 05/2001 “Disefio y aplicacion de una metodologia
innovadora de aprendizaje en Ciencias Basicas a partir de variables causales de
rendimiento académico” y FAD 08/2000 “Desarrollo de propuesta metodolégica de
organizacion académica y administrativa para ingenieria maritimo portuaria”, algunos
de cuyos resultados se han publicado en Alvarado y cols. (2000, 2003) y Parra y cols.
(2001). En esta investigacion se intenta llevar a cabo:

a. Acciones para potenciar en los estudiantes las habilidades y destrezas de acuerdo a
los requerimientos de las especialidades. Para ello, y en base al marco tedrico se
disefiara un proceso de estudio del teorema central del limite, acorde a las carreras
de ingenieria y sus necesidades actuales.

b. Acciones para mejorar la metodologia de ensefianza-aprendizaje de acuerdo a las
competencias de egreso. Para ello se identificaran metodologias afines a las

caracteristicas de los alumnos y las competencias de egreso deseadas.

La poblacién de interés en el presente trabajo, son los alumnos de segundo afio
universitario de la Universidad Catolica de la Santisima Concepcidn que cursan una
asignatura de estadistica en la Facultad de Ingenieria (Ingenieria en: Acuicultura,
Maritimo Portuario, Informatica, Industrial y Civil). También es posible que los
resultados sean aplicables a otros estudiantes de ingenieria que tengan una base

matematica similar al inicio del estudio del teorema central del limite.

1.3. EL TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE Y SU INTERES EN
ESTADISTICA

1.3.1. INTERES EN ESTADISTICA

Un objeto de creciente preocupacion en la Educacion Matematica es investigar

acerca del significado, comprension y aplicacion de conceptos estocasticos en todos los
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niveles educacionales. En el caso particular de la ensefianza de la estadistica en la
universidad, uno de los problemas didacticos principales es la ensefianza de la
inferencia (Moore, 1997; Artigue, Batanero y Kent, 2007). La investigacion en
psicologia se ha interesado desde hace afios por la comprension de la inferencia y ha
mostrado, por un lado, el uso e interpretacion incorrectamente generalizado del
contraste de hipotesis por los investigadores y profesionales (Morrison y Henkel, 1970;
Harlow, Mulaik y Steiger, 1997; Batanero, 2000; Batanero y Diaz, 2006). Por otro lado,
incluso en las situaciones de la vida diaria, se hacen frecuentes errores en la toma de
decisiones bajo incertidumbre y no se mejora con la formacion estadistica (Kahneman,
Slovic y Tversky, 1982).

Uno de los resultados més notables de la teoria estadistica es el teorema central
del limite, estudiado por varios matematicos destacados, que fue establecido por
primera vez en 1738 por Abraham De Moivre, bajo condiciones muy restringidas. A
principios del siglo XIX Laplace lo formuldé de manera méas general; pero no fue hasta
1901 cuando el eminente probabilista de San Petersburgo, A. M. Liapounov (1857-
1918) lo establecio finalmente en condiciones muy generales y proporciond una
demostracion completa y rigurosa, empleando herramientas matematicas mucho mas
sofisticadas.

El nombre de “teorema central” fue acufiado por George Polya en 1920, para
subrayar que de todos los teoremas de distribuciones limite, éste es justamente el mas
importante. En términos generales, este teorema explica por qué la distribucién normal
aparece con tanta frecuencia en fendmenos bioldgicos, fisicos, astrondmicos, quimicos,
ingenieriles, etc., al establecer que (Wisniewski y Velasco, 2001, pp. 211) “La suma de

un gran numero de variables aleatorias independientes tiende a seguir de manera asintotica

una distribucién normal, siempre que determinadas condiciones queden satisfechas".

Intuitivamente, nos indica que al tomar una muestra aleatoria de tamafio
suficientemente elevado, la distribucion de la media de dicha muestra- y de otros
estadisticos, tales como la proporcién o la mediana- puede aproximarse mediante una
distribucion normal, cuya media (valor esperado) precisamente coincide con el valor del
parametro que tratamos de estimar.

Mediante el teorema central del limite podemos obtener distribuciones
aproximadas (asintéticas) de otras distribuciones tales como la binomial, Poisson, chi

cuadrado, etc., mediante la consideracion de la suma de variables aleatorias, ya que el
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teorema se cumple, independientemente de la distribucion de partida de la poblacion. Se
vera con mas detalle en la evolucion histérica de su significado institucional en
estadistica, Seccion 2.3.

Desde el punto de vista didactico en este teorema se reinen elementos diversos
cuya comprension debe adquirir el estudiante antes de abordarlo, tales como: variable
aleatoria, distribucion normal, muestra aleatoria, estadistico, distribuciones muestrales,
etc., lo que hace rico y complejo su estudio. Muchos alumnos tienen dificultad con el
célculo de probabilidades o incluso con el analisis matematico y, sin embargo, es
necesario que adquieran comprension y competencia en las diferentes distribuciones de
probabilidad y en las nociones béasicas de muestreo, ya que las dificultades de
comprension de estos conceptos influyen en los errores de aplicacion de los
procedimientos inferenciales, tales como la estimacion por intervalos o los contrastes de
hipotesis (Vallecillos, 1996, 1999). Por lo tanto tenemos que buscar medios didacticos
que los hagan asequibles a los alumnos.

La comprension del teorema central del limite y su implicacién sobre las
distribuciones muestrales es un tema en el que se han descrito dificultades por parte de
los estudiantes quienes no perciben el efecto del tamafio de la muestra en la variabilidad
(Méndez, 1991; Rubin, Bruce y Tenney, 1991) o no comprenden que la esperanza
matematica de las distribuciones muestrales depende del valor del parametro
desconocido en la poblacion (Vallecillos, 1996, 1999). Por otro lado, el uso de la
tecnologia no siempre produce una comprension efectiva de las distribuciones
muestrales (delMas, Garfield y Chance, 1998, 1999).

1.3.2. IMPORTANCIA DEL TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE EN LA INGENIERIA Y
OTRAS AREAS

En muchas situaciones practicas de la ingenieria, las ciencias exactas y la
economia, se considera que una variable aleatoria representa la suma de un ndmero
considerable de variables aleatorias independientes (cuyas distribuciones particulares
pueden ser arbitrarias o incluso desconocidas). Pero, gracias a este teorema, se acepta
que la variable aleatoria que resulta de sumar todas estas variables se aproxima
mediante la distribucion normal. A modo de ejemplo se citan los siguientes (Wisniewski
y Velasco, 2001):

a. Imaginese el caso del consumo de energia eléctrica por cada familia. Es evidente
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que la mayoria de las familias consumen electricidad de manera desordenada y

aleatoria. Asi, para cada familia k, puede haber una variable aleatoria X, que rija el

consumo particular de energia eléctrica, con su distribucion de probabilidad y
parametros (media y varianza) respectivos. Distintas familias pueden consumir
energia eléctrica de modo muy diferente y con diferentes distribuciones de
probabilidad. Sin embargo, gracias al teorema central del limite, se puede asegurar
que la cantidad total de energia eléctrica consumida en una ciudad o una zona de
esta, producto de la suma total de las contribuciones individuales de numerosas
familias, puede aproximarse mediante una distribucion normal. Lo mismo ocurre en
otras situaciones como el consumo de agua o gas doméstico.

Pequefas particulas de polvo suspendidas en un liquido que estd en reposo son
objeto de movimientos aparentemente aleatorios (movimiento browniano, cuya ley
fue estudiada por Albert Einstein). EI movimiento browniano es, en realidad, el
resultado final de numerosos bombardeos de las moléculas del liquido (tan pequefias
que son invisibles aun bajo potentes microscopios), y cada molécula contribuye
“con su grano de arena” a la suma resultante final del movimiento aleatorio de una
particula de polvo suspendida, que es la resultante vectorial de todas las
contribuciones individuales de los desplazamientos aleatorios de cada molécula.
Cabe sefalar, que una caracteristica de los errores de medicién, cuando una cantidad
es la suma de un gran numero de contribuciones pequefias, consiste en que la
contribucion individual de cada término es despreciable, y la probabilidad de que
cualquier error en una medicion individual pueda afectar a la suma resultante es
practicamente cero. El impacto que pueda tener el teorema central del limite en las
ciencias de ingenieria, se basa precisamente en las distribuciones de probabilidad
asociadas a la medicion de datos ingenieriles, como por ejemplo: tiempo de falla,
tasas de falla, proporciones de defectuosos, flujos eléctricos, resistencia de
materiales, ancho de banda para comunicaciones, diametros de arboles, oscilaciones

de temperaturas de operacion, etc.

Por otro lado, la mayor parte del uso moderno de la estadistica en la ciencia y la

ingenieria, se dirige mas hacia la inferencia que a la descripcién, en que la mayoria de

las aplicaciones de la estadistica, los datos disponibles consisten en una muestra. En la

inferencia estadistica lo que se desea hacer es tomar una decisién acerca de una

poblacion determinada. En particular, la comprension de la unidad de distribuciones
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muestrales, en que esta presente el teorema central del limite, es fundamental en los
procedimientos inferenciales de estimacion puntual de parametros, estimacién por
intervalos de confianza y la prueba de hipotesis. Por ejemplo, si en un lote de 5000
circuitos integrados contienen exactamente 50 circuitos defectuosos, al seleccionar una
muestra de 100 dispositivos se espera un 1% de circuitos defectuosos, pero esta cantidad
puede ser cero, dos o cinco por ciento, dependiendo de los dispositivos especificos
contenidos en la muestra. Es asi, como el proceso de muestreo

-elemento importante en el teorema central del limite- introduce cierta variabilidad en
los resultados observados en el sentido en que la proporcion de unidades defectuosas

puede cambiar de la proporcion real de éstas.

1.4. DELIMITACION DEL PROBLEMA DE INVESTIGACION

Las anteriores consideraciones conducen a mostrar interés por realizar una
investigacion especifica sobre la ensefianza del teorema central del limite a ingenieros,
en el contexto chileno. Una vez contextualizado este estudio, se procedi6 a delimitarlo y
organizarlo en cuatro etapas, que son las empleadas por Tauber (2001) en su estudio

sobre la distribucién normal:

Etapa 1. Analisis epistémico: El fin de esta fase es fijar el significado institucional de
referencia, que es la base del disefio de la secuencia didactica. Este trabajo se centrara
en la descripcion del significado historico del teorema central del limite y el que se

presenta del teorema en los libros de estadistica para ingenieros.

Etapa 2. Seleccion de elementos de significados y disefio de una secuencia de
ensefianza: Se trata de seleccionar a partir del significado de referencia unos campos
especificos de problemas, asi como el resto de elementos de significado, ademas de
unas configuraciones didacticas para abordarlos. También se fijaran los contextos
particulares de aplicacion, relacionados con areas de interés para el alumno. Todo ello
se secuenciard y enlazara convenientemente para producir un proceso del estudio del
teorema central del limite que tenga en cuenta los estudiantes y el contexto en que se

produce la ensefianza y en su caso, la forma en que se resuelven.

Etapa 3. Determinacion del significado institucional implementado: Por medio de las

observaciones de las sesiones de clase en estadistica en relacion al tema del teorema
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central del limite, se describe la ensefianza tal y como es llevada a cabo. Asimismo se
observan algunos posibles conflictos semioticos que los alumnos ponen de manifiesto

en el transcurso de la ensefianza.

Etapa 4. Evaluacion del proceso de aprendizaje y significado personal de los alumnos:
Se caracterizan los elementos de significado puestos en juego por los alumnos, por
medio del analisis de sus soluciones escritas a un cuestionario y algunos problemas y
proyecto abierto, para describir el significado personal logrado y evaluar la comprension

de los alumnos sobre el teorema central del limite.

En sintesis, este trabajo permitird avanzar desde un contexto de ensefianza -
considerando criterios de idoneidad y la caracterizacion de la comprension mostrada por
estudiantes de ingenieria- a la planificacion de un proceso de ensefianza-aprendizaje
para el teorema central del limite. En lo que sigue se describen los objetivos de la

investigacion.

1.5. OBJETIVOS DEL TRABAJO DE INVESTIGACION

Como se ha indicado, en esta memoria, se presentara un estudio sistematico del
significado institucional pretendido e implementado sobre el teorema central del limite
en un curso dirigido a estudiantes de ingenieria de segundo afio que cursan Estadistica.
Asimismo se valora el significado personal adquirido por los estudiantes en un proceso
de estudio y se determinan los criterios de idoneidad didactica de dicho proceso.

El estudio se ha basado en el enfoque ontosemidtico desarrollado por Godino
(Godino y Batanero, 1994, 1998a; Godino, 2002a; Godino, Contreras y Font, 2006;
Godino, Batanero y Font, 2007; Godino, Bencomo, Font y Wilhelmi, 2007) y parte del
analisis previo de la evolucion historica del significado del teorema central del limite y
de las investigaciones realizadas sobre este tema. En sintesis, este trabajo da continuidad
a las investigaciones realizadas en la Universidad de Granada, en la linea de la
educacion estadistica. Dentro del marco tedrico citado los objetivos general y

especificos son los siguientes:

Objetivo General
Disefar y evaluar un proceso de estudio dirigido sobre el teorema central del

limite a estudiantes de ingenieria que tenga en cuenta la evolucién histérica del
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teorema, el contexto educativo, tipos de estudiantes y el marco teérico en que se basa la

investigacion.

Objetivos Especificos
Este objetivo general se descompone en los siguientes objetivos especificos:

O1. Realizar un andlisis epistemoldgico de la evolucién histérica del teorema
central del limite desde el punto de vista de su significado, identificando los diversos
campos de problemas abordados, asi como las diversas formulaciones (enunciados) del
mismo.

Este objetivo se desarrolla en el Capitulo 2 (Seccion 2.3), donde se hace un
anélisis de la evolucion histérica del teorema central del limite. Se comienza
discutiendo los primeros campos de problemas, que parten de problemas practicos, por
ejemplo, la necesidad de Laplace por aproximar la distribucion de la suma de errores y
la blasqueda de aproximaciones para la distribucion binomial. Se sigue con el
razonamiento de Laplace, y el primer enunciado del teorema central del limite. A
continuacion se describen los progresivos campos de problemas y contribuciéon de
diferentes autores que tratan de generalizarlo y estudiar sus condiciones de validez y

aplicaciones.

02. Describir el significado que se presenta del teorema central del limite en los
libros de estadistica para ingenieros, identificando los campos de problemas, lenguaje,
procedimientos, enunciados, propiedades y argumentos usualmente utilizados en la
ensefianza a ingenieros en una muestra representativa de libros de texto destinados a
estos estudiantes.

En relacion con este objetivo, en el Capitulo 4 se ha desarrollado un analisis de
la aparicion de los diferentes elementos de significados presentes en los 16 libros de
textos especificos analizados. Se han identificado las diferentes categorias de los
elementos de significado mas comunes del teorema central del limite. Asi también, se
muestra la complejidad del teorema y sus maltiples conceptos relacionados, por medio
de variados ejemplos y de las muchas definiciones y propiedades presentes en los

textos.

03. Seleccionar los elementos de significados mas adecuados a la construccién de
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la propuesta didactica, contextualizadndolos en unos campos especificos de problemas
con aplicacion a la ingenieria y definiendo las configuraciones didacticas adecuadas
para abordar su ensefianza. Secuenciar y organizar estos elementos y configuraciones
en un proceso de estudio viable para la ensefianza del teorema central del limite a
ingenieros y analizar esta propuesta con objeto de determinar el significado de
referencia pretendido en el proceso de estudio.

La propuesta didactica construida se analiza en el Capitulo 5. En dicha propuesta
se conjugaron varios factores, como la incorporacion de las tres configuraciones
epistémicas (manipulativa, algebraica y computacional), el tiempo estimado de
ejecucion de las lecciones, las exigencias del programa de la asignatura de estadistica
para ingenieros y de los conceptos previos requeridos que deben tenerse en cuenta. Con

ello se determina el significado institucional de referencia pretendido.

O4. Experimentar el proceso de estudio, observacion del mismo y llevar a cabo
una primera evaluacion de su idoneidad, para los fines pretendidos.

El proceso de estudio disefiado se experimentd dentro de un curso de estadistica
dirigido a ingenieros en su segundo afio de estudios. Participaron en el estudio 134
estudiantes que habian seguido previamente un curso de Calculo de Probabilidades,
organizado en dos grupos. En el Capitulo 6 se hace una descripcion resumida del
proceso de observacion de la experiencia de ensefianza, con un andlisis mas
pormenorizado de algunas de las actividades llevadas a cabo, asi como de evaluaciones
parciales del aprendizaje realizadas al finalizar cada una de las tres lecciones. Como
resultado se proporciona una descripcion del significado institucional realmente
implementado y se describen algunos de los conflictos semioticos observados, asi como

la forma en que fueron resueltos en el aula.

O5. Evaluar el significado personal de los estudiantes al finalizar el proceso de
estudio y compararlo con el significado institucional implementado.

En el Capitulo 7 se describen los resultados de varias evaluaciones llevadas a
cabo con diferentes instrumentos, algunas de las cuéles solo se realizan sobre una parte
de los alumnos. Los instrumentos incluyen un cuestionario de opciones multiples con
justificacion de algunas preguntas, dos problemas abiertos y un proyecto abierto de

aplicacion.
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Los resultados de la evaluacion sirven para analizar el aprendizaje logrado por
los estudiantes en diversos elementos de significado del teorema y analizar las
concordancias y diferencias entre el significado personal logrado y el significado
institucional implementado. También permite dar una valoracién de la idoneidad

didactica del proceso de estudio implementado.

1.6. HIPOTESIS DEL ESTUDIO

Una vez planteado un problema de investigacion, los métodos para tratar de
obtener respuestas al mismo dependeran de las ideas previas del investigador sobre lo
que espera encontrar. Por tanto, se hace necesario exponer las hipétesis del trabajo y
como han sido generadas a lo largo de la investigacion.

En esta investigacion se tomara el término hipotesis en el sentido que le atribuye
Bunge (1985), quien denomina hipdtesis factual a las proposiciones que se refieren a
hechos no sujetos hasta el momento a experiencia y corregibles a la vista del nuevo
conocimiento. Para el autor, esta hipotesis va mas alla de la evidencia (datos) que trata
de explicar para utilizarlos como evidencia en favor o en contra de las hipotesis. Otra
caracteristica es que las hipétesis no pueden quedar establecidas por una experiencia:
los datos no pueden validar sino sélo refutar las hipdtesis.

Refiriendo al autor se seguiran tres condiciones para formular las hipdtesis: 1)
Tienen que ser formalmente correctas y no vacias semanticamente; 2) Deben estar
fundadas en el conocimiento previo o al menos ser compatibles con el cuerpo de
conocimiento cientifico sobre el problema; 3) Deben ser empiricamente contrastables
mediante los datos empiricos controlados por técnicas y teorias cientificas.

Siguiendo estos supuestos, la investigacion parte de una serie de hipdtesis, en un
principio definidas de forma difusa y que han ido configurandose y perfilandose a lo
largo del trabajo. A continuacion se describen estas hipotesis, que deben entenderse en
el sentido de expectativas iniciales sobre los resultados del trabajo.

La lectura de los antecedentes de este trabajo, asi como los resultados de otros
trabajos planteados dentro del mismo marco tedrico por otros profesores (en particular
Tauber, 2001 y Cobo, 2003) indicaban la complejidad de los conceptos estadisticos. Las
primeras hipdtesis, que se plantean a continuacion, aluden a que esta complejidad se
presentaria en el significado institucional (histérico, de referencia, pretendido e

implementado) sobre el teorema central del limite.
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H1: El significado del teorema central del limite tiene un caracter complejo, debido
a la multiplicidad de elementos y su interrelacion, y ha ido surgiendo lentamente a
lo largo de la historia en un proceso complejo. Diversos campos de problemas

dieron lugar a enunciados diferenciados del teorema.

H2: Asimismo, es complejo el significado del teorema central del limite presentado
en los textos de estadistica dirigido a ingenieros y se encontrarén una variedad de
enfoques y aproximaciones. En relacion a los campos de problemas, se
evidenciaran nuevos campos de aplicacién y faltaran los campos méas complejos.
Las herramientas para resolver los problemas seran de menor complejidad que las
usadas en el estudio historico, lo que conllevara una menor rigurosidad en las

demostraciones del teorema.

H3: La introduccion de tres configuraciones epistémicas (manipulativa,
computacional y algebraica) permitird introducir elementos originales en el
significado de referencia pretendido en la investigacion. En particular la
introduccion del ordenador permitira variacion en los campos de problemas,

lenguaje y modos de argumentacion.

Estas hipotesis se justifican también por los resultados similares que sobre otros
conceptos estadisticos y probabilisticos han sido obtenidos por Ortiz (1999) y Sanchez-
Cobo (1999) en sus estudios sobre los libros de texto. Para tratar de analizarlas se llevo
a cabo el estudio historico (Capitulo 2) y de libros de texto (Capitulo 4).

Aungue se esperaba que tanto a lo largo de la ensefianza, como al finalizar la
misma, los alumnos mostrasen una comprension razonable de los diversos elementos de
significado introducidos en la ensefianza, se suponia esperar también una variabilidad,
tanto en alumnos como en contenidos comprendidos. Es decir, debido a la complejidad
del significado institucional del teorema central del limite, se pensaba que esta
complejidad se reflejaria en los significados personales de los estudiantes sobre el tema.

Ademas, aunque algunos autores (Méndez, 1991; delMas, Garfiel y Chance,
1999) han descrito dificultades especificas sobre el teorema central del limite, se partié
del supuesto basico de que la rica variedad de los significados personales no ha sido
suficientemente explorada en las investigaciones previas. A continuacion se plantean

estas ideas sobre el significado personal de los estudiantes en forma de hipétesis.
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H4: A lo largo de la ensefianza surgiran conflictos semioticos, algunos de los cuéles
se haran explicitos a través de las preguntas de los estudiantes en clase o de las
respuestas a actividades escritas. La gama de dificultades y conflictos planteados
ampliara los resultados de las investigaciones previas sobre el teorema central del

limite.

H5: Se espera también que una parte importante de estas dificultades y conflictos
quede superada al finalizar la ensefianza y que los estudiantes usen correctamente
un gran abanico de elementos de significado del teorema central del limite en sus
respuestas a las tareas de evaluacion, incluso en el caso en que no lleguen a una

respuesta totalmente correcta.

H6: Analizada la multidimensionalidad de las respuestas de los alumnos al
cuestionario, se espera describir tipologias de estudiantes que correspondan a

significados personales diferenciados sobre el teorema central del limite.

Para tratar de analizar estas hipétesis se llevé a cabo una experimentacion del
proceso de estudio, que se describe con detalle en el Capitulo 6. Asimismo se ha llevado
a cabo una evaluacion final del aprendizaje a partir de diversos instrumentos. Las
técnicas de andlisis de estos datos incluyen métodos cualitativos y cuantitativos,
univariantes y multivariantes.

Finalmente, en el capitulo de conclusiones se vuelve sobre todas estas hipdtesis
para realizar una discusion de las mismas, en vista de los datos recogidos, y para ver en

qué medida estos datos las apoyan o contradicen.

1.7. METODOLOGIA DEL ESTUDIO

1.7.1. INTRODUCCION
Puesto que la parte empirica de la investigacion consta de diversas fases, la

metodologia se adapta a los objetivos especificos de cada una de ellas, a objeto de
describir los distintos significados institucionales y personales del teorema central del
limite en una institucion particular, asi como valorar los criterios de idoneidad del

proceso de estudio implementado.
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1.7.2. METODOLOGIA DEL ANALISIS DE TEXTOS
En esta fase de la investigacion (Capitulo 4) y en correspondencia con los

objetivos planteados, se seleccionaran los textos y capitulos relacionados directamente
con el teorema, para luego realizar un analisis de contenido.

Como indica Weber (1985), el analisis de contenido es un tipo de medicién
aplicado a un texto, que se basa en la idea de que las unidades del texto pueden
clasificarse en un numero reducido de categorias. Sirve para efectuar inferencias
mediante la identificacion sistematica y objetiva de las caracteristicas especificas de un
texto (Ghiglione y Matalon, 1991). Su objeto final es la basqueda del significado, cuya
percepcion depende de la existencia de las sefiales y de las caracteristicas de los
significantes: "Es un proceso complejo, seguramente el que mas esfuerzo intelectual
requiere de entre todas las técnicas de analisis de datos y es uno de los pocos campos
de los comprendidos en las etapas finales del proceso de investigacion en la que el
investigador desempefia un papel individual y creativo™ (Fox, 1981, pp. 704).

Gil Flores (1994), sefiala que el dato es inseparable del proceso que lo registra y
del modo en que se comunica, ya que el investigador no puede captar la realidad, sino lo
que registra son las elaboraciones que hace de la misma. En el andlisis de datos
cualitativos intervienen la elaboracion conceptual y el lenguaje en que se expresa la
informacion, que es el resultado del modo en el que el investigador se acerca al
problema e interacciona con el objeto de su estudio. En este caso, el acercamiento es
desde el marco tedrico, tratando de delimitar el significado de referencia para la
investigacion.

El analisis de contenido comienza por elegir la unidad de contenido a analizar.
Luego se elaboran un conjunto de categorias, junto con un fundamento légico que sirva
para asignar las unidades a estas categorias (Fox, 1981; Weber, 1985). El proceso de
andlisis serd inductivo, revisando en forma continua los capitulos relacionados con el
tema, hasta llegar a establecer los resultados finales.

Teniendo en cuenta los objetivos planteados, se considera que al analizar el
teorema central del limite en una muestra amplia y representativa de textos de
estadistica universitaria, esta arrojard una vision aproximada de lo que los alumnos
reciben en la educacién universitaria. \Varios investigadores en la linea de didactica de la
probabilidad y estadistica sefialan la importancia de este recurso didactico. Por ejemplo,
segin Ortiz (1996, 1999) un libro de texto se considera como un segundo nivel de

transposicion didactica, después del primer nivel que lo constituiran los curriculos y
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programas oficiales. Si en un texto aparece un significado sesgado, éste puede llegar a
transmitirse a los alumnos, debiendo el profesor que los usa mantener una permanente
vigilancia epistemologica sobre el contenido de los libros de texto. En Ortiz y cols.
(2000) se muestran ejemplos de estos problemas en relacion a la ensefianza de la
probabilidad.

Tauber (2001) realiz6 una descripcion del significado institucional de la
distribucion normal en los libros de texto universitarios, en el momento en que la
incorporacion del ordenador hace plantear una revision de los textos. Su estudio,
mediante el analisis de textos, muestra la complejidad sistémica de un concepto,
trabajando s6lo dos campos de problemas definidos en el significado de referencia.

Cobo (2003) describio los elementos de significado de las medidas de posicién
central en libros de textos de educacion secundaria. Analiz6 una muestra de 22 libros
que incluyen el tema, considerando 14 textos de 3° curso de E.S.O. y 8 libros de 4°
curso de E.S.O. El analisis epistémico del tema, revela su complejidad, tanto en lo que
respecta a la media, como a la mediana y la moda, en virtud de la gran cantidad y
variedad de elementos de significado que intervienen, incluso en el nivel elemental, lo
que implica que su estudio sea mas complejo de lo que pueda parecer a simple vista.

La riqueza de esta metodologia de analisis de textos, es que constituye una base
para determinar la correspondencia entre el significado de un concepto estadistico
entregado por el profesor y la comprension del significado del concepto por parte del
alumno. Lo anterior, lleva a realizar el analisis que se presenta en éste, que sigue el
marco tedrico y la pauta de Ortiz (1999), Tauber (2001) y Cobo (2003).

Para el andlisis de los libros de texto, se seleccionaran aquellos capitulos en los
que se trata el teorema central del limite, especificamente concerniente a las
distribuciones muestrales, en los cuales estan también los elementos previos de la
comprension del teorema. Los pasos a seguir en el analisis de contenido son los

siguientes:

e Determinar los textos de estadistica universitaria a analizar;

e Seleccionar los capitulos, mediante una lectura detallada de los que tratan el tema,
clasificando y agrupando las diferentes definiciones, propiedades, representaciones
y justificaciones prototipicas;

e Determinar los elementos de significados, a partir del analisis epistémico

presentado en el Capitulo 2, como guia para establecer el significado del teorema
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que se da en la institucion universitaria;

e Elaborar tablas comparativas que recogen los elementos de significados en los
distintos textos seleccionados;

e Andlisis comparativo de contenido, entre lo que los autores de los libros
seleccionados consideran méas adecuado para este nivel educativo y el analisis del
significado de referencia realizado en el Capitulo 2;

e Presentacion de conclusiones, mediante el analisis descriptivo de la informacién

obtenida.

En relacion a la muestra de textos seleccionada se podra obtener una vision
general del contenido del teorema, que los autores consideran mas adecuado para la
ensefianza universitaria. EI andlisis se llevara a cabo con libros de texto universitario,
que incluyen en unos de sus capitulos contenidos relativos al teorema central del limite.
Los libros a analizar se presentan en la Seccién 4.2 y se han considerados aquellos
textos conocidos y utilizados entre los docentes universitarios y que aparecen en la
bibliografia del programa de curso de probabilidad y estadistica. Algunos libros son
nuevos, de menor difusion, pero con un enfoque novedoso, que permitiran enriquecer el

estudio del significado del teorema.

1.7.3. METODOLOGIA DE LA EXPERIMENTACION Y OBSERVACION DEL PROCESO DE
ESTUDIO

Durante el segundo semestre del curso 2005 se llevo a cabo una experimentacion
del proceso de estudio que fue observado y posteriormente analizado. La metodologia
de esta parte de la investigacion se encuadra en los métodos cualitativos y mas
particularmente en la observacién participante, puesto que el investigador convive con
los individuos que estudia y refleja sus actividades e interacciones en notas de campo
que toma durante o inmediatamente después de los hechos (Goetz y Lecompte, 1988).
En esta experiencia hubo dos grupos de estudiantes. En uno de los grupos el
investigador particip6 como observador; otro investigador participé como profesor y en
el segundo al contrario. Los dos grupos fueron ensefiados con el mismo material y
método, proponiéndose las mismas actividades. La evaluacion final se realizo en forma

conjunta.
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Poblacion y muestra

La poblacion de interés en nuestro trabajo, son los alumnos de ingenieria, y en
particular en Chile. Son alumnos con un conocimiento variado de estadistica, que han
realizado un curso previo de Calculo de Probabilidades, asi como cursos de Calculo y
Algebra y conocen el uso de algunas aplicaciones informaticas, como la hoja Excel, etc.

Los grupos que participan en la investigacion son 134 alumnos de la asignatura
Estadistica (sigla MAT 2203) en el curso del segundo semestre 2005 en la UCSC de
Chile. Esta asignatura corresponde a un ramo de cardcter minimo y tiene como
prerrequisito el curso de Probabilidades. Por tanto, los alumnos poseen conocimiento
aceptable de calculo de probabilidades de sucesos, variables aleatorias y de las
distribuciones clasicas de probabilidades. Debe tenerse en cuenta que las carreras de
Ingenieria en Acuicultura y Maritimo Portuario presentan caracteristicas socio
econdmicas y calificaciones de ingreso a la universidad bajo el promedio de las otras
carreras de ingenieria.

Junto a los sefialado, conviene hacer explicito el reconocimiento vy
agradecimiento a todos los alumnos participantes por su colaboracion e interés, asi

como por la buena voluntad para completar las actividades propuestas.

Instrumentos

Diario de observacion. Corresponde al método de observacion (Fox, 1981) donde
los datos pueden tomarse directamente porque son accesibles al investigador el cual fue
elaborado durante el desarrollo de la secuencia de ensefianza. El objetivo principal de
realizar un diario de observacion fue describir la ensefianza, tal como fue llevada a cabo,
lo que permitio luego, comparar entre el significado institucional local previsto y el
efectivamente observado, ademas de tomar nota de las dificultades planteadas por los
alumnos, para poder interpretar mejor los datos recogidos por escrito de las actividades.
No se uso guidn estructurado de observacion, pero al realizar las observaciones, se
tuvieron en cuenta algunas de las recomendaciones dadas por Bisquerra (1989). Por
ejemplo, se realizaron los registros en el campo e inmediatamente después de cada
clase, se revisaron las notas de observacion y agregd cualquier hecho que hubiera
pasado inadvertido. Las notas de campo se tomaron lo mas completas que fue posible,
con el fin de cubrir todo lo que sucedia en la clase.

La observacion se centré en recolectar todas las preguntas y dudas planteadas
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por los alumnos tanto en el aula, como por el foro de la plataforma virtual, con el fin de
detectar los elementos de significado que presentaban mayores dificultades. También, se
detallo la manera en que se fue desarrollando cada clase, para poder comparar luego con
lo que se tenia previsto y de esta manera poder determinar qué elementos de significado
se habian trabajado, cuales se habian dejado de lado o cuales presentaron mas

dificultades.

Informes escritos de actividades. Al tratar de evaluar el significado personal de un
alumno o de un grupo de alumnos, se ha de tener en cuenta que es un constructo
inobservable, por lo que sus caracteristicas deben ser inferidas de sus respuestas. Segun
Dane (1990) la medicién se refiere al caso en que, por medio de las preguntas
planteadas a los alumnos, se pretende obtener una estimacion de conocimientos y
capacidades de los sujetos, que no son accesibles por simple observacion.

Como complemento de la observacién de clases, se seleccionaron tres tipos de
actividades para ser resueltas por los alumnos con papel y lapiz y el ordenador. El
objetivo de recoger los informes escritos de diversas tareas era identificar los elementos
de significado que los alumnos aplicaban en la resolucion para poder luego comparar
con el significado institucional local previsto y observado.

Las tareas tedricas y practicas tenian el caracter de muestras de trabajo, segun la
terminologia de Fox (1981), debido a que para resolverlas se requiere de una
combinacion de destrezas y conceptos que se necesitan para actuar en una situacion
determinada. La combinacion de destrezas requeridas incluye el conocimiento
estadistico y la capacidad argumentativa. Segun este autor, la tarea debe ser un prototipo
de una situacién real, que en nuestro caso corresponderia a la situacion de analisis de
datos a que estos alumnos pueden enfrentarse en su futura vida profesional.

Los datos del diario de observacion se analizan cualitativamente, en forma
narrativa. Los datos de las tareas escritas se analizan primero cualitativamente para
categorizar las respuestas y luego se presentan los resultados globales en tablas de

frecuencias.

1.7.4. METODOLOGIA DE LA EVALUACION DEL APRENDIZAJE

Muestra participante e instrumentos

La evaluacion del aprendizaje se hace sobre la misma muestra de alumnos,
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aunque no todos ellos responden a los diversos instrumentos, que son los siguientes:

1. Un cuestionario, el cual se implementa para analizar la comprension de los
elementos de significado del teorema central del limite y permite recoger en dos
sesiones, datos relativos a una variedad de conocimientos de los alumnos, aunque
con carécter mas superficial. Es una prueba de tipo objetivo, ya que para cada
pregunta podemos determinar si la respuesta es correcta o no. Participan en el
mismo 134 alumnos. El instrumento construido se encuadra dentro de la teoria
psicometrica de maestria de dominio (Martinez Arias, 1995), ya que podemos
considerar que la puntuacion total en la prueba estd relacionada con el grado de
maestria o habilidad de los sujetos en un dominio dado de conocimientos, en este
caso, sobre el teorema.

2. Dos problemas abiertos (participan 134 y 106 estudiantes respectivamente) y un
proyecto personal libre de aplicacion del teorema central del limite (participan 83
estudiantes). Se trata de pruebas de ensayo con la que se evalda un nivel de
comprension de datos de alto nivel (lectura mas alla de los datos en la terminologia
de Curcio, 1989), y capacidad de argumentacién de los alumnos. La tarea propuesta

en el proyecto es totalmente abierta, también tiene el caracter de muestra de trabajo.

Andlisis de datos

El andlisis de datos del cuestionario se realiza por diversos métodos. Una vez
aplicado este instrumento, se presentan las tablas de frecuencia de resultados a los
diferentes items, asi como el estudio de las puntuaciones parciales y globales en el total
del cuestionario.

Se realiza también un andlisis cluster de estos mismos items con el fin de
observar las agrupaciones de respuestas correctas/incorrectas en los diversos items
(Afifi y Azen, 1980; Afifi y Clark, 1990; Pefia, 2002). De ello se deduce la interrelacién
entre una serie de elementos de significado, que en lineas generales ha coincidido con lo
esperado a nivel tedrico. Asimismo, el analisis cluster de sujetos sirve para describir tres
tipologias de estudiantes que se identifican como configuraciones cognitivas especificas
en relacion al significado personal sobre el teorema central del limite.

En relacion con los dos problemas abiertos y el proyecto de aplicacion, como
primer paso se ha realizado un analisis a priori categorizando los elementos de
significado previstos institucionalmente. Los datos obtenidos luego de aplicar la prueba

se han sometido a un proceso de varios pasos:
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Se efectudé una primera lectura de los informes entregados por los alumnos,
realizdndose a partir de ella y del andlisis previo, la definicion de diversas variables
estadisticas, que corresponden a los elementos de significado, que potencialmente
era posible aplicar en cada pregunta.

Se codificaron los datos de acuerdo a tres categorias para cada una de las variables:
elemento aplicado en forma correcta, incorrecta y no aplicado.

A partir de las tablas de datos obtenidas, se presentan tablas de frecuencias de los
distintos elementos aplicados correcta e incorrectamente por el total de alumnos,
discriminando los elementos de significado utilizados. Por medio de un estudio
descriptivo, y del estudio de las diferencias entre el nimero de elementos (correcta e
incorrectamente aplicados), se realizd la comparacion entre el significado

institucional local previsto y el personal construido por los alumnos del grupo.
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CAPITULO 2.
FUNDAMENTOS DEL ESTUDIO

2.1. INTRODUCCION

En el Capitulo 1 se ha presentado la problematica internacional de acreditacion
de las carreras de ingenieria. Dentro de este contexto, el propdsito a largo plazo es
determinar qué competencias se favorecen en la ensefianza del teorema central del
limite, asi como también analizar la problematica didactica de la comprension del
teorema en estudiantes universitarios.

Una de las ideas mas aceptadas en la Educacion Matematica es que los
estudiantes deberian comprender las matematicas. Al respecto, Sierpinska y Lerman
(1996) se cuestionan: ;Como ensefiar de modo que los estudiantes comprendan?, ;Qué
es lo que no comprenden exactamente?, ;Qué comprenden y como?

Godino (2002b) ayuda a discernir algunas caracteristicas de las nociones
cognitivas de competencia entendida como “saber hacer” y comprension que implica
saber qué hacer y por qué. Para dicho autor, la expresion “A es competente para realizar
la tarea T”, indica que el sujeto A domina o es capaz de aplicar correctamente la técnica
t que resuelve o permite hacer bien la tarea T. En esas circunstancias, se dice que el
sujeto tiene una capacidad o competencia especifica, o también que “conoce cémo
hacer” la tarea. En cambio, la expresion, “A comprende la técnica t que permite realizar
la tarea T” indica que A conoce por qué dicha técnica es adecuada, su &mbito de validez
y las relaciones con otras técnicas. Ambas nociones se complementan mutuamente; la
competencia atiende al componente practico, mientras que la comprension al
componente tedrico del conocimiento.

Siguiendo estas ideas en este capitulo se presentan los fundamentos de esta
investigacion. La perspectiva didactica que se empleard esta basada en el modelo
tedrico denominado “enfoque ontosemidtico” propuesto por Godino y sus colaboradores
(Godino, 1999a y b, Godino y Batanero, 1994; Godino, 2002a; Godino, Batanero y Roa,
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2005). Este enfoque tedrico proporciona una perspectiva pragmatica-antropologica
sobre el conocimiento matematico y propone tres dimensiones en el andlisis de la
ensefianza y el aprendizaje de las matematicas: epistemoldgica, cognitiva e
instruccional. Cada una de ellas se aborda con herramientas agrupadas en tres modelos
tedricos: teoria de los significados institucionales y personales de los objetos
matematicos (Godino y Batanero, 1994, 1998a), teoria de las funciones semidticas
(Godino, 2002a; Godino y Batanero, 2003; Godino, Batanero y Roa, 2005) y teoria de
las configuraciones didacticas (Godino, Contreras y Font, 2006; Godino Batanero y
Font, 2007).

Para complementar los fundamentos del estudio, en segundo lugar se usara el
marco teorico ya presentado para analizar la evolucion historica del teorema central del
limite, a partir de los problemas que lo originaron, con el fin de identificar las
dificultades surgidas hasta llegar a la etapa actual. La finalidad es mostrar que la
expresion “teorema central del limite” puede tener distinto significado para diferentes
personas o instituciones. Se mostraran algunos problemas practicos y luego tedricos que
han llevado al enunciado del teorema central del limite, la identificacion de los
conceptos y propiedades relacionados con él y a la definicion del lenguaje,

procedimientos y argumentos necesitados en la resolucion de problemas.

2.2. MARCO TEORICO

2.2.1. INTRODUCCION
El enfoque onto-semidtico toma los siguientes supuestos como base:

e Las matematicas constituyen un quehacer humano, que se orienta a dar respuesta a
ciertas situaciones problematicas internas o externas a la propia matematica. Los
objetos matematicos (conceptos, procedimientos, teorias, etc.), surgen de esta
actividad y evolucionan progresivamente.

e Las matematicas se pueden ver como un lenguaje simbdlico en el que se expresan
las situaciones problemas y sus soluciones. Los sistemas de simbolos dados por la
cultura no sélo tienen una funcion comunicativa, sino un papel instrumental que
modifican al propio sujeto que los utiliza como mediadores.

e La matematica es también un sistema conceptual légicamente organizado. La

organizacion logica de los conceptos, los teoremas y las propiedades también
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explica el gran numero de problemas implicados en el aprendizaje de las
matematicas. Un sistema no se reduce a la suma de componentes aislados, porque
lo que constituye un sistema son precisamente las interrelaciones entre sus

componentes (Godino y Batanero, 1998b).

Una de las caracteristicas de este modelo es que problematiza la naturaleza de un
objeto matematico. Se parte del supuesto de que una misma expresion matematica
designa entidades diversas. Esta modelizacion tiene en cuenta, entre otros, los siguientes

supuestos:

e Diversidad de objetos puestos en juego en la actividad matematica, tanto en el
plano de la expresion como en el contenido;

e Variedad de actos y procesos de interpretacion;

e Mudltiples contextos y circunstancias espacio-temporales y psicosociales que

determinan y relativizan estos procesos.

Considerando la idea de Chevallard (1991), para definir el objeto como un
emergente de un sistema de praxemas u objetos materiales ligados a las practicas, los
autores presentan el objeto matematico como un emergente de un sistema de practicas.
Se parte de la situacion-problema como nocion primitiva, considerandola como
cualquier circunstancia en la que debe realizar actividades de matematizacion que

incluye, segin Freudenthal (1991) lo siguiente:

Construir o buscar soluciones que no son inmediatamente accesibles;

e Inventar una simbolizaciéon adecuada para representar la situacion y las soluciones
encontradas, y para comunicar estas soluciones a otras personas;

e Justificar las soluciones propuestas (validar o argumentar);

e Generalizar la solucion a otros contextos, situaciones-problemas y procedimientos.

Cuando una clase de situaciones-problemas comparten soluciones, procesos,
etc., se considera que estan agrupadas en un campo de problemas. El sujeto se enfrenta
a un problema y trata de resolverlo, para luego comunicar su solucion a otras personas,

validar y generalizar la solucion a otros contextos y problemas, de este modo esta
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realizando distintos tipos de practicas. A partir de las nociones primitivas de situacion-
problema, campo de problemas y practica, y con el fin de estudiar los procesos
cognitivos y didacticos, se desarrollan las nociones derivadas de practicas significativas
y el significado de un objeto, para las cuales se postulan dos dimensiones
interdependientes, una personal y otra institucional. De acuerdo con los autores, una
practica es significativa para una persona 0 para una institucion, si cumple una funcion
para resolver el problema, comunicar, validar o entender su solucion. Las practicas
significativas estan orientadas a un objetivo que implican una situacion-problema, un
contexto institucional, una persona y las herramientas semidticas que mediatizan la

accion (Godino y Batanero, 1994).

2.2.2. SIGNIFICADO INSTITUCIONAL Y SIGNIFICADO PERSONAL DE UN OBJETO
MATEMATICO
Una institucion esta constituida por las personas involucradas en una misma

clase de situaciones problematicas. Puesto que se comparte la misma problematica, las
practicas sociales son compartidas, y suelen tener rasgos especificos, generalmente
condicionados por los instrumentos disponibles en la misma, sus reglas y modos de
funcionamiento, por lo que estan ligadas a la institucion, a cuya caracterizacion
contribuyen.

Particularmente, esta investigacion se centrara en los campos de problemas
asociados al teorema central del limite, como por ejemplo, encontrar la distribucion en
el muestreo de la media y de la proporcién muestral para muestras de tamafio grande,
asi como su uso en la construccion de los intervalos de confianza y contrastes de
hipotesis. Practicas caracteristicas de los problemas descritos serian realizar
transformaciones algebraicas con las variables que intervienen o calcular la probabilidad
que la media muestral tome un valor determinado en un intervalo dado, para muestras
grandes. Algunas de ellas sélo son realizadas por probabilistas, estadisticos
profesionales y otras pueden ser realizadas también por los alumnos.

Al considerar una institucion escolar, como la educacion universitaria, el
significado construido por un estudiante particular sobre el teorema central del limite,
en un momento del proceso de aprendizaje puede no corresponder exactamente al
significado del objeto en la institucion dada, por lo que conviene distinguir entre

significado institucional y significado personal de un objeto matematico.
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e El significado institucional de un objeto matematico, es el compartido dentro de
una institucion.
e El significado personal es el que el alumno tiene inicialmente o es adquirido a lo

largo del proceso de estudio.

El objeto matematico se presenta como un ente abstracto que emerge del sistema
de practicas significativas, ligadas a la resolucion de cierto campo de problemas
matematicos. Este proceso es progresivo a lo largo del tiempo, hasta que en
determinado momento el objeto matematico es reconocido como tal por la institucion.
Luego sufre transformaciones progresivas segun se va ampliando el campo de
problemas asociado. Este proceso de construccion de los objetos en la ciencia tiene su
paralelismo en el aprendizaje del sujeto. El aprendizaje es progresivo a lo largo de la
vida del sujeto, como consecuencia de la experiencia y ensefianza recibida, y los objetos

construidos son los constituyentes del conocimiento subjetivo.

Figura 2.2.2.1. Tipos de significados institucionales y personales

4 SGNIFICADOS ) 4 SGNIFACADOS N\
PERSONALES Participacion INSTTUCIONALES

/ Global \ / Referencial \
Ensefianza
/ Declarado \ ( Pretendido \

)

Wwin

: fimplementado)
logrado Aceplamiento
Bvaluado
\ / Aprendizaje \ /
N 7
K / Apropiacion \ ‘/
\_ J \_ )

La relatividad socioepistémica y cognitiva de los significados, entendidos como
sistemas de préacticas, y su uso en el analisis didactico lleva a introducir la tipologia
bésica de significados que se resume en la Figura 2.2.2.1 (Godino, 2002a, pp. 141). En
la parte central de la figura se indican las relaciones entre ensefianza y aprendizaje, que
implica el acoplamiento progresivo entre los significados personales e institucionales.

Asimismo, la ensefianza implica la participacion del estudiante en la comunidad de
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practicas que soporta los significados institucionales y el aprendizaje, en altima

instancia, supone la apropiacion por el estudiante de dichos significados.

En resumen, para los distintos objetos matematicos se debe tener en cuenta las
dimensiones epistemoldgica (institucional) y la cognitiva (personal). En particular, en
este trabajo diferenciamos el significado institucional de referencia, que sera definido a
partir del analisis de libros de texto en el Capitulo 4, el significado institucional
pretendido (descrito a partir del andlisis del proceso de estudio disefiado en el Capitulo
5) y el implementado (que se deduce de la observacion de la ensefianza en el Capitulo
6). Respecto al significado personal, se podra diferenciar en el Capitulo 7 entre el
evaluado (parte del significado que se evalia con los diferentes instrumentos de
evaluacion), declarado (deducido de las respuestas de los estudiantes a estos
instrumentos y logrado (la parte del significado personal que esta de acuerdo con el
significado institucional implementado). Asimismo, se describiran las diferencias entre
el significado institucional implementado y el significado personal de los estudiantes, es
decir el conjunto de conflictos y dificultades manifestados por los mismos en el proceso
de evaluacion.

La diferenciacion de significado institucional y personal de un objeto
matematico permite establecer un punto de vista mas completo la problematica del
disefio de situaciones didacticas y la evaluacion de los conocimientos del sujeto. Segun
Godino (1996b), la comprension personal de un objeto es, en este modelo, la
“apropiacion” del significado institucional de dicho objeto.

Los procesos de instruccién matematica tienen como principal objetivo, para
este autor, el acoplamiento progresivo entre significados personales e institucionales. El
sujeto debe apropiarse de los sistemas de practicas compartidas en el seno de las
instituciones de las que es miembro, pero también la institucion tiene que adaptarse a las

posibilidades cognitivas e intereses de sus miembros potenciales.

2.2.3. OBJETOS INTERVINIENTES Y EMERGENTES DE LOS SISTEMAS DE PRACTICAS
En las practicas matematicas intervienen objetos matematicos que evocamos al

hacer matematicas y que son representados en forma escrita, oral, grafica o incluso por
gestos. También de los sistemas de practicas matematicas emergen nuevos objetos que
dan cuenta de su organizacién y estructura. Los objetos emergentes son “objetos

institucionales” si los sistemas de practicas son compartidos en el seno de una
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institucion, y “personales” si corresponden a una persona’.

Los autores proponen la siguiente tipologia de objetos matematicos primarios,
que denominan “elementos del significado” (entendiendo aqui el significado en el
sentido sistémico-pragmatico) y que a su vez se organizan en sistemas conceptuales,

teorfas, etc.

e Situaciones-problemas: Situaciones fenomenoldgicas que originan actividades
matematicas (situaciones-problemas, aplicaciones) de donde surge el objeto; a
veces las podemos categorizar en “tipos” o “campos” de problema. Por ejemplo,
para el teorema central del limite serian situaciones problemas la “busqueda de una
aproximacion a la distribuciéon binomial cuando n es grande” o “determinacion de
la distribucion de la suma o la media de variables aleatorias”.

e Lenguaje: Representaciones materiales utilizadas en la actividad matematica. Las
notaciones, gréficos, palabras y otras representaciones del objeto que se pueden
usar para referirnos a él. El lenguaje es esencial en la teoria del aprendizaje debido
a su funcién comunicativa e instrumental, que modifica el propio sujeto que los
utiliza como mediadores.

e Procedimientos: Modos de actuar ante situaciones o tareas (algoritmos,
operaciones, reglas de célculo). Cuando un sujeto se enfrenta a un problema y trata
de resolverlo, o comunicar la solucion a otras personas, validar y generalizar la
solucion a otros contextos y problemas, etc., realiza distintos tipos de acciones que
se llegan a algoritmizar.

e Conceptos- definicion: (introducidos mediante definiciones o descripciones, por
ejemplo: media, distribucién muestral, ...). En caso que aborda este trabajo, y
puesto que el objeto a estudiar es un teorema, se consideraran sus diversos
enunciados en esta categoria, ya que se dan las descripciones del objeto. Se podria
también incluir en esta categoria las definiciones de objetos ligados al teorema,
como “distribucion muestral”, “muestra”, etc. Pero, por limitar la investigacion,
ésta no se centra especificamente en ellas, aunque es posible en un momento dado
referirse a alguno.

e Proposiciones: Se trataran especificamente en este trabajo las propiedades

! En la idea de “objetos personales” los autores incluyen las concepciones, esquemas,
representaciones internas, etc.
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asociadas al teorema central del limite y objetos relacionados, que no se limitan a
descripciones de dichos objetos sino los ponen en relacion. Aparte del propio
teorema (que se ha incluido en la categoria anterior), apareceran propiedades tales
como las referidas a la media o varianza de la suma de variables aleatorias o la
correccion de continuidad.

e Argumentos: Finalmente, todas estas acciones y objetos se ligan entre si mediante
argumentos o razonamientos que se usan para comprobar las soluciones de los
problemas o explicar a otro la solucion. La forma usual de demostracion en
matematicas es la deductiva, que es la mas extendida en los libros universitarios.
Este tipo de argumentacion se completa o sustituye por otras como la busqueda de
contraejemplos, generalizacién, analisis y sintesis, simulaciones con ordenador,

demostraciones, etc.

El modelo descrito es recursivo, ya que, segun el nivel de anélisis, cada unidad
primaria puede estar compuesta por entidades de los restantes tipos. En este caso, el
“objeto” de estudio es una proposicion (el teorema central del limite), pero de todos
modos pone en juego problemas, lenguaje, propiedades, procedimientos, enunciados y

propiedades.

Configuraciones de objetos

Los seis tipos de entidades primarias descritos anteriormente estan relacionados
entre si formando configuraciones, que Godino, Contreras y Font (2006) definen como
redes de objetos intervinientes y emergentes de los sistemas de practicas. Estas
configuraciones pueden ser epistémicas (redes de objetos institucionales) o cognitivas
(redes de objetos personales).

La constituciéon de estos objetos y configuraciones, tanto en su faceta personal
como institucional, tiene lugar a lo largo del tiempo mediante “secuencias de practicas”
que los autores intepretan como procesos matematicos. La progresiva formacion de los
objetos linguisticos, problemas, definiciones, proposiciones, procedimientos Yy
argumentos tiene lugar mediante los respectivos procesos matematicos de
comunicacion,  problematizacion,  definicién,  enunciacién, elaboracién de
procedimientos y argumentacion.

En este trabajo se describiran tres configuraciones epistémicas utilizadas en la

ensefianza para facilitar la comprension de los estudiantes: manipulativa, computacional
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y algebraica, que se diferenciaran especialmente por las herramientas (procedimientos y
lenguajes) proporcionadas para resolver los problemas y que originan el uso de
conceptos y propiedades especificas. También se mostraran -aunque de un modo
somero- configuraciones cognitivas diferenciadas en cuanto a los elementos de
significado comprendidos por grupos de estudiantes como resultado de la evaluacion
(Capitulo 7).

2.2.4. RELACIONES ENTRE OBJETOS: FUNCIONES SEMIOTICAS Y SUS TIPOS
Los problemas, acciones, lenguaje, definiciones, propiedades y argumentos no

aparecen aislados en la actividad matematica, sino que se ponen en relacion durante la
misma. Para describir esta interaccion Godino y Batanero (1998b) utilizan la nocién de
funcion de signo (dependencia entre un texto y sus componentes y entre estos
componentes entre si) y se refieren a la idea de funcidn semiotica, que pone en juego

tres componentes:

e Un plano de expresion (objeto inicial, considerado frecuentemente como el signo);

e Un plano de contenido (objeto final, considerado como el significado del signo,
esto es, lo representado, lo que se quiere decir, a lo que se refiere un interlocutor);

e Un criterio o regla de correspondencia, esto es, un cédigo interpretativo que

relaciona los planos de expresién y contenido.

Con la funcion semidtica los autores quieren describir las correspondencias entre
un antecedente (expresion, representante) y un consecuente (contenido, representado),
establecidas por un sujeto (persona o institucion) de acuerdo con un cierto criterio de
correspondencia durante la actividad matematica. Los cinco tipos de entidades
considerados pueden desempefiar el papel de expresion o de contenido en las funciones
semioticas. Las funciones semidticas y la ontologia matematica introducida en el marco
tedrico descrito, tienen en cuenta la naturaleza relacional de las matematicas y
generalizan la nocién de representacion, que no queda asumido en exclusividad por el
lenguaje.

Con frecuencia las funciones semioticas vienen dadas por uno de sus tres
componentes, quedando los otros dos implicitos. El signo por tanto, no explicita la
correspondencia entre expresion y contenido, sino que alguien debe hacer una posible

interpretacion. Cuando la interpretacién que hace un alumno no esta de acuerdo con lo
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esperado desde la institucién de ensefianza, se produce un conflicto semidtico que
explica muchas de las dificultades y errores observados en el aprendizaje.

Las relaciones de dependencia entre expresion y contenido pueden ser de tipo
representacional (un objeto se pone en lugar de otro para un cierto propdsito),
instrumental (un objeto usa a otro u otros como instrumento), y estructural (dos o0 mas
objetos componen un sistema del que emergen nuevos objetos). Ademas, es preciso
distinguir entre significados elementales o sistémicos, definiéndolos de la siguiente

manera:

e Significado elemental: El contenido de la funcion semidtica, es un objeto preciso,
determinable sin ambigliedad en las circunstancias espacio-temporales fijadas.

e Significados sistémicos: Cuando el contenido de la funcion semiética es un sistema
de practicas (Godino y Batanero, 1994; 1998a). Este significado sistémico de un
objeto matematico se concibe como una entidad compuesta y organizada (sistema),
tiene un caracter teorico y trata de explicar la complejidad de los procesos

didacticos, pero no puede ser descrito en su totalidad.

2.2.5. EVALUACION DE LA COMPRENSION
Godino (1996a) sugiere que para analizar la comprension es preciso responder a

dos preguntas: qué comprender, y como lograr la comprension. Su modelo de la
comprension tiene dos ejes: uno descriptivo, que indica los aspectos o componentes de
los objetos a comprender, y otro procesual que indica las fases o niveles necesarios en
el logro de la “buena” comprension. Esta investigacion se centrara principalmente en el
eje descriptivo.

Godino (1996b) también recuerda que la comprension personal es inobservable
(seria un constructo, en términos psicolégicos) mientras que el significado, como
conjunto de practicas, es por lo menos potencialmente observable. El autor concibe la
evaluacion como el estudio de la correspondencia entre los significados personales e
institucionales. La evaluacion de la comprension de un sujeto tiene que ser relativizada
a los contextos institucionales. Una institucion dird que un sujeto “comprende” el
significado de un objeto si dicho sujeto es capaz de realizar las distintas practicas que
configuran el significado de dicho objeto institucional, ademas de fundamentarlas y
reflexionar sobre el proceso seguido.

Cuando se quiere caracterizar el significado de un objeto en una institucién o
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para una persona, las practicas observables son los indicadores empiricos que nos
permiten esta caracterizacion. Por lo tanto, en esta investigacion y siguiendo el marco
teorico, se infiere la comprension personal de los alumnos participantes sobre el
teorema central del limite mediante el analisis de las respuestas (entendidas como
précticas), realizadas por la persona en la resolucion de tareas problematicas o items de

evaluacion propuestas.

2.2.6. CRITERIOS DE IDONEIDAD DE UN PROCESO DE ESTUDIO
Ademas de estudiar con detalle la comprensién adquirida por los estudiantes

sobre los diferentes elementos de significado incluidos en el proceso de estudio, este
trabajo se interesa por analizar el punto hasta el cual el proceso de instruccion ha sido
eficaz. Para ello se analizaran los criterios de idoneidad propuestos por Godino,
Contreras y Font (2006).

e |doneidad epistémica: Se refiere al grado de representatividad de los significados
institucionales implementados (o previstos), respecto de unos significados de
referencia. Incluye también las conexiones o apertura hacia otras configuraciones
epistémicas que constituyen la trayectoria correspondiente. Valoraremos este tipo de
idoneidad, comparando el significado institucional implementado en el proceso de
estudio, con el significado institucional de referencia.

e |doneidad cognitiva: Expresa el grado de proximidad de los significados
implementados con respecto a los significados personales iniciales de los
estudiantes, o de manera equivalente, la medida en que el "material de aprendizaje”
esté en la zona de desarrollo potencial de los alumnos. Se valorara comparando el
significado personal evaluado en los alumnos con el significado institucional
implementado.

e Idoneidad semiotica: Tiene en cuenta las posibilidades que ofrece una configuracion
didactica para identificar conflictos semioticos potenciales y de resolverlos mediante
la negociacién de significados. Se puede deducir del analisis de la observacion del
proceso de estudio y del punto hasta el cuél se resuelven los conflictos semidticos
presentados.

e |doneidad mediacional: Es el grado de disponibilidad de los recursos materiales y
temporales necesarios para el desarrollo de la actividad (Godino, Contreras y Font,

2006). Para aumentar esta idoneidad el proceso de estudio incorpora tres
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configuraciones epistémicas: manipulativa, computacional y algebraica, para
facilitar la comprension progresiva y generalizacion del teorema. También se pone a
disposicion de los estudiantes el software @risk, materiales manipulativos y una
plataforma de ayuda al estudio.

e ldoneidad emocional: Describe el grado de implicacién (interés, motivacion) de los
alumnos en el proceso de estudio. La idoneidad emocional esté relacionada tanto
con factores que dependen de la institucion como con factores que dependen
basicamente del alumno y de su historia escolar previa. Se aumentara
contextualizando el proceso de estudio en situaciones del area de la ingenieria y se

evaluard mediante una encuesta de opinion al finalizar el proceso.

2.3. EL TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE. EVOLUCION HISTORICA DE
SU SIGNIFICADO EN ESTADISTICA

2.3.1. INTRODUCCION
De acuerdo al marco tedrico de este trabajo, el significado de un objeto

matematico no es unico ni estable en el tiempo. En la actualidad conocemos como
teorema (0 teoremas) central del limite a una serie de resultados acerca del
comportamiento de la distribucion de la suma (0 media) de variables aleatorias, cuya

expresion mas conocida es la siguiente:

Sean X, X,,..., X,,... variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas

con media finita & y varianza 0 < o’ < o0, entonces, cuando N — oo

n
ZXi —nu
i=1
no

WX ,N(01) o equivalentemente —5N(0).

X-u
of/\n

Aunque intuitivamente se puede comprender este teorema sefialando que la
media de una muestra de tamafio adecuado sigue aproximadamente una distribucion
normal, independientemente de la distribucion original de la variable en la poblacién,
aun cuando no se ha llegado a esta comprension intuitiva de una manera sencilla. Por
otro lado, ni la demostracién matematica del teorema central del limite es simple, a
pesar de su utilidad y su uso generalizado en todas las aplicaciones de la estadistica
matematica, este uso es correcto.

En esta seccion se inicia el estudio de la evolucion historica del teorema central
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del limite a partir de los problemas que lo originaron y desde su primera forma simple a
su formato actual, el cual servira para identificar diferentes significados institucionales
del teorema a lo largo de su desarrollo. Primeramente, se examinaran los inicios del
teorema cuando la teoria de la probabilidad todavia no habia sido considerada parte de
la matematica rigurosa y se mostraran las dificultades surgidas hasta llegar a la etapa
actual.

Por consiguiente, se continuard la evolucion del teorema a partir de los
diferentes campos de problemas que lo originaron y las practicas matematicas que
llevaron a la solucion de los mismos, asi como la contribucion de diferentes
matematicos a su historia, que finaliza con la solucion dada por Lévy, Feller y Cramer
en el afio 1930. La finalidad es identificar los diferentes campos de problemas,
procedimientos y otros elementos que permitan mostrar la evolucion del significado del

teorema y comprender las dificultades posteriores en el aprendizaje de los alumnos.

Las notaciones que se ocuparan en adelante para un mejor seguimiento en las

demostraciones del teorema son las siguientes:

Xy Xy - variables aleatorias (v.a.);
V. a. ii.d. : V. a. independientes e idénticamente distribuidas;
n
S,=>_X;  :sumade n variables aleatorias;
i=1
s 2
ol= 205 : suma de n varianzas, donde X; tiene varianza o < o ;

o(t) = E(eitX ) : funcion caracteristica de X;

X ~ B(n, p) - la v.a. X tiene distribucion binomial de pardmetros ny p;
N(u,o) - distribucion normal de media  y desviacion tipica o ;
P(S,=0) : probabilidad que la suma de n variables aleatorias sea cero;
E(X;)=0 - la esperanza o media de lav. a. X; es cero;

E(XS) <o  :el momentodeordenk delav.a. X, estaacotado.

2.3.2. IDEAS PRECURSORAS. APROXIMACION DE LA DISTRIBUCION BINOMIAL POR
LA NORMAL

Distintos autores han encontrado férmulas de calculo para la distribucién
binomial y otras distribuciones discretas, en las que intervienen los términos factoriales.
Un problema es que, al aumentar el valor de n, estos términos crecen muy rapidamente,

por lo que el célculo de las probabilidades de los valores de la variable en la
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distribuciones exactas es demasiado laborioso, incluso hoy dia®>. Mucho antes de la
aparicion de los ordenadores, este problema llevé a distintos matematicos a tratar de
encontrar valores aproximados de estas probabilidades para valores de n grandes y a
estudiar las condiciones en que estas aproximaciones podrian utilizarse con un error
acotado. Estos estudios inician el interés hacia los teoremas de limite y dan origen al

primer campo de problemas relacionados con el mismo:

CP1: ¢En qué condiciones y mediante qué funciones o distribuciones de probabilidad
puede aproximarse la distribucion binomial, cuando aumentamos progresivamente el

valor de n (tamafo de una muestra)?

Segun Xiuyu (2003) la mayor contribucién de De Moivre (1667-1754) en el
desarrollo historico del teorema central del limite es lo que llamamos hoy la
aproximacién a la distribucion binomial por la normal. De Moivre primero publico
comentarios sobre este topico en 1730 en su “Miscellanea Analytica”. Los resultados
finales aparecieron en su “Doctrine of Chances” (1733), donde mostré (en notacién

moderna) que:

Sea X ~B(n,p), P(x) {ijx(l— p)"* , entonces, para valores grandes de n, X

sigue una distribucion aproximadamente normal N(u,o) de media u=np y

X—np

vhpq

desviacion tipica o=.npq; es decir la variable Z = sigue una

distribucién normal N (0,1).

De Moivre investigo los limites de la distribucion binomial cuando el nimero de
ensayos aumenta, encontrando una relacién con la funcion e’X . Ademas, intento

determinar, para valores grandes del niUmero de ensayos n, la probabilidad de ocurrencia

n . . .. . . P -z
del valor central > de una distribucion binomial, aproximandola a la expresion

(kj_) 2—1n Stirling descubrié que k es igual a v2~ . Hoy se sabe que la probabilidad del
n

valor modal de la distribucion binomial para dos acontecimientos igualmente probables,

2 Aunque los ordenadores permitan hacer los célculos en poco tiempo, el error puede llegar a ser grande,
debido al nimero de operaciones y el error cometido en cada una de ellas por truncamiento.
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es decir p:%, estd dado en forma factorial y coincide con el encontrado por De

Moivre: La probabilidad de x=n/2 éxitos en n=2x ensayos es %2% Esto se

deduce, primero, aplicando la ley de los grandes nimeros (Teorema de Bernoulli) a la
frecuencia relativa de éxito X/n, que converge a la probabilidad de éxito p, cuando

aumente al numero n de repeticiones; y reemplazando en la formula de la distribucion

2

Binomial n=2x y p :%. De Moivre encontrd el papel que desempefia la funcion e_x

como limite de la distribucion, en principio no la relaciond con la distribucion normal
@/V2z) ¢ *"'?, pero en la segunda edicién de su libro introdujo la distribucién normal

como limite de la binomial.

Figura 2.3.2.1. Distribuciones de probabilidad binomial para diversos valores de sus parametros
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En el proceso de estudio se mostrara esta aproximacion intuitivamente a los
alumnos con figuras similares a la Figura 2.3.2.1, donde se presenta como la forma de la
distribucion binomial bin(n,p) para distintos valores de sus parametros n y p se
aproxima a la funcion de densidad normal. Por ejemplo, en la Figura 2.3.2.1 se
muestran valores para p = 0,3 conn =4,8,24yparap=0,1conn=4, 8y50. Se
puede justificar visualmente una primera intuicion de la aproximacion de De Moivre,
aunque persiste el problema de como una distribucion continua puede aproximar otra

discreta y ello llevara a introducir la correccion de continuidad.
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2.3.3. DISTRIBUCION DE LA SUMA DE VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS
IDENTICAMENTE DISTRIBUIDAS CON MEDIA Y VARIANZAS FINITAS

Debido a que la distribucion binomial puede considerarse como la suma de
variables aleatorias idénticamente distribuidas (la binomial B (n,p) es la suma de n
variables aleatorias binomiales B (1, p) o variables de Bernoulli), la demostracién que la
distribucion binomial se aproximaba mediante la distribucion normal, es un caso
particular de lo que seria posteriormente el teorema central del limite y llevo a varios
matematicos a tratar de generalizar este resultado para otros tipos de distribuciones

llegando a un nuevo campo de problemas:

CP2: Encontrar la distribucion de la suma de variables aleatorias discretas
independientes e idénticamente distribuidas (o de la media de variables aleatorias

independientes e idénticamente distribuidas).

Este campo era diferente del anterior y tenia una aplicacion préctica inmediata
pues, conocida la distribucion de la media muestral, seria posible obtener estimaciones
y realizar contrastes de hipdtesis sobre la media poblacional. El interés de estas
aplicaciones explica el nimero de matematicos que se interesaron por la distribucion de
la media o de la suma. Un primer caso de este problema seria aquél en que las variables
fueran uniformes discretas (CP2.1).

El trabajo probabilistico de Laplace sobre la suma de variables aleatorias jugd un
rol importante en el desarrollo del teorema desde un comienzo. Ya en uno de sus
primeros articulos de 1776, estuvo trabajando en calcular distribuciones de probabilidad
de la suma de angulos de inclinacion de meteoros. Afronté el problema de la desviacion
entre la media aritmética de los datos (obtenido con errores observacionales) y los
valores tedricos, suponiendo que todos estos angulos distribuidos aleatoriamente siguen
una distribucién rectangular entre 0° y 90°. Puesto que la distribucion de la media es
equivalente a la de la suma (excepto un factor constante, que es el valor n por el que se
divide), el problema se centrd en hallar la distribucion de la suma de los datos, todos los
cuales tienen la misma distribucion y son independientes. Debido a la considerable
elevacion de cuerpos celestiales, no fue capaz de representar un célculo exacto y asi
necesitd de una aproximacion (Fisher, 2000). Fue en el proceso de encontrarla, que
Laplace eventualmente, vino a formular otra version del teorema central del limite.

Antes de 1810, la distribucion de la media aritmética habia sido estudiada por
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muchas distribuciones de rango finito, con resultados de formulas complicadas por
ejemplo, para una variable aleatoria discreta uniformemente distribuida entre los enteros
—a 'y a, se obtuvo una suma de numeros combinatorios bastante compleja (véase Xiuyu,
2003, pp. 5). Fue necesario buscar aproximaciones mas simples, que son cubiertas por

el teorema central del limite de Laplace. Laplace logrd su primer resultado en 1785,

calculando una aproximacion para P(S, =0) (S, es la suma de los n posibles errores), y

llegando a la siguiente aproximacion:

B
A2z na(a+1)

P(S, =0)~

CP2.2: Distribucién de la suma de variables aleatorias discretas independientes e

idénticamente distribuidas en el caso general.

Laplace generalizd posteriormente, en el afio 1809, el trabajo de De Moivre
referido a la distribucion binomial a la suma de variables aleatorias discretas
identicamente distribuidas con media y varianza finita. En 1810 public6 una memoria,
donde establecié y probé méas formalmente la siguiente version del teorema central del

limite:

Sea X una variable aleatoria valorada entera que toma valores enteros

{—a,...,O, ..a } con probabilidad P(X =x) = (ZL) entonces para una muestra
a

n
n grande, la suma S, :in esta distribuida aproximadamente en forma
i=1

normal N(«,o ) de media nx y desviacion tipica Jn o siendo u,o lamediay

desviacion tipica de la distribucion de partida.

Laplace dio una demostracion “rigurosa” para el caso discreto del teorema
central del limite usando la funcién caracteristica (p(t):E(e“X) que se desarrolla en

serie de potencias hasta el segundo término e invierte para hallar a qué distribucién
corresponde (técnica de la probabilidad inversa). La idea principal de la demostracion
de Laplace para una distribucion discreta arbitraria puede encontrarse en Fisher (2000).

Sea la probabilidad P (S, —nu=x) para x menor que Jn, siendo u la media
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de la distribucion de partida. Despreciando los términos de orden superiores a dos,

N 27Zx/ﬁa 2no?

S,—nu se aproxima asintoticamente a la distribucion normal N(o,\/ﬁa). Laplace

obtiene lo siguiente: P(Sn—ny:x): j Esto significa que

intentd argumentar dos generalizaciones, no logrando demostraciones rigurosas:

e Debido a que la distribucioén limite es independiente de a (s6lo depende de a a través
de la media y la varianza), el resultado es valido también para una distribucion
discreta con rango infinito, en el caso de que existan los momentos finitos
(Podemos considerar este otro caso particular del campo de problemas CP2.3).

e Probo que los resultados también se cumplen para variables aleatorias con
distribucién continua y acotada. Se considerara esta argumentacion como un nuevo
campo de problemas (CP4) ya que se introducen nuevos conceptos como el de
variable continua, funcién de densidad, etc. y se utilizan nuevas herramientas, como
la integral. Primero, Laplace estudio la variable aleatoria discreta X que toma
valores enteros muy grandes {— a,...,O,...,b}; con la probabilidad P(X = x) dada

anteriormente, considerd la funcion de densidad de la variable continua de la forma

X . . .
f(x)= (—bj y la integral de esta funcion la tratd6 como una suma.
a+

1.
Jz

trabajo “Teoria motus corporum celestium”. Su descubrimiento estuvo abierto a muchas

Gauss derivo en 1809 la funcion de densidad normal f(x)= ~* en su

criticas, sin embargo tuvo un impacto grande en Laplace. Stigler (1986) sugiere que no
hay indicios que Laplace haya pensado en que esta funcion pudiese representar una
funcion de densidad para una distribucion de probabilidad, y debe haber encontrado el

resultado en el trabajo de Gauss en 1810.

2.3.4. SUMA DE VARIABLES NO IDENTICAMENTE DISTRIBUIDAS Y VARIABLES
CONTINUAS

Contribucién de Poisson

De todos los que aportaron al teorema central del limite en el siglo XIX, la

contribucion de Siméon Denis Poisson en dos articulos (publicados en1824 y 1829) fue
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la de mayor influencia entre los autores posteriores a Laplace. Tratando de probar que
todos los procedimientos en el mundo fisico estdn gobernados por leyes matematicas
claras, intentd suministrar un analisis matematico mas exacto al teorema de Laplace. La

contribucion de Poisson al teorema central del limite fue doble (Fisher, 2000):

e Mejor6 y generalizd la demostracion de Laplace. Comienza estableciendo una
demostracion del teorema para variables independientes distribuidas idénticamente;
primero para una suma de éstas y luego para una combinacion lineal de ellas. Luego
generalizd su demostracion a la suma de variables aleatorias con distribuciones
diferentes; este es otro paso nuevo (CP3). Tratando de probar esta generalizacion, en
su demostracion considera las variables continuas, las que dan origen a otro campo
de problemas (CP4), cuyo bosquejo de demostracion se describe a continuacion.

e Discutio la validez del teorema central del limite, principalmente dando algunos
contraejemplos. De este modo inicia un nuevo campo de problemas, esta vez
estrictamente matematico que consistird en encontrar condiciones suficientes y

necesarias para la validez del teorema central del limite (CP6).

En su articulo de 1824, Poisson da una demostracién mas rigurosa del teorema
central del limite para variables continuas (de este modo introduce el concepto de
variable aleatoria continua). Se describe resultados generales (Mether, 2003) de la

Gltima parte del articulo de Poisson. Para una variable aleatoria X , que toma valores en

el intervalo [a,b] con funcion de densidad continua f.(x), la version de Poisson del

teorema central del limite puede ser resumida de la siguiente forma:

Sean X,,..., X, variables aleatorias independientes con funciones de densidad

que se anulan fuera del intervalo [a, b]. Si la funcién caracteristica esta

acotada para valores entre 0 y 1, entonces X,+...+ X, se distribuye
aproximadamente como una normal N(u,o), siendo u =ZE(Xi) y
o?= ZE(Xi) . Esta aproximacion es mejor cuando n es grande y los valores del

intervalo donde se calcula la aproximacion se aproximan a la media (Fisher,
2000).
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Poisson concibio el teorema central del limite como una herramienta en el
calculo de probabilidades clasicas, mas que como un teorema matematico en si mismo.
En consecuencia, Poisson no formuld explicitamente condiciones de validez para el
teorema. Parece claro desde el analisis de su demostracién y de los ejemplos que utiliza,
que €l asumio6 que las varianzas de las componentes de la suma estan acotadas para que
la varianza de la suma sea de orden n. Aunque no indica explicitamente esta idea, sin
embargo, discutié unos pocos contraejemplos donde el teorema central del limite no se
cumple, ni tampoco la condicion. Uno de estos ejemplos es la llamada variable

distribuida Cauchy donde la densidad de probabilidad toma la siguiente forma:

1 . . S,
f(x)= 51 que no puede aproximarse mediante una distribucion normal.
ﬂil+ X )

Contribuciéon de Dirichlet y Bessel

Dirichlet y Bessel siguieron principalmente los pasos de las demostraciones de
Laplace y Poisson, pero introdujeron el llamado “factor de continuidad” en la
demostracién, para establecer el resultado de Poisson para valores arbitrarios de n.
Siguieron caminos diferentes para lograr la demostracién, pero la regla era la misma.
Bessel ademas hizo notar que Poisson usé el mismo factor de continuidad, aunque en

una forma ligeramente diferente, cuando estableci6 la formula para n=1.

CP5: Encontrar estimaciones para el error cometido en las aproximaciones de las

sumas de variables aleatorias mediante la distribucion normal.

Dirichlet fue el primero en intentar estimar el error de la aproximacion, aunque
no fue muy afortunado y su técnica fue diferente de la moderna. Dirichlet habia
estimado anteriormente los errores para otras aproximaciones no probabilisticas, y
mostrd que estas mismas técnicas pueden ser aplicadas para la teoria de probabilidad tan

bien como lo habian sido para la matematica pura.

Contribucion de Cauchy

Cauchy fue uno de los primeros matematicos que considerd seriamente la teoria
de probabilidad como matematica pura. Contribuyé en diferentes campos de la
matematica, y también encontré un nuevo camino para probar el teorema central del

limite. Primero estableci6 una cota superior para la diferencia entre el valor exacto y la

50



Fundamento del estudio

aproximacion y luego especificé condiciones para que esta cota tienda a cero.
Cauchy en su demostracion usé la funcidon caracteristica para variables

independientes e idénticamente distribuidas X, X,,..., X, con funcion de densidad

n

simétrica y rango finito. Sigui6 la linea de la demostracion de Poisson, pero considero la
- - e .z n - - s - - -7
distribucion de la funcién >wx; que aproxima asintoticamente a la distribucion normal
i=1
. . 2 n . . e ., . .
de media cero y varianza oY w, , bajo la condicion que la funcion lineal sea el mejor
i=1
. . . , . n , ,
estimador lineal insesgado de un parametro, es decir, >w, =1. Asi, Cauchy encontré una

i=1

cota superior y especifica condiciones para esta cota cuando tiende a cero. (Hald, 1998).

2.3.5. DISTRIBUCIONES CON RANGO INFINITO
Con la demostracién de Cauchy finaliz6 el primer periodo (1810-1853) de

desarrollo del teorema central del limite. La demostracion presentada en este periodo

fue insatisfactoria en tres aspectos (Hald, 1998):

e Elteorema no fue probado para distribuciones de rango infinito.
e No se explicitaron las condiciones, en términos de los momentos, bajo el cual el
teorema se cumple.

e Larazdn de convergencia para el teorema no fue estudiada.

Estos problemas fueron resueltos por matematicos rusos, entre 1870 y 1910. Dos
soluciones fueron dadas por Chebyshev y Markov, usando el “método de los
momentos” y por Liapounov, usando la funcién caracteristica. La demostracion de
Liapounov es considerada como la primera demostracion “rigurosa”. En lo sucesivo, el
tema se centrard en lo que sigue en los probabilistas Chebyshev, Markov y Liapounov,
reconocidos en el grupo de la escuela de San Petersburgo por ser los que mas han
contribuido al teorema central del limite; aunque otros matematicos rusos como
Nekrosov y Sleshinsky se implicaron en el trabajo con el mismo problema (Seneta,
1984).

Contribucion de Chebyshev y Markov
El articulo de Chebyshev en 1887, usualmente es considerado el comienzo de la

demostracion rigurosa del teorema central del limite. En él establecid lo siguiente
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(Seneta, 1984):

Sean X, X,, X,,..., variables aleatorias independientes con densidad de

probabilidad dada. Si

NE(X;)=0 Vi, lamedia de estas variables es cero y
i) ‘E(Xik)‘sc Vi, k>2 los momentos de orden superior a dos estan
acotados; entonces cuando n —oola distribucion de la suma es

aproximadamente normal N(p,0), siendo = ixi y %= §Var(xi) .
i=1 i=1

En su demostracion, la cual es incompleta, Chebyshev us6 el “método de los
momentos”, cuyos inicios fueron desarrollados por el autor citado. Este método fue mas
tarde simplificado y completado por Markov, quien también completd la demostracion
de Chebyshev del teorema central del limite. En 1898, después de la demostracion de
Chebyshev, Markov establecié que se necesitaba afiadir una condicién para que el
teorema fuese correcto. Primero, propuso la condicion de que la suma de varianzas esté

uniformemente acotada en el origen. Después reemplazo la condicién anterior por la de

2
n

que las esperanzas E(X ) estén acotadas cuando n tiende a infinito. Después de la

demostracién de Liapounov del teorema usando la funcion caracteristica en 1901,
Markov trabajo para lograr el mismo nivel de generalidad con el método de los
momentos. Finalmente lo logré en 1913 cuando presentd un articulo que dio una
demostracion rigurosa del teorema central del limite bajo la condiciéon de Liapounov y

usando el método de los momentos.

Teorema de Liapounov

Liapounov, un estudiante de Chebyshev, como Markov, con los cuales integra la
escuela de San Petersburgo, consiguié introducir demostraciones rigurosas en la teoria
de probabilidad. En su demostracion del teorema central del limite, no siguié a
Chebyshev y Markov en el uso del método de los momentos, sino que como Laplace
uso la funcién caracteristica. La demostracion de Liapounov, publicada en 1901, es
considerada la primera demostracion completa del teorema, en la forma siguiente
(Uspensky, 1937):
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Sea X, X,,..., X, variables aleatorias independientes con las siguientes

n

propiedades:
E(X;)=0 Vi y E|Xi|k <w Vi, k=2, entonces usando el teorema de

continuidad y unicidad de la funcién caracteristica concluy6 que la distribucién

de la suma es aproximadamente normal.

En su demostracion, usa un lema fundamental que es la clave a la simplicidad y

rigurosidad de su demostracion:

Sea S, una variable que depende del entero n, con media o y varianza 1. Si la
funcion caracteristica de la variable S, converge uniformemente a la funcion

caracteristica de la distribucion normal en algun intervalo finito, entonces la

funcion distribucion de la variable S, tiende uniformemente a la distribucion

normal.

Liapounov no separé explicitamente este lema fundamental de su demostracion,
en la que esta contenido implicitamente. Algunos otros que contribuyeron al teorema
central del limite como Linderberg y Lévy, usaron este lema en su mejora del teorema
(Uspensky,1937).

En este sentido es posible observar que en el periodo comentado se trabajo el
teorema bajo el supuesto sélo de variables independientes, a diferencia del primer
periodo cuyo supuesto eran variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas. Una aplicacion de la demostracién del teorema dada por Liapounov al caso

de variables independientes e idénticamente distribuidas es la siguiente:

Sean X,,X,, X,,..., variables aleatorias independientes e idénticamente

distribuidas con media finita x y varianza 0 < o < «, entonces

S, —nu

Jno

—N(01) cuando n — 0.

La demostracion de este teorema utiliza la funcién caracteristica y la expansion
de Taylor (Ver Xiuyu, 2003, pp. 14, Parzen, 1987, pp. 474). También ver Meyer, 1992,
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pp. 333, donde se demuestra mediante la funcion generadora de momentos.

2.3.6. ESTUDIO DE CONDICIONES NECESARIAS Y SUFICIENTES PARA EL
TEOREMA (CP6)

El tercer y altimo capitulo en la historia del teorema central del limite de 1920 a
1937, comienza con la demostracion de Linderberg y las demostraciones de Lévy y

Feller que afiadieron condiciones necesarias al teorema.

La Condicion de Linderberg
El 1922, Linderberg publicé una demostracion elemental del teorema central del
limite que se aplica a vectores aleatorios. Su demostracion fue la base de los trabajos de

Lévy y Feller sobre el mismo problema. El teorema es el siguiente (Cam, 1986):

Teorema (Condicidn de Linderberg)

Sean X, variables aleatorias independientes con esperanza E(X;)=0 Yy varianza
of finitas. Si los momentos de tercer orden estdn acotados, entonces la

distribucién de la suma se aproxima a la distribucion normal.

La condicion anterior es llamada generalmente condicion de Linderberg y su
formulacion matematica se puede ver en textos de teoria de la probabilidad (Shiryayev
(1984, pp.326, Loéve 1976, pp. 274). En textos de probabilidad moderna, este teorema

es presentado usando la funcion caracteristica, aunque Linderberg no la us6. En su

demostracién, encontr6 una cota para el supX|F(x)—CD(x)|, donde ®(x) es la

distribucion de probabilidad normal, en términos del tercer momento. EI método de
demostracion de Linderberg se olvid6 en toda la primera mitad del siglo XX. Trotter en
un articulo publicado en 1959 hizo muy popular el método de Linderberg, pero cuando
el teorema limite comenzé a ser ampliado para espacios de dimension infinita, la fuerza
del método de Liderberg fue finalmente reconocida. Actualmente, la condicion de
Linderberg es usada en muchos casos donde la convergencia a la distribucion normal es
considerada con variables distribuidas no idénticamente. La fuerza del método de

Linderberg esta basada principalmente en dos puntos:

1. Puede ser aplicado en un contexto muy general.
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2. Considera la razén de convergencia en el teorema limite.

Cabe sefialar que el método de Linderberg no dio un orden 6ptimo de la razon de
convergencia, para variables reales independientes e idénticamente distribuida con
tercer momento finito para el orden n (Paulauskas, 1999). Linderberg dio una
demostracién rigurosa para la condicion suficiente del teorema central del limite, sin
embargo, no prob6 la condicion necesaria del teorema. También, Poisson muestra,
alrededor del afio 1824, que la aproximacion a la distribucion normal no siempre se
cumple para variables independientes arbitrarias. Esta carencia fue particularmente

remediada por Lévy y Feller en 1935y 1937.

Teorema de Feller
Feller en un articulo publicado en 1935 entrega las condiciones necesarias y
suficientes para el teorema central del limite, pero el resultado es algo limitado. Feller

considero en la convergencia normal de la suma, una secuencia infinita X, de variables

aleatorias independientes, y uso los segundos momentos finitos para cambiar origenes y

. 1 . .
escala de valores de las sumas consecutivas de la forma — (3 X; -c,), a fin de evitar
a

n

que tomen valores infinitos. Luego dio las condiciones de restriccion para cada variable
x/a, que tiende a cero en probabilidad. Asi Feller da, en ese sentido, una solucion mas
amplia al teorema, pero desde que puso esta restriccion y porque solo trat6 la suma de
normales, no puede ser considerada la solucion final. Este teorema de Feller es
frecuentemente llamado el “Teorema de Linderberg-Feller”, al usar la condicion de
Linderberg. La demostracion puede verse en Shiryayev (1984, pp. 332) y esta basada en
la estimacion de las colas de las varianzas en términos del comportamiento de la funcion

caracteristica en el origen.

Contribucién de Lévy

Lévy probo la condicién de Linderberg en 1925 usando la funcién caracteristica
(Cam, 1986), tratando en primer lugar el caso de segundos momentos infinitos y
primeros momentos finitos o infinitos (CP2.3, que Laplace intento argumentar sin
éxito). Publico algunos articulos relacionados con el teorema central del limite entre los
afios 1925 y 1930, usando principalmente la funcion caracteristica en su demostracion.

A partir de 1930, evitdé usar la funcion caracteristica y en su articulo de 1935,
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presentado s6lo unos pocos meses después del de Feller’, establecié algunas ideas

relacionadas con el teorema central del limite (Cam, 1986):

e Dio las condiciones necesarias y suficientes para la convergencia de sumas de
variables aleatorias independientes e identicamente distribuidas normales a la
distribucion normal.

e También dio las condiciones necesarias y suficientes para el caso general de sumas
de variables aleatorias independientes.

e Por dltimo, intentd dar las condiciones necesarias y suficientes para sumas de
variables aleatorias dependientes, que aparecen en los procesos estocasticos tipo
martingalas. Consideramos este caso el Ultimo campo de problemas (CP7) en la

historia del teorema central del limite.

Lévy tuvo algunos problemas con la demostracion del teorema central del limite
para el caso de martingalas, que no fue completamente satisfactoria. Su demostracion de
la condicidn necesaria y suficiente para el caso general de variables independientes fue
correcta, pero se basé en un lema hipotético, que no habia sido probado todavia (como

la demostracion de Feller) y es el siguiente:

“Silasuma S = X + Y de dos variables aleatorias independientes (X e Y)

tiene una distribucién normal, entonces también lo son X e Y”’

El afio siguiente 1936, Cramer probd el lema (como un teorema), por lo que, con
la ayuda de este teorema se muestra la validez del uso de sumas normales y de los
teoremas de Lévy y Feller donde generalmente se aplica. En 1937, Feller y Lévy
refinaron la demostracion, después de usar el resultado de Cramer. El teorema central
del limite fue asi probado con las condiciones necesarias y suficientes (Cam, 1986) y se

cierra el capitulo final de esta historia.

2.3.7. USO ACTUAL DEL TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE EN ESTADISTICA
Desde el punto de vista de las aplicaciones de la teoria de probabilidades, dos

son los principales casos en que se usa el teorema central del limite: i) las variables

3 A pesar que el articulo tratd el mismo problema, ambos autores negaron tener alg(in contacto previo.
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aleatorias son independientes e idénticamente distribuidas vy ii) las variables aleatorias
son independientes, pero no estan idénticamente distribuidas (Parzen, 1987).

Hemos visto que la validez del teorema central del limite en condiciones
bastante generales de las variables aleatorias fue conjetura de Laplace y Gauss a
principios del siglo XIX. Sin embargo, las primeras condiciones satisfactorias de
cumplimiento, apoyadas por una demostracion rigurosa no llegan a alcancarse hasta
Lyapounov en 1901. En las décadas de 1920 y 1930 se utilizé el método de funciones
caracteristicas para extender el teorema en varias direcciones y obtener condiciones
necesarias y suficientes bastante generales de su validez, en el caso en que las variables
aleatorias son independientes.

En afios mas recientes, continla el estudio de este teorema, que sigue
inquietando a los matematicos en su generalizacion, produciendo trabajos acerca de la
extension del teorema al caso de variables aleatorias dependientes (Ver Loeve, 1976,

para el estudio definitivo del teorema y sus extensiones).

Aplicaciones en inferencia estadistica

Es claro que las distribuciones muestrales forman el puente entre la probabilidad
y la inferencia ya que se utilizan para obtener informacion acerca de la distribucion de
un estadistico (Vallecillos, 1996). Un resultado principal segin Devore (2001) es el
teorema central del limite, que es la base para muchos procedimientos inferenciales
donde aparecen grandes tamafos de muestra.

En la inferencia estadistica uno de los elementos importantes de estudio es la
eleccion del tamafio adecuado de una muestra aleatoria de una poblacion de interés.
Ademas, el tamafio muestral es uno de los supuestos basicos en el analisis inferencial.
Cuando la muestra no es lo suficientemente grande y ademas proviene de una
distribucion no-normal, es habitual emplear métodos inferenciales, como los no
paramétricos 0 métodos exactos para las distribuciones de probabilidades clésicas. En el
caso, en que para un tamafio de muestra suficientemente grande, aplicamos el teorema
central del limite y se asume en una prueba una hipétesis para la media poblacional que
el estimador de la media se distribuye normalmente.

Distintos temas de inferencia estadistica, como pueden ser la estimacion puntual,
estimacion por intervalos y las pruebas de hipotesis, hacen uso del teorema central del
limite y su importancia es destacada en los campos de problemas obtenidos en la

Seccion 4.3, de donde surge la necesidad de uso del teorema. A continuacion se ilustra
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una aplicacion tipica del teorema central del limite en inferencia, para determinar
valores razonables de la media poblacional; mediante el siguiente ejemplo obtenido de
Walpole y cols. (1999, pp. 218). Sin el formalismo de las pruebas de hipotesis, se
muestra la implicancia del teorema en los principios y la l6gica que se utilizan en las
pruebas de hipdtesis. Este elemento es importante en la toma de decision para los

ingenieros.

Un importante proceso de fabricacion produce partes de componentes cilindricos para la industria
automotriz. Es importante que el proceso produzca partes que tengan una media de 5 milimetros. El
ingeniero involucrado hace la conjetura de que la media de la poblacion es de 5,0 milimetros. Se lleva a
cabo un experimento en el que 100 partes elaboradas por el proceso se seleccionan al azar y se mide el
diametro de cada una de ellas. Se sabe que la desviacién estandar de la poblacion es o=01. El

experimento indica un diametro promedio de la muestra Y=5,027 mm. Esta informacion de la muestra
¢(parece apoyar o refutar la conjetura del ingeniero?

Si los datos apoyan o no la conjetura, depende de la probabilidad de que los
datos similares a los que se obtuvieron en este experimento (X =5027) puedan ocurrir

con facilidad cuando de hecho x=5,0. Es decir, ;qué tan probable es que se pueda

obtener X =5027 con n =100 si la media de la poblacion es x=5,07? Si la probabilidad
es bastante baja, se puede argumentar que los datos no apoyan la conjetura de que
14=50.

En otras palabras, la pregunta concreta es, si x#=5,0, ¢Cudl es la probabilidad de
que X se desvie a lo mas en 0,027? En lenguaje simbdlico, se pide calcular la

probabilidad siguiente P(‘Y—s‘zo,m?). Como no se conoce la distribucién inicial y el

tamafio muestral es grande, se recurre al teorema central del limite estandarizando X . Si

X =5

041/+/100

la conjetura x=5,0 es cierta, ~N(0,1). Asi, el calculo de la probabilidad nos

queda 2 P{ = 2P[z >2,7]=2(0,0035) = 0,007 . Como conclusién, con apoyo

X5 >27
01/4100
del teorema central del limite, es posible sefialar que este experimento con X =5,027 no

proporciona evidencia que apoye la conjetura de que #=5,0.

Aplicaciones en ingenieria
Son multiples las investigaciones experimentales en distintas &areas de la

ingenieria que implican el empleo de datos experimentales y muestras aleatorias para
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inferir el valor de un parametro de una poblacion que caracteriza un fendmeno de
interés. Variados ejemplos de aplicacion del teorema central del limite en el &mbito de
la ingenieria, son dados en la Seccion 1.3.2 de la importancia del teorema en ingenieria
y otras areas y en la Seccion 4.3 referidos a los campos de problemas. Por ejemplo, en
las ciencias forestales las funciones de densidad han sido ampliamente usadas para
modelar la distribucion de los diametros de una superficie en un bosque o rodal. Se han
desarrollado muchas aproximaciones para el desarrollo de dichos modelos, siendo las
distribuciones Normal y de Weibull las mas utilizadas (Reinolds y cols., 1988). En esta

area son varias las aplicaciones del teorema central del limite:

1. Una de las mas importantes es aquella para el desarrollo de los inventarios
forestales, los cuales consisten en un muestreo de una superficie de un bosque, para
poder determinar estimadores de los totales poblacionales sobre variables de interés
para el manejo del bosque. Estas variables son generalmente estimadores de
volumenes, las cuales reflejan el valor econdmico del bosque. Habitualmente en los
inventarios, la unidad muestral estd definida como una parcela de una superficie
determinada, en la cual se encuentra un niumero minimo de arboles, cantidad que
debe ser lo suficientemente grande para que se cumpla el teorema central del limite
(alrededor de 40).

2. Otra aplicacion importante es la referida a los ensayos experimentales instalados
dentro de un bosque debido a que también necesitan un namero minimo de arboles

dentro de cada réplica para que se cumpla el teorema central del limite.

Carrasco (2002) estudio el problema para determinar los tamafios muestrales
minimos en la aplicacion del teorema central del limite, para poblaciones forestales que
poseen distintas caracteristicas de edad, manejo y condicion edafoclimatica. En su
trabajo, describid un proceso de simulacion seleccionando un rango de combinaciones
de parametros de la distribucion de Weibull, para obtener los tamafios de muestra
minimo con el objetivo de realizar inferencias adecuadas con el menor nimero de
muestras posibles a obtener de una poblacion forestal. Los resultados generales de este
estudio revelaron que no es necesario una muestra lo suficientemente grande (mayor de
30) para que se cumpla el teorema. Por lo tanto, el tamafio de muestra dependera de la
estructura del bosque y su relacion con el pardmetro de forma ¢ de la distribucion de

Weibull. Ademas, cuando los valores de ¢ son cercanos a 3,6 la distribucion de Weibull
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es similar en su forma a una distribucion normal. Otros resultados son dados también

para el caso de los bosques coetaneos:

a. Cuando el bosque se encuentre recién establecido, el tamafio de muestra necesario
para la correcta aplicacion del teorema central del limite, puede ser tan pequefia
comon =5;

b. Cuando el bosque se encuentre en la fase de cierre de copas el tamafio de muestra
minimo debera ser de n =10;

c. Cuando el bosgue se encuentre bajo la condicion de cosecha, el tamafio de muestra
minimo debera ser de n =20;

d. Para los bosques heteroetaneos el tamafio de muestra minimo necesario para la
aplicacion del teorema central del limite debera ser superior a n = 60, un nimero

mayor dependera de la parametrizacion de la distribucion de Weibull.

Aplicando estos resultados al uso de los inventarios forestales, los costos de
estos pueden ser reducidos debido a que las unidades muestrales pueden ser de menor
tamafio. En otro caso, se puede aumentar el nimero de unidades muestrales lo cual trae

consigo una mejor estimacion del total poblacional.

2.3.8. CONCLUSIONES DEL ESTUDIO HISTORICO
El presente estudio ha mostrado como el teorema central del limite es uno de los

mas importantes en estadistica matematica y teoria de la probabilidad, a través del
interés mostrado por numerosos matematicos célebres. La aplicacion més conocida del
teorema establece que si se cumplen algunas condiciones, entonces la distribucion de la
media aritmética de un nimero de variables aleatorias independientes se aproxima a la
distribucion normal segun el nimero de variables crece indefinidamente. Es decir, no es
necesario conocer la distribucion actual de las variables. A medida que crece el nimero
de variables, la suma de éstas pueden ser tratadas como una distribucion normal. En la
Tabla 2.3.8.1 se presenta un resumen cronolégico de la evolucion del teorema central

del limite.
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Tabla 2.3.8.1. Desarrollo historico del teorema central del limite

Fechas Campo de problema Herramientas Enunciados del teorema y

propiedades

1713 CP1: Aproximacion de ciertas Predesarrollo

1733 distribuciones (e.g. binomial)  pasg al limite Teorema de Bernoulli (De
para valores grandes de sus Moivre)
pardmetros.

1785 CP2: Suma de v.a. discretas Funcidn caracteristica  E4: teorema para v.a.i.i.d.
independientes e (Laplace) discretas, caso uniforme
idénticamente distribuidas. (Laplace)

CP2.1: v.a. uniforme discreta.  pesarrollo en serie E4: teorema para v.a.i.i.d.
CP2.2: v.a. discretas i.i.d., discretas, caso de media y
1809 media y varianza acotadas. varianza acotadas (Laplace)
Densidad normal (Inicio de teoria
de los errores por Gauss y
Laplace)

1824 CP3: Suma v.a. discretas Variable aleatoria E5: teorema en forma general.
independientes no Factor de Caso v.a. i. no i.d. (Poisson)
idénticamente distribuidas. discontinuidad de

1853 CP4: Suma v.a. continuas. Dirichlet (Bessel) Caso v.a. continuas i.i.d. con

Funcion caracteristica  densidad simétrica y rango finito
y teorema de la (Cauchy)

funcién inversa

(Cauchy)

1887 CP5: Estimaciones del error E5: teorema en forma general.
de aproximacion. Variables aleatorias con rango

infinito
Comienzo de la demostracion

1898 CP6: Condiciones de validez rlgurc_)sz_:l,(Chebyche_:v)
del teorema. Condicidn necesaria para el

teorema de Chebyshev (Markov)

1901 Fu_ncién caracteristica  Condicion de Liapounov

1913 (Liapounov) (Liapounov, Markov)

Método de los
momentos (Markov)

1922 Condiciones necesarias y

suficientes.

1925 Teorema aplicado al espacio de
CP7: Suma de variables H|Ibe_rt_(,L|nderF)erg)

1935 aleatorias dependientes. Condicion de Linderberg

(Lindeberg, Lévy)
_ Teorema para v.a. con rango

1936 CP2.3: T_ec_)rema parav.a. con infinito (Lévy)
rango infinito. L . .

Condicion necesaria y suficiente
del teorema con resultado
limitado (Feller)

Lema de Feller (Feller, Cramer)

1937 Refinamiento de demostracién

(Feller- Lévy)

Se ha seguido de cerca la historia del teorema central del limite, identificando
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diferentes campos de problemas, que se pueden resumir de la forma siguiente:

CP1: Aproximacion de la distribucién binomial para valores grandes de n

CP2: Distribucion de la suma de variables aleatorias discretas idénticamente
distribuidas

= CP2.1: Variables con distribucion uniforme discreta

= CP2.2: Variables discretas acotadas

= CP2.3: Variables discretas no acotadas

CP3: Distribucion de la suma de variables aleatorias no idénticamente distribuidas

CP4: Distribucion de la suma de variables aleatorias continuas

= CP4.1: Variables acotadas

= CP4.2: Variables con momentos acotados

CP5: Estimacion del error de aproximacion en el teorema central del limite

CP6: Busqueda de condiciones necesarias y suficientes para el teorema central del
limite

CP7: Distribucion de la suma de variables aleatorias dependientes.

En la Tabla 2.3.8.1, la primera columna muestra la evolucion historica de los
campos de problemas. Se comienza discutiendo los primeros campos de problemas que
parten de problemas practicos por ejemplo, la necesidad de Laplace por aproximar la
distribucion de la suma de errores y la basqueda de aproximaciones para la suma de
variables aleatorias. Siguiendo asi el razonamiento de Laplace, quién fue el primero en
descubrir el teorema central del limite. Después muchos otros matematicos
contribuyeron al teorema, tratando de generalizarlo y originando campos de problemas
cada vez mas abstractos y ligados al método deductivo, propio de la matematica.

Poisson dio ejemplos de distribuciones que no pueden ser aproximadas por el
teorema central del limite y como establecié una demostracién mas rigurosa para el caso
continuo. Ademas, Dirichlet y Bessel probaron eventualmente el teorema de Poisson, y
Cauchy define la primera cota superior para la diferencia entre la distribucion de la
suma y la distribucion normal. Tras de esta primera etapa, los matematicos rusos
mostraron la primera demostracion rigurosa del teorema. Primero Chebyshev y Markov
con el método de los momentos, después Liapounov propuso la condicion de Liapounov
y usO la funcién caracteristica en su demostracion. Luego de los rusos, fue Linderberg

quien dio la palabra final con relacion a la condicion suficiente de la propuesta de la
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condicién de Linderberg. No obstante, el caso no fue cerrado, Linderberg no probo la
condicién necesaria del teorema. Finalmente Feller y Lévy probaron la condicion
necesaria para el teorema que fue rigurosamente mostrada por Cramer, llegandose asi a
la forma en la que el teorema central del limite permanece hoy. La condicién de
Linderberg ha sido mejorada un poco (Cam, 1986) y el teorema central del limite ha
dado las condiciones necesarias y suficientes para varias variables dependientes, pero
los principios basicos de Linderberg, Lévy y Feller aiin son usados.

Se tratard de relacionar estos resultados con la ensefianza actual del tema,
analizando cuéles de los anteriores campos de problemas se presentan en los libros
destinados a la formaciéon de los ingenieros y si se trata de los primitivos campos
ligados a las aplicaciones o, por el contrario, se presentara el teorema de una forma
puramente matematica y descontextualizada. El objeto de interés es ver también si el
orden de introduccion es paralelo al desarrollo historico y si las herramientas utilizadas
en la resolucién son nuevas (relativas a las usadas histéricamente).

La segunda columna muestra algunas de las herramientas matematicas
(procedimientos y conceptos previos) empleadas para la demostracion del teorema, la
mayor parte de las cuales no estan al alcance de los estudiantes. Es por ello que un
objetivo del disefio de este proceso de estudio sera encontrar otras herramientas que
permitan trabajar con el teorema central del limite a nivel de aplicacion. Este trabajo no
tendra el nivel de formalidad que muestra el estudio historico, pero permitira a los
estudiantes un grado de comprension suficiente para las aplicaciones. Para
determinarlas se partird del estudio de libros de texto, que se describe en el Capitulo 4 y
que mostrara la forma en que diferentes profesores abordan la ensefianza del teorema a
ingenieros.

La ultima columna de la tabla muestra los resultados de los trabajos en relacion
al teorema central del limite, que consisten en sus diferentes enunciados, condiciones de
validez y algunas propiedades relacionadas. Todos ellos seran también cotejados con el
estudio de los libros de texto, para con ello, tomar decisiones sobre el significado

institucional de referencia que servira de base en el disefio del proceso de estudio.
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CAPITULO 3.
INVESTIGACIONES PREVIAS SOBRE EL
TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE

3.1. INTRODUCCION

En este capitulo se describiran las investigaciones relacionadas con la ensefianza
y aprendizaje del teorema central del limite, usadas como marco de referencia para
basar este trabajo. En lo que sigue se examinan y clasifican estos estudios, que han
analizado los elementos importantes del teorema o su uso en inferencia estadistica,
centrandose principalmente en la comprension de la distribucion normal y sus
propiedades, de las distribuciones muestrales y del efecto de la ensefianza basada en
ordenador sobre dicha comprension.

Este trabajo se ubica dentro del campo de investigacién en Didactica de la
Matematica, especificamente en la linea de investigacion de didactica de la probabilidad
y estadistica. Los fundamentos para esta investigacion han sido proporcionados por las
investigaciones sobre ensefianza de la inferencia estadistica de Vallecillos (1994), Behar
(2001), Gallardo (2001), Moreno (2003), Olivo (2006), Olivo y cols. (2006) y
principalmente de Tauber (2001), de la que esta investigacién es continuacion.

3.2. INVESTIGACIONES SOBRE ENSENANZA Y APRENDIZAJE DEL
TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE

3.2.1. COMPRENSION DEL TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE
EL teorema central del limite es uno de los teoremas estadisticos mas

importantes, pero son escasas las investigaciones especificas sobre su ensefianza,
aunque muchos autores han publicado sugerencias didacticas para facilitar su
comprension por ejemplo, usando simulaciones o graficos (e.g., Stent y McAlevey,
1990; Glencross, 1988).
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En relacion con la comprension del teorema central del limite y los diversos
conceptos y procedimientos implicitos en él, Méndez (1991) lleva a cabo una
investigacion con expertos y alumnos noveles. Su estudio tiene como proposito extraer
datos fenomenoldgicos para representar las creencias que los sujetos tienen sobre los
aspectos fundamentales del teorema, clasificar los errores mas comunes y observar el
alcance de las creencias de los alumnos reflejadas en la representacion experta.

En primer lugar, realiza un anélisis de 10 libros de estadistica basica e identifica
cuatro propiedades basicas que deben entenderse para poder lograr una comprension

solida del teorema, que resume de la siguiente forma:

1. La media de la distribucién muestral es igual a la media de la poblacion, e igual a la
media de una muestra cuando el tamafo de la muestra tiende al infinito;

2. La varianza de la distribucion muestral es menor que la de la poblacion (cuando
n>1);

3. La forma de la distribucion muestral tiende a ser acampanada a medida que se
incrementa el tamafio muestral y es aproximadamente normal, independientemente
de la forma de la distribucion en la poblacion;

4. La forma de la distribucién muestral crece en altura y decrece en dispersion a

medida que el tamafio muestral crece.

A partir de textos escritos por expertos matematicos, represento el conjunto de
conocimientos implicito en el teorema central del limite por medio de un mapa
conceptual, utilizando las cuatro propiedades anteriores como base de un modelo mental
de especialistas sobre el teorema. Este modelo lo us6 para tener un marco a partir del

cual investigar la comprension del teorema, definiendo dos niveles de comprension:

e EIl primer nivel esta definido por las habilidades y conocimientos requeridos para
resolver los ejercicios presentados en los libros de texto;
e El segundo nivel representa aspectos adicionales de conocimiento que generalmente

no estan incluidos en los libros de texto.

Estos dos niveles de comprension se obtuvieron como resultado del analisis
realizado a las respuestas de dos tests que el investigador entregd a los dos grupos

seleccionados. Cada uno de los tests tenia la finalidad de elicitar razonamientos en
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relacion con conceptos que requieren diferentes niveles de interpretacion. El test I, era
un cuestionario con items de eleccion mdaltiple, con problemas clasicos extraidos de los
libros de texto analizados previamente. El test Il, presentaba 23 situaciones diferentes
que estaban destinadas a explicitar el conocimiento declarativo y procedimental,
diversas representaciones, diversas formas de abstraccion y creencias de los
participantes. Como segunda fase de la investigacion se realizaron entrevistas clinicas a
un grupo de alumnos que resolvieron los tests.

En el estudio se tomaron tres grupos de sujetos, segun si eran principiantes,
(separando los que tenian algun estudio previo de estadistica y los que no lo tenian), o si
eran expertos (estudiantes de doctorados en estadistica y economia). El objetivo general
de la investigacion era observar como los sujetos comprenden o no el teorema central
del limite, y en particular observar la comprension de los cuatro puntos bésicos
descritos.

Los estudiantes que estaban realizando estudios de doctorado mostraron
relativamente, una buena comprension del teorema y de sus elementos implicitos, pero
tal comprension era excesivamente formal. Carecian de capacidad de expresion intuitiva
y ademas, sus explicaciones eran correctas superficialmente, pero no mostraban una
comprension profunda. Generalmente intentaban dar explicaciones a sus respuestas
basandose en los axiomas de probabilidad.

En general, ninguno de los grupos presentd demasiado conocimiento del uso del
vocabulario técnico y ademas, los estudiantes de doctorado presentaban falta de
conocimiento en la utilizaciobn de expresiones cualitativas. No se encontraron
demasiadas diferencias en los otros dos grupos de estudiantes, quienes en su mayoria,
usaban los datos disponibles sin tener en cuenta la poblacién de la que provenian y sin
considerar el tamafo de la muestra.

Tomando como base estas conclusiones, el autor recomienda que en un curso
introductorio de estadistica se tenga en cuenta la naturaleza de los materiales de
aprendizaje, los conceptos y los procedimientos que se quieren ensefiar. Esta
investigacion proporciona tres modelos de estudiantes tipicos que debieran tenerse en
cuenta a la hora de disefiar un curso.

Recomienda la utilizacion de datos para ayudar a los alumnos a observar los
aspectos principales del teorema central del limite, asi como la utilizacién de material
manipulable como por ejemplo, simulacion por medio del lanzamiento de dados, para

crear representaciones de los procesos muestrales y de la distribucién muestral de la
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media. También sugiere el uso del ordenador para realizar simulaciones en las que el
tamafio de muestra sea muy grande. Destaca la importancia de que el profesor sea
consciente de los diversos niveles de comprension que puedan adquirir sus alumnos.
Aconseja ademas, que se propicie la comprension intuitiva antes de conducir a los
alumnos a un pensamiento méas formal.

Afirma que los libros de texto generalmente se centran en el uso cuantitativo de
los conceptos, sin considerar los aspectos cualitativos, lo que lleva a los alumnos a

utilizar un lenguaje formal pero sin tener una comprension profunda del concepto.

3.2.2. COMPRENSION DE LAS DISTRIBUCIONES MUESTRALES
En un curso introductorio de estadistica, el estudio de las distribuciones

muestrales se reduce a la distribucion de la media, proporcion y otros estadisticos, para
el caso asintdtico. Es decir, este estudio es generalmente una aplicacion directa del
teorema central del limite. En lo que sigue se analizan algunas investigaciones

relacionadas con el tema.

Variabilidad y representatividad muestral

Como indica Moses (1992), la idea central de la inferencia es que una muestra
proporciona "alguna™ informacion sobre la poblacion y de este modo aumenta el
conocimiento sobre la misma. El autor indica que la inferencia estadistica es una
coleccion de métodos para aprender de la experiencia y su comprension requiere el
equilibrio adecuado entre dos ideas aparentemente antagonicas: la representatividad
muestral y la variabilidad muestral. La representatividad implica que la muestra tendra
a menudo caracteristicas similares a las de la poblacion, si ha sido elegida con las
precauciones adecuadas. La variabilidad indica el hecho de que no todas las muestras
son iguales entre si.

La heuristica de la representatividad descrita por Kahneman, Slovic y Tversky
(1982), consiste en tener en cuenta s6lo uno de estos dos componentes, calculando la
probabilidad de un suceso sélo sobre la base de la representatividad del mismo respecto
a la poblacién de la que proviene. No se tiene en cuenta el tamafio de la muestra y la
variabilidad del muestreo, produciéndose una confianza indebida en las pequefias
muestras. Estos autores hablan de la existencia de una "ley de los pequefios numeros”,
consistente en creer que las pequefias muestras serian representativas en todas sus

caracteristicas estadisticas de las poblaciones de donde proceden. Este error puede tener
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importantes consecuencias de cara a la investigacion experimental, ya que los
cientificos que creen en la "ley de los pequefios nimeros" sobreestiman la potencia de
sus metodos estadisticos, subestiman la amplitud de sus intervalos de confianza y tienen
unas expectativas injustificadas en la replicabilidad de experimentos realizados con
pequefias muestras. Esta heuristica ha sido comprobada en muy diversos tipos de
estudiantes (Sedlmeier y Gigerenzer, 1997).

Con objeto de estudiar las concepciones de los estudiantes sobre variabilidad y
representatividad muestral Rubin, Bruce y Tenney (1991) entrevistaron a doce
estudiantes del equivalente al ultimo curso de Bachillerato que nunca habian recibido
ningun curso sobre estadistica. En la entrevista se preguntaban seis cuestiones abiertas
sobre muestreo e inferencia estadistica.

Encontraron que los estudiantes investigados, al construir una distribucion
muestral, estaban influenciados por la idea de la representatividad de la muestra. Las
entrevistas evidencian que en la clase de matematicas se subraya la representatividad
muestral e induce en los estudiantes una concepcion en la cual la muestra representativa,
es la Unica que se obtiene si se muestrea correctamente o al menos en la mayoria de las
ocasiones. Los estudiantes entrevistados subestimaron la frecuencia de valores
muestrales cerca de la cola de la distribucion y sobrestimaron la frecuencia de la
muestra modal. En unas situaciones las respuestas estaban guiadas por la
representatividad mientras que en otras el concepto de variabilidad muestral era méas
fuerte. EI tamafio de la muestra no parece operar apropiadamente para separar las dos
ideas. En definitiva, los estudiantes tenian modelos inconsistentes de la relacion entre

muestras y poblacion, incluso en problemas simples sobre distribuciones binomiales.

Niveles de razonamiento sobre inferencia

Moreno y Vallecillos (2001) y Moreno (2003) analizan la comprension de la
idea de muestra en estudiantes de secundaria, describiendo un modelo de niveles de
comprension, basado en la taxonomia SOLO, extendiendo y completando el trabajo de
Watson y Moritz (2000) sobre muestreo. Definen cuatro niveles de razonamiento en
relacion a la inferencia, diferenciando en cada nivel el uso de los conceptos de
poblacion y muestra, proceso inferencial, tamafio de la muestra y tipos de muestreo. Un
resumen del esquema de razonamiento en inferencia estadistica (Vallecillos y Moreno,

2002) se presenta a continuacion en la Tabla 3.2.2.1:
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Tabla 3.2.2.1. Esquema de Razonamiento en Inferencia Estadistica (ERIE)

Constructos | N1: Idiosincrasico N2: De transicion N3: Cuantitativo N4: Analitico
Poblacién | Conceptos de Concepto de Concepto de Concepto de
y muestra | poblaciony muestra | poblacion estadistica | poblacion estadistica | poblacion estadistica
(PM) usuales. No identifica | Poblacion se Poblacion de tipo Concepto de espacio
la poblacionyni la | identifica de tipo discreta/continua muestral
muestra. Confunde discreta Identifica poblacién | Identifica
poblaciény muestra | Identifica poblacién |y muestra sélo en completamente
0 muestra en ciertos contextos poblacién y muestra
contexto concreto y surelacion
Proceso Criterio subjetivo Criterio subjetivo Criterio numérico Criterio numérico y
de inferencia | Concepcion previa y/0 numérico con informal. expresion formal
(PI) errores. Concepcion | Concepcién Concepcion correcta
determinista identidad
Tamafio de | No reconoce Importancia de la Reconoce la Valora la
la muestra | caracteristicas de variabilidad influencia del sensibilidad del
(TAM) variabilidad muestral | muestral tamafio de la tamafio de la
Indiferencia ante el Interés en el tamafio | muestra en la muestra
tamafio de la muestra | muestral en algunos | estimacion Relaciona el tamafio
contextos Relaciona el tamafio | de la muestra con la
de la muestra con la | estimacion en todos
estimacion en los contextos
contextos numeéricos
Tipos de | Concepto de Métodos de Tipos de muestreo | Métodos de
muestreo | muestreo muestreo aleatorios | aleatorio muestreo y
(TIM) No encuentra Diferentes tipos de | Diferentes tipos de | estimacion

diferencias entre los
tipos de muestreo
aleatorios

No reconoce las
fuentes de sesgo

muestreo
Indican posibilidad
de sesgos

muestreo aleatorio
Reconoce
posibilidad de
Sesgos

Reconoce distintos
métodos adecuados
Valoran sensibilidad
en el sesgo

En este marco, para caracterizar y evaluar el razonamiento en inferencia

estadistica elemental definen un primer nivel preestructural llamado idiosincrasico, en

el cual el pensamiento estadistico inferencial del aprendiz se centra en aspectos

irrelevantes al identificar y relacionar la poblacién con la muestra estudiada, realizar

una inferencia estadistica, identificar los sesgos introducidos por determinados procesos

de muestreo o valorar la importancia del tamafio de la muestra. El estudiante emplea el

modo de representacion icénico mostrando un pensamiento intuitivo.

El segundo nivel de transicion se caracteriza porque el alumno aborda la tarea

centrandose en sélo un aspecto relevante de ella. Las respuestas se sitdan en el modo de

representacion iconico y el simbdlico concreto y se espera que la respuesta del alumno

incluya algun principio estadistico que utilizard para formular su conclusion. El

estudiante empleard alguna caracteristica estadistica para identificar la poblacion y la

muestra estudiada, realizar una inferencia estadistica, justificar la influencia del tamafio

de la muestra, identificar distintos tipos de muestreo y reconocer sesgos en los

diferentes muestreos.
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A este nivel uniestructural, sigue el nivel cuantitativo donde los alumnos
exhibiran las caracteristicas del nivel multiestructural, empleando en la tarea
generalmente el modo simbolico concreto y para centrase en varios de sus aspectos
relevantes. Esto no significa que integren los diferentes aspectos empleados para la
resolucion de la tarea.

Por ultimo, en el cuarto nivel denominado analitico, las respuestas de los
alumnos manifestaran las caracteristicas del nivel relacional y funcionarian
consistentemente en el modo simbdlico concreto. Es decir, se esperarian respuestas que
integren distintas partes o distintos aspectos entre si de manera que el conjunto tenga
una estructura coherente y con significado. La respuesta del alumno en este nivel
sugerira que identifica adecuadamente la poblacion y la muestra objeto de estudio,
justificara y reconocera la influencia del tamafio de la muestra al realizar una inferencia
estadistica, diferenciara muestreos aleatorios de los no aleatorios y reconocerd los
sesgos introducidos por estos.

En esta investigacion, cuya poblacion objetivo seran estudiantes universitarios
con base de calculo diferencial y calculo de probabilidades, se consideraran los
constructos de poblacion / muestra y tamafio de la muestra en las distribuciones
muestrales estando los estudiantes situados en los niveles de transicion, cuantitativo y
principalmente analitico. Asi se ampliara el estudio de la inferencia estadistica; donde la
variabilidad de la suma o promedio de variables aleatorias se describe por la dispersion
de su distribucién de muestreo y estando determinada no tan solo por el tamafio de la
muestra, sino ademas por la poblacion de origen y la sensibilidad de sus parametros.

Previo a la formalizacion del teorema, se utilizara la simulacion para explorar la
variabilidad de muestras estadisticas de una distribucién de probabilidades. Se
entenderd la poblacién como un ndmero finito de posibles resultados para alguna
caracteristica medible de interés y la poblacion de estudio al conjunto de todos los entes
a los cuales se pueden aplicar las conclusiones obtenidas de la estimacion. Los
instrumentos de evaluacion que se aplicaran, permitiran caracterizar las dificultades que
podrian establecerse acerca de parametro y estadistico, valorar la naturaleza de la
poblacion, las habilidades previas de cuantificar la incertidumbre en las variables
aleatorias y el estudio aproximado de las distribuciones muestrales de estadisticos

clasicos.
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Comprension del efecto del tamafio de la muestra sobre la variabilidad de la
distribucion muestral

Well, Pollatsek y Boyce (1990) realizaron una investigacion con estudiantes de
psicologia sobre la comprension de las distribuciones de la media en el muestreo, cuyo
fin era identificar las razones que conducen a utilizar la heuristica de la
representatividad y los diversos juicios que realizan los sujetos al justificar sus
respuestas. Puesto que la distribucion de la media es asintéticamente normal, la
comprension de las distribuciones en el muestreo esta también relacionada con la de la
distribucion normal; elementos importantes en la comprension del teorema central del
limite.

Dicha investigacion estuvo compuesta de varios experimentos en los que
recogieron datos con cuestionarios, recibiendo instruccién solo en el tercero. En el
primero se comparé el rendimiento de un mismo grupo de sujetos en relacion con dos
versiones de enunciados de problemas, cada una de las cuales presentaba dos variantes:
una relacionada con el grado de exactitud con el que la poblacién es representada por la
distribucion de las medias muestrales y la otra, en la que se debia realizar una
estimacion del porcentaje de que un determinado valor promedio sea mayor que X (X es
un determinado valor para cada problema), es decir, en este caso se utilizaba la cola
superior de la distribucion muestral que es una distribucién normal.

En el segundo experimento se present6 a los sujetos un mismo enunciado con
tres versiones relacionadas con la estimacion de porcentajes en una sola cola de la
distribucion muestral, en las dos colas y en el intervalo central. Ademas de seleccionar
la respuesta correcta como en los dos experimentos anteriores, se pidié a los sujetos que
expresaran las razones de su eleccion. La construccion de estos problemas se basé en las
respuestas dadas por los alumnos en el primer experimento. Los resultados obtenidos
para la estimacion de porcentajes en el centro de la distribucion fue mucho mejor que
para las otras versiones, lo cual condujo a los investigadores a intentar obtener mas
informacion al respecto. En consecuencia, quitaron la version relacionada con la
exactitud y agregaron una version relacionada con la estimacion de porcentajes en
ambas colas de la distribucion (tercer experimento).

En el dltimo experimento se adopt6 una estrategia distinta, dandoles a los sujetos
una breve instruccion sobre el concepto de distribuciones muestrales y pidiéndoles
luego que explicaran sus razonamientos. Se paso un pretest, en el que se le entregaba al

sujeto una hoja con el enunciado de uno de los problemas. Una vez que el sujeto lo
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resolvia, el entrevistador hacia una breve explicacion en relacion con la diferencia entre
distribucion muestral y poblacional, por ultimo, el sujeto podia experimentar con el
ordenador para luego expresar sus conclusiones. Los sujetos implicados fueron 114
estudiantes en el primer experimento, 151 estudiantes en el segundo, 120 estudiantes en
el tercero y 27 sujetos del departamento de Psicologia en el tltimo.

Se concluye que los sujetos utilizan informacion del tamafio muestral en forma
mas apropiada cuando se les pregunta sobre la exactitud de las medias muestrales o
sobre la region central de la distribucion muestral que cuando se les pide informacion
sobre las colas de las distribuciones muestrales. Esto sugiere que la variable mas
importante que influye en el éxito de la tarea es la similitud entre la media muestral y
poblacional. En general, los sujetos parecen comprender que los promedios de muestras
mas grandes se acercan mas a la media de la poblacion, pero no comprenden las
implicaciones de esto sobre la variabilidad de la media muestral. Esto sigue
aconteciendo aun después de haberlos instruidos al respecto e incluso después de que

los mismos sujetos han podido experimentar realizando simulaciones con ordenador.

Comprension intuitiva del concepto de distribucion muestral

Con un enfoque diferente Saldanha y Thompson (2002) y Saldanha (2004)
analizan las concepciones espontaneas de los estudiantes de secundaria sobre las
distribuciones muestrales. Para ello se basan en experimentos realizados con el software
probability simulator, que simula la extraccion de secuencias de bolas de colores
(blancas y negras).

Los investigadores piden en primer lugar, que los estudiantes extraigan muestras
de 10 bolas de una poblacién (la proporcion de bolas blancas y negras es desconocida) y
observen la variabilidad de la proporcion en las diferentes muestras (por ejemplo,
extrayendo 5 6 10 muestras). Al comienzo del experimento la proporcién de bolas
blancas y negras en la poblacion desconocida es %; pero, debido a la fluctuacion del
muestreo, la proporcion en la muestra puede variar. Los investigadores analizan si los
estudiantes consideran o no inusual (raro) ciertos valores de la proporcion muestral,
bajo la hip6tesis de equiprobabilidad en la composicion de la poblacion.

Posteriores experimentos tienen como fin que el alumno pase de considerar la
proporcion en una sola muestra, a considerar la proporcién como variable aleatoria en
las muestras y luego, el conjunto de proporciones muestrales como una distribucion

muestral. Se analizan las concepciones de los estudiantes y se observa como construyen
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la idea de distribucion muestral y conciben una distribucion hipotética (como debieran
ser estas distribuciones muestrales) en caso de equiprobabilidad. La ultima fase es tratar
de hacer una inferencia sobre la composicion de una nueva poblacion, cuando se obtiene
una distribucion muestral empirica y no se conoce la composicion de la poblacion.
Aungue muchos alumnos llegan a concebir que hay por ejemplo, “mayoria de blancas”
si la distribucion muestral es muy sesgada hacia las blancas, en algunos casos se
observa una concepcion multiplicativa que impide a los estudiantes razonar desde la

distribucion muestral al parametro en la poblacion.

Diversos niveles de concrecién de un concepto en el estudio de la inferencia

Un problema relacionado con la comprension de la idea de distribucion y en
general de la inferencia, son segin Schuyten (1991), los diversos niveles de concrecion
de un mismo concepto que se necesitan usar cuando se introduce el estudio de la
inferencia estadistica. Esta investigadora obtiene sus conclusiones a partir de su
experiencia docente en cursos introductorios de estadistica en psicologia y educacion,
mas que en una investigacion planeada.

El alumno, en estadistica descriptiva usa como unidad de analisis el sujeto (un
elemento de la poblacion). La media X se refiere a una muestra de tales elementos y es
un valor numérico constante, puesto que no se quiere extender los resultados mas alla de
dicha muestra.

En inferencia, se introduce la media tedrica o esperanza matematica u de la
poblacion concreta, y la media X de la muestra particular con la que se esta trabajando,
ya no se considera un unico valor sino una variable aleatoria, un caso particular de otra
poblacion: la poblacion de todas las posibles medias de todas las posibles muestras de
tamafo dado que podriamos extraer de la poblacion de interés. Por ello se considera la
media de la muestra como un estadistico y la media de la poblacion como un
parametro.

Al considerar la poblacién de todas las medias, se cambia también la unidad de
andlisis, que ya no es el sujeto sino la muestra de tamafio dado. Se estudia la
distribucion muestral de todas estas medias, distribucion que a su vez tiene una media o

esperanza matematica: E(X). Para el alumno diferenciar entre estos tres niveles de

medias y las dos unidades de analisis supone una gran dificultad conceptual.

En su investigacion Schuyten (1991) encuentra también la dificultad del uso de
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un lenguaje formal, que no todos los estudiantes son capaces de comprender,
constituyendo las formulas, en algunas oportunidades, un obstaculo insalvable para la
comprension de los conceptos estadisticos.

Los estudiantes no diferencian, en ocasiones, el conocimiento declarativo de un
concepto del conocimiento procedimental, por lo que no comprenden que haya diversas
férmulas o procedimientos de calculo para algunos estadisticos, como es el caso de la
mediana. El uso de las tablas estadisticas, como las tablas de la distribucién normal es
también complicado, y en esta investigacion alrededor de la cuarta parte de los
estudiantes mostraron dificultades en su manejo. Los estudiantes no llegan a concebir la
tabla como una funcion que puede ser usada en dos sentidos; directo para obtener una

probabilidad dado un nimero e inverso o para obtener un nimero dada la probabilidad.

El papel de las distribuciones muestrales en el contraste de hipdtesis

Han sido varios los autores que han tratado de analizar los errores en la
comprension del contraste estadistico de hipdtesis y se han centrado preferentemente en
las dificultades sobre la interpretacion del nivel de significacion. Estos trabajos que se
describen en Vallecillos (1994, 1996, 1998, 1999), Batanero (2000, 2006), Behar (2001)
y Thomson, Saldafia y Liu (2004) han dado razones de tipo psicoldgico para la
explicacion de tales errores. También Garcia (2002, 2007) y Diaz y de la Fuente (2004).

Utilizando el marco tedrico sobre el significado de los objetos matematicos
(Godino y Batanero, 1994), la investigacion de Vallecillos (1994) realiza un estudio
epistemoldgico y matematico del contraste de hipdtesis, relacionandolo con la
problematica de la induccion en las ciencias empiricas y analizando hasta qué punto la
inferencia estadistica proporciona una solucién a esta problematica. De este analisis
tedrico determina una serie de elementos de significado sobre el contraste estadistico de
hipotesis, mostrando la complejidad conceptual del tema y la multitud de conceptos que
el alumno debe integrar para lograr una comprension completa del mismo. Uno de estos
elementos es el de distribucion muestral del estadistico.

Para realizar el estudio se confecciona un cuestionario de evaluacion del
significado personal construido por estudiantes del curso introductorio de estadistica al
finalizar el mismo. Después de varias muestras piloto se paso el cuestionario a una
muestra de 436 estudiantes universitarios de la Universidad de Granada en diversas
especialidades. El cuestionario contiene items de opciones multiples, items en los cuales

el alumno debe justificar una respuesta, y problemas abiertos. El analisis cualitativo y
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cuantitativo de las respuestas, incluyendo métodos multivariantes, como analisis
factorial y analisis clUster, permitié determinar diferentes componentes en el significado
que los alumnos atribuyen al contraste de hipotesis.

El trabajo se complementa con entrevistas clinicas a un grupo reducido de
alumnos. Como consecuencia, se describen concepciones erroneas respecto al nivel de
significacion, hipdtesis y la logica global del proceso (Vallecillos, 1995). También se
estudian las relaciones entre el conocimiento conceptual y el conocimiento
procedimental de los estudiantes. Los errores detectados aparecen en todas las muestras
de estudiantes, incluidos alumnos que cursan la licenciatura de matematicas.

Uno de los factores determinados por Vallecillos se refiere a las relaciones entre
el parametro y el estadistico de contraste. Sobre este factor se observa la falta de
comprension de la variabilidad del estadistico en el muestreo y la confusion entre
estadistico y parametro. Asi mismo se observa una falta de comprension del papel que
juega la distribucién del estadistico en la determinacion del nivel de significacion y las
regiones criticas y de aceptacion.

En conclusion, observa las siguientes dificultades de comprension en las
distribuciones muestrales que se conectan con el tema de la distribucion normal y por

ende del teorema central del limite:

e Dificultad de comprension del efecto del tamafio de la muestra sobre la variabilidad
de las distribuciones asintoticas en el muestreo;

e Confusion entre estadistico y parametro, lo que sugiere que los alumnos tienen
dificultad en diferenciar entre los datos empiricos y el modelo que se usa para

describirlos.

3.2.3. DISENO DE ENSENANZA DEL TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE CON RECURSO
DIDACTICO DEL ORDENADOR
En la investigacion de Lipson (1997), se trabajan las distribuciones muestrales

con dos grupos de alumnos, uno de los cuales usa el programa Minitab y el otro un
paquete disefiado por Rubin, llamado Sampling Laboratory.

Los estudiantes que participaron en esta investigacion provenian de distintos
cursos y algunos ya habian realizado cursos previos de estadistica. La experiencia se
llevé a cabo en tres sesiones de una hora. En la primera clase, de tipo tradicional, se

introdujo las distribuciones en el muestreo, a partir de un ejercicio de muestreo
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utilizando una caja con bolas blancas y rojas, obteniendo luego el histograma
correspondiente. Luego, se dividio en forma aleatoria a los alumnos en los dos grupos
que usarian cada programa. En las dos clases siguientes los alumnos debian realizar
simulaciones con el ordenador para analizar distribuciones muestrales de diferentes
tamafios de muestra y luego debian responder a determinadas cuestiones.

Al finalizar la clase introductoria, el investigador pididé a los estudiantes que
realizaran un mapa conceptual basado en los siguientes términos: medidas de posicion
central, constante, distribucion, estimacion, distribucién normal, poblacién, parametro
poblacional, proporcién de la poblacion, muestra, distribucion muestral, proporcién
muestral, estadistico muestral, variabilidad muestral, forma, dispersion y variable.
Podian utilizar estos términos o agregar o quitar los que les parecieran. Al finalizar las
sesiones con el ordenador se les pidié que revisaran sus mapas y si los consideraban
pertinentes que los modificaran.

Para realizar el andlisis de los mapas se clasificaron diversas proposiciones
identificadas por expertos en el érea, y luego se compararon las proposiciones
observadas en ambos mapas conceptuales de tal manera que esto permitia observar si
habia habido evolucion en el aprendizaje después del trabajo con el ordenador. No se
encontraron grandes diferencias entre los estudiantes que habian trabajado con distintos
programas, aungue los resultados mostraron que las actividades de simulacion con el
ordenador estaban asociadas con un desarrollo en la comprension de muchos
estudiantes. EI analisis de los mapas conceptuales permitio al investigador observar que
cada alumno construia un mapa conceptual exclusivo lo cual coincide con la teoria de
que la comprension es construida por el estudiante sobre la base de su propia estructura

cognitiva, y no solo con lo que haya recibido del profesor.

En delMas, Garfield, y Chance (1998) y Chance, Garfield y delMas (1999) se
analiza el efecto de la simulacion por ordenador en el desarrollo de la comprensién de
las distribuciones muestrales. En la primera de estas investigaciones se plantea un
modelo de evaluacién basado en diversas teorias de procesamiento de informacion,
teorias pedagdgicas y diversas investigaciones relacionadas con el razonamiento
estadistico. Dicho marco o modelo de evaluacion / instruccién consta de los siguientes

componentes:
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e Un pretest que evallUa el conocimiento previo requerido y las intuiciones que pueden
afectar las interacciones de los estudiantes con la actividad planteada. Los resultados
del pretest son usados como la base de discusiones con los estudiantes para clarificar
concepciones erréneas que pueden interferir con el aprendizaje de la actividad,

e Un listado de objetivos de evaluacion final que especifican el aprendizaje deseado y
son usados para desarrollar la actividad de aprendizaje;

e Items de autoevaluacion involucrados en las actividades de aprendizaje, mediante
los que los estudiantes realizan y evalGan sus predicciones, para promover cambios
conceptuales;

e Un postest de resultados deseados que evalGan los tipos correctos de razonamiento
conceptual o los errores;

e Un postest que consta de items que podrian ser incluidos en un examen final del

curso para evaluar la retencion a largo plazo.

Los autores han realizado una investigacion en la que trabajan con el
micromundo Sampling distributions, disefiado especificamente para trabajar las
distribuciones muestrales y una actividad basada en el modelo descrito, con el fin de
evaluar la efectividad de las actividades planteadas por los investigadores. Las
cuestiones basicas de esta investigacion son: Identificar los problemas de aprendizaje,
disefiar una técnica instruccional para mejorarlas, determinar si es o no efectiva y
extraer consecuencias para continuar la investigacion.

La experiencia se llevd a cabo en tres fases o versiones, en cada una de las
cuales se iban modificando las actividades o el software para tratar de mejorar la
comprension de los estudiantes sobre las distribuciones muestrales. En la primera
version se instruyd a los estudiantes sobre como crear una distribucién muestral por
medio del programa, de esta manera realizaron varias simulaciones para distintos

tamarfios de muestras y luego se les pidio estudiar las siguientes cuestiones:

e Relacién entre tamafio muestral y dispersion de la distribucién muestral;

e Determinar a partir de qué tamafo muestral los estadisticos de la distribucion
comienzan a estabilizarse;

e Analizar si los estadisticos obtenidos son buenos estimadores de los parametros de

la poblacién;
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e Estudiar si el comportamiento de los estadisticos de la distribucion muestral,

concuerda con lo previsto por el teorema central del limite.

Estas actividades son realizadas con poblaciones normales u otras con diversas
formas, como U, asimétrica o uniforme. Las preguntas y actividades estan organizadas
de tal forma que dirijan la atencion de los estudiantes hacia diversos puntos del teorema
central del limite y que permitan evaluar sus hipotesis acerca del comportamiento de las
distribuciones muestrales. Esta primera version se administré a 79 estudiantes de un
curso introductorio de estadistica en una universidad privada y 22 estudiantes que
habian tomado un curso previo de estadistica basica.

Los instrumentos utilizados en esta primera version fueron un pretest al iniciar la
actividad con el ordenador y un post test al finalizarla. Cada test constaba de cinco
problemas, en cada uno de los cuales se presentaba el grafico de una distribucién
correspondiente a una poblacion y cinco histogramas adicionales que representaban
posibles distribuciones de medias muestrales para muestras aleatorias de una poblacién
particular. Estas cinco distribuciones muestrales representaban una distribucion normal,
una distribucion asimétrica positiva y otra negativa, una distribucion simétrica bimodal
o trimodal y dos distribuciones irregulares. Los estudiantes debian seleccionar en cada
problema cual era el histograma que representaba a la distribucion muestral
correspondiente a la poblacion, ademas de responder a otras preguntas. Los histogramas
de las posibles distribuciones muestrales fueron disefiados de tal manera que los
estudiantes pudieran mostrar diversos tipos de razonamientos correctos o erroneos. Las
cuestiones realizadas en la actividad se obtuvieron de la fase piloto de la investigacion.

Los resultados de la primera version mostraron un cambio positivo del pretest al
post test, pero un numero significativo de alumnos parecia no comprender las
implicaciones bésicas del teorema central del Ilimite. En consecuencia, los
investigadores decidieron mejorar el software y realizar una segunda experiencia, en la
que los estudiantes realizaron sus propias predicciones y las evaluaron usando el
programa. De esta forma el pretest de la primera version formd parte de la actividad con
el ordenador. En la nueva actividad se hizo mas énfasis en las comparaciones de la
forma y la dispersion que en los parametros y estadisticos, requiriendo que los
estudiantes realizaran una comparacion directa de sus predicciones en el pretest con las

distribuciones muestrales producidas por medio del programa.

79



Capitulo 3

En esta segunda version participaron 149 estudiantes, 32 de los cuales asistian a
una universidad privada, 94 habian tomado un curso introductorio de estadistica y 13
habian tomado un curso en la Escuela de Educacion. 141 dieron respuestas a todos los
items del prestest y postest. Los investigadores concluyeron que habia evidencia de
diferentes tipos de razonamiento, en las respuestas de los alumnos clasificandolos de la

siguiente forma:

e “Razonamiento correcto”: cuando los estudiantes eligen los dos histogramas
correctos para el problema planteado;

e “Buen razonamiento”: cuando los estudiantes eligen para el mayor tamafio de
muestra un histograma que se asemeja a la distribucion normal y con menor
variabilidad que el histograma elegido para el menor tamafio de muestra;

e “Razonamiento de mayor a menor”: cuando los estudiantes eligen un histograma
con menos variabilidad para el mayor tamafio de muestra o un histograma con una
variabilidad similar a la de la poblacion, o ambos histogramas tienen la forma de la
poblacion;

e “Razonamiento de menor a mayor”: cuando los estudiantes eligen un histograma de
variabilidad menor para el mayor tamafio muestral, es decir, cuando esperan que la
distribucion muestral mas semejante a la poblacion es la que tiene un menor tamafio

muestral.

En una tercera version del software se incluia un programa que permitiera
visualizar la distribucion y los estadisticos para cada muestra. Se modifico la actividad
para potenciar este nuevo elemento del programa, de tal manera que la actividad de la
segunda version requeria aproximadamente de una hora para su resolucion y en la
tercera version se necesitaban dos horas.

La tercera version fue administrada en un estudio piloto como parte del curso
introductorio de estadistica en la Universidad del Pacifico, a 31 estudiantes y en la
Universidad de Minnessota a 24 estudiantes. En este caso, en el pretest se incluyeron
cuestiones relacionadas con los conceptos que los investigadores consideraban como
prerrequisitos para comprender las distribuciones muestrales tales como, lectura de
graficos, medidas de posicién, variabilidad e identificacion de formas comunes de

distribuciones.
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Como conclusiones generales, los autores destacan que la presentacion de
informacion en grandes cantidades no siempre conduce a una buena comprensién de las
distribuciones muestrales, y que se debe confrontar a los estudiantes con sus
concepciones erroneas para promover un mejor aprendizaje. Concluyen ademas que los
estudiantes aprenden mejor cuando las actividades estan estructuradas de tal manera que
los ayude a evaluar la diferencia entre sus propias creencias sobre el azar y los
resultados empiricos. Todas estas conclusiones las han publicado en los trabajos citados
y otros posteriores (Chance, delMas y Garfield, 2004; delMas, Garfield y Chance, 2004,
Garfield, delMas y Chance, 2004).

En resumen, los investigadores que han disefiado cursos para estudiar el efecto
de la ensefianza basada en ordenador de las distribuciones muestrales han concluido

que:

a. No hay grandes diferencias en el aprendizaje de los alumnos que han usado
diferentes programas. Esta conclusion permite usar en el trabajo futuro de
intervencion en el aula el paquete estadistico @RISK, que esta a disposicion de los
alumnos en el laboratorio de informatica de la UCSC,;

b. La simulacion, en general, mejor6 la comprensién de los estudiantes. Este resultado
sugiere que es interesante usar la simulacion como uno de los recursos didacticos
dentro del curso futuro de intervencion;

c. Sin embargo, el ordenador afiade nueva informacion en el aprendizaje y esto
requiere un costo y esfuerzo afadido por parte de los estudiantes. Serd necesario en
consecuencia, evaluar el trabajo de los alumnos, tanto con métodos convencionales
(cuestionarios) como con una prueba de ensayo en la que deben mostrar su

capacidad de uso del ordenador.

3.2.4. COMPRENSION DE LA DISTRIBUCION NORMAL
En la revision de investigaciones, existen muy pocas centradas en el estudio

especifico de la distribucion normal. Una excepcion es la investigacion de Tauber
(2001), quien aborda el estudio de la distribucion normal desde una perspectiva
didactica, basado principalmente en un modelo propuesto por Godino (1999a), que
presenta tres dimensiones: epistemoldgica, semidtica-cognitiva e instruccional, cada una

de las cuales se apoyan respectivamente en la teoria de los significados institucionales y
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personales de los objetos matematicos (Godino y Batanero, 1994, 1998a), teoria de las
funciones semioticas (Godino, 1998) y teoria de las trayectorias didacticas (Godino,
1999b).

Este trabajo constituye uno de los antecedentes basicos de la investigacion, en el
sentido de que el teorema central del limite explica el uso generalizado de la
distribucion normal, comparte el mismo marco tedrico y se interesa también por la
comprension de los alumnos universitarios sobre una de las proposiciones bésicas en
inferencia estadistica (Los resultados han sido publicados en Batanero, Tauber y Meyer,
1999; Batanero, Tauber y Sdnchez, 2001 y 2004 y Tauber, Batanero y Sanchez, 2005).

Las investigaciones del tema, segin Tauber (2001), sugieren que son muchos los
elementos del significado de la distribucion normal que no han recibido todavia
atencion por parte de los investigadores y que se requiere un estudio sistematico de la
problematica especifica de la distribucion normal tanto desde el punto de vista
epistémico (analisis del concepto y su presentacion en textos y en secuencias de
ensefianza) como cognitivo (comprension de los estudiantes, dificultades y errores).

El trabajo de Tauber (2001) es novedoso al abordar un estudio sistematico de la
distribucion normal, desde el punto de vista de la ensefianza y del aprendizaje. A

continuacion, se sefialan las aportaciones del estudio:

1. Respecto a la ensefianza, una primera aportacion es la descripcion del significado
institucional del tema en los libros de texto universitarios, sobre todo en un
momento en que la incorporacion del ordenador hace necesario plantear una
revision de los textos. El analisis puede servir de base para la construccion de
secuencias de ensefianza o instrumentos de evaluacion.

2. En segundo lugar, la autora disefié una secuencia de ensefianza basada en el uso de
ordenadores, no limitandose a seleccionar los elementos del significado institucional
de referencia, sino también formulando problemas més realistas, incorporando los
recursos graficos y de calculo que posibilita el ordenador y entremezclando
actividades tradicionales, tales como exposicion del profesor o resolucion de
problemas con papel y lapiz con otras basadas exclusivamente en el uso del
ordenador. Esta secuencia de ensefianza puede ser util para los profesores de los
cursos universitarios de estadistica y ser la base para el disefio de otras secuencias

sobre contenidos estadisticos diferentes.
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3. El andlisis de la diferencia entre la secuencia disefiada y el significado institucional
de referencia, asi como el analisis de la secuencia de ensefianza tal como fue
observada, proporciona también una informacion valiosa a los profesores, al
permitirles prever las dificultades y posibilidades inducidas por la decisién de
incorporar un ordenador en sus clases, asi como al proporcionarles informacion
sobre formas plausibles de trabajo con este recurso didactico.

4. Se describen dificultades y errores en un tema en que la investigacion previa es
practicamente inexistente. Asimismo, se describen las diferencias en la evaluacion
de dos tipos de alumnos: aquellos que tienen conocimientos previos de estadistica,
adquiridos en la educacion secundaria o en cursos anteriores a la universidad y los
que no los tienen. Esto es también importante al implementar objetivos realistas de

aprendizaje para los dos tipos de alumnos.

3.3 CONCLUSIONES DEL ESTUDIO DE LAS INVESTIGACIONES PREVIAS

En este capitulo se han descrito y clasificado las investigaciones relacionadas
con la ensefianza del teorema central del limite y sus consecuencias, para elaborar el
marco de referencia en el cual basar este trabajo. Se destacan para finalizar algunos
puntos que tendremos presentes en el mismo.

Primero, las investigaciones previas han sido realizadas en un curso
introductorio de estadistica con estudiantes de psicologia, economia y matematica,
generalmente con estudiantes que no han tenido un curso previo de estadistica en la
universidad. En este contexto, se analizaran los errores en la comprension del teorema
central del limite en una asignatura de caracter minimo, con estudiantes de ingenieria
que tienen base sélida en matematica y de probabilidades.

Segundo, son escasas las investigaciones especificas sobre la ensefianza del
teorema central del limite. Ademas, en las existentes, se ha analizado la comprension
de los alumnos tan solo en elementos muy aislados del teorema, en particular, las
dificultades de comprension del efecto del tamafio muestral y la confusion entre los
conceptos media muestral y poblacion v/s parametro y estadistico.

Por otro lado, Tauber (2001) en su estudio sobre la distribucion normal, sefiala
algunas limitaciones del mismo que apoyan la necesidad de la investigacion que ahora

Se presentan:
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a.

El estudio de Tauber se hizo en una asignatura de libre configuracion, en la cual los
alumnos participantes tienen unas actitudes positivas hacia la materia, reforzadas
por la novedad que para ellos supone el uso de la tecnologia, que saben importante
para su formacion;

No se ha avanzado en el uso de la distribucion normal para la inferencia, por
ejemplo en el trabajo con distribuciones muestrales o en contraste de hipotesis que

es un tema abierto y que se intentard analizar en este trabajo.

En sus conclusiones Tauber realiza las siguientes sugerencias sobre futuras

investigaciones, que se trataran de seguir en este trabajo:

a.

b.

Estudio de la comprension de la distribucién normal dentro de la inferencia. Tauber
solamente trabajo con dos de los campos de problemas definidos en el significado
de referencia y no tuvo en cuenta los campos de problema especificos del teorema
central del limite. En consecuencia, se continuara su trabajo estudiando el
significado del teorema central del limite en campos de problemas asociados con las
distribuciones muestrales, incluyendo su aplicacion a la construccion de intervalos
de confianza y determinacion del tamafio de la muestra.

Analizar el proceso de aprendizaje y el significado personal individual en relacion
al teorema central del limite. La evaluacion llevada a cabo por Tauber se ha
efectuado a partir del analisis de las respuestas escritas de los alumnos a tareas
realizadas en clase y en las evaluaciones finales con un cuestionario y una prueba de
ensayo. Se pretende en este trabajo seguir la metodologia de Tauber centrandonos
en el teorema central del limite para complementar la informacion obtenida por la

autora.

En resumen, la revision de estas investigaciones permitira abordar el estudio del

aprendizaje del teorema central del limite en un proceso especifico de estudio, desde un

punto global y didactico. Se compararan los resultados obtenidos con los de las

investigaciones descritas y se sefialaran las dificultades especificas en la comprension

del teorema. Finalmente se llevara a cabo un anélisis de la idoneidad del proceso de

estudio implementado.
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CAPITULO 4.
SIGNIFICADO INSTITUCIONAL DE REFERENCIA

4.1. INTRODUCCION

Una vez introducidos los fundamentos del trabajo, se pasara a la primera etapa
de la parte experimental del mismo, que se centra en el analisis del significado que del
teorema central del limite se presenta en una muestra de libros universitarios. Con ello
se contintia con el segundo objetivo especifico, siguiendo la metodologia y filosofia de
analisis de otros trabajos desarrollados en el grupo de investigacion, en particular por
Ortiz (1999), Sanchez-Cobo (1999), Tauber (2001), Cobo (2003) y Estepa y Moya
(2007). Todos ellos sefialan la importancia del libro de texto como recurso didactico.

Como se ha indicado anteriormente, este capitulo sera la base del posterior
disefio del estudio sobre el teorema central del limite dirigido a ingenieros. Ademas,
servira para establecer el significado institucional de referencia del teorema en esta
investigacion ya que, segun el marco teorico, el significado de un concepto matematico
puede variar en distintas instituciones y por otro lado, tampoco el significado en una
institucion escolar, como por ejemplo, la ensefianza universitaria, tiene que
corresponder exactamente con el atribuido por la de los matematicos profesionales.

El objetivo de este capitulo es en consecuencia, describir el significado
institucional de referencia del teorema central del limite, que servird de pauta para
disefiar el proceso de estudio, construccion de los instrumentos de evaluacion y la
interpretacion de las respuestas de los alumnos en los sucesivos capitulos. En primer
lugar, se selecciona una muestra amplia con distintos enfoques de textos de probabilidad
y estadistica dirigidos a ingenieros que incluyen el teorema. A continuacion, se analiza
el contenido del capitulo o capitulos relacionados con el teorema central del limite,
clasificando los elementos de significados diferenciados y poniendo algunos ejemplos
que ayuden al lector a comprender esta clasificacion. Por Ultimo, se organiza la

informacion en tablas para realizar una sintesis del significado del teorema central del
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limite en los distintos textos analizados.

42. MUESTRA DE TEXTOS DE LIBROS UNIVERSITARIOS
SELECCIONADOS

Se sigue los pasos en el analisis de contenido del teorema, descrito en la Seccion
1.7.2 de metodologia del analisis de texto y se describe el significado del teorema de
acuerdo al marco tedrico. Se consideraran variados textos formales e introductorios de
probabilidad y estadistica, adecuados a la ensefianza de ingenieros, a objeto de contar
con un espectro amplio del significado en cuestion. Asi, el significado construido del
teorema para esta investigacion serd el producto del analisis del conjunto de los
contenidos en dichos libros, que engloba a todos ellos.

Los libros consultados se presentan en la Tabla 4.2.1 y se pueden clasificar en:

4 Textos de estadistica aplicada a la ingenieria; +) textos de probabilidad y estadistica
matematica; 4) textos clasicos de probabilidad y estadistica, por tener varias ediciones
del libro y prestigio del autor; @) textos de estadistica aplicada moderna, con un enfoque
distinto a los demas;©) textos de estadistica aplicada con énfasis en los ejercicios y
problemas.

El analisis especifico en los distintos elementos de significado del teorema, se
llevard a cabo con 16 textos que estan marcados con un cddigo [N] en la Tabla 4.2.1,
debido a que son los mas consultados por los estudiantes de ingenieria y no requieren de
un nivel avanzado de conocimiento en matematica; se advertira que algunos campos de
problemas del cual surge la idea del teorema central del limite no estan al alcance de
estudiantes de pregrado. Ademas, se han considerados textos de cada categoria de

clasificacion.

4.3. CAMPOS DE PROBLEMAS

En primer lugar se analizard los campos diferenciados de problemas cuya
resolucion hace surgir la idea del teorema central del limite, partiendo del estudio
histdrico previo de la Seccidn 2.3. Estos campos de problemas llevan a la emergencia de
los objetos matematicos, como entidades culturales socialmente compartidas; ya que los
problemas matematicos y sus soluciones son compartidos en el seno de instituciones o
colectivos especificos implicados en el estudio de dichos problemas. A continuacion, se
analizara la presencia en los libros de texto de los campos de problemas analizados en la

Seccidon 2.3. Se referird indistintamente a la distribucién de la suma o la media de
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variables aleatorias, pues son equivalentes salvo una constante.

Tabla 4.2.1. Libros de textos incluidos en el analisis

Ne° Titulo Autores Editorial Edicion
1 Introduction to the theory of statistics A. Mood, F. Graybill , D. Boes  Mc Graw Hill 1974
2 Introduccién a la teoria de la probabilidad W. Feller Limusa 1975
y la inferencia
3 Probabilidade: um curso em nivel B. James Euclides. Impa 1981
intermediario
[4] Estadistica para ciencias e ingenieria J. Kennedy, A. Neville Harla 1982
5 Probabilidad e inferencia estadistica J. Kalbfleisch AC, Madrid 1984
6 Tratamiento estadistico de datos L. Lebart, A. Morineau, Fénelon Marcombo,Boixareu 1985
[7] Teoria moderna de probabilidades y sus E. Parzen Limusa 1987
aplicaciones
[8] Probabilidad y estadistica M. De Groot Addison-Wesley 1988
9 Estadistica J. Freund, R. Smith Prentice Hall 1989
[10] Probabilidad y aplicaciones estadistica ~ P. Meyer Addison-Wesley 1992
[11] Probabilidad y estadistica G. Canavos Mc Graw Hill 1992
[12] Probabilidad y estadistica para ingenieros 1. Miller, J. Freund, R. Johnson  Prentice Hall 1992
[13] Probabilidad y estadistica para ingenieros R. Scheaffer, J. McClave Grupo Editorial 1993
Iberoamericano
14 Ejercicios y problemas de calculo de J. Montero, L. Pardo, D. Morales, Diaz de Santos 1993
probabilidades V. Quesada
[15] Estadistica matematica con aplicaciones W. Mendenhall, D. Wackerly, R. Grupo Edit 1994
Scheaffer Iberoame
16 Introduccién a la teoria de la probabilidad A. Durand, S. Ipifia Rueda 1994
y la inferencia estadistica
[17] Estadistica. Modelos y métodos D. Pefia Alianza U. 1995
18 Estadistica aplicada basica D. S. Moore Antoni Bosch 1995
[19] Probabilidad y estadistica aplicadas ala  D. Montgomery, G. Runger Mc Graw Hill 1996
ingenieria
20 Workshop statistics. Discovery with data A. Rossman Springer 1996
[21] Probabilidad y estadistica para ingenieria W. Mendenhall, T. Sincich Prentice Hall 1997
y ciencias
22 Estadistica para ingenieros R. Ardanuy, Q. Martin Hespérides 1998
[23] Probabilidad y estadistica para ingenieros R. Walpole, R. Myers, S. Myers  Prentice Hall, 1999
Pearson
24 Problemas de probabilidades y estadistica C. Cuadras EUB, Barcelona 1999
25 elements of Large-Sample Theory E. L. Lehmann Springer 1999
[26] Probabilidad y estadistica para ingenieria G. Velasco, P. Wisniewski Thompson 2001
y ciencias
[27] Probabilidad y estadistica para ingenieria J. Devore Thompson 2001
y ciencias
[28] Problemario de probabilidad P. Wisniewski, G. Velasco Thompson 2001
[29] Estadistica elemental R. Johnson, P. Kuby Thompson 2004

CP1: Obtener una aproximacion de la distribucién binomial para valores grandes de n

Respecto a este campo se ha encontrado la aproximacion de la distribucion

binomial para valores grandes de n por la normal, conocido como aproximacion de De

Moivre-Laplace. Producto de esta tendencia asintotica surge el teorema central del

limite, asi como su generalizacion y formalizacion (Ver seccién 2.3.2). Segun
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Mendenhall y Sincich (1997) una condicion necesaria para aplicar esta aproximacion,
establece que tanto np —2./npg como np+2,/npg han de variar entre 0 y n. Esta

condicion se satisfara si np >4 y también ng>4. Cabe aclarar, que en estos casos siempre
procede aplicar correccion de continuidad, toda vez que la binomial es una variable
aleatoria discreta, mientras que la normal es continua.

Un ejercicio tipico de este campo es estimar el nimero de éxitos en n ensayos
del experimento aleatorio. Por ejemplo, se lanza una moneda al aire 300 veces, si sale
cara le damos el valor 1 y si sale sello el valor 0. Cada lanzamiento es una variable
independiente que se distribuye segln el modelo de Bernoulli, con media 0,5 y varianza
0,25. Empleando la aproximacion normal a la distribucion binomial, podemos encontrar
la probabilidad de obtener menos de 104 o mas de 160 caras. La solucion consiste en
obtener la esperanza y varianza de la nueva variable suma de estas 300 variables
independientes y calcular la probabilidad mediante la normal tipificada. Se presenta otro

ejemplo situado en el area de la ingenieria:

Supodngase que un sistema estd formado por 100 componentes cada una de las cuales tiene una
confiabilidad igual a 0,95. (Es decir, la probabilidad de que la componente funcione correctamente
durante un tiempo especifico es igual a 0,95). Si esas componentes funcionan independientemente una de
otra, y si el sistema completo funciona correctamente cuando al menos funcionan 80 componentes, ¢cudl
es la confiabilidad del sistema? (Meyer, 1992, pp. 331).

Con el proposito de guiar los andlisis de este capitulo y mostrar la complejidad
del teorema, asi como sus contextos de aplicacidn, se presenta a continuacién una de las
soluciones clasicas al problema anterior. Esto servira para introducir algunos de los
elementos de significado del teorema central del limite de el marco teérico, que se

analizaran con mas detalle en las secciones siguientes.

la componente i funciona correctamente en el tiempo t

- . . 1
a) Definamos las variables aleatorias X; = ) .
0 la componente i no funciona correctamente
Tenemos que las variables se distribuyen Bernoulli X; ~ B(p = 0,95) donde p: proporcién de componentes
que funcionan correctamente en un tiempo especifico;

b) Consideremos una muestra aleatoria X;, X,  X;q, Y definamos la nueva variable aleatoria S,: nimero
100
de componentes que funcionan correctamente en el sistema. Es decir, S, = Z Xi;
i=1
c) Calculemos la esperanza y varianza de la variable de interés y apliquemos sus propiedades,
E(S,)=E(Q X;) =D E(X;)=n-p=1000-0,95=95

var(s,) =Var(z X;) = ZVar(Xi) =n-p-(1— p)=100-0,95-0,05=4,75. Asi, la desviacion estandar es
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o5, =475=218;

d) La pregunta se traduce en lenguaje simboélico. Es decir, se pide calcular P(80 < S, <100) =?

e) Como el tamafio de la muestra n = 100 es grande, aplicamos el teorema central del limite, obteniendo:

S, ~ N(np,M) Luego procedemos al calculo, usando la correccion de continuidad:

79,5-95 < S, -9 < 100,5-95
218 218 2,18

f) Por la tanto, la probabilidad que funcione el sistema es de un 99,4%.

P(B0<S, <100) ~ P(795<S, <100,5)= P[ J ~ $(2,52) — #(~7.1) = 0,994 ;

CP2: Determinar la distribucion de la suma de variables aleatorias discretas
idénticamente distribuidas

El gran interés de este campo de problemas reside en el hecho que la tendencia
hacia la distribucion normal aparece cualquiera que sea la distribucion comdn de las
variables aleatorias. Como sugieren Lebart, Morineau y Fénelon (1985), si un fenémeno
aleatorio es el resultado de la adicion de mdaltiples causas aleatorias, independientes y
del mismo orden de importancia, hay que esperar ver aparecer una distribucién normal.
Esto explica y justifica el uso predominante de la distribucion normal en estadistica.

En esta clase de problemas se aproxima el modelo de la distribucion normal a
distribuciones de probabilidades clasicas discretas para ciertos valores de sus
parametros. En relacion con la evolucion historica del teorema, en este campo se

distingue tres subcampos, que se analiza a continuacion.

e CP2.1: Variables con distribucion uniforme discreta

La distribucion de medias muestrales establece la relacion entre la media y la
desviacion estandar poblacionales, y la media y la desviacion estandar de las medias
muestrales. La distribucion exacta no siempre es util, ya que la media de una muestra
pequefia se distribuye normalmente sélo cuando las muestras se extraen de una
poblacion normal, pero que no tendran una distribucion normal cuando la poblacion
muestreada sea uniforme, esté sesgada o siga una distribucion no normal.

El teorema central del limite proporciona informacién adicional muy importante
describiendo por completo la distribucion muestral asintética de la media muestral.
Ademas de dar su valor central (media), y medida de dispersién (desviacion estandar),
se afiade una indicacion de como estad distribuida. En otras palabras, incluso si la
poblacién muestreada no es normal, la distribucion muestral de la media se comporta

normalmente bajo ciertas condiciones, como se observa en el siguiente ejemplo:
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Considérese una poblacion que consta de cinco enteros igualmente probables: 1, 2, 3, 4 y 5. Se estudiara
una porcién de la distribucién muestral de las medias muestrales cuando se eligen aleatoriamente 30
muestras de tamafio 5. Comprobar la veracidad de los tres hechos especificos sobre la distribucién
muestral de medias muestrales: a) la media de la distribucién muestral es igual a la media de la poblacion,
b) el error estandar de la media para la distribucion muestral es igual a la desviacidn estandar de la
poblacion dividida entre la raiz cuadrada del tamafio de la muestra, c) la distribucién de la media muestral
sera aproximadamente distribuida normalmente. (Johnson y Kuby, 2004, pp. 278).

En este ejemplo, se ilustra como surge la idea del teorema central del limite
cuando la poblacion tiene una distribucion uniforme. La distribucién de probabilidad
tedrica de la cual se extraen las muestras es P(X=x)=0,2, para x=1,2,3,4,5 y la forma de

la distribucion es rectangular.

e CP2.2: Variables discretas acotadas
Este campo es mas general que el campo CP1 dado anteriormente, y la
distribucion binomial seria un caso particular. A continuacion se ilustra un ejercicio

tipico de variables discretas acotadas con distribucion dada y que no es clasica:

La variable aleatoria X, que representa el nimero de cerezas en una empanada, tiene la siguiente
distribucidn de probabilidad:

X 4 5 6 7

P(X=x) |02 04 03 01

Encuentre la probabilidad de que el nimero promedio de cerezas en 36 empanadas sea menor que 5,5.
(Walpole, Myers y Myers, 1999, pp. 223).

e CP2.3: Variables discretas no acotadas

Un caso particular de este campo es la obtencion de distribuciones en el
muestreo de la media de poblaciones con distribucion discretas no acotadas. El siguiente
ejemplo se refiere a la distribucion de Poisson, que, aunque en la practica esta acotada,

no lo esta teéricamente:

Semillas frutales. Unos bidlogos especialistas en botanica aseguran que el nimero de semillas por limén,
en cierta variedad de limones agrios de Veracruz, sigue una distribucion de Poisson con pardmetros p=5.
Determinar la probabilidad de que el niUmero promedio de semillas por limén sea menor a 5,5 en una
muestra aleatoria de n = 125 limones de dicha variedad. (Wisniewski y Velasco, 2001, pp. 231).

CP3: Establecer la distribucion de la suma de variables aleatorias independientes no
idénticamente distribuidas

El teorema central del limite clasico se refiere al caso en que las v.a. son i.i.d.
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Este campo provee una extension a la suma de v.a. independientes que no
necesariamente son idénticamente distribuida (ver Seccion 2.3.4). En términos
informales, podemos enunciarlo como sigue:

Sea S, =X,+X,+---+X,, donde X,X,,...,X, son variables aleatorias

independientes (cuyas distribuciones de probabilidad pueden ser arbitrarias o incluso

desconocidas). Suponga que los respectivos valores esperados y varianzas de tales

variables aleatorias X, son E(X,)=g , Var(X,)=o’. Entonces, con ciertas

condiciones generales (los X, individualmente contribuyen con una cantidad

despreciable a la varianza de la suma de todos los términos), la variable aleatoria z,

tiene una distribucion de probabilidad que se aproxima asintticamente a la distribucion

normal estandar conforme n tiende a infinito.

7 - Xo—th+ Xy —pig+-+ Xy —pty _ Sy =2 44
N .
\/0'12+0'22+--«+0'§ 3 o?

El campo anterior CP2, otorga una formulacion mas restringida del teorema
central del limite (ver seccion 2.3.3) y establece que si las variables aleatorias estan
igualmente distribuidas, y tienen, por consiguiente, una misma media y una misma

S, —nu

ovn

de probabilidad que se aproxima asintéticamente a las distribucién normal estandar. Se

varianza, entonces la variable aleatoria definida por z, = tiene una distribucion

presenta un ejemplo de comportamiento asintdtico de la suma S,, para una sucesion de

variables aleatorias no idénticamente distribuidas:

Sean Xy, X,,... variables aleatorias independientes, X, ~U[— n,n]. Mostrar de dos formas que
Sn — E(Sn)
On
Liapounov. (James, 1981, pp. 267).

converge a la distribucién normal estandar, verificando las condiciones de Linderberg y

CP4: Determinar la distribucién de la suma de variables aleatorias continuas
idénticamente distribuidas

En este caso se considera la obtencion de distribuciones en el muestreo de la
media de poblaciones no normales, con distribuciones continuas conocidas.

Como caso particular de los campos anteriores, el teorema central del limite es

conocido, méas que por la distribucion de la suma de variables aleatorias (ver Seccién
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2.3.4), por la aplicacion en la distribucién de muestras de la media aritmética muestral.

X+ Xy ke Xy S,
n n

entonces

En el campo CP3 anterior, si hacemos X

ChX o X u
" o4/n a/\/ﬁ

central del limite en las aplicaciones diversas de los textos de libros, establece que:

z . Por lo tanto, esta forma restringida y mas utilizada del teorema

Si X, X,,..., X, son n variables aleatorias independientes igualmente distribuidas

(muestra aleatoria), cada una de ellas con media p y varianza o, entonces la v. a.

z, =——* se aproxima a la distribucion normal, conforme n crece.

X
o/n

A continuacion, se presentan dos ejemplos de este campo por su frecuencia de
uso en las aplicaciones en los textos y por introducir el concepto de variable continua; el
primero es matematico y tipico en los libros, y el segundo muestra una extension del
campo CP2.1 al caso de variables con distribucion uniforme continua y corresponde a
un ejemplo de fisica (electricidad y magnetismo) para distribuciones originales

conocidas de variables independientes e idénticamente distribuidas:

1. Suponga que cierta variable aleatoria continua X tiene una funcién de densidad de probabilidad dada
por: £ (x) 342 & -1< x <1 -Suponga que se extraen muestras de tamafio n = 15 valores, al
X) =12
0 en otro caso

azar, de dicha variable aleatoria. Para una de tales muestras, denotamos por X a la media aritmética
muestral. Naturalmente, diferentes muestras elegidas daran distintos valores de este promedio aritmético
X, por lo que asu vez, X se considera una variable aleatoria. Estimar el valor de P(0,03 <X < 0,15) .
(Wisniewski y Velasco, 2001, pp. 230).

2. Se tienen n voltajes V,,V,,...,V, que se reciben en una especie de concentrador (sumador), de tal
suerte que V=YV; es la suma de los voltajes recibidos en ese punto. Cada voltaje V; es una variable
aleatoria distribuida uniforme en el intervalo [0,10]. Luego, E(V;)=5 volts y Var(V;)=100/12. Si n = 20,
podemos calcular la probabilidad de que el voltaje total de entrada sobrepase los 105 volts. (Meyer, 1992,
pp. 337)

En general, la ensefianza de la probabilidad y estadistica en los textos
universitarios, y mas aun en la matematica, presenta los conceptos, primero la
definicion, propiedades y su aplicacion en problemas matematicos como el ejemplo 1
anterior. En este trabajo se cuestionara esta forma de ensefianza confrontandola con el

aprendizaje situado, es decir, partiremos mediante una situacion problematica
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mostrando la necesidad de utilizar herramientas estadisticas para su analisis y correcta

toma de decisiones.

CP5: Estimar el error de aproximacion en el teorema central del limite

En los procesos de inferencia se utiliza la media de una muestra (que es un
estimador insesgado), para calcular la media de una poblacion, y nuestra confianza en la
estimacion se expresa mediante la adicion de un enunciado de probabilidad que nos
revela el tamafio del error. El estudio del error de estimacion en la aplicacion del

teorema central del limite tuvo como precedentes dos ideas muy importantes:

a. La primera es el teorema de Chebyshev, que ayuda a comprender como la varianza
mide la variabilidad respecto al valor esperado de una variable aleatoria. Si se
conoce la distribucion de probabilidades de una v.a. X se puede calcular la E(X) y
Var(X), si existen. Sin embargo el reciproco no es verdadero, pero si se puede dar
una cota superior (o inferior) para calcular probabilidades. (Ver definicion formal en
Meyer, 1992, pp. 186). En los textos, por ejemplo Freund y Smith (1989), se
refieren al teorema de Chebyshev como: la probabilidad de que una variable
aleatoria tome un valor contenido en k desviaciones estandar de la media es cuando
menos 1-1/k?.

b. Una segunda idea es la Ley de los Grandes NUmeros, considerado como el primer
teorema fundamental de la teoria de probabilidad. EI comportamiento de la media
muestral es similar al de la probabilidad. Después de muchas repeticiones, la
proporcion de resultados que toman un valor determinado se acerca a la
probabilidad de este valor, y el promedio de los resultados se acerca a la media
poblacional (Moore, 1995). Con la ayuda de la desigualdad de Chebyshev se puede

obtener otra forma de la ley de los grandes numeros; al considerar una muestra

_ 2
aleatoria y sea ¢ =ka/+n , podemos escribir PHX - ﬂ‘ < g]zl—"T . Cuando n - el
N

lado derecho de la desigualdad se aproxima a uno; en el sentido en el cual el
promedio aritmético “converge” a E(X). En otras palabras, si se utiliza la media de
una muestra elegida al azar para determinar la media de la poblacion de la cual
provino, se puede afirmar con una probabilidad de cuando menos 1-1/k? que

nuestro error serd menor que k desviaciones estandar de la media muestral.

93



Capitulo 4

Por lo tanto la ley de los grandes niimeros establece que la media observada X
de un nimero grande de observaciones tiene que estar cerca de la media p de la
poblacion. El teorema central del limite sefiala que, con una n grande, la distribucion de

X es aproximadamente normal, de media p y desviacion tipica o/+/n. Se presenta el

siguiente ejemplo:

El decano de una universidad desea estimar cuantos puntos se puede esperar que obtengan los aspirantes
que se someten a un examen de ingreso. Si utiliza una muestra aleatoria de 100 aspirantes y supone que la
desviacion estandar es 20 puntos, ¢qué puede aseverar acerca de la probabilidad de que su error sea
menor que tres puntos si emplea a) el teorema de Chebyshev; b) el teorema central del limite? (Freund y
Smith, 1989, pp. 312).

CP6: Encontrar condiciones necesarias y suficientes para el teorema central del limite
Este campo de problema es fundamentalmente de estadistica matematica y esta
relacionado con el tercer capitulo en la historia del teorema, Seccion 2.3.6. Conceptos
formales, como convergencia en probabilidad de una sucesion de variables aleatorias,
ley de los grandes numeros, teoremas y corolarios de Linderberg, Feller y Levy,
desempefian un papel importante en la identificacion de este campo. Es claro que para
una muestra aleatoria de tamafio grande, se cumple que la suma converge a la

distribucion normal, es decir, z, _Sno i N(0,1). James (1981) recuerda que la Ley

ovn
de los Grandes NUmeros nos dice que la media muestral converge en probabilidad a 1, 0
que la diferencia X — x tiende a cero, mientras que el teorema central del limite dice
que esta diferencia multiplicada por la raiz cuadrada de n y dividida por la desviacién
estandar, converge en distribucion a una normal.

En términos formales, la ley débil de los grandes nimeros dice que la variable
“media” X. converge en probabilidad hacia la variable degenerada (constante) p. En
notacion matematica, se dice que una sucesion de variables (X,) definidas en el mismo
espacio Q, converge en probabilidad hacia una variable X si para todo £>0:

lim P(]Xn —x|<g)=1 (Lebart, 1985, pp. 61). (Ver otras definiciones formales de los

conceptos en James, 1981; Lebart y cols., 1985 y Parzen, 1987).

James (1981) hace referencia a las condiciones generales para validar el
teorema; sefiala que el teorema central del limite de Linderberg considera variables
aleatorias independientes, y se cumple la convergencia normal si se satisface la
condicion de Linderberg; es decir, da condiciones generales para validar la

convergencia. El teorema central del limite de Liapounov es (til cuando las variables
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poseen momentos finitos de orden mayor que 2. Afirma este teorema que la

convergencia se cumple si la suma de dos momentos centrados absolutos de orden 2+ 6
es asintoticamente pequefia en relacion a la desviacion estandar o2*°. Linderberg da

una condicion necesaria para justificar el teorema central del limite. El reciproco, o
condicion suficiente, de este teorema se debe a Feller, quien demostré que si se tienen
variables aleatorias independientes con varianzas finitas, con al menos una varianza
mayor que cero y si el maximo del cuociente de varianzas poblacionales y muestrales
tiende a cero cuando n es grande, entonces la condicion de Linderberg es consecuencia
de la convergencia normal. A continuacién se presenta un ejemplo de este relacionado

con este campo:

Se {U,} una sucesion de variables aleatorias independientes, cada una distribuida uniformemente en el
intervalo de 0 a 7. Sea {A,} un sucesion de constantes positivas. Establezca condiciones bajo las cuales
la sucesion X, = A, cosU, obedezca el teorema central del limite. (Parzen, 1987, pp. 477).

CP7: Obtener la distribucion de la suma de variables aleatorias dependientes

Los campos anteriores no son los més generales; el teorema central del limite se
cumple para la suma de variables sin que tengan la misma distribucién, y mas aun
veremos en este campo el caso del teorema para variables no independientes. El
supuesto de independencia facilita el encontrar distribuciones multivariantes, ya que las
distribuciones conjunta de v.a. son obtenidas a partir del producto de las distribuciones
marginales de un modelo dado. El supuesto de dependencia frecuentemente no es
apropiado, se considera un hecho mas casual y presenta una dificultad de especificar
modelos en mas de dos variables.

La literatura apropiada que trabaja con este supuesto de dependencia se puede
obtener en los procesos estocasticos y series de tiempo, y requiere de conocimientos
avanzados en matematicas. Lehmann (1999, pp. 108-112) ilustra algunos ejemplos
puramente matematicos, referidos con el nimero de sucesiones estacionarias, en
particular para m-variables dependientes, para procesos autorregresivos de primer orden
y cadenas de Markov en dos estados. Uno de estos ejemplos, se ilustran a continuacion
de proceso autorregresivo de primer orden estacionario, en la cual para establecer la
normalidad requiere la demostracion de dos hechos: normalidad asintética y que la
varianza de la distribucion limite corresponde al limite de la varianza de la variable

normal.
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Proceso autorregresivo de primer orden estacionario. Se definen sucesivamente las variables
Xig=0+B(X;=0)+U;,; |B]<1 ,i=12,... donde las variables independientes U; ~ N(O, a&) .
Vemos que X, —0=p(X; —0)+ W, ++ Ui+ Ui, . Ademés, la varianza de las
variables satisface lo siguiente Var(X;,;)=g%ar(X;)+oZ . Si la sucesion de las variables es
estacionaria, debemos tener Var(X;,,)=Var(X;) Vi =12,... y por tanto o% = og/(l— /32) , donde

o? es la varianza comin de las X; . Suponga que la sucesion comienza con un X, el cual es normal

N(@, o-z). Entonces, ésta es la distribucion para todos los X; , y por tanto la sucesion es estacionaria.
(Lehmann, 1999, pp. 109).

Nuevos campos de problemas

Ademas de los campos de problemas identificados en el estudio historico, se ha
encontrado nuevos tipos de problemas més aplicados que se describe a continuacion. Su
solucion no lleva directamente al teorema, sino a uno de los problemas anteriores, es
decir, a la busqueda de una distribucion que aproxime la suma de variables aleatorias y

en este sentido, los consideramos como campos de problemas indirectos.

CP8: Obtener el tamafio adecuado de una muestra aleatoria de poblaciones
desconocidas

Un usuario prudente de los métodos estadisticos nunca planifica la obtencion de
los datos sin planear, al mismo tiempo, la inferencia. Si obtiene suficientes
observaciones puede conseguir a la vez un nivel de confianza elevado y un error de
estimacion pequerfio, pero en la practica la obtencion de observaciones cuesta tiempo y
dinero. Puede ocurrir que el tamafio de la muestra ideal sea inviable por razones
econodmicas (Moore, 1995). Este campo de problemas es uno de los mas importantes en
la aplicacion del teorema central del limite en campos de la ingenieria. A continuacion

se presenta un ejemplo, sin un contexto de la variable en estudio.

Se desconoce la distribucion de probabilidad de cierta variable aleatoria X y el valor de su media (p); no
obstante, existen motivos para asegurar que la desviacion tipica de X es aproximadamente ¢ =3. ;De qué
tamafio debe ser una muestra aleatoria de valores de X para tener una confianza minima de 95% de que la
discrepancia entre la media muestral y la media verdadera de la poblacion sera menor a 0,3? (Wisniewski
y Velasco, 2001, pp. 231).
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CP9: Obtener la distribucion de la suma de los logaritmos de variables aleatoria
independientes

Una consecuencia del teorema central del limite es que si un efecto es el
producto de muchas causas, cada una de poca importancia respecto a las demas e

independientes, de manera que P,=X,-X,---X, , entonces el logaritmo de P, seguira

una distribucién normal. Se denomina distribucion lognormal a la de una variable cuyo

logaritmo se distribuye normalmente. Asi, X =InP, tendré distribucion normal de media

2
exp{y+%} y varianza {e"z (e"2 —1)e2”} . Observe que la variable X puede escribirse

n
X=|n(X1~~Xn)=Z|nXi- Como la transformacién logaritmica es mondtona, los
i=1

percentiles de X seran los logaritmos de los percentiles de P, . Pefia (1995) sefiala que la

distribucion lognormal es esencialmente Gtil para comparar distribuciones asimétricas
con variabilidad muy distinta, y esta distribucion aparece con frecuencia al estudiar
rentas de familias, consumo de electricidad por empresas, ventas en euros, etc. Kennedy
y Neville (1982) mencionan su aplicacion en pruebas de fatiga; la variacion en el
numero de ciclos en que ciertas piezas metalicas resisten antes de fallar es tal, que los
logaritmos de las duraciones se distribuyen de manera normal.

La necesidad de transformacion puede surgir del método de medicién que se

siga. Sabemos que P, no puede ser negativo, dado que no se define el logaritmo de un

numero negativo; sin embargo el uso de la distribucidn lognormal se explica porque el
comportamiento de algunas variables es descrito satisfactoriamente por esta
distribucion, por ejemplo en eventos hidrolégicos, como son el flujo de agua diario, la
lluvia o la descarga fluvial, a la distribucién de pequefios tamafios de particulas, a la
resistencia de algunos materiales, o a la duracion o vida. Este campo se ilustra en el

siguiente ejemplo aplicado a la resistencia al suelo:

Suponga que la media “verdadera” de la resistencia al esfuerzo cortante de un suelo en particular es g .
Valiéndose de un nimero de muestras de suelo n, se mide la resistencia al esfuerzo cortante X. El valor

medio X se desviard del valor verdadero uy . La subestructura se disefia sobre la base de una resistencia

reducida dada por x4 = Y/L donde L es un factor de seguridad. Si se da por hecho que se dispone de un
método correcto para el analisis de la estabilidad del suelo, la probabilidad de que se registre una falla se

expresa mediante PHux —%J<O}:a. Dado que la variable X no puede tener valores negativos,

calcular la probabilidad anterior mediante la distribucion lognormal. (Kennedy y Neville, 1982, pp. 151).
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Muy pocos textos tratan este campo de aplicacion del teorema central del limite.

Devore (2001) lo presenta como proposicion:

“Sea X, X,,..., X, una muestra aleatoria de una distribucion para la que sélo
valores positivos son posibles [P(x;>0)=1]. Entonces, si n es suficientemente
grande, el producto P,=X;-X,---X, tiene aproximadamente una distribucion

lognormal”.

Ademas, menciona un ejemplo de aplicacion: el proceso de dafo en el flujo
plastico y propagacion de grietas es un proceso multiplicativo, asi que variables tales
como el porcentaje de alargamiento y resistencia a la ruptura tienen distribuciones

aproximadamente lognormales.

CP10: Obtener la distribucion de diferencias de medias muestrales en dos poblaciones
Las principales caracteristicas de la distribucion de la diferencia X, - X, entre

las medias muestrales de dos muestras aleatorias simples independientes son:

e Lamediade X,-X, es x4 —u, . Es decir, la diferencia de las medias muestrales es
un estimador insesgado de la diferencia de las medias poblacionales;

e La varianza de la diferencia es la suma de las varianzas de X, y X,, que es

2 2
o o5 .
i,
n

e Si las dos distribuciones poblacionales son normales, entonces la distribucion de

X, — X, también es normal.

Estas caracteristicas se pueden deducir de forma matematica utilizando los
teoremas de probabilidad, o se pueden poner de manifiesto mediante simulaciones. Las
pruebas de significacion y los intervalos de confianza, para la diferencia entre las
medias 1, Y u, de dos poblaciones, parten de la diferencia X, - X, entre las dos medias
muestrales. Con distribuciones no normales, el teorema central del limite garantiza que
los procedimientos de calculo son aproximadamente correctos cuando las muestras son

grandes (Moore, 1995). Una aplicacién de este campo indirecto es el siguiente:
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Un grupo de médicos veterinarios han elaborado una dieta con un costo mas barato que la que
actualmente se usa para las vacas productoras de leche, asegurando que el promedio de litros de leche
sera el mismo. Los administradores de una planta productora de leche desean verificar la afirmacion
establecida por el grupo de médicos, para lo cual, seleccionan dos muestras aleatorias independientes de n
= 30 vacas cada una y aplican a cada una de ellas la nueva férmula y a la otra muestra, la férmula que
actualmente se utiliza. Calculan el promedio de litros de leche producidos en cada muestra y si la

diferencia de las medias X_l - X_2 (donde X_l es para la nueva férmula y X_2 es para la férmula actual)

es mayor que —1,23, aceptardn la nueva formula, ¢cual es la probabilidad de que rechacen la nueva
férmula siendo que el grupo de médicos tiene razdn? Considere que las desviaciones estdndar de ambas
poblaciones son iguales a 5. (Castillo, 1990, pp. 205).

En los textos analizados hay muy pocos ejemplos de este campo. Un ejemplo
guiado a la obtencion de la distribucion y calculo de probabilidades de la diferencia de
medias muestrales de la resistencia esperada a la tension del acero, se puede ver en
Devore (2001, pp. 240).

CP11: Determinar la distribucion de funciones de variables aleatorias
Se ha visto que \/H(Y—y)/a tiene aproximadamente una distribucion normal
estandar cuando n es elevada, bajo determinadas condiciones generales. Esta nocién de

normalidad asint6tica podemos ampliarla a una clase grande de funciones de X ; de
funciones de cualquier variable aleatoria asintéticamente normal. El resultado es valido
debido a las propiedades de los desarrollos de las series de Taylor, que se explican
brevemente en Scheaffer y Mc Clave (1993, pp. 248).

Suponga que X es una medida estadistica basada en una muestra aleatoria de
tamafio n que procede de una poblacién con promedio W y varianza finita o?. Ademas,
suponga que se desea conocer el comportamiento de una funcién de X, por ejemplo

g(?), donde g(x) es una funcion de valor real tal que su derivada g "(x) existe en las
cercanias de p y es distinta de cero. Se puede escribir g(?):g(ﬂ)Jrg ‘(y)(?—y)Jr R

donde R es el residuo de la serie de Taylor. Multiplicando por +n en muchos casos

JnR tiende a cero cuando aumenta n, y se llega a la expresion MMJ que
9 Wlo
converge a la distribucion normal al aumentar n.
Meyer (1992) sefiala que este resultado es de mucha importancia en muchas
aplicaciones para sostener a lo menos un argumento heuristico, intuitivo. Asi, para un n

suficientemente grande y bajo condiciones muy generales de la funcion g, concluimos
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que la distribucion de g(?) es aproximadamente normal de media g(x) Yy varianza

, 2 5
9 W] o A continuacion, se presenta un ejemplo en el area de fisica:
n

La corriente | en un circuito eléctrico se relaciona con la tension E y la resistencia R mediante la ley de
Ohm, I = E/R . Suponga que para circuitos de determinado tipo, E es constante, pero que la resistencia R
varia ligeramente de circuito a circuito. Se mide la resistencia en forma independiente en n circuitos, y se

obtienen los resultados Xg,...., X,,.Si E(X;)=x y V(X;)= o2, donde i=1,2,...,n , hallar la distribucién

aproximada de E/Y , que es el calculo aproximado de la corriente promedio. Scheaffer y McClave
(1993, pp. 248).

CP12: Estimar por intervalos de confianza la media y otros parametros para muestras
grandes

La estimacion por intervalos calcula estimadores puntuales insesgados para
parametros tales como [, p, Hi- Mo, P1- P2 con base en una muestra aleatoria, bajo

algunos supuestos. La condicion para estimar la media p usando una desviacion

estandar conocida o estimada es que la distribucion muestral de X sea normal.

La informacidn necesaria para asegurar este supuesto es que: 1) La distribucion
muestral de medias muestrales, X, esta distribuida alrededor de una media igual a p

con un error estandar de o /+/n ; y 2) Si la distribucién muestreada aleatoriamente no se

distribuye de manera normal, entonces X esta distribuida normalmente para tamarios
de muestra suficientemente grandes.

No existe ninguna regla que defina “suficientemente grande”; el tamafio de
muestra suficientemente grande varia bastante segun la distribucion de la poblacion. La
regla sencilla que se mencionan en muchos textos es considerar una muestra
suficientemente grande cuando n >30. Para Devore (2001) n > 40 sera suficiente para
justificar el uso de este intervalo. Es algo més conservador que la regla sencilla para el
teorema, por la variabilidad agregada que se introduce al usar s por o .

Segun Johnson y Kuby (2004) sefialan que el teorema central del limite puede
aplicarse a muestras pequefias (por ejemplo, n=15 o mayor), cuando los datos
proporcionan una fuerte indicacion de una distribucion unimodal que sea
aproximadamente simétrica. Si hay evidencia de algin sesgamiento presente en los
datos, entonces el tamafio de la muestra debe ser mucho mayor (quizéds n >50). Si los
datos proporcionan evidencia de una distribucion extremadamente sesgada o en forma

de J, es posible que el teorema no sea valido. La inspeccion de varias representaciones
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gréficas de los datos muestrales debe conducir a una indicacion del tipo de distribucion
que tiene la poblacion.

La proposicién que requiere el uso del teorema central del limite dice: si n es

X-p
SJdn

una  distribucién normal estandar. Esto nos lleva a  determinar

suficientemente grande, la variable estandarizada z, = tiene aproximadamente

S S

i i

considerando un tamafio de muestra adecuado y nivel de confianza de 100(1- « )%. Esta

(Y—Z(l—a/Z)- X +Z(A-al2)- J el intervalo de confianza aproximado para .,

férmula es valida, independiente de la forma de la distribucion en la poblacion.

En términos generales, se puede decir que un intervalo de confianza 1- « para la

A
estimacion de un parametro ¢ se encuentra usando la formula 6+Z(1-«/2)-o, ,
4

donde o, es el error estdndar del parametro 6, e indica cual es la magnitud esperada del
4

error debida a la variabilidad en la obtencion aleatoria de los datos. A continuacion, se
presenta un ejemplo de intervalo de confianza aproximado para la diferencia de

proporciones poblacionales:

Dos marcas de refrigeradores, A y B, tienen (ambas) una garantia de un afio. En una muestra aleatoria de
50 refrigeradores de la marca A, 12 se descompusieron antes de terminar el periodo de garantia. Una
muestra aleatoria de 60 refrigeradores de la marca B revel6 también 12 descomposturas durante el
periodo de garantia. Estimar la diferencia real entre las proporciones de fallas (p; — pz), durante el periodo
de garantia, con un coeficiente de confianza de 0,98. (Mendenhall, Wackerly y Scheaffer, 1994, pp. 336)

CP13: Establecer pruebas de hipotesis de la media y otros parametros para muestras
grandes

En muchas situaciones de la vida diaria tomamos decisiones, que siguen el
mismo patron basico: se ponderan las alternativas; luego, con base en las convicciones y
preferencias personales, y cual sea la evidencia disponible, se llega a una decision y se
emprende la accion idénea. La prueba de hipotesis sigue casi el mismo proceso, excepto
que implica informacién estadistica.

Por ejemplo, en la evaluacion de las técnicas de ensefianza la hipotesis es que un
profesor mejora el desempefio de un alumno (calificacion obtenida en el examen) a
través de influir sobre la probabilidad percibida esfuerzo-recompensa del estudiante. Un

instructor logra lo anterior al asignar tareas (técnicas de ensefianza) que forman parte de
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la calificacion del estudiante y son percibidas por éste como un medio para mejorar su
calificacion en el curso. El estudiante estd motivado para incrementar su esfuerzo a fin
de completar estas tareas, que también deben mejorar su entendimiento sobre el material
presentado en el curso. El resultado final esperado es obtener mejores calificaciones en
el examen. La hipotesis a analizar es ¢las técnicas de ensefianza tienen un efecto
significativo sobre los puntajes de examen de los estudiantes?

La prueba de hipotesis (llamada también contraste de hipdtesis, docima de
hipdtesis) es un procedimiento bien organizado, que se aplica para tomar decisiones.
Como en la estimacion de intervalos, en las pruebas de hipotesis se puede trabajar con
distintos estadisticos y con diversos tipos de distribuciones, pero en nuestro estudio
analizaremos el caso para muestras grandes donde la distribucién en el muestreo de
muchos estadisticos son aproximadamente normales. El procedimiento para una prueba

de hipotesis de un parametro es el siguiente:

1. El planteamiento: describir el pardmetro poblacional de interés y establecer las
hipotesis nula y alternativa;

2. Especificar los criterios de prueba: comprobar los supuestos (la distribucion
muestral del estadistico se comporta de manera normal, el tamafio de muestra es

suficientemente grande). Identificar la distribucion de probabilidad y el estadistico
de prueba adecuado y determinar el nivel de significacion «;

3. Recolectar la informacion muestral y calcular el valor del estadistico;

4. Calcular el valor-p para el estadistico de prueba y determinar si es menor o no que
a,

5. Determinar los resultados: plantear la decision sobre la hipotesis nula y escribir una

conclusion sobre la hipotesis nula.

El supuesto para pruebas de hipétesis sobre la media poblacional p usando una

desviacion estandar conocida o aproximada, es que la distribucion muestral de X tenga
una distribucion normal. Al igual que el caso de intervalos de confianza, la informacién
necesaria para asegurar que se cumpla este supuesto esta contenida en la distribucién
muestral de las medias muestrales con media y error estandar dada anteriormente y se
distribuye normalmente cuando el tamafio de la muestra es suficientemente grande.

El siguiente ejemplo ilustra una aplicacion muy importante del teorema central
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del limite en la determinacion de valores razonables de la media de la poblacion . Para
responder si el experimento proporciona evidencia que apoye la conjetura que p=5, se
calcula la probabilidad de que datos similares a los que se obtuvieron en la muestra
puedan ocurrir con facilidad cuando de hecho pu=5. El teorema surge en cuestiones
como ¢Qué tan probable es que se pueda obtener X >5,027 con n =100 si la media de la

poblacion es u=5?, en otras palabras, si la media 1 es 5, ¢cudl es la probabilidad de que

X se desvie a lo mas en 0,027 milimetros?

Un importante proceso de fabricacion produce partes de componentes cilindricos para la industria
automotriz. Es importante que el proceso produzca partes que tengan una media de 5 milimetros. El
ingeniero involucrado hace la conjetura de que la media de la poblacién es de 5,0 milimetros. Se lleva a
cabo un experimento en el que 100 partes elaboradas por el proceso se seleccionan al azar y se mide el
didmetro de cada una de ellas. Se sabe que la desviacion estandar de la poblacion es o =0,1. El

experimento indica un didmetro promedio de la muestra X =5,027 milimetros. ¢Esta informacion de la
muestra parece apoyar o refutar la conjetura del ingeniero? (Walpole, Myers y Myers, 1999, pp. 218)

Conclusiones sobre los campos de problemas presentados

En la Tabla 4.3.1 se muestra un resumen de los campos de problemas
relacionados con el teorema central del limite presentes en los libros de textos
analizados. Se puede ver en la tabla, los campos de problemas comunes en todos los
libros son el de aproximacion de ciertas distribuciones (CP1) y la distribucién de la
suma de v.a. continuas (CP4). Por otro lado, hay algunos campos de problemas que son
inexistentes en la mayoria de los libros, por su caracter teorico; por ejemplo, solo el
texto Parzen (1987) presenta un ejercicio para la suma de v.a. dependientes (CP7), en
dos libros se presenta el campo CP3 para la distribucion de v.a.i. no idénticamente
distribuida y en tres textos el campo de problema de condiciones necesarias y
suficientes del teorema central del limite (CP6).

Desde el punto de vista historico del teorema central del limite, los campos de
problemas (CP1 a CP7) han dado origen al desarrollo teérico del teorema aportando al
andlisis de la inferencia estadistica clasica. Se observa en los libros de estadistica
matematica ([7],[8],[10] y [15]) que estan presentes en promedio seis de los nueve
campos y que la tendencia en el tiempo es a presentar menos problemas de este tipo. A
diferencia de los libros de los afios 80 y 90, que muestran ejercicios de error de
estimacion y determinacion de tamafios muestrales, los libros de textos modernos y
aplicados enfatizan problemas a variables discretas acotadas (CP2.1 y CP2.2). En

general los textos de estadistica aplicada a la ingenieria carecen de la mayoria de estos
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campos de problemas. De los ocho textos de ingenieria, slo uno muestra problemas
con la distribucion de Poisson; modelo que es de importancia para los ingenieros y que
es comprensible por los alumnos debido a que han tenido un curso previo de
probabilidades.

En el caso de los campos de problemas indirectos (CP8 a CP13) se observa que
los campos de problemas referidos a los intervalos de confianza (CP12) y pruebas de
hipdtesis (CP13) son los mas presentes en los textos, con 13 y 11 respectivamente. Son
pocos los libros con ejemplos que traten el campo de problemas CP11 para la
distribucion de funciones de v.a., Scheaffer y McClave (1993) lo plantean como una
seccion en el capitulo de distribuciones muestrales, y Meyer (1992) lo mencionan
resumidamente. Ademas, solo dos libros presentan un problema para la suma de los
logaritmos (CP9), siendo el menos frecuente en los textos analizados. La evolucion de
estos nuevos campos de problemas en los textos ha ido creciendo, ya que estan
presentes hoy en dia en la mayoria de los textos de estadistica para ingenieros, aunque

no expresados de forma clara en los ejercicios.

Tabla 4.3.1. Campos de problemas que presentan los libros seleccionados

Textos [4] [7] [8] [10] [11] [12] [13] [15] [17] [19] [21] [23] [26] [27] [28] [29]
CP1: Aproximacion de la distribucidn binomial ¥R F LA WS s 284800
C . . A o NE)
CP2.1: Distribucion suma v.a. discretas uniforme W
S . w N A A A ©
CP2.2: Distribucion suma v.a. discretas acotadas A o
CP2.3: Distribucion suma v.a. discretas no * Yk K * ¥

acotadas
CP3: Distribucion suma v.a no idénticamente

distribuidas
CP4: Distribucién de la suma de variables XK + a8k +a 4 a8 800

aleatorias continuas
CP5: Estimacion del error de aproximacion
CP6: Condiciones necesarias y suficientes w % w

CP7: Distribucion de la suma de v. a. aleatorias =

dependientes

CP8: Tamafio adecuado de una muestra aleatoria 2 ¥ % % A ¥ 4 0

de poblaciones desconocidas

CP9: Distribucién de la suma de logaritmos A A & A A A 4

CP10: Distribucién de diferencias de medias A
muestrales

CP11: Distribuciones de funciones de variables s lad A % A

aleatorias

CP12: Estimacion por intervalos de confianza A S 2 ©
CP13: Pruebas de hip6tesis para muestras A + & A % A A AL A ©

grandes

En relacion a los textos de estadistica para ingenieros, los libros que presentan
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mas campos de problemas son el de Devore (2001) namero [27] con 9 campos Y los
libros [23] y [13] con 8 campos de los 15 definidos. Los libros que consideramos
clasicos [11] y [17] practicamente son muy débiles en mostrar ejercicios que involucren
la idea del teorema central del limite. El texto de estadistica matematica [15] de
Mendenhall, Wackerly y Scheaffer (1994) es el que tiene mayor nimero de campos de
problemas, con 10. Los libros de textos con un enfoque moderno y aplicado [28] y [29],
no presentan los campos de problemas indirectos y en los campos historicos dan mas
importancia a las variables discretas. Ademas, los libros modernos carecen de
fundamento matematico y trabajan mas la parte de simulacién a partir de una
distribucion binomial y uniforme discreta, y generando nimeros aleatorios a partir de
variables aleatorias con distribucion uniforme continua mediante el uso del ordenador.

Aunque es propio para los ingenieros la aplicacion en el uso adecuado de
herramientas estadisticas para la toma de decisiones, los textos de probabilidad y
estadistica analizados en esta area priorizan los campos de problemas indirectos. Sin
embargo, seria adecuado presentar una variedad de ejemplos de aplicacion que
consideren también los campos de problemas histéricos, con mayor rigor matematico
que ayudara a la comprension del teorema central del limite. Si se quiere que los
alumnos aprecien la utilidad y alcance de este teorema, seria necesario mostrar
diferentes campos de problemas situados a la profesion. Practicamente en los libros de
textos analizados no hay ejemplos y ejercicios en el contexto de la ingenieria en
acuicultura y pesca, ingenieria maritimo portuario e ingenieria informatica.

En general, los libros de textos muestran muchos ejercicios de aplicacion del
teorema central del limite para variables con distribucion continua, en particular a la
distribucion exponencial y uniforme, y por otro lado carecen de problemas de urnas, de
lanzamientos de dados o monedas, que permitan un primer acercamiento tangible del
teorema. Ademas, falta rigurosidad en los ejemplos resueltos de los libros, pues son
poco claros en mencionar que se esta utilizando el teorema en el desarrollo del ejercicio,
es mas, no usan el término “aproximado”.

Finalmente, se observa en la mayoria de los libros que a lo mas presentan un
ejercicio en cada campo de problemas, a excepcion de los campos CP1 y CP4, lo que
implica que el estudiante no va a valorar estos campos de problemas que pueden ser de
mucha relevancia en su profesion por ejemplo, el determinar tamafios de muestras
adecuados en el area industrial, usando el teorema central del limite como herramienta

estadistica. El interés de esta investigacion es trabajar en el aula con estudiantes de
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ingenieria presentandoles, en vez de ejercicios puntuales y descontextualizado,
problematicas reales en las distintas area de la ingenieria con variadas situaciones de los
campos de problemas definidos del teorema, enfrentados a la resolucion de problemas
de razonamiento estadistico, que involucre el uso del ordenador en la simulacién y un
proceso metodoldgico en el analisis de la informacién con un nivel ligeramente mas

matematico en las distribuciones de probabilidades.

4.4. LENGUAJE

El segundo elemento de significado analizado son las palabras, notaciones y
todas las representaciones materiales del objeto abstracto y sirven para describir los
enunciados y propiedades, asi como para las situaciones-problemas, sus datos y
procedimientos.

Desde el marco tedrico cualquiera de los tipos de elementos considerados puede
representar a otro en el trabajo matematico, es decir, cualquiera de los tipos de
elementos puede jugar el papel de representaciones en funcion de los objetos abstractos
o0 de las situaciones en las que intervienen, existiendo una correspondencia semidtica
entre el objeto representante y el objeto representado. En todo caso interesa analizar
especificamente el lenguaje y representaciones materiales utilizadas en relacion al

teorema central del limite. Se puede diferenciar tres tipos, siguiendo a Ortiz (1999).

Términos y expresiones verbales

Un primer tipo son las palabras y frases que usamos para describir los conceptos,
sus operaciones y transformaciones. Se encuentran algunas expresiones tales como
teorema del limite, leyes de los grandes nimeros y términos verbales relacionados con
el teorema central del limite como variable aleatoria, distribucion normal, muestra
aleatoria, estadistico, distribucion muestral, error de estimacion.

Considerando que el profesor debe tener en cuenta el vocabulario y asegurar su
comprension por parte de los alumnos, siguiendo a Ortiz (1999), se diferencian tres
categorias de palabras usadas en la ensefianza de las matematicas:

1. Palabras especificas de las matematicas que, normalmente, no forman parte del
lenguaje cotidiano;
2. Palabras que aparecen en las matematicas y en el lenguaje ordinario, aunque no

siempre con el mismo significado en los dos contextos;
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3. Palabras que tienen significados iguales 0 muy proximos en ambos contextos.

En estas categorias se podria incluir un gran niamero de expresiones asociadas al
tema, debido a los diversos elementos relacionados con el teorema central del limite. En
particular, Tauber (2001, pp. 148) muestra los multiples elementos de significado
especifico relacionados con la distribucion normal, y Méndez (1991, pp. 82) presenta un
mapa conceptual de los elementos que estan involucrados con el teorema. Ademas, la
categoria con mayor numero de palabras y frases es la de palabras especificas ya que el
teorema es un objeto puramente matematico, que ha sido analizado a lo largo de la
historia con un nivel avanzado de conocimiento matemético y Ultimamente por

simulacion.

Tabla 4.4.1. Categorias de términos asociados al teorema y a los conceptos en los cuales se apoya

Palabras especificas matematicas Palabras con Palabras
distinto significado con igual
significado
Teorema  Distribucion limite, teorema, teorema central del Suficientemente Central,
central limite, aproximacion, distribucion asintética en el grande, simulacién — muestra,
del limite  muestreo, convergencia en ley, convergencia de manipulable, caso
sucesiones de v.a., error de estimacion, suma de v.a.i.,, contraejemplo, particular,

idénticamente  distribuida, no i.d., variable muestra grande,
transformada, simulacion con uso del ordenador, generalizacion, bajo

demostracién por f.g.m., funcion caracteristica. ciertas condiciones
Conc_eptos Distribucién normal, binomial, estandar, tipificada, Modelo, Férmula,
relaciona  oqtimacion de la media, demostracion matematica, confiabilidad, valor  variacion,
dos propiedades estadisticas, transformacion algebraicaen medio, valor observa-
la distribucion normal, distribucién de probabilidad, esperado, promedio, ciones,
muestra aleatoria, variables aleatorias discretas y datos, dispersion, proporcion,
continuas, acotadas y no acotadas, variables simetria, tamafio de, finito.
dependientes, parametro, estadistico, calculo de observaciones

probabilidades de variables y estadisticos, desigualdad independientes,
de Chebyshev, ley de los grandes nimeros, varianza,  poblacion,
error estandar de la media, desviacion tipica muestral y muestreo, con y sin

poblacional, ajuste al histograma, curva de reemplazo, infinito,
distribucion, tablas de distribucién normal estandar, representacion
campana de Gauss, Distribucion Gaussiana, gréfica de datos,

distribuciones clasicas, distribucion de diferencias de  analisis,
medias muestrales, funcién de una variable aleatoria, demostracion
estimacion por intervalos, contraste de hip6tesis, informal.
estimador maximo verosimil, estimador por los

momentos, errores aleatorios.

El interés es considerar en la ensefianza los elementos del lenguaje que
conduciran a la comprension del teorema central del limite, tener presente aquellos que
afectan el aprendizaje del teorema y los que no son entendidos por los estudiantes. En la

Tabla 4.4.1 se presentan los términos y expresiones de las tres categorias asociadas a los

107



Capitulo 4
elementos especificos del teorema y a los que se refieren a los conceptos relacionados.

Notaciones y simbolos

Las notaciones simbdlicas son un elemento caracteristico del lenguaje
matematico y no sélo se emplean para representar los conceptos sino para realizar
operaciones con los mismos y constituyen una forma abreviada y precisa para denotar
conceptos o proposiciones. El simbolismo juega un papel fundamental, porque permite
trabajar a un alto nivel de complejidad. La potencialidad de algunos simbolos para
trabajar dualmente, evocando bien un proceso de célculo de un resultado, o un objeto
que puede manejarse en un ambito superior es particularmente adecuado para reducir el
esfuerzo cognitivo. Por todo ello, se deduce la importancia del simbolo en el
aprendizaje, encontrando las siguientes expresiones simbélicas del teorema central del

limite en los dos puntos siguientes:

a. Expresiones usadas en la formulacion del teorema, que son las siguientes: Para la

distribucion muestral de la media de la muestra YzN(y,az/n) para n

— Ko

s/

representacion para muestras grandes de un intervalo de confianza para la media

suficientemente grande, formula de estandarizacion de la media muestral

p=x+Z(1-a/2)s/Jn, el momento de orden k de la v. a. X, estd acotado

E(X/) < o0 Otras notaciones directas del teorema son dadas en las Secciones 4.6 y

4.8.

b. Expresiones usadas al describir conceptos relacionados: estadistico de la media de la

muestra 7(5):%, funcién de probabilidad conjunta de las observaciones

muestrales f(x,,X,.....x,) =11 f, (x;), esperanza de la suma de v.a. E(S,)= E(Z X)),
i=1

varianza de la suma de v.a. Var(Sn):Var(Z X;), distribucion normal de media » y
desviacion tipica o es N(u,o), funcion caracteristica de X es dada por

o(t) = E(eitX ) Otras notaciones relacionadas con el teorema son dadas en la Seccion

4.7.
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Representaciones graficas

Ademas del lenguaje y los simbolos, encontramos con frecuencia
representaciones de tipo diverso. Uno de los elementos caracteristicos de la estadistica
son los graficos. En la mayoria de los textos es comdn ver el histograma como primer
acercamiento al teorema. En particular, el texto Johnson y Kuby (2004) muestra varias

representaciones de distribuciones. Se ha encontrado los siguientes tipos:

a. Al enunciar el teorema encontramos histogramas para representar la distribucién
empirica de las medias muestrales y graficos de control de medias para representar
que la distribucion de las medias muestrales estard mas proxima a una distribucion
normal que las mediciones individuales. Moore (1995) sefiala que los gréficos de
control son importantes en la industria y sirven para ilustrar el uso de las
distribuciones muestrales en inferencia estadistica.

b. Al describir conceptos relacionados hemos hallado graficos de barras para ilustrar
la distribucion de probabilidad tedrica de la poblacion, distribucion de frecuencias
relativas asimetricas, distribuciones poblacionales Uniforme, en forma de J, en
forma de U y normal, distribucién muestral de la media aritmética para distintos

tamafios de muestras.

Simulaciones

Heitele (1975) sefiala que uno de los principios base de la simulacion de
fendmenos aleatorios es la posibilidad de estudiar las propiedades de un fenémeno
aleatorio sustituyéndolo por otro isomorfo. El interés de la simulacion en la ensefianza
de la estadistica y de la probabilidad es destacada entre otros por Fischbein (1975),
Biehler (1991, 1997), Estepa (1993) y Batanero (2001) sefialando que la simulacion
permite poner en manos del alumno un nuevo instrumento que hace posible la
exploracién y el descubrimiento de conceptos y principios que de otro modo serian
mucho mas abstractos, contribuyendo a la mejora de la intuicion probabilistica.

Por otro lado hay que tener ciertas precauciones. Countinho (2001) plantea que
no es sencillo la actividad de simulacion, observando diferentes dificultades de los
alumnos al proponerles situaciones con modelos de urnas; tales como, dificultad de
manejo de software, resistencia al usar la simulacion y la aproximacion experimental,
dificultad en aceptar datos de simulaciones que no han recogido personalmente y

dificultad en diferenciar la estimacion de la probabilidad que proporciona la simulacion
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del verdadero valor tedrico de la probabilidad.

Godino (1998) justifica el uso de materiales en la medida que haga posible el
planteamiento de problemas significativos, dentro de situaciones didacticas con
oportunidad de indagar posibles soluciones, expresar dichas soluciones y razonar su
validez. En particular, el empleo de la simulacion es especialmente Util en la ensefianza
de las distribuciones en el muestreo. Godino (1995) manifiesta que al realizar muestreos
repetidos con el ordenador, los puntos esenciales en estas distribuciones son reconocer
que el estimador es una variable aleatoria, que se puede conocer el tipo de distribucién
que sigue el pardmetro, y que el valor esperado de un estimador insesgado se acercaré al
del parametro en la poblacion.

Lipson (1994) nos dice que la idea de distribucion en el muestreo es compleja 'y
su comprension no puede disociarse de la comprension del proceso de muestreo que es
dindmico, depende de la poblacion, el tipo de muestras extraidas, el estadistico que se
calcule a partir de estas muestras y su distribucién. Se destaca el trabajo que estan
realizando delMas, Garfield y Chance (1999, 2004) y Chance delMas, Garfield (2004)
en desarrollar actividades de simulacion en las distribuciones muestrales, para mejorar
el razonamiento estadistico de los estudiantes.

En los textos Rossman (1996), Mendenhall y Sincich (1997), Johnson y Kuby
(2004) se proponen ejercicios para generar muestras aleatorias de observaciones de
diversas distribuciones de probabilidad, usando los paquetes de software estadistico
MINITAB, SAS y planilla electronica EXCEL. En este proceso de estudio se quiere
confrontar a los alumnos con problemas cuya solucion requiera el uso de los elementos
relacionados con nuestro teorema central del limite. Se puede mencionar las siguientes
representaciones simuladas de interés: a) Simulacion con material manipulable: para
muestras pequefias se utiliza el aparato de Galton, asi como los dispositivos de los dados
y bolas extraidas de urnas mediante las anotaciones del experimento con lapiz y papel;
b) Simulacion con el ordenador para muestras grandes.

Los programas estadisticos actuales ofrecen simulaciones variadas de
representaciones graficas como numéricas para muestras grandes, ademas de superponer
distribuciones de probabilidades. Sin embargo, la simulacion en las distribuciones
muestrales mediante distintos materiales (material manipulable, software estadistico,
ordenador, libros, representaciones graficas) de apoyo a descubrir y comprender
conceptos basicos del teorema central del limite es todo un desafio para los docentes e

investigadores en la ensefianza y aprendizaje del tema.
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Conclusiones sobre el lenguaje y representaciones presentes en los textos
analizados

En la Tabla 4.4.2 se presenta un resumen de las expresiones y representaciones
del teorema. Debido a la diversidad de expresiones del teorema central del limite y los
conceptos relacionados con el teorema, hemos considerados solamente los términos
especificos del teorema, encontrando que son los textos de estadistica matematica los
que la presentan, ademéas de un texto para ingenieros, Scheaffer y McClave (1993).
Observamos ademas que estas expresiones tienden a no ser considerados en los nuevos
textos y ediciones. El lenguaje mas comun para referirse al teorema es a través de los

simbolos, presente en todos los textos a excepcion de Johnson y Kuby (2004).

Tabla 4.4.2. Lenguaje y representaciones del teorema presente en los textos

Textos [4] [3] [§] [18][13] [12][13] [15] [17] [19] [21] [23] [26] [27] [28] [29]

T,érminos X A K +A 2 x TA A 2 s ag
Simbolos A A A A A °
Graficos e A i A A ©
Simulacién

En relacidn a las representaciones graficas es escasa su presencia en los textos
analizados, ya que la mayoria se limita a los histogramas de la distribucién binomial. Se
destaca el texto de Johnson y Kuby (2004) que muestra graficos para distintos tamafios
de muestras en varias distribuciones no clasicas. De igual forma, llama la atencién que
el lenguaje menos utilizado en los libros sea la simulacion, parece que aun no
considerado de relevancia por los autores modernos como apoyo didactico a la
comprension del teorema. De los ocho textos de estadistica para ingenieros solo tres la
presentan. Ademas, se encuentra que solo los textos Johnson y Kuby (2004) y Devore
(2001) intentan conducir al alumno de la simulacion manual a la simulacién con uso del
ordenador, transferencia de secuencia didactica del teorema que consideramos

importante.

4.5. PROCEDIMIENTOS
Los procedimientos y algoritmos son las técnicas especificas o estrategias
realizadas para la resolucion de problemas. Las situaciones-problemas relacionadas con

el teorema se puede resolver utilizando las siguientes técnicas:
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AP1: Célculo algebraico y transformacion de variables aleatorias

El procedimiento general de resolucién de problemas presente en la mayor parte
de los libros es el siguiente: entender el problema, reconocer la distribucién inicial de la
poblacion, obtener la distribucién en el muestreo de la variable aleatoria,
estandarizacion normal de la variable aleatoria, calcular la probabilidad pedida mediante
la normal estandar, interpretacion. A continuacion se describe dos casos tipicos en los
libros:

El primero es el calculo algebraico de la suma de variables aleatorias. Dos son
las distribuciones discretas mas utilizadas por los autores, la distribucion binomial y la

de Poisson. Se reproduce un ejemplo cuya solucion comienza definiendo la variable s,

“namero de arboles que mueren en la muestra de tamafio 250”, como suma de variables
Bernoulli de pardametro p = 0,2; que es la proporcion de arboles que mueren por el

producto quimico. Se estima la probabilidad pedida P(S,>60) mediante el teorema

central del limite (n es suficientemente grande), determinando la esperanza y varianza
de la variable suma, que son respectivamente 50 y 40. Al estandarizar la variable suma,
usando la correccion de continuidad, se recurre a la tabla de la distribucién normal
estandar para obtener el valor critico; en este caso de forma indirecta. Asi, la
probabilidad de que mueran al menos 60 &rboles es de un 5,7%. Este campo de
problemas permite al alumno en forma concreta comparar esta aproximacion con el
calculo de probabilidad de la variable suma en forma exacta, mediante el modelo de la

distribucion binomial de parametrosn =250y p =0,2.

Las compafiias eléctricas podan los arboles que crecen cerca de sus lineas para evitar cortes eléctricos
debidos a la caida de arboles durante las tormentas. La aplicacion de un producto quimico para retrasar el
crecimiento de los arboles es mas barato que podar los arboles, pero estos productos matan algunos de los
arboles. Suponga que un producto quimico de este tipo matara el 20% de los arces. La compafiia eléctrica
prueba este producto con una muestra aleatoria de 250 arces.

a) ¢Cuél es la media y la desviacién estandar del nimero de arboles de la muestra que mueren?

b) ¢Cual es la probabilidad de que mueran al menos 60 arboles (el 24% de la muestra)? Moore (1995,

pp. 327)

El segundo caso es el célculo algebraico de la media muestral de variables
aleatorias. Este caso es el mas tipico y presente en todos los libros de textos analizados.
Las situaciones planteadas no son explicitas en la aplicacion del teorema central del
limite, en cuanto a separar el procedimiento de calculo primero para la suma de

variables aleatorias y luego para la media aritmética. Esto puede ser una dificultad de
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aprendizaje del tema en los alumnos. El siguiente ejemplo de aplicacion en esta practica

tipica consiste en calcular la probabilidad P(Yg 58).

Los resultados de las pruebas finales de todos los alumnos del ultimo afio de las preparatorias de cierto
estado tienen una media de 60 y una varianza de 64. Una generacion especifica de cierta preparatoria de n
= 100 alumnos tuvo una media de 58. ¢;Puede afirmarse que esta preparatoria sea inferior? (Calcular la
probabilidad de que la media muestral sea a lo mas 58 cuando n = 100).

Mendenhall, Wackerly y Scheaffer (1994, pp. 299).

AP2: Tipificacion / destipificacion del calculo de probabilidades para obtener una
muestra aleatoria de tamafio adecuado

La resolucion de problemas de tipificacion o su inversa es importante en el
trabajo con la distribucion normal. En el siguiente ejemplo, que se observa en varios
textos, se desea determinar que tan grande debe tomarse una muestra, dada un error de

estimacion entre los pardmetros poblacionales y muestrales y con cierta probabilidad.

La hipotesis de trabajo en términos probabilisticos es P(‘Y—y‘ < 0,3): 0,95. El desarrollo

de esta expresion conduce a encontrar un tamafio de muestra adecuado. Para ello, se
estandariza el error de estimacion del parametro vn(X - x)/o a la normal tipificada, por
el teorema central del limite. Mediante la tabla normal y despejando la incognita n, se
concluye que se necesitan 43 observaciones para que la media de la muestra tenga
probabilidad del 95% de estar dentro de 0,3 onzas de la media de la poblacién. Moore
(1995, pp. 70) plantea un ejemplo en esta situacion utilizando la tabla de la distribucién

normal.

Se ha observado durante mucho tiempo que una maquina determinada para llenar botellas, tiene una

varianza en las cantidades de llenado aproximadamente de o2 =1 onza. Sin embargo el promedio de las
onzas de llenado & depende de un ajuste que puede cambiar de dia a dia, o de operador a operador.

¢Cuantas observaciones se deben efectuar en la muestra para que X quede a menos de 0,3 onzas de u
con una probabilidad de 0,95? Scheaffer y Mc Clave (1993, pp. 236).

AP3: Calculo de probabilidades referidas al teorema con calculadora, tablas de
distribucion o programa de ordenador

Para muestras de tamafio grande es util el calculo de probabilidades mediante
simulacion con el ordenador, en la cual obtener una muestra de tamafio n en una
poblacion es equivalente a sacar una bola (la muestra de tamafio n) de una poblacion
(todas las muestras de tamafio n de la poblacion de referencia), y obtener de tal muestra

el estadistico que queremos calcular. Creemos que uno de los enfoques actuales de la
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estadistica debe ser la interpretacién de los resultados de salidas de paquetes estadisticos
con el ordenador, utilizando datos reales y situaciones de interés del educando. La
mayor parte de los paquetes de software de estadistica para ordenadores cuenta con
algoritmos integrados para generar muestras aleatorias de observaciones de diversas
distribuciones de probabilidad.

De los textos analizados sélo dos libros plantean problemas con ordenador, con
ejercicios e instrucciones anotadas. Mendenhall y Sincich (1997) presentan ejercicios
del tema con uso de paquetes estadisticos SAS y MINITAB (pp. 333). Johnson y Kuby
(2004) ademas proponen ejercicios utilizando MINITAB, EXCEL vy la calculadora TI-
83 (ver comandos en las paginas 252 para generar n datos aleatorios de una distribucion
normal dado su media y desviacion estandar y en la pégina 50 para elaborar un
histograma). A continuacién, se muestra un ejemplo en que se requieren los siguientes
comandos de Minitab para su resolucion: Normal Random data, Mean Row Statistics y
Histogram. Esta practica permite al estudiante ver si el teorema central del limite puede
comprobarse empiricamente, es decir, si se cumple cuando la distribucion muestral se

forma con las medias muestrales que resultan de un muestreo aleatorio.

MINITAB. a) Use una computadora para elegir aleatoriamente 200 muestras de tamafio 24 de una
poblacién normal con media 20 y desviacion estandar 4,5; b) Encuentre la media muestral para cada una
de las 200 muestras; c) Use las 200 muestras para elaborar un histograma, encuentre la media de las
medias muestrales y encuentre su desviacion estandar; d) Compare los resultados de c¢) con las

descripciones del teorema central del limite ( My =H , OF = a/\/ﬁ , para n suficientemente grande la

distribucion de las medias muestrales se vuelve aproximadamente normal); €) ¢(Qué efecto tiene el
incremento del tamafio de la muestra de 6 a 24?, ;Qué efecto tiene el incremento de 100 muestras a 200
muestras? Johnson y Kuby (2004, pp. 289).

AP4: Célculo de probabilidades referidas al teorema a partir de simulacién con
materiales manipulables

Se considera que un primer acercamiento del estudiante al teorema central del
limite, debiera ser a través de la simulacién manual con tamafios de muestras pequefios,
con lapiz y papel, de manera que adquiera el procedimiento de trabajo de la aplicacion
del teorema central del limite. Luego, se pueden disefiar ejercicios para ser resueltos con
ayuda de un ordenador. Por ejemplo, para generar muestras de tamafio 3, podemos
tomar tres tarjetas idénticas numeradas 5, 7 y 9; las colocamos dentro de una bolsa y
extraemos la muestra aplicando el criterio de reemplazo entre cada extraccion. O bien,

podemos usar un dado, de modo que 5 esté representado por 1y 2; 7 por 3y 4;y 9 por 5
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y 6. Otra opcion es la de extraer las muestras usando la tabla de numeros aleatorios.

Se presenta un ejemplo de célculo de la distribucion muestral tedrica, Figura
4.5.1, tomado de Johnson y Kuby (2004, pp. 284). El procedimiento de resolucion es: a)
Considerar todas las muestras posibles de tamafio 2 que pueden extraerse de una
poblacion que contiene los nimeros 2, 4 y 6; b) Representar la distribucion de la

poblacion; c¢) Calcular la media ;2 y desviacion estandar o; d) Enumerar todas las
muestras posibles de tamario 2 y calcular la medias de estas muestras; €) Obtener la
distribucion de probabilidad de estas medias y calcular la media y el error estandar;

f) Dibujar el histograma de la distribucion muestral. Asi, se demuestran las siguientes

propiedades:

1. lamedia xy de la distribucion muestral es igual a la media x de la poblacion, con

valor 4,0;
2. El error estandar de la media para la distribucién muestral es igual a la desviacién

estandar de la poblacién dividida por la raiz cuadrada del tamafio de la muestra
oy =0o/vn =163/y2 =115;

3. Ladistribucién se comporta, aproximadamente, de manera normal.

Figura 4.5.1. Ejemplo de simulacién con pequefias muestras

Foblacidn Pixh = 1/3, parax =2, 4,6 Extensidn paralamedia muestral
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Conclusiones sobre los procedimientos presentados

Se observa en la Tabla 4.5.1, que la estrategia m&s comin para resolver los
problemas es el célculo algebraico de la suma o media de v.a., presente en todos los
textos analizados. Por el contrario, la técnica menos empleada en los libros es la
tipificacion o su inversa. Se considera que deberia estar presente este procedimiento en
muchos textos, ya que le exige al alumno habilidad en la operatoria algebraica y
dominio del teorema como etapa inicial en el aprendizaje del teorema central del limite

y sus elementos relacionados como por ejemplo el error de estimacion.

Tabla 4.5.1. Procedimientos que presentan los libros seleccionados

Textos [4] [7] [8] [10] [11] [12] [43] [15] [17] [19] [21] [23] [26] [27] [28] [29]
AP1: Célculo algebraico y transformacion de Ww + 848 w4 446 448 400
variables aleatorias

AP2: Tipificacion/ destipificacion 4w 4

AP3: Calculo de probabilidades con A + a A
calculadora, tablas estadisticas u ordenador

AP4; Célculo de probabilidades a partir de w W 4 4 A

simulacion

Con los libros y textos nuevos, la simulacion se hace presente cada vez mas
como técnica especifica de presentar el teorema, pero no con la misma fuerza
innovadora que tiene la tecnologia. De los textos considerados, s6lo Mendenhall y
Sincich (1997) y Johnson y Kuby (2004) enfatizan la importancia de las aplicaciones
del teorema central del limite para muestras grandes, a través del planteamiento de
problemas con el ordenador. Se encuentra esta técnica en cinco de ocho libros de
ingenieria, pero llama la atencion que sélo en tres de ellos con apoyo del ordenador.

De los 16 libros hay cuatro que presentan tan solo un algoritmo de resolucion de
problemas al estudiante, lo que consideramos que puede ser preocupante en la
comprension del teorema. En general, los textos de matematicas carecen de simulacion.
Destacamos los textos para ingenieros, Scheaffer y Mc Clave (1993) y Devore (2001)
que presentan tres de los cuatro algoritmos de aplicacion del teorema, asi también el
texto moderno de Johnson y Kuby (2004).

En la ensefianza del teorema, se planteara una secuencia didactica en el
aprendizaje del teorema, partiendo con situaciones problema tangibles para el alumno
con muestras pequefias, desarrollo de la operatoria algebraica con el nivel matematico

acorde a los requerimientos de un ingeniero, distinguiendo el céalculo de probabilidades
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para variables transformadas de la suma y la media aritmética. Se considerara el
enfoque actual del razonamiento estadistico con el uso de las nuevas tecnologias en la

interpretacion grafica de variables con el ordenador.

4.6. ENUNCIADOS DIFERENCIADOS DEL TEOREMA

Se encuentran diversos tipos de presentaciones para el teorema, ya sea general o
formal que enfatizan diferentes aspectos del significado de los conceptos o se remiten a
diferentes formas de aplicacion. En primer lugar se clasifica los enunciados segun se
haga referencia a la convergencia en probabilidad o simplemente a la convergencia

funcional ordinaria, encontrando dos casos diferenciados.

E1l: Enunciado del teorema mediante la convergencia de sucesiones de variables
aleatorias

Se presenta el teorema de manera formal y rigurosa con un nivel de matematica
avanzada. Damos el siguiente ejemplo dado por Cuadras (1999, pp. 189) para variables

aleatorias independientes no idénticamente distribuidas:

Si en una sucesion de v.a. independientes de medias E(X;) = W y varianzas Var(X;) :aiz, entonces, en

S S u
n— 2 i _ CONVERGE EN LEY » N(0)

\/ZUi2

ciertas condiciones generales, la variable suma, reducida:

La comprension de este enunciado, que indica que la suma de v.a. tiende a
distribuirse segun una normal reducida, cuando n— «, requiere que el estudiante esté
familiarizado con los conceptos de convergencia en probabilidad, sucesiones de
variables, limite y error de estimacién. Ademas se puede encontrar diversos matices.

Por ejemplo, Lebart, Morineau y Fénelon (1985) introducen la siguiente definicion:

Se dice que una sucesion de variables (X, ), definidas en el mismo espacio Q,

converge en probabilidad hacia una variable X, si para todo &£>0:

LimP(X, - X| <¢)=1.
n—oo

Otro tipo de convergencia es la de convergencia en ley, que implica la

convergencia funcional de la funcion de distribucion:
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Se dice que la sucesion (x,) converge en ley hacia la variable X, si la funcion

de distribucion F, (x) converge hacia la funcion de distribucion Fy (x).

Cabe sefialar, que se puede demostrar que la convergencia en probabilidad

implica la convergencia en ley.

E2: Enunciado del teorema como limite ordinario de una sucesion de funciones

Otra manera formal de enunciar el teorema central del limite es por medio de
limites funcionales. Se reproduce la formulacién del teorema por Kalbfleisch (1984, pp.
189) en términos de limite de funciones de la suma de n variables aleatorias
independientes, discretas o continuas con igual media y varianza. En este caso la
convergencia tiene un matiz determinista, mientras que en el anterior es aleatoria (en
probabilidad).

Denotemos por f,, la funcion densidad de probabilidad de la suma S, o la altura del histograma de S,
en el caso discreto. El teorema central del limite afirma que, para todo nOmero real z,

Lim f,(2) =—=—exp|- 2% /2],
n—oo

NP

Debemos observar que en lugar de expresar el teorema a través de la funcion
densidad de probabilidad, se puede definir con la funcién de distribucién acumulada de

la normal, como lo expresa Lebart y cols. (1985, pp. 56):

Se verifica que la distribucion de s,, de variables aleatorias independientes e

idénticamente distribuidas, tiende a hacia la ley de Laplace-Gauss:

rITLTO{FSn (X)}:% Xjexp% 22 /2}dz .

Otra clasificacion es segun la generalidad con que se presente el teorema y asi se

obtienen los casos siguientes:

E3: Enunciado del teorema para la suma de variables aleatorias independientes no

idénticamente distribuidas
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Si una v.a. puede representarse como una suma de n variables aleatorias
independientes cualesquiera, entonces esta suma para un n suficientemente grande esta

distribuida aproximadamente normal.

Sea X, X, e , X, ... Una sucesion de variables aleatorias independientes con E(X;) = W ¥
Var(X) =o?, i=1,2,... Sea S,=X;+ X,+--+X,. Luego bajo ciertas condiciones generales
n
Sn— 2 4

Z, =——"=1 tiene aproximadamente la distribucién N (0 , 1). (Meyer, 1992, pp. 332).

i \/Zin:laiz

E4: Enunciado del teorema para la suma de variables aleatorias independientes
idénticamente distribuidas

Esta presentacion mas restringida del teorema es la mas comun en los libros,
pero en la mayoria se presenta para la media muestral mas que la suma. A continuacion

se ilustra un ejemplo para el caso de la suma:

Si se extrae una muestra aleatoria de n observaciones de una poblacién con una media finita By una
varianza finita o%, entonces, si n es lo bastante grande, la distribucion de muestreo de la suma S, =3 X;

se puede aproximar con una funcion de densidad normal cuya media es npy varianza n o°. (Mendenhall y
Sincich, 1997, pp. 315)

E5: Enunciado del teorema de forma general

Son varios los textos aplicado a la ingenieria que introducen el tema sin
formulacién matematica. Hoy en dia es mas conocido el teorema de manera general
para el estimador de medias muestrales. Moore (1995, pp. 304) presenta el siguiente

enunciado:

Obtén una muestra aleatoria simple de tamafio n de cualquier poblacion de media p 'y desviacion tipica
finita 5. Cuando n es grande, la distribucion de la media muestral X se aproxima mucho a la
distribucion normal N (g, O'/\/ﬁ) con media Py desviacion tipica O'/\/ﬁ.

E6: Enunciado intuitivo del teorema
Una forma de presentar el teorema es a través de la manipulacion con objetos

didacticos concretos de un experimento. Montgomery y Runger (1996, pp. 302)

introducen el teorema mostrando graficamente que la aproximacion normal para X
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depende del tamafio n de la muestra, mediante el lanzamientos de varios dados: a)
primero muestra la distribucion al lanzar un dado, cuyas probabilidades son iguales 1/6
para todos los valores obtenidos, 1,2,3,4,5 0 6; b) Luego presenta los graficos de la
distribucion del puntaje promedio obtenidos cuando se lanzan dos, tres, cinco y diez
dados respectivamente. Se hace notar que, si la poblacion (caras de un dado) esta
relativamente lejos de ser normal, la distribucion de los promedios queda aproximada,
de manera razonablemente buena, por la distribucion normal, incluso para tamarfios de
muestra tan pequefios como cinco. En particular, para muestras pequefas, el teorema

central del limite funciona donde la poblacion sea continua, unimodal y simétrica.

Conclusiones sobre los enunciados presentadas

Observamos en la Tabla 4.6.1 que el enunciado presente en la mayoria de los
textos es la correspondiente a la suma de v.a.i. idénticamente distribuidas (E4). Los
enunciados menos encontrados en los libros son los de mayor rigor matematico (E1 y
E2), seqguido del enunciado del teorema central del limite para v.a.i. no idénticamente
distribuida. La tendencia de los textos actuales es hacia la presentacion intuitiva del
teorema, contrario a los libros mas antiguo que lo introducen de manera formal el

teorema.

Tabla 4.6.1. Enunciados que presentan los libros seleccionados

Textos [4]1[71[8][10] [11][12][13][15][17][19] [21] [23][26] [27][28] [29
E1: Mediante convergencia de w oW
sucesiones de v.a.
E2: Como limite ordinario de una WO * ©
sucesion de funciones
E3: Para la suma de variables woRow +
independientes no idénticamente
distribuidas
E4: Para la suma de variables
independientes idénticamente
distribuidas
E5: Enunciado de forma general A% Y % i

E6: Enunciado intuitivo del teorema

AR +2A Ao * A A A A A O

> >

A A

El texto Wisniewsky y Velasco (2001) presenta cuatro enunciados, y los clasicos
como Canavos (1992) y Pefia (1995) dan sélo algunos de los seis. El texto de Johnson y
Kuby (2004) prioriza solo la presentacion del teorema de forma general y mediante la

simulacion. Por el contrario, son los textos de estadistica matematicas los que presentan
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mas formas de introducir el teorema central del limite, por ejemplo en el libro de De
Groot (1988) encontramos cinco enunciados del teorema, con nivel avanzado en
matematica y de forma general. Por Gltimo observamos en los textos que los enunciados

E4 a E6 no son precisos y claros, 1o hacen por medio de un ejercicio planteado.

4.7. PROPIEDADES

Tauber (2001) en su estudio de la distribucion normal clasific las propiedades
en: Propiedades geométricas: aquellas que se derivan del andlisis de la grafica de la
funcion de densidad; propiedades estadisticas: aquellas que relacionan la distribucion
normal con la prediccion de valores y el célculo de probabilidades; y propiedades
algebraicas: aquellas donde la funcién densidad es considerada como funcion
algebraica. A continuacion se presentan las propiedades encontradas que son de tres

tipos:

1. Propiedades de la distribucion de la suma o media de variables aleatorias que
interviene en el teorema central del limite;

2. Propiedades de ciertas distribuciones para valores grandes de sus parametros (se
trata de aplicaciones concretas del teorema central del limite);

3. Propiedades de la distribucion normal, que se deduce al aplicarlo. Para este caso

solo presentamos un resumen, puesto que fueron analizadas por Tauber (2001).

Propiedades de la distribucion de la suma de variables que interviene en el
teorema

Las propiedades que a continuacion se dan, de alguna manera ponen en
correspondencia diferentes elementos del teorema central del limite. La mayoria estan
clasificadas en propiedades estadisticas debido a que el teorema estd inserto en la
unidad de las distribuciones muestrales que tiene como base la teoria y célculo de
probabilidades. Las propiedades que realizan transformaciones son consideradas

algebraicas (P5y P6).

P1: La media de la distribucion aproximada de una suma de variables aleatorias es la
suma de las medias

Considere las v.a. X,, X,,......, X, con valores medios s,......, 1, , reSpectivamente,

y varianzas o?,..,c2 respectivamente, ademas de n constantes numéricas a.......,a,. Si
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las v.a. X; son o no independientes, se cumple que la media de la combinacién lineal de
las X; es la suma de la medias. Esto es,
E(Y aiX; )= aE(Xy) + -+ a,E(X,) = auy + @y, -+ 2y, . En forma general, esto conduce
a la ley débil de los grandes nimeros que dice que para una sucesion de v.a., la variable
media X converge en probabilidad hacia la variable degenerada (constante) » (Lebart

y cols., 1985).

P2: La varianza de la distribucion aproximada de la suma de variables aleatorias es la
suma de las varianzas
Continuando el caso anterior, si X, X,,....., X, son independientes se cumple

n n
que: Var(Zaixij=Zai2V(xi):afof+~-+a§a§. En el caso para X, X, X,
i=1 i=1

- - n n
cualesquiera se tiene: Var(a, X, +--+a,X,)=. > a a; Cov(X;, X, ). (Devore, 2001). En el
i-1j-1

caso en que la muestra proceda de una poblacién con media x y varianza % y como

combinacion lineal consideramos la media muestral X, se tiene que la varianza de la

2

media muestral es Var(?)z% , ademas de E(Y):y (Ardanuy y Martin, 1998). La

relacion de este caso con la distribucion normal es la siguiente: si la poblacion de
partida es normal N(u,o?) resultara que X tendrd también una distribucion normal

N(u o?/n) . Para el caso en que la poblacion madre no sea normal, enunciada en P3, la

distribucion muestral de X se aproxima a una normal N(u,c?/n) para tamafios de

muestra n>30 (criterio de tipo préactico).

P3: La media aritmética de una muestra aleatoria de tamafio suficientemente grande
sigue una distribucién aproximadamente normal

Esta propiedad estd presente en todos los textos analizados, para definir el
teorema central del limite. Son pocos los libros que primero definen el teorema para la
suma y luego para el promedio de la muestra. Canavos (1992, pp. 230) lo plantea en
lenguaje simbolico y verbal:

Sean X,,X,,...., X, n variables aleatorias independientes e igualmente

n
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distribuidas con una distribucion de probabilidad no especificada, y que tienen

media E(X,)=x 'y Var(X;)=o® finita. El promedio muestral
Xn =%(x1+---+ X,) tiende a una distribucién normal con media x y varianza

o2/n.

Ardanuy y Martin (1998) observan que a veces se obtiene la muestra por medio
de un muestreo sin reposicion de una poblacion con N unidades estadisticas (muestreo

en una poblacidn finita). En este caso las n variables aleatorias seran dependientes y su

media muestral tiene el siguiente valor esperado y varianza: E(Y):y y

n 2 _o® (N-n)
iglVar(Xi)+n—ZEJ_Cov(Xi,XJ-)_ T

1
2

Var(?): -

, donde N es el tamafio de la

poblacion y n el tamafio de la muestra. Para muestras grandes se tiene que X es

aproximadamente normal con esa media y varianza. Aqui nuevamente observamos que
el valor esperado de X es independiente de N y n y ademés que para N -, la
expresion (N —n)/(N —1) tiende a 1y, por lo tanto, la varianza de la media muestral x
sera aproximadamente o?/n. En la practica suele considerarse buena esta aproximacion

cuando la fraccion de muestreo n/N es menor de un 10%.

P4: La aproximacion mejora con el nimero de sumandos

Si bien la distribucién limite de la suma s, =Y X; de v.a. no depende de las
distribuciones de las X;, la rapidez con la que la suma se aproxima a la normal depende

en gran medida de la forma de dichas distribuciones. Kalbfleisch (1984) dice que si son
simétricas, la aproximacion a la normal es bastante buena para valores muy pequefios de

n. Sin embargo, si las distribuciones de las X; son muy asimétricas, n tiene que ser a

veces muy grande para obtener una aproximacién satisfactoria. Algunos ejemplos
gréficos son presentados en Johnson y Kuby (2004, pp. 265,267,286 y 287) de
aproximacion a la normal para distintos tamafios de muestra de la media muestral en las
distribuciones binomial, uniforme, en forma de J, de U y normal. También, Devore
(2001, pp. 226) ilustra un ejemplo de simulacion para una distribucion lognormal
poblacional sesgada, observando la aproximacion a la normal para distintos tamafios de
muestra. Otros ejemplos para estudiar el comportamiento del tamafio de muestra son
dados en Mendenhall y Sincich (1997, pp. 302 a 310).
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P5: Las transformaciones lineales de variables aleatorias también siguen una
distribucion asintotica normal

Caso 1: La distribucion aproximada de la media muestral es presentada en el
teorema como variable transformada a la normal estandar, siendo la expresion mas
comun en los libros. Por ejemplo Velasco y Wisniewski (2001, pp. 218) hacen la

siguiente definicion del teorema:

Si X;,X,,......, X, constituyen una muestra aleatoria de una poblacion infinita
que tiene la media u, la varianza <%, entonces la distribuciéon limite de

_Xn-—u

-

z cuando n — «, es la distribucion normal tipificada.

Caso 2: El caso anterior se puede ampliar a una clase grande de funciones de X
o de funciones de cualquier variable aleatoria asintticamente normal. Scheaffer y

McClave (1993) lo presenta en la forma:

Mediante el uso de las propiedades de los desarrollos de las series de Taylor,
podemos conocer el comportamiento de una funcion de x , f(x), donde f(x)
es una funcion de valor real tal que su derivada existe cerca de x Y es distinta

de cero. La variable transformada Z tiene una funcién de distribucion que

converge a las distribucion normal estandar cuando n—» o , Z = ‘/ﬁ‘g(x) ‘_ 9(x)
9 (u)-o

P6: Las medias muestrales en dos poblaciones sigue una distribucion aproximadamente
normal

Si tomamos muestras aleatorias independientes de tamafio n, y n, extraidas a
partir de poblaciones con medias 4 y u, Yy varianzas o2 y o, respectivamente,
entonces la distribucion muestral para la diferencia de medias X,-X, es
aproximadamente normal, con media y varianza dada por: s —u, Y o2/m +oZ/n,.

(Ardanuy y Martin 1998, pp. 129).
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P7: Aproximacion de una distribucion discreta por una continua

Sea S, la variable aleatoria “namero de aciertos” en n experiencias de Bernoulli;

- - - - n - - -
si X, es una variable de Bernoulli, la variable s, =3 X, sigue una ley binomial, con
i=1

S, —np

\np - p)

la funcién distribucion de s, tiende a la N(np ,npL- p)). (Lebart y cols., 1985). En

E(S,)=np Y Var(S,)=np(- p). Pongamos: z, = . Cuando n tiende a infinito,

Ve - LN B -z (13 7 X
Estadistica se utiliza la transformacion “arco seno” Y =arc sen‘/(’L—;’//? que transforma
n+

la variable X con distribucion B(n,p) en una variable Y aproximadamente normal

N(arc sen\/E,]/4n) .

P8: Aproximacion de algunas distribuciones clasicas a la distribucién normal

Distribucién Poisson: Para x grande, la distribucion Poisson P(x) se aproxima
a la distribucion normal N(u, ). La suma de v.a. independientes con distribucion de

Poisson es también poisson de parametro la suma de parametros y esta aproximacion es

aceptable para x>5 y mejora a medida que aumenta .. En estadistica se utiliza
también la transformacion “raiz cuadrada” Y =,/ X +§ que convierte la variable X con

distribucion P(x) en una variable Y con distribucién normal aproximada N(\/Z,1/4).
Distribucién Gamma: Como la distribucion gamma G(«, ), siendo g entero, es
la distribucion de la suma de g variables aleatorias independientes, con distribucion
exponencial de parametro «, la distribucion gamma se puede considerar
aproximadamente normal N(ﬂ/a,ﬂ/az). La aproximacion es suficiente para 5>15.
Distribucion Uniforme: Sea X v.a. con distribucién uniforme en el intervalo (-

1,+41). Si X, Xy, X, son v.a. independientes con la misma distribucion que X,

n

: : : S, ..
entonces la v.a. S, =Y X; tiene media 0 y varianza n/3. Luego la v.a. Zz=—="- tiene

V3
aproximadamente una distribucion normal estandar N(0,1). Esta distribucion se utiliza
para generar numeros aleatorios con distribucion N(0,1). Es suficiente tomar n = 12
(Cuadras, 1999).

Distribucion Log-Normal: La v.a. X sigue una distribucion logaritmico-normal

LN(a,b,c?) de pardmetros una constante a, b=e” y o2, si la variable transformada
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Y =log(X —a) sigue la distribucién normal N(u,o?). Cuadras (1999) sefiala que bajo
ciertas condiciones de regularidad, si X, X,,....,X, son v.a. independientes, la
distribucion de la v.a. producto P, = X, - X,---X, puede aproximarse a una log-normal si

n es grande, independientemente de la distribucién de cada Xx;. Es decir, P, se

distribuye aproximada a una N (a +be” 2 b2’ (e —1)).

P9: Los errores aleatorios siguen una distribucién asintética normal

Lo errores llamados aleatorios, que se presentan en observaciones astronémicas,
pesadas de balanzas, etc., y en general en la mayoria de las medidas con algun aparato,
son la suma de un numero elevado de errores elementales independientes: corrientes de
aire, vibraciones, error de apreciacion, etc. (Meyer, 1992) (Ver el campo de problema
(CP5) de estimacion del error de aproximacion en el teorema central del limite, en la
cual se comentd de los estimadores insesgado, la desigualdad de Chebyshev y la ley de
los grandes nimeros en el estudio de los errores).

Una pregunta de interés es ¢En que condiciones podremos identificar un valor
observado de una v.a. X con su media E(X)? Parzen (1987) sefiala que para que haya
una probabilidad alta de que el porcentaje de error de X como estimador de E(X) sea

pequefio, es suficiente que la razon de sefial a ruido |E(X)|/oy sea grande. ;Cuan grande

debe ser la medida de la razén de sefial a ruido de X para que su valor observado x sea

buena estimacion de su media? Una respuesta es considerar |E(X)|/ox > 20 si se aplica la

aproximacion de la distribucién normal.

P10: Los estimadores de maxima verosimilitud tienen distribucion asintotica normal

Si en una distribucion conocida se desconocen los valores que toma el
parametro, el problema estadistico consiste en estimar dicho valor a través de la
informacion entregada por una muestra. En el estudio de las propiedades de un buen
estimador se percibe que mientras menor es la varianza de un estimador incrementa la
probabilidad de obtener estimaciones mas proximas al verdadero valor del pardmetro
que se estima. Luego, mientras mas pequefia es su varianza, mayor es la eficiencia del
estimador.

El método de maxima verosimilitud es un procedimiento para obtener
estimadores de parametros poblacionales. Esta técnica aplicable a una amplia gama de
problemas dispone de buenas propiedades como la de ser asintéticamente insesgado,
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consistente e invariante. En particular, una propiedad muy importante se refiere a la
distribucion de probabilidad del estimador por ser consistente: Al aumentar el tamarfio
muestral, su distribucion de probabilidad converge a una normal, con media « Yy
varianza igual a la cota de Cramer-Rao en un sentido limite, por lo que es

asintoticamente eficiente.

Notemos que un estimador insesgado ¢ es el mas eficiente de todos los

estimadores insesgados si su varianza satisface la Cota Inferior de la Desigualdad de

Cramer — Rao V(@)z ! ~=CCR. Asi, el estimador maximo
{aln f(x, 6’)}
ng{———~~
o0

verosimil tiene distribucién asintdtica normal N(4,,CCR) siendo 6, el verdadero valor

del pardmetro . (Ver propiedades de estos estimadores en Pefia, 1995, pp. 245).

P11: Los estimadores de los momentos tienen distribucidn asintotica normal

El método de los momentos es una técnica para la obtencién de estimadores de
los parametros de una distribucion. El procedimiento es sencillo y consiste en igualar
momentos poblacionales respecto al origen a los correspondientes momentos
muestrales, formando tantas ecuaciones como parametros poblacionales se pretender

estimar. Una propiedad de los estimadores del método de los momentos, al aplicar el

- n X & :
teorema central del limite al momento m, =3~ de orden k respecto al origen, es que
i=1 N

al ser una m.a. simple, como promedio de v.a. independientes e igualmente distribuidas:

m, tiene una distribucién limite normal, con media igual al correspondiente momento

poblacional x4, =E(X*) y varianza (u, — #2)/n (Novales, 1997).

P12: Correccion de continuidad

En la mayoria de los textos de estadistica para ingenieros la correccion de
continuidad la introducen al usar la aproximacion normal a la distribucion binomial, que
puede mejorarse si lo que se desea es aproximar probabilidades para una variable
aleatoria discreta a partir del intervalo de probabilidades de una variable aleatoria
continua. Es decir, si X es una v.a. binomial con pardmetros ny p, y sea Z una v.a.

normal estandar, entonces
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v NPq v NPq

P(a<X <b) = P[—a_o’s_np <z s—b+0’5_np].

Se utiliza siempre que una variable aleatoria discreta se aproxima mediante una
variable aleatoria continua. Johnson y Kuby (2004) describen esta propiedad para
calcular la probabilidad que x=4 de una v.a. X con distribucion binomial de parametros
n=14 y p=0,5, indicando que para tener una aproximacion adecuada es necesario
considerar la suma y resta de 0,5 al valor de x, denominado factor de correccion por
continuidad. La probabilidad exacta de 0,061 y la probabilidad normal de 0,0594 estan
razonablemente préximas en valor. Una representacion grafica de esta situacion es dada

a continuacioén:

Figura 4.7.1. Aproximacién normal a la distribucion binomial

Propiedades de la distribucion normal que se deduce del teorema
Tauber (2001, pp. 139 a 144) encontro las siguientes propiedades:

Propiedades geométricas:

1. Ladistribucion normal es simétrica respecto de su eje vertical donde tiene la media;

2. La moda, que es el punto sobre el eje horizontal donde la curva tiene su maximo,
ocurre en x=x (media);

3. La media, mediana y moda en las distribuciones simétricas coinciden en un mismo
punto, por tanto son iguales en las distribuciones normales;

4. Concavidad y convexidad,;

5. El eje de las abscisas es una asintota de la funcion de densidad.
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Propiedades estadisticas:
6. Probabilidades dadas por area parciales bajo la curva normal;
7. Probabilidades dadas por el area total;

8. Distribucion de casos en relacion con la desviacion tipica.

Propiedades algebraicas:
9. Las transformaciones lineales de variables normales también siguen una distribucion

normal.

Conclusiones sobre las propiedades presentadas

De los textos analizados, se observa en la Tabla 4.7.1, que las propiedades mas
frecuentes en los textos son la correccion de continuidad (P12), las transformaciones
lineales de la media muestral que se aproximan a una normal (P5), la aproximacion de
una distribucion discreta por una continua (P7) y la media aritmética se aproxima a una
distribucion normal (P3). La propiedad para estimadores de los momentos (P11) s6lo es
encontrada en el texto de Velasco y Wisniewski (2001). También es escasa la presencia
en los textos de las propiedades referida a los errores (P9) y estimadores de maxima
verosimilitud (P10). Ademas, la mitad de los textos consultados, inicia el teorema
central del limite con el célculo algebraico de las propiedades de la suma y varianza de
v.a. (P1y P2), lo que implica que en la otra mitad de los libros queda por cuenta del
estudiante esta operatoria.

Los textos de estadistica matematica son los que mas propiedades tienen, siendo
Meyer (1992) el mayor con nueve de las doce propiedades. Lo siguen los textos clasicos
que también trabajan las propiedades algebraicas. Los libros para ingenieros presentan 5
a 6 propiedades no considerando las propiedades matematicas P8 a P11. Los textos
Miller y cols. (1992) y Montgomery y Runger (1996) son muy limitados en propiedades
presentando tan solo la propiedad de la transformacion lineal. Al igual los textos con
enfoque moderno son deficitarios en propiedades. En general, los libros carecen en
presentar y profundizar el teorema central del limite mediante las propiedades, de las
cuales las aproximaciones de distribuciones clasicas son importantes para estudiantes de
ingenieria en la aplicacion de las ciencias de la ingenieria. Por ejemplo, Devore (2001)
sefiala esta propiedad de aproximar la distribucion Poisson como un ejercicio planteado
de la seccion del capitulo y Mendenhall Wackerly y Scheaffer (1994) lo presenta

mediante un ejemplo concreto sin definirlo.
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Tabla 4.7.1. Propiedades que presentan los libros seleccionados

Textos (411 (711 181 |rzoqaagi 2212315y 17 on211231 2612712811291
P1: Media de la distribucién de la suma de w W w| <+
variables aleatorias JAY JAY JAY

P2: Varianza de la distribucion de la suma = R W ¥
de variables aleatorias .

P3: Media aritmética sigue una distribucion Il RallRel
aproximadamente normal
P4: La aproximacion mejora con el nimero

JA) JA)
JAY WAY FAY A
JA JA

JAY
JAY
de sumandos JAY
P5: Transformaciones lineales de v.a. JAY A

i
g
%
&
D

P6: Medias muestrales en dos poblaciones
siguen aproximacion normal JAY A A JA)

>

P7: Aproximacién de una distribucion
discreta por una continua

P8: Aproximacion de distribuciones
clasicas a la distribucién normal VA

R R
g
b
b
<

DX

P9: Errores aleatorios con aprox. normal JAY

P10: Estimadores de maxima verosimilitud W
con distribucion asintotica normal JAY

P11: Estimadores de momentos con
distribucion asintotica normal

%

e

4
o

JAY
P12: Correccion de continuidad JAY + JAY YA + JAYRAYRAY KA AY ©l©

Observamos en los textos que las propiedades P6 y P7 no son definidas en forma
precisa y clara, por ejemplo en el libro Scheaffer y Mc Clave (1993) la propiedad P6 la
presenta como un ejercicio planteado dentro de un listado de ejercicios. La correccién
de continuidad (P12) est& presente en todos los textos pero con diferente intensidad; el
texto de De Groot (1998) desarrolla la aproximacion de una distribucion discreta por
una distribucion continua como método estandar para mejorar la calidad de la
aproximacion y luego grafica la aproximacion de un histograma, otros libros solo
aplican la propiedad en un ejemplo de aproximacién a la binomial y otros como
Scheaffer y McClave (1993) lo indican en un ejemplo sin denominacion de correccion
de continuidad, asi como Montgomery y Runger (1996) lo plantean como ejercicio de la
seccion de aproximacion normal a las distribuciones binomial y poisson.

De los 16 textos analizados, la mitad presenta el tema especifico del teorema
central del limite y a continuacién como caso especial la aproximacion de la binomial
por la normal. En textos como Canavos (1992) y Miller, freund y Johnson (1992)
presentan primero en un capitulo de distribuciones la binomial y su forma aproximada,
y en otro capitulo posterior el teorema central del limite. Se cuestionara en la
metodologia de ensefianza del teorema si es conveniente presentar el tema al estudiante,

partiendo con el caso particular del estudio de la distribucion binomial para muestras
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grandes, seguido del caso general para cualquier distribucion, como lo enfoca Meyer
(1992).

4.8. ARGUMENTOS

Todos los enunciados, propiedades, problemas y algoritmos se ligan entre si
mediante argumentos o0 razonamientos que se usan para comprobar las soluciones de los
problemas o demostrar las propiedades y relaciones. A continuacion, se muestra los

tipos de argumentos relacionados con el teorema.

Al: Demostraciones formales algebraicas y/ o deductivas

Un primer argumento para validar el teorema central del limite y sus
propiedades es por medio de las demostraciones matematicas, que considera formulas y
propiedades de los elementos previos relacionados con el teorema (propio de la
matematica) de forma l6gico deductivo.

Caso 1: Demostracion por la funcion generadora de momentos

La demostracion clasica del teorema central del limite se presenta para el caso de
la suma de v.a.i.i.d. en el cual existe la funcion generadora de momentos (fgm) para las
variables aleatorias en la muestra, y requiere revisar los conceptos basicos de la fgm y
de convergencia en series. La podemos ver en Mendenhall, Wackerly y Scheaffer
(1994, pp. 302), Meyer (1992, pp. 333), Durand e Ipifia (1994, pp. 191), Canavos (1992
pp. 248) El bosquejo de la demostracion es la siguiente:

Sea M la fgm de las v.a. X;. Como son independientes la fgm de la suma s, de

v.a. estd dada por M (t)=[M®)], y puesto que z, =(S, ~nu)/o+/n es una funcion lineal

de s,, tenemos que la fgm de s, esta dada por M, (t) =e(ﬁ”"’){|\/| (\/_L)} . Aplicando
no

logaritmo natural se tiene InM, (t) =— A nin M ( ! ) e (2).

o \/Ho'

La idea de la demostracion consiste en investigar M, (t) para grandes valores de

n. Desarrollemos M(t) en una serie de Maclaurin:

” 2 2 2\ +2
M(t)=1+M (O)t+M+R:1+yt+%+R , en donde R es el término del
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\/ﬁa 2no?

2 2\42
resto. Luego (1) queda InM, (t)=ﬂ+nln{l+ M o)t R] Obtenemos asf,
(o2

2 3
. X X
usando el desarrollo de Maclaurin para In(1+x) =Xk y para n

suficientemente grande, que:

~Jnu it (u+ o) 1 o (@Pro)t Y
InM, (t)= R|-—= R e
Mz, == e o2 R 2 e T e Tt

Sin dar todos los detalles de pasos algebraicos, queremos investigar la expresion
InM, () cuando n— . Cualquier término que tiene una potencia positiva de n en el
denominador tenderd a cero cuando n—ow. Después, Sse encuentra que
r|]_ir11oln My (t)=t?/2. Luego, tenemos rIrLTo My t)=e"/2. Esta es la fgm de la variable
aleatoria con distribucion N(0,1). Debido a la propiedad de unicidad de la fgm podemos
concluir que la v.a. z, converge en distribucion (cuando n—«) a la distribucion
N(0,1).

Aunque esta demostracion no es completamente rigurosa, da la idea de la

deduccidn de este importante teorema y su complejidad.

Caso 2: Demostracion por la funcion caracteristica

Parzen (1987, pp. 475) y Lebart, Morineau y Fénelon (1985, pp. 60) presentan la
validacion de este teorema fundamental mediante el uso de la nocion de funcién
caracteristica. A continuacién se describe los elementos y las principales etapas de la
demostracion a través de las cinco propiedades de la funcién caracteristica:

Se puede expresar la funcion caracteristica o(t) de una variable Z como
. t? . .
(p(t):E(e'tx):1+itE(Z)—?E(ZZ)+-~~ . Consideremos la sucesion (x;) de v.a. y sea la

variable aleatoria z; = (X; - u)/ov/n tiene media nula, varianza igual a 1/n, y los

momentos de orden superior tienden a 0 mas rapidamente que 1/n. Su funcion
2

caracteristica se escribe ¢(t) =1—;—no (%) , donde 0(1/n) designa la suma de términos que

tienden a 0 mas rapidamente que 1/n. La variable z,, es la suma de n variables

- - n — -7 z - 7
independientes z; : z, =3z, =+/n (X - u)/o . Luego la funcion caracteristica de z, sera:
i=1
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n
o (1) = [e®]" z{l—%o(%ﬂ . Por consiguiente: Log ¢, (t) ~ nlog(l—%jz—é. Esto es, la
funcion caracteristica de z, tiende hacia exp(-t2/2), funcién caracteristica de la ley de
Laplace-Gauss centrada y reducida N(0,1).

Observe que el seguimiento de esta argumentacion del teorema requiere de
conocimientos de matematicas avanzadas. La funcion caracteristica de X es la esperanza

matematica de la variable compleja exp(itX) =costX +isentX . Esta funcién o(t)

(aplicacion de los reales en los complejos) es conocida como “transformada de Fourier”
de la medida de probabilidad. Se expresa como una serie cuyos coeficientes no
conocidos son los momentos de la variable aleatoria. Asi, una v.a. viene caracterizada

por el conjunto de sus momentos si estos existen, y si la serie precedente converge.

A2: Presentacion del teorema como caso especial de un resultado general

En varios textos, el tema parte con la aproximacion normal a la distribucion
binomial, cuya variable se puede representar como la suma de variables aleatorias
independientes Bernoulli.

Meyer (1992, pp. 327) lo presenta mediante un ejemplo, de un proceso de
fabricacion de lavadoras con un 5% de defectuosas. Se pregunta, al inspeccionar 100
lavadoras, la probabilidad de que menos de 4 sean defectuosas. El valor exacto es dificil
de calcular directamente. El autor considera la aproximacion para n grande, usando la
férmula de Stirling que establece la siguiente aproximacién para un n grande:
ni~+2z e n"/2 Al usar esta formula para los diversos factoriales que aparecen en la
distribucion binomial se demuestra la aproximacion normal a la distribucién binomial,
de gran importancia teorica y practica. Una demostracion matematica que no pretende
ser rigurosa lo presenta Lebart y cols. (1985, pp. 54), utilizando la aproximacién de
Stirling. Parzen (1987, pp. 470) da una argumentacion via la funcion caracteristica de la

normalidad asintotica de variables aleatorias binomiales.

A3: Simulaciones manipulables de distribuciones en el muestreo

Aunque una demostracion matematica establece la validez del teorema, puede
que no contribuya mucho a la idea intuitiva del resultado. Otra forma de validar el
teorema es que mediante la simulacion manipulable de distribuciones en el muestreo de

estadisticos se generaliza las conclusiones de la experiencia, es decir, a partir de una
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poblacion sencilla se realiza una simulaciéon con lapiz y papel de la eleccion de la
muestra aleatoria de distintos tamafios de esta poblacion. Meyer (1992, pp. 335)

presenta el siguiente ejemplo orientado mas numéricamente:

Considere una urna que contiene tres clases de objetos identificados como 0, 1 y 2. Suponiendo que hay
20 ceros, 30 unos y 50 dos. Se saca un articulo al azar y se anota su valor, digamos X;. Suponiendo que

02 x=0
X, tiene la distribucion siguiente P(X; =x)=40,3 x=1 . Suponga que el articulo escogido primero se
05 x=2
sustituye y luego se escoge un segundo articulo y se anota su valor, X,. Considere la v.a.
Z, =(Xy + X,)/2 con distribucién: P(Z, =z)=0,04, 0,12, 0,29, 0,30, 0,25 con valores de la v.a. z

respectivamente 0, 1/2, 1, 3/2, 2. Finalmente, supongamos que después de que el segundo articulo ha
sido también reemplazado, se escoge un tercer articulo y se anota su valor X5 . Considerar la v.a.

Z5=(X; + X, + X3)/3 y su distribucién:
Zg 0 3 2/3 1 43 513 2
P(Z;=15) 0,008 0,036 0,114 0,207 0,285 0,225 0,125

La distribucion de forma de campana para tres variables ya muestran signos de normalidad.

En este ejemplo, el estudiante debe continuar agregando una observacion mas y
luego encontrar la distribucion de probabilidades del promedio de las cuatro
observaciones obtenidas. Se advierte que el ejemplo no demuestra nada, sin embargo
representa una ilustracion numérica de los resultados expuestos en los argumentos

matematicos anteriores.

A4: Simulacion grafica con ordenador del teorema central del limite

Una forma moderna de ilustrar y argumentar el teorema central del limite
consiste en realizar simulaciones con el ordenador aumentando progresivamente el
tamafno muestral. Se representan para los distintos tamafios de muestras los histogramas
correspondientes y se observan, a medida que va creciendo el tamafio de la muestra,
como la distribucion muestral de los estadisticos se aproxima a una distribucion normal,
aun cuando no lo es la distribucion de partida. Este tipo de representacion es la forma
mas intuitiva de proporcionar una justificacion del teorema.

Ejemplos son dados por Johnson y Kuby (2004, pp. 265 y 267) mediante
representaciones graficas de histogramas para diferentes valores de los parametros ny p

de la binomial. También Kalbfleisch (1984, pp. 190) considera Xj,..,X, Vvariables

aleatorias uniforme U(0,1) independientes. La variable tipificada de la variable suma
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(S, —nl2)
/12

pequerfios de n se puede obtener por métodos de cambio de variables. Por ejemplo, para

sera entonces z, = . La funcion densidad de probabilidad de z, para valores

n=2, laf.d.p. de z, es:

f(2) = (\/€+z)/6 para ~J6<2<0
? (\/E—z)/G para 0<z<\/E '

A continuacion, compara, mediante tres figuras, la f.d.p. exacta de z, con la
f.d.p. de la distribucion normal tipificada de una suma de n variables aleatorias
independientes, para n = 1,2,3. Este ejercicio sugiere un metodo para generar con un
ordenador observaciones de una distribucion normal. Es decir, se puede usar un

generador de nimeros aleatorios para obtener n valores xi,..,x, de una U(0,1) y después

calcular z,,.

A5: Comprobacion de ejemplos y contraejemplos, sin pretension de generalizar
Algunos textos utilizan distribuciones clasicas, por ejemplo binomial o Poisson,
para verificar la exactitud de aproximacién. Pefia (1995, pp. 154) sugiere el siguiente

ejemplo:

En un proceso de fabricacion de peliculas fotograficas aparecen por término medio 1 defecto por cada 20
metros de pelicula. Si la distribucion de defectos es Poisson calcular la probabilidad de 6 defectos en un
rollo de 200 metros de pelicula (a) directamente; (b) utilizando la aproximacion normal.

En este ejercicio el estudiante calcula primero dicha probabilidad en forma

exacta usando el modelo de Poisson. Tenemos que el parametro x=1/20 metro, luego

-10 6
en 200 metros u =200/20 =10 defectos/200 m. Asi P(X =6) =%: 0,0630. Usando la
normal y la correccion de continuidad obtenemos:
P(X=6)=P 55-10 , 65-10 =0,0557 .
N Nm)

Aqui el estudiante observa la buena aproximacion de la Poisson por la normal,

para n grande y x>5. Otro ejemplo puede verse en Wisniewski y Velasco (2001, pp.

214), al lanzar una moneda 300 veces. Se pide la probabilidad de obtener entre 155 y
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165 aguilas, empleando la aproximacion normal a la distribucion binomial. Se observa
el valor exacto, por ordenador, de 0,265047, y en forma aproximada con valor de
0,2648; lo que significa que la aproximacion resultd excelente.

AB6: Obtener una conclusién o tomar una decisidn en base al teorema central del limite
La aplicacion de las propiedades del teorema central del limite y sus enunciados
en el procedimiento de resolucién de un problema conduce a obtener una solucion
cuantitativa. Luego, de acuerdo al contexto de la ingenieria, es necesario interpretar la
probabilidad aproximada para la toma de decision. En general, en los textos hay
bastantes ejemplos y ejercicios propuestos acerca de la aplicacion del teorema
comparando el valor aproximado de la probabilidad con distribucion normal y el valor
exacto de una determinada distribucion de probabilidad. Sin embargo, a pesar que los
ejemplos son con enunciado a una situacion especifica solo llegan a obtener el céalculo
de la probabilidad sin la interpretacion correspondiente. Este tipo de argumentacion lo
usaremos en los problemas abiertos y de la prueba de ensayo (secciones 7.5y 7.6),
pidiendo una conclusion a partir de las probabilidades de que la media muestral se
encuentre en un rango de valores o mediante la interpretacion grafica de la

aproximacion a distribuciones de probabilidades.

Conclusiones sobre los argumentos presentados

En la Tabla 4.8.1 se resumen los tipos de argumentos encontrados. La forma de
demostrar mas reiterativo en los textos es mediante la comprobacion de ejemplos,
comparando para ciertos valores la distribucion de origen con la normal, pero casi todos
los textos muestran como distribucion inicial a la binomial. Parzen (1987) es el Unico

que propone la distribucion de Cauchy, como contraejemplo.

Tabla 4.8.1. Argumentos que presentan los libros seleccionados

Textos [41|[71][8] |[20][11]|[12]|[23]|[15]|[171|[29]|[21]|[23]|[26]|[27]|[28] |[29]
Al: Demostraciones formales algebraicas Tr| %%
y/ o deductivas
A2: Caso especial de un resultado general R AN
A3: Simulaciones manipulables > + AN AN ©
A4: Simulacién grafica con ordenador Al AN % - AN AN ©
A5: Comprobar ejemplos y contragjemplos | A A Alalala O

Pocos libros de textos no utilizan la simulacion con el ordenador o a través de
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dispositivos manipulables, son cinco los textos que muestran como argumento el
teorema central del limite en muestras grandes con apoyo del ordenador. Se considerara
importante trabajar como primera experiencia con el teorema, problemas con
dispositivos de los dados y monedas.

Se observa que con el tiempo las demostraciones algebraicas del teorema tienden
a desaparecer en los textos. Los textos de estadistica matematica son los mas completo
en las demostraciones aunque no trabajan la simulacion como elemento validativo. En
particular Meyer (1992) presenta cuatro de los cinco argumentos encontrados, y Parzen
(1987) es el unico que demuestra el teorema con la funcién caracteristica. El texto
moderno de Johnson y Kuby (2004) y tres textos para ingenieros solo presentan
argumentos via la simulacion. El texto de problemario de Velasco y Wisniewski (2001)
junto con cuatro textos para ingenieros son muy debiles en la rigurosidad del teorema,
mostrando tan sélo la comprobacion de ejemplos como Unico argumento.

En general, las demostraciones formales estan ausentes en los textos, esto se ve
reflejado en los libros para ingenieros, en que ninguno de los ocho presenta las
demostraciones deductivas como argumento del teorema central del limite. Al parecer
las demostraciones del teorema central del limite esta méas alla del proposito de estos
textos, dejandolo para cursos mas avanzados. Walpole, Myers y Myers (1999) plantea la
demostracién como un ejercicio propuesto.

Aln asi, observamos en los textos que no enfatizan la comprobacion empirica
mostrando por ejemplo el comportamiento de la distribucion mediante una tabla para
distintos valores de n, sino que so6lo lo hacen en forma directa para un valor

determinado, como lo hace el texto Pefia (1995).

4.9. CONCLUSIONES SOBRE EL ANALISIS DE LOS TEXTOS

En este capitulo se ha cumplido con el objetivo especifico 2, Seccién 1.5,
consistente en describir el significado del teorema central del limite en una muestra de
libros de texto adecuados para la ensefianza a ingenieros. Para ello se ha identificado los
campos de problemas, lenguaje, procedimientos, enunciados, argumentos Yy
propiedades, presentados en los 16 libros de textos especificos analizados. Asi también,
se ha mostrado la complejidad del teorema y sus multiples conceptos relacionados, por
medio de variados ejemplos presentes en los textos.

En particular, se destaca a los simbolos como lenguaje mas tipico usados por los

autores en sus textos, y sefialamos nuestra preocupacion que no consideren importante
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las representaciones graficas y simulaciones, medios didacticos relevantes en el
aprendizaje del teorema central del limite.

En cuanto a los procedimientos de resolucion de problemas, los textos son
débiles en mostrar varios algoritmos, inclinandose por el calculo algebraico o la
simulacion. Respecto a los enunciados se observa en los textos que han predominando,
en un comienzo el rigor matematico y actualmente la forma general del teorema. Por
otro lado, en las propiedades se nota la riqueza del teorema y sus aplicaciones, siendo
las de mayor presencia en los textos la correccion de continuidad y la aproximacion de
la media aritmética a la distribucion normal. Al igual que en las propiedades, el rigor
matematico también esta ausente en los argumentos en gran parte de los textos. Ello se
explica por la dificultad de las demostraciones deductiva, basadas en la funcion
generadora de momentos u otros conceptos avanzados. También explica que se obtuvo
el contraejemplo como elemento validativo méas recurrente por los autores, percibiendo
una tendencia de la demostracién algebraica a desaparecer en los textos.

Con respecto a los libros de textos para ingenieros se puede mencionar algunas
debilidades en presentar el teorema, que también estan presentes en otros textos. Los
ejemplos y situaciones no son presentados en forma clara en cuanto a mencionar que se
estd aplicando el teorema central del limite, no se explicita la argumentacién, como la
que hemos presentado en la seccion 4.3 del CP1. Ademas no se diferencia la aplicacion
del teorema para la suma de v.a. y la media aritmética, no se enfatiza problemas reales
de la ingenieria con salida de software estadistico, acorde a la tendencia de la ensefianza
de la estadistica. Por ultimo, los textos practicamente no tratan las propiedades
matematicas del teorema central del limite en tdpicos tan importante de la inferencia
estadistica como son los métodos de estimacion, errores de estimacion y aplicaciones a
las distribuciones de probabilidades clasicas.

En el proceso de estudio dirigido a favorecer la comprension del teorema por
parte de los alumnos, seria necesario presentar una variedad de contextos de aplicacién
al contexto de la ingenieria, trabajar las situaciones que tienen fuerte presencia en el
entorno ingenieril con la simulacion, asi también las propiedades que utilizaran en su
trabajo profesional.

En consecuencia, de este significado de referencia del teorema obtenido, se
seleccionard en la propuesta de ensefianza las categorias de los elementos que se

adecuen a los requerimientos de perfiles y competencias de un ingeniero.
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CAPITULO 5.

DISENO DE UN PROCESO DE ESTUDIO

DEL TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE PARA
INGENIEROS

5.1. INTRODUCCION

En este capitulo se analiza el disefio de un proceso de estudio sobre el teorema
central del limite, dirigido a la formacion de ingenieros. A partir del significado
institucional de referencia (Capitulo 4), se han seleccionado los elementos de
significados del teorema mas adecuados a la construccion de la propuesta didactica,
organizandolos en un proceso de estudio pretendido, que contextualiza los diferentes
elementos de significados en ejemplos relacionados con la ingenieria y los secuencia en
orden de dificultad progresiva en base al tiempo disponible.

Se tuvo asimismo en cuenta, tres posibles tipos de configuraciones epistémicas:
manipulativa, algebraica y computacional, que se alternan a lo largo del proceso y
permiten introducir significados complementarios del teorema central del limite. Con
todo ello se determina el significado de referencia planificado para la instruccion. En la
linea actual de la docencia universitaria, se incorporan recursos computacionales a la
accién didactica; en este caso la hoja Excel y el programa estadistico @risk, que se
usaran en algunas de las actividades. ElI @risk (http://www.palisade.com) es un
programa auxiliar para el analisis y la simulacion de riesgo en Microsoft Excel y sera
utilizado para simular distribuciones de probabilidades en el estudio de algunas
situaciones de riesgo en la ingenieria.

En lo que sigue, se analiza la secuencia didactica y configuraciones
planificadas, lo que permitird dar una primera evaluacion de la idoneidad epistémica

(adecuacion entre significado institucional implementado y significado de referencia),
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criterio propuesto por Godino, Contreras y Font (2006) para el analisis de procesos

didéacticos.

5.2. DESCRIPCION GENERAL DEL PROCESO DE ESTUDIO

La experiencia de ensefianza del teorema central del limite se llevaria a cabo en
el curso de estadistica para ingenieros (alumnos de segundo y tercer afio), que es
obligatorio en el area de Ciencias Basicas y que tiene como prerrequisito el curso de
Probabilidades que se cursa a comienzo del segundo afio. Por tanto los alumnos
potenciales tendrian conocimiento de estadistica descriptiva, calculo de probabilidades,
variables aleatorias, distribuciones de probabilidades clasicas y distribuciones
bivariadas, ademas de haber trabajado previamente con Excel.

La ensefianza se aplicaria en el segundo semestre académico en los meses de
Octubre-Noviembre, momento que corresponde ver el capitulo de las distribuciones
muestrales. Se prevé una recogida de datos periddica, durante el proceso de estudio y
otra final en Diciembre.

Cabe sefialar que en la planificacion de la ensefianza del teorema central del
limite se disefid una leccion donde se introdujeron conceptos previos necesarios. Esta
leccion introductoria es la correspondiente a distribucion de los estimadores de
poblaciones con distribucién normal en una y dos muestras. En dicha leccion se parte
con conceptos basicos: muestreo estadistico, poblacion, muestra, la estimacion puntual
de parametros: muestra aleatoria, estimadores, propiedades de los estimadores, métodos
de estimacion. Se continda con la distribucion muestral de la media muestral en
poblaciones normales y el estudio de la proximidad al parametro que estima, calculo del
tamafio de muestra necesario para obtener una estimacion con precisién dada y
probabilidad fija. A continuacion, se incluye la obtencion de intervalos de confianza
para el parametro. Por ultimo, se definen las distribuciones de probabilidades chi-

cuadrado, t-Student y F de Fisher.

Estructuracion

El proceso de estudio se organiza en tres lecciones, cada una de las cuales se
divide en varias sesiones y se contextualiza en torno a uno de los campos de problemas
originales determinados en el estudio historico y, méas especificamente, en una

aplicacion en la ingenieria. El orden es creciente de complejidad y sigue el desarrollo
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historico del teorema central del limite, donde este teorema se va ampliando, segun la

naturaleza de las variables aleatorias consideradas. Estas lecciones son las siguientes:

1. Aproximacion de la distribucion binomial. Se propone a los estudiantes el estudio de
la confiabilidad de un sistema compuesto por un ndmero grande de componentes
individuales, lo que plantea la aproximacién de la distribucién binomial b(n, p) para
valores grandes de n. Un experimento con materiales manipulables sirve para
deducir una aproximacion intuitiva a la distribucion normal, que posteriormente es
justificada por el profesor en el aula. Aceptada la aproximacion y la correccion de
continuidad, se aplican los conocimientos adquiridos a otros problemas sobre
control de produccion, disefio de experimentos y pruebas de hipdtesis.

2. Distribucion de la suma de variables aleatorias discretas. Puesto que la distribucion
binomial es la suma de n variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas, se trata de extender la aproximacion binomial a la normal a la suma de
otros tipos de variables aleatorias discretas e independientes, mediante una actividad
de laboratorio con ayuda del software y applets de Internet. Las aplicaciones de los
nuevos conocimientos incluiran aproximacion de la distribucion de Poisson por la
normal en estudios de trafico, consumo y control de calidad.

3. Distribucion de la suma de variables aleatorias continuas. Se estudia a
continuacion la extension del teorema central del limite a variables aleatorias
continuas independientes e idénticamente distribuidas. La situacién introductoria
consiste en determinar el voltaje total en un condensador de diferentes lineas
eléctricas. Las aplicaciones de la nueva version del teorema involucran el estudio de
la aproximacion normal a las distribuciones de Weibull y exponencial en problemas
de atencién a clientes y costo de reparacion. Finalmente, se presenta una
formulacion general del teorema y se discuten las condiciones de validez con los

estudiantes.
Las lecciones y sesiones incluyen actividades y ejercicios. Las actividades se

resuelven colectivamente en la clase; los ejercicios los resuelven los alumnos

individuamente en casa, y los alumnos entregan posteriormente la solucion al profesor.
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Funciones docentes y discentes

A lo largo del proceso de estudio los estudiantes, definiran un problema de su
eleccion que se pueda resolver utilizando el teorema central del limite, llevaran a cabo
un plan de disefio muestral, administraran la informacion, recogeran y exploraran datos,
plantearan hipotesis, y finalmente comunicaran al resto de la clase los resultados y
conclusiones. También compararan de forma visual los datos empiricos con el modelo
tedrico de la distribucién normal, y formalizaran progresivamente el teorema, llegando
hasta su aplicacion mediante diversos procedimientos. Los alumnos intentaran resolver,
individualmente y en grupos de dos, las actividades planteadas, dirigidas a descubrir
algunas propiedades del teorema central del limite y la necesidad de su uso en
situaciones del campo de la ingenieria. Los alumnos completaran ejercicios de refuerzo
al término de cada leccion y al final del semestre académico. También deberan leer el
material escrito dispuesto en la plataforma.

El profesor resumira el material escrito previamente leido por los alumnos,
destacara los conceptos importantes mostrando su necesidad. Presentara algunas
actividades a partir de conjuntos de datos que se puedan analizar usando el ordenador.
Conducira al grupo a la solucién correcta de las actividades de calculo e interpretacién
de aplicaciones a la ingenieria.

Para el apoyo a la gestion administrativa del curso, se utilizara la plataforma de
entorno virtual de aprendizaje EV@ de la Direccion de Docencia de la universidad,
donde el profesor pondra material escrito de las lecciones segun avance de las mismas.
Por este medio, ofrecerd a los alumnos apuntes de clases, applets de estadistica,
ejercicios, actividades, foro de discusion de contenidos y resultados de las evaluaciones.
También podra hacer algunas encuestas a los alumnos generando variables de interés
para ellos y ofrecer el conjunto de datos para trabajo posterior del alumno. Pondra
también en la plataforma un demo del programa @risk describiendo los pasos para
construccion de histogramas y generacion de matrices de numeros aleatorios. Se
destinara una tarde de asesoria para consultas de los estudiantes y una semana a consulta

via correo electrénico y EV@.

Temporalizacion
El tiempo dedicado a la ensefianza del teorema central del limite comprenderia
11 sesiones formales de desarrollo de contenidos de 80 minutos en el aula (cuatro

semanas) y cuatro en el laboratorio de computacion. Se llevarian a cabo cuatro sesiones
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por semana, tres de ellas en el aula tradicional y una en el laboratorio de informatica.
Las sesiones de aula estarian apoyadas con cafion multimedia, note book y el pizarrén.
En el laboratorio se utilizaria el paquete estadistico @risk del programa Excel, ademas
de la planilla Excel y procesador de texto Word para los informes de algunas
actividades o ejercicios. En la Tabla 5.2.1 se recoge la estructura de las sesiones con

actividades que se desarrollaran en el aula y los ejercicios fuera de clase.

Tabla 5.2.1. Temporalizacion

Martes Miércoles Jueves Viernes
LECCION 1: Aproximacion de la distribucion Binomial
Sesiénl: Sesion 2: Sesion 3: Sesion 4:
Actividades 1.1, 1.2y Teorema Laplace-De Enunciado 1 del Actividades 1.9, 1.10 y
1.3. Moivre. teorema. Actividad 1.6. 1.11.

Plantear Ejercicio 1.1

Sesion 5:

Actividad 1.12.
Plantear Ejercicios 1.5
y 1.6.

Consultas de Excel en el
laboratorio por la tarde

Actividades 1.4, 1.5.
Plantear Ejercicios 1.2,
13y1l4.

Planteamiento y
resolucion de
Simulacion del Ejercicio
1.7 (Laboratorio de
computacion con Excel)

Correccion continuidad.
Actividades 1.7 y 1.8.

Planteamiento y
resolucién algebraica
del Ejercicio 1.8

LECCION 2: Distribucién de la suma de variables aleatorias Discretas

Sesion 6:

Actividades 2.1y 2.2
Enunciado 2 del
teorema

Plantear Ejercicios 2.1y
2.2.

Planteamiento y
resolucion algebraica
del Ejercicio 2.7.

Sesion 7: Sesion 8:
Solucion Ejercicio 2.1 Plantear Ejercicio 2.4
Plantear Ejercicio 2.3 Actividad 2.6

Actividades 2.3, 2.4y Plantear Ejercicios 2.5y
2.5 2.6.

LECCION 3: Distribucién de la suma de variables aleatorias Continuas

Sesion 9:

Enunciado 3 del
teorema

Actividades 3.1y 3.2
Plantear Ejercicios 3.1
Gréficas T, F y Gamma

Planteamiento y
resolucion algebraica
del Ejercicio 3.9

Sesion 10:

Actividad 3.3

Plantear ejercicios 3.2y
3.3

Actividad 3.4

Plantear ejercicios 3.4y
3.5

Examen préactico:
Informe de aplicacion a
la ingenieria

Sesion 11:

Actividad 3.5

Plantear Ejercicio 3.6
Enunciado 4 del

teorema

Plantear Ejercicios 3.7 y
3.8

Examen parcial:
Cuestionario escrito de
las tres lecciones

Examen final: Prueba
Global de desarrollo y
Cuestionario
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5.3. CONFIGURACIONES EPISTEMICAS

Godino, Contreras y Font (2006) han introducido los criterios de idoneidad, con
el proposito de describir, analizar y explicar fendmenos especificos ligados a los
procesos de instruccion matematica. En nuestro estudio seria interesante utilizar la
nocion de idoneidad epistémica (adecuacién entre significado institucional
implementado y significado de referencia), cognitiva (adecuacion entre significado
implementado y significado personal logrado por los estudiantes) e instruccional
(adecuacion del proceso de estudio para detectar conflictos semioticos, asi como al
tiempo y contexto del estudio).

Los autores definen la configuracion epistémica, como al sistema de objetos y
funciones semidticas que se establecen entre ellos relativos a la resolucion de una
situacion-problema. En este trabajo interesa ampliar esta nocién, introduciendo también
la relatividad al conjunto de recursos que el estudiante tiene para la resolucion del
problema. De este modo diferenciaremos tres tipos de configuraciones epistémicas:
manipulativa, algebraica y computacional (Figuras 5.3.1 a 5.3.3), que suponen un

significado muy diferenciado, incluso para un mismo problema.

e En la configuracion manipulativa el estudiante trabaja con dispositivos
manipulativos (dados, fichas,...), papel-lapiz o calculadora, sin utilizar notacion o
calculo algebraico. Aparecen objetos matematicos especificos como experimento
aleatorio y estadistico, variable estadistica, su distribucion y momentos, y el tipo de
demostracion preferente es el estudio de ejemplos y contragjemplos. Los
procedimientos son empiricos y graficos y el lenguaje se reduce a expresiones
verbales y gréficas en papel y lapiz.

e La configuracion algebraica se caracteriza por el lenguaje simbdlico y la
demostracion deductiva, asi como el recurso a elementos de algebra y analisis. Los
procedimientos serian analiticos y algebraicos, ademas de incorporar el uso de las
tablas de distribuciones para calcular probabilidades. Como conceptos, ademas, las
variables aleatorias, sus distribuciones y momentos, aparecen la idea de
convergencia, momentos, tipificacion, etc. Las demostraciones son preferiblemente
deductivas.

e La configuracién computacional amplia notablemente el lenguaje, sobre todo el
nimero y variedad de representaciones graficas dindmicas ademas del lenguaje

iconico, incorpora como procedimiento la simulacion y permite trabajar con las
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variables estadisticas y aleatorias simultaneamente. No posibilita el lenguaje
algebraico ni la demostracion deductiva. ElI argumento preferible es inductivo,

estudio de ejemplos, contragjemplos y la generalizacion. Aparecen algunos
conceptos como aproximacion y bondad de ajuste.

Figura 5.3.1. Configuracion epistémica manipulativa

PROBLEMAS Estudio empirico de disiribuciones de
suma de V. A
LENGUATE Expresiones Graficas de batras, cajas,..
werbales
Experimentacién con Dispositives Manipulahles
PROCEDL Ohtencion de distribuciones muesirales empiricas
MIENTO Caleulo frecuencial de probabilidades

/

Experimento estadistico, muesireo, muesiras

CONCEPTOS Variable estadistica; Distribucién de frecuencias
Distribucion muesiral
IMedia v warianza muestral Estimadar insesgado
PROPIEDADES o . .
Simetria aproximada Dristribucidn aprozmada
ARCIMENTOS Comprobacién de ejemplos;

generalizar las conclusiones de la experiencia

Figura 5.3.2. Configuracion epistémica algebraica

PROBLEMAS Obtener modelos matematicos para la
distribucion de la suma de v.a

LENGUATE Simbalico Eepresentacidn grafica
Algsbraico Ezpresiones matematicas especificas
Calcule probabilidades a partir de
PROCEDL tablas de l:].lstribul:mnes_;
MIENTO Tranformaciones algebraicas
A
CONCEPTOS Convergencia en distribucion

variahles aleatorias; momentos
tipificacion; modelos de probabilidad, parametros

ropiedades de estimadores: insesgadez,

Tamafio rmuestral; . i o .
PROPIEDADES ! con51stenc1a, TuniTms wattiati=a

efectoenla
Cconvergencia Correccion por continuidad

ARGUMENTOS Lo
deductiva
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Figura 5.3.3. Configuracion epistémica computacional

Ohbtencion experimental Investigar el comporiamienio
PROBLERAS de distribuciones de las d. muestrales cuando
muestrales asintoticas cambian los parameiros
LENGIAJE Eepresentaciones Tértnitos & iconos del
dinarmcas Prograrra
PROCEDL Simulacion; variacion parametros;
MIENTOS experimentacion

Calculo de probahilidad frecuencial

Aproximacion; hondad ajuste
CONCEPTOS Variahle aleatoria; funcion de densidad;
distribucion muestral asintatica

Drstnbucion normal aprozimada
o de parametros ¥ suma v.a,
FROFIEDADES Aprozimacion normal de

distribuciones clasicas Ffecto de los pardmetros

sabre 1a aproXimacion

Visuales, comprobacion de ejeraplos

ARGUMENTOS ¥ coniraejemplos, generalizacion

Una vez disefiada la estructura global del proceso de estudio, se seleccionaran los
elementos de significados del teorema central del limite que se incluiran en cada
leccion, siguiendo las investigaciones de Tauber (2001), Alvarado (2004a, b y c),
Alvarado y Batanero (2004a y b; 2005a y b; 2006a y b) y Batanero (2003), asi como en
las descritas en el Capitulo 3. Estos elementos se han identificado en el estudio histérico
y el analisis de libros de texto, y que estan resumidas en las Tablas 5.4.1.1, 5.5.1.1 y

5.6.1.1. A continuacion se analizan las actividades de cada una de las tres lecciones.

5.4 ANALISIS DE LA PRIMERA LECCION

5.4.1. ELEMENTOS DE SIGNIFICADO Y CONFIGURACIONES EPISTEMICAS

Esta primera leccion titulada “Distribucion asintotica en la distribucion
binomial” se trabajan principalmente tres campos de problemas, CP1: Obtener una
aproximacioén de la distribucién binomial para valores grandes de n; CP8: Obtener el

tamafio adecuado de una muestra aleatoria en poblaciones de distribucion desconocida y
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CP12: Estimar por intervalos de confianza la media y otros parametros para muestras

grandes, asi como los diferentes algoritmos recogidos en la Tabla 5.4.1.1. Se trataria de

llegar a un enunciado de forma general del teorema (E5), asi como un enunciado

intuitivo por medio de dispositivos didacticos (E6). Se pretende que el alumno llegue a

las siguientes propiedades: P1: La media de la distribucion aproximada de una suma de

variables aleatorias es la suma de las medias; P2: La varianza de la distribucién

aproximada de la suma de variables aleatorias es la suma de las varianzas; P3: La media

aritmetica de una muestra aleatoria de tamafio suficientemente grande sigue una

distribucion aproximadamente normal; P4: La aproximacién mejora con el nimero de

sumandos; y P7: Aproximacién de una distribucion discreta por una continua.

Tabla 5.4.1.1. Planificacién de la Leccién 1

Sesion | Accién didactica | Objetivo de la accion didactica Elementos  de | Configuracion
significado epistémica
1 Actividad 1.1 Motivar la aproximacion de la | CP1 Algebraica
Binomial
Seccion 1.2 Introduccion  histérica 'y  primera | E5, P7 Algebraica
formulacién de Laplace-De Moivre
Actividad 1.2 y | Justificacion y aplicacion para pruebas | AP4, P1, P2, | Manipulativa
1.3 de aleatoriedad E6, A3
Ejercicio 1.1 Estudiar ~ condiciones para la | AP4, P1, P2, | Manipulativa
aproximacion P4, E6, A3
2 Actividad 1.4 y | Estudiar  condiciones para  la | E6, AP1, AP2, Manipulativa
15 aproximacion algebraicamente AP3, P1, P2, Algebraica
P4, A5
Ejercicio 1.2 Estudio grafico de la aproximacion | E6, P4, AP3 Computacional
binomial A2, P7
Ejercicio 1.3 Aplicacién y simulacién (con Applet) E6, P4, AP3 Computacional
A2, P7
Ejercicio 1.4 Estudio grafico de convergencia en | E6, P4 Computacional
funcion de ny p (en Excel)
3 Actividad 1.6 y | Aplicacion a ingenieria de forma | AP1, AP2, AP3, | Algebraico
1.7 algebraica E4, P1, P2, P12
Sec.1.3 Correccion de continuidad P12, P7 Algebraico
Actividad 1.8 Solucién aproximada de la Actividad | CP1, AP1, AP2, | Algebraico
1.1 AP3, Pl, P2
P4, P7, P12, A2
4 Actividad 1.9, | Aplicacion teorema, estimar intervalos | CP12, P3, P10 Algebraico
1.10y1.11 de confianza para p
Sec1l4 Transformar la suma de v.a estandar en | AP1 Algebraico
proporcién estandar
5 Actividad 1.12 Aplicacion teorema, determinar | CP8, AP1, AP2 | Algebraico
Ejercicio 1.5,1.6 | tamafios de muestras
Fuera | Ejercicio 1.7 Aplicacion en ingenieria mediante | CP1, E6, A2, | Computacional
simulacién con Excel para verificar el | A4, A5, A6, P1,
teorema de Laplace-De Moivre. P4, P7, P12.
de Ejercicio 1.8 Aplicacion en ingenieria del teorema 'y | CP1, CP8, AP1, | Algebraico
clase de la correccion de continuidad. AP2, AP3, ES5,
Al, A2, A5, P1,
P2, P12, P7

147




Capitulo 5

No se detalla los elementos de lenguaje pues en todas las lecciones se usan todos
ellos. Respecto a las argumentaciones usaremos principalmente las A2 (caso especial de
un resultado general) y A5 (comprobacion de ejemplos y contragjemplos). Se describe
en la Tabla 5.4.1.1 las configuraciones epistémicas realizadas en las actividades

didacticas segun los elementos de significados pretendidos.

5.4.2. TRAYECTORIA DIDACTICA
Se planifican e implementan cinco sesiones de aula de esta leccién que

analizamos a continuacion.

Desarrollo de la Sesion 1.
Se comenzaria planteando la actividad 1.1 que motivaria la introduccion del

tema.

Actividad 1.1. Un sistema estd formado por 100 componentes cada una de las cuales tiene una
confiabilidad igual a 0,95. (Es decir, la probabilidad de que la componente funcione correctamente
durante un tiempo especifico es igual a 0,95). Si esas componentes funcionan independientemente una
de otra, y si el sistema completo funciona correctamente cuando al menos funcionan 80 componentes,
¢Cual es la confiabilidad del sistema?

El profesor comenzaria preguntado a los alumnos qué elementos destacarian en
esta actividad y como la desarrollarian. Se espera que la mayoria de los estudiantes
definan la variable aleatoria “nimero de componentes que funcionan correctamente en
el sistema” con distribucién binomial de pardmetros n=100 ensayos y probabilidad de
que funcione una componente cualquiera p=0,95. Luego se espera que escriban en
lenguaje simbodlico P(80 < S, <100) y traten de calcular la probabilidad.

Una vez que los alumnos comprueben que el valor es demasiado grande para las
tablas que ellos poseen, el profesor introducira la idea de aproximacién mediante las
cuestiones: ¢Son muchos términos en la suma?, ¢Los términos son dificiles de calcular?,
¢Podriamos usar otra distribucién de probabilidades para aproximar el calculo de la
probabilidad pedida? La solucién completa se dejara como actividad 1.8.

A continuacion, el profesor describiria la solucion histérica al problema

(ocurrida hacia 1713). Al aumentar el valor de n en la distribucion binomial B(n, p)

n
cuya expresion matematica es P(X = X) = (xj p*(L— p)'™* para valores x =0,1,2,3,...,n,
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los téerminos crecen muy rapidamente, por lo que el calculo de las probabilidades de los
valores de la variable en las distribuciones exactas es demasiado laborioso. Este
problema llevo a distintos matematicos a tratar de encontrar valores aproximados de
estas probabilidades para valores de n grandes y a estudiar las condiciones en que estas
aproximaciones podrian utilizarse. Abraham de Moivre (1667-1754) sugiri6 el uso de la
funcién exp(-x?) como limite de la distribucién, pero no la relacioné con la distribucion
normal (1/y27z) ¢ **/2.

Se indicaria al alumno que esta problematica es un caso particular de un
resultado general; el teorema central del limite, y que nuestro interés en los temas
siguientes es conducirlos a su generalizaciéon y formalizacion. La interrogante general
que lleva a analizar los teoremas de limite es la siguiente: ¢En qué condiciones y
mediante qué funciones o distribuciones de probabilidad pueden aproximarse la suma
de otras distribuciones por la distribucion normal, cuando aumentamos
progresivamente el nimero de sumandos? El profesor destacaria la importancia practica
en ingenieria, en estudios de la masa forestal, produccién, cargas en estructuras, etc., y
que permite usar la distribucion normal tabulada para calcular probabilidades que
provienen de la suma de diferentes distribuciones.

Finalizada esta introduccion se propondrian dos actividades orientadas a un
primer acercamiento al estudio del comportamiento de la suma de variables aleatorias

discretas, a través de la simulacion manual.

Actividad 1.2. Simulacion con fichas. Una caja contiene 4 fichas de las cuales 2 fichas son verdes.
Simule la extraccion de m muestras de tamafio n; formando las matrices nxm (tamafio muestralxnimero
de réplicas), (n, m) = (4,5), (10,1), (10,10) y (30,10). Para cada caso:

a. Construya una tabla de frecuencias del nimero de fichas verdes por muestra obtenidas.

b. Represente los datos en un gréafico de barras y comente sus caracteristicas.

c. Compare la media y varianza del experimento con la media y varianza tedrica.

d. Obtenga las tres medidas de tendencia central y comente.

Por ejemplo para el caso (n, m) = (4,5), el alumno escribiria en una plantilla
cuadriculada de 4 filas y 5 columnas los resultados del experimento y anotaria 1 en caso
de obtener el color verde y 0 en caso contrario. Esta practica, conduciria a formular
variables aleatorias Bernoulli “obtener una ficha verde”, con probabilidad de éxito p=
0,5. A partir de la matriz de unos y ceros, se construiria la distribucion de frecuencias

del numero de fichas verdes observadas en cada muestra, que corresponde a una
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distribucion binomial de parametros B(4,0,5). Después, se le pediria al alumno
comparar los promedios de las distribuciones empirica y tedrica.

La actividad 1.3 es similar a la anterior, con la diferencia que el dispositivo
usado son las monedas, pero se mantiene la probabilidad de éxito p=0,5. La otra
novedad es que se pide ahora que se tabule y muestre la distribucién de frecuencias y su
grafica en la planilla Excel, ademas de pedir el calculo de probabilidades de la suma de

un determinado ndimero de caras.

Actividad 1.3. (Adaptada de Batanero, 2001). 61 alumnos de estadistica realizaron el experimento de
anotar una secuencia inventada de posibles resultados al lanzar 20 veces una moneda. Se obtuvo el
siguiente nimero de caras en los alumnos:
NUmeros de caras por persona:
1211010 9 |10|10f12|21|12|9|10|11|11| 8 |11|10|10|11|12]10
10{10|10(11|10|10|12| 9|11 |11|10|12| 9|10 9 |10|10|12|10] 9
9(10(11|10|10}20| 9 |11|10| 9|9 |10|10|10|10|12 | 8 |11]| 9 |10
9
a. Represente graficamente, con la planilla Excel, la distribucion de frecuencias de caras y comente.
Primero construya la tabla de distribucion de frecuencias.
b.Los alumnos obtuvieron un total de 617 caras en los 1220 lanzamientos. Determine la frecuencia
estimada de obtener a lo mas 617 caras en el total de lanzamientos de una moneda correcta.
c. Obtenga y compare la media del experimento realizado con la media tedrica de la distribucion de
probabilidad.
d. ¢ Tienen buena intuicion sobre el lanzamiento de monedas?

Se propondria para la siguiente sesion (5 dias mas tarde) un ejercicio para
realizar en grupo de tres personas y enviar via la plataforma EV@. El fin del ejercicio
es acostumbrarle a trabajar en equipo, utilizar la planilla Excel y la plataforma virtual.

En este caso la probabilidad de éxito p cambia a 1/6.

Ejercicio 1.1. Simulacion con dados. Suponga que gana si obtiene un “6” al lanzar un dado legal. Simule

las posibilidades de ganar en los siguientes casos de varios lanzamientos del dado (n, m) = (4,5), (10,10)

y (30,10).

a. Compare sus resultados con el experimento realizado en la actividad 1.2.

b. Calcule el valor exacto de la probabilidad pedida en la actividad 1.1.

c. Calcule, en la actividad 1.2, la probabilidad exacta de obtener a lo mas 2 fichas verdes al extraer 10
veces una ficha con reemplazo de la caja.

d.Calcule la probabilidad P(9<X<11) en la actividad 1.3. Interprete lo que se quiere medir y
represéntelo por un gréfico.

Desarrollo de la Sesion 2.

La sesion comenzaria haciendo notar a los alumnos que en las actividades
anteriores la gréafica de la distribucion binomial toma una forma de campana cuando n
crece. También que la media de la distribucion normal es np y la varianza npg. Otra

grafica en forma de campana es la de la funcion de densidad de la distribucion normal.
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Se les preguntaria si creen posible aproximar una distribucion binomial B(n,p) por una
normal N(np, npq), aunque la distribucion binomial sea discreta y la normal continua.
Se dejaria para mas adelante la justificacion del uso de la correccion de continuidad. Se
continuaria con el primer enunciado del teorema central del limite, introducido por

Laplace:

Teorema de Laplace-De Moivre: Consideremos una variable aleatoria X con distribucion binomial
B(n,p). Para valores grandes de n, X sigue una distribucion aproximadamente normal N(z o) de media
#=np y desviacion estandar o = ./npq ; es decir, la misma media y desviacion estandar que la Binomial.
X—np

Ynpq

Luego, la variable Z =

sigue una distribucion normal N (0,1).

El enunciado formaliza un caso de aproximacion particular (distribucién
binomial). Se comentaria la regla empirica consistente en que la aproximacion de la
binomial a la normal serd buena cuando np y ng son ambos mayores que 5y p y g no
son demasiado pequefios (p,g>0,05). La sensibilidad de los parametros de la
distribucion binomial para su aproximacion a la Normal se analizaria en los ejercicios
1.2 y 1.3 mediante el ordenador. Se plantearia la actividad 1.4 que muestra una

aplicacién a la produccion de articulos defectuosos de una maquina.

Actividad 1.4. El departamento de finanzas de una empresa ha detectado un porcentaje importante de
articulos con algun tipo de fallas producidas por sus maquinas; encontrando que de cada dos articulos
seleccionado uno resultd con fallas. Se muestrearon cinco maquinas obteniendo los siguientes articulos
defectuosos, denotados por D:

M1 DBBBDDBDBB

M2 BDBBDDBDBD

M3|BDDBBBDBBD

M4 BBDBBDBBDB

M5BBDBDDBDBB

a. ¢(Qué porcentaje de articulos defectuosos piensas que debiera obtenerse del total antes de realizar el
muestreo?

b. Determine la frecuencia relativa de articulos defectuosos obtenidos en el muestreo y comente.

c. Calcule la probabilidad aproximada, dada por el teorema de Laplace-De Moivre, de obtener un total de
mas de 30 articulos defectuosos de los 50 articulos muestreados. Comente.

A partir de la informacion muestreada, los alumnos realizarian el céalculo
algebraico de la probabilidad de la suma de v.a. (total de articulos defectuosos) de forma
exacta y aproximada, aplicando el teorema anterior. Se trabajaria con la configuracion
manipulativa a unas primeras situaciones de aplicacion del teorema con lapiz, papel y
calculadora en poblaciones y muestras pequefias, donde la aproximacion es muy mala,

para hacerle consciente de la importancia del tamafio de la muestra. La idea es conducir
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al alumno del estudio descriptivo de un conjunto de datos, al calculo de probabilidades
para los estimadores de parametros de posicion y de variacion.

La actividad 1.5 analiza otra aplicacion a un proceso de fabricacion,
considerando la probabilidad de defecto p=0,5 fija. En los apartados a y b se muestra
mediante la configuracion algebraica, que la aproximacién es débil para muestras
pequefias (n=5), comparando los valores teoricos y aproximados de las probabilidades
pedidas. En los apartados ¢ y d, se pretende hacer ver a los alumnos la mejora de la
aproximacion para muestras mas grande como 60 y 1800. El apartado ¢ guia al
educando a descubrir que la aproximacion mejora en intervalos de valores cerca de la

media np.

Actividad 1.5. Un fabricante de dispositivos semiconductores toma muestras aleatorias de chips y los
prueba; cada chip es clasificado como defectuoso o no defectuoso. Sea X; =0 si el chip no es defectuoso
y X; =1 si el chip es defectuoso. Suponga que ambos sucesos tienen igual probabilidad.

a.Si el fabricante prueba 5 chips, determine la probabilidad aproximada, mediante el teorema de
Laplace-De Moivre, de obtener a lo mas un chip defectuoso, a lo mas dos chips defectuosos.

b. Compare los dos resultados anteriores con las probabilidades exactas de la distribucién Binomial.
Utiliza la calculadora o la tabla de la distribucion Binomial. ¢Es buena la aproximacion?

c. Si el fabricante toma una muestra aleatoria de 60 chips, estime la probabilidad de obtener entre 5y 15
chips defectuosos; entre 25 y 35; entre 50 y 60; de obtener a lo mas un chip defectuoso; a lo mas dos
chips defectuosos. ¢Qué observas?

d. Calcule la probabilidad, mediante el teorema de Laplace-De Moivre, de obtener un total superior a 950

chips defectuosos; si se analizan 30 cajas de 60 chips cada uno.

La segunda sesion finaliza explicando algunos ejercicios que tendran que
desarrollar los alumnos fuera de clase, que pone a prueba los conocimientos adquiridos
sobre la aproximacion de la distribucion binomial y la forma de aplicarla con recursos
de applet disponible en Internet, con apoyo de Excel y la plataforma ev@ para entregar
la solucion ya sea individual o en grupo. Se darian varios dias para el desarrollo de los

tres ejercicios que se presentan a continuacion.

Se deja como un segundo ejercicio, la generalizacién del enunciado de la
actividad 1.2 al experimento consistente en extraer n veces una ficha con reemplazo y
determinar la probabilidad aproximada, de obtener a lo méas x fichas verdes. Se dara
algunos dias a los estudiantes para enviar individualmente por la plataforma sus

comentarios.
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Ejercicio 1.2. En el caso de la aproximacion de Laplace-DeMoivre podemos utilizar un software
estadistico para representar graficamente la distribuciéon B (n,p) para distintos valores de sus parametros
ny p. La figura siguiente muestra valores para p = 0,3 conn =4, 8, 24y parap =0,1 conn =4, 8y 50.
¢Qué observa de las graficas para los distintos valores de los parametros?

Ostnbuciones bindmialas
g Dariisucidn para m = 4, = 08 {hy Distribucidm pora m = #. 0= 0.3 4] Disariiee bin pase o= 3k, p o= 03
Fini i Miah
fid [LE ] Ol
0.3 [} ey

o2 I | o I | I [TE]
L} . [
- i - | - [ ] | T ! ..IIIIl“llq.. .
o [ T ] i W 1 3 3 4 5 A 7 H a Fi— R A% e 3 2
Dstribuciones binominies

fa) DSty cion pars o =, g (5 T IR hairi buscin’o pars s ow B oo 850 el D riueg i o e 30, oo 051
mat

: .
£ —— ‘ P ”",':l.; .,

* i H 0 L] iy _ i3 i4

El ejercicio 1.2 presenta una tercera solucion aproximada al estudio de la
aproximacion binomial por medio de una configuracion computacional: Célculo
aproximado de probabilidades para la suma de v.a. con uso del ordenador,
representando gréficamente la distribucion binomial para distintos valores de sus
parametros y distintas formas de simetria. El ejercicio seria reforzado con el siguiente
ejercicio individual, utilizando recursos en Internet, en que los alumnos podran

interactuar la distribucién binomial cualquiera sean los parametros ny p.

Ejercicio 1.3. Revise el applet disponible sobre el Teorema de Laplace-DeMoivre en la pagina de la
Universidad de Cali, Colombia http://www.unalmed.edu.co/~estadist/binomial/binomial.htm y simule
para distintos valores de los parametros la distribucién binomial. Envie sus comentarios al foro.

El siguiente ejercicio plantearia la aplicacion del teorema e Laplace-De Moivre
con apoyo de Excel. Se darian 6 dias para entregar la solucion que seria enviada

también por EV@ en grupos de dos estudiantes.

Ejercicio 1.4. Muestre el resultado del teorema de Laplace-De Moivre numéricamente con apoyo de

Excel y considerando una variable de contexto profesional, por ejemplo: a) Analice el porcentaje de

articulos defectuosos en el proceso de control de calidad, b) Analice de satisfaccién de un producto en el

mercado. Estime la proporcién de personas a favor de una ley del suelo, etc. Para ello, el analisis

consiste en:

a. Considere una distribucion original Uniforme U(0,1) y genere los siguientes casos para n tamafios
muestrales con sus m réplicas respectivas: (n,m) = (10,10) , (20,20), (30,30).

b. Analice para los distintos tamafios muestrales seleccionado la distribucién de la suma de variables
aleatorias Bernoulli.

c. Construya y analice el histograma de frecuencias relativas, box plot o diagrama steam and leaf.

d. Sugiera algunas preguntas y resuelva.
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Junto con este ejercicio 1.4 se levanta en la plataforma un Demo bésico de
programacion con Excel, generando nimeros aleatorios y mostrando los comandos de

simulacion de la distribucién de la suma de variables aleatorias de valores Bernoulli.

Desarrollo de la Sesion 3.

Se trata de introducir el célculo aproximado de probabilidades para la suma de
variables aleatorias de forma algebraica, es decir, presentar un segundo enunciado del
teorema central del limite méas elaborado. Se plantearian actividades en un contexto de
la ingenieria y se introduciria la correccion de continuidad (P12).

Se comenzaria recordando que la distribucién binomial b(n,p) se puede
representar como la suma de variables aleatorias independientes Bernoulli b(1,p), y se
preguntaria si el teorema de Laplace-De Moivre se cumple de forma mas general, para
la suma de variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas. Una vez
explorada las ideas de los estudiantes, se pasaria a enunciar el teorema central del limite

que corresponde al campo de problemas CP1 y al enunciado del teorema E4:

Enunciado 1 del Teorema Central del Limite: Sea S, la variable aleatoria “nlimero de aciertos” enn

n

experiencias de Bernoulli; si X; es una variable de Bernoulli, la variable S, =) X; sigue una ley
i=1

Sn —np

JYnp(-p)

binomial, con E(S,)=np y Var (S,)=np (1-p). Pongamos: Z, = . Cuando n tiende a infinito,

la funcidn distribucion de S, tiende a la N (np, np(1-p)).

A continuacién se presentaria una actividad en el area de ingenieria

(supervivencia), que se ha de resolver mediante el calculo algebraico de la suma de v.a.

Actividad 1.6. En terreno arenoso se plantaron 50 arbolitos de cierto tipo y otros 50 en otra area con
terreno arcilloso. Sea X = nimero de arboles plantados en terreno arenoso que sobreviven 1 afio e Y =
nimero de arboles plantados en terreno arcilloso que sobreviven 1 afio. Si la probabilidad de que un
arbol plantado en terreno arenoso sobreviva 1 afio es 0,7 y la probabilidad de que sobreviva 1 afio en

terreno arcillos es 0,6, calcule una aproximacion a P(-5 <X-Y <5).

El alumno debe aplicar el enunciado E4 del teorema central del limite, primero

.. 50 . s .
definiendo las v.a. S; = ¥ X; (numero de arboles en terreno arenoso que sobreviven 1
i=1

~ 50 , / . ~ .
afio), y S, = > X, (numero de arboles que sobreviven 1 afio en terreno arcilloso). S; y S,
i=1

son definidas con distribucion binomial de esperanzas 35 y 30 y varianzas 10,5 y 12
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respectivamente, obtenidas mediante las propiedades P1 y P2 (media y varianza de la
suma de v.a). Ambas v.a. son aproximadas por la distribucion normal; por tanto su
diferencia es también de distribucion normal, de parametros S;-S, -~ N(5, 22,5).
(S;-S,)-5
225
Se pediria a los estudiantes deducir que E(S;-S;)=E (S1)-(S2)=35-30=5y
Var(S;-S;)=Var (S;)+Var(S;)=10,5+12=22,5. Calculando la probabilidad con ayuda de
tablas 'y efectuando célculo algebraico (AP1, AP3) |llegarian a

Estandarizando (AP2), llegamos a la distribucion z = < N(0)).

— F,(0)- F, (-211)=0,5-0,0174=0,4826 .

-5-5 5-5

P(S, -5, <5)~ P[m <7< \/ﬁ]

Posteriormente se estaria en condiciones de incorporar el concepto de correccién
de continuidad (P12), preguntandoles si les cuesta pensar que se aproxima el histograma
de probabilidad de una v.a. discreta X mediante una funcion de densidad de
probabilidad continua f. Se haria notar que la probabilidad de un suceso relativo a X se
puede interpretar como un area bajo el histograma, y se la puede aproximar entonces
por el area correspondiente subtendida por f. La Figura 5.4.2.1 muestra el célculo de

P(X <b), donde b es uno de los valores de X, que corresponde al centro de un

rectdngulo del histograma de base h.

Figura 5.4.2.1. Aproximacién normal a una distribucion discreta

Correccidn por continoidad.

Intuitivamente, se haria ver que el &rea del histograma es aproximadamente igual
al area en la funcion densidad normal, pero la base del rectangulo esta centrada en el
valor entero, por lo que se debe admitir que los valores de los extremos del intervalo se
extienden en media unidad para obtener asi la aproximacion binomial, llegando a la
siguiente expresion

77t (x)dx = F(b+h/2)

—00

P(X <b)~
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Se explicaria que el término h/2 se denomina correccion de continuidad (P12),
debiendo utilizarse siempre que una v.a. discreta se aproxima a una v.a. continua. Para

ejercitar la aplicacion de esta propiedad, seguiria la siguiente aplicacion en ecologia:

Actividad 1.7. Las compafiias eléctricas podan los arboles que crecen cerca de sus lineas para evitar
cortes eléctricos debidos a la caida de arboles durante las tormentas. La aplicacion de un producto
quimico para retrasar el crecimiento de los arboles es mas barato que podar los arboles, pero estos
productos matan algunos de los arboles. Suponga que un producto quimico de este tipo matara el 20% de
los arces. La compafiia eléctrica prueba este producto con una muestra aleatoria de 250 arces.

a. ¢Cual es la media y la desviacion estandar del nimero de arboles que mueren en la muestra?

b. ¢Cuél es la probabilidad de que mueran més de 60 arboles (el 24% de la muestra)?

Se espera que el estudiante defina la variable S, “ndmero de arboles que mueren
en la muestra de tamafio 250”, como una suma de variables Bernoulli de parametro
p=0.2 (aplicando el enunciado E4); que es la proporcion de arboles que mueren por el
producto quimico. Han de estimar la probabilidad pedida P(s, >60) mediante el teorema
central del limite (n es suficientemente grande), lo que requiere determinar la esperanza
y varianza de la variable suma (P1 y P2), respectivamente 50 y 40. Al estandarizar
(AP2) la variable suma y usando la correccion de continuidad (P12), se recurre a la
tabla de la distribucién normal estandar para obtener el valor critico (AP3); en este caso
de forma indirecta. Asi, la probabilidad de que mueran al menos 60 arboles es de un
0,49. Se sugeriria a continuacion, comparar esta aproximacion con el calculo de
probabilidad en forma exacta, mediante la distribucion Binomial de pardmetros n = 250
yp=0,2

Esta clase terminaria con la actividad 1.8, proponiendo también al estudiante
resolver la actividad 1.1, planteada en la leccion inicial, mediante una probabilidad

aproximada.

Actividad 1.8. Un sistema estd formado por 100 componentes cada una de las cuales tiene una
confiabilidad igual a 0,95. (Es decir, la probabilidad de que la componente funcione correctamente
durante un tiempo especifico es igual a 0,95). Si esas componentes funcionan independientemente una
de otra, y si el sistema completo funciona correctamente cuando al menos funcionan 80 componentes,
¢Cual es la confiabilidad del sistema?

El alumno deberia aplicar las propiedades anteriores. Se pediria calcular

P(80<S, <100). Para dar una solucion aproximada, calcularia la esperanza y varianza

de la variable de interés.
E(Sn)=E(XXi))=YE(Xj) = nxp =100x0,95=95 ;
Var(Sp)=Var (3> Xj)= >.Var(X;) = nxpx(1-p) = 100x0,95x0,05 = 4,75.
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La desviacion estandar de esta variable es o5 =44,75 = 218. Como el tamafio de

la muestra n=100 es grande, aplicaria el teorema central del limite, obteniendo:

Sp = N(np, npq) Luego procederia al calculo, usando la correccién de continuidad (P12):

795-95 _S,-95 100595
218 ~ 218 = 218

P(80<S, <100)~ P(79,5< S, <100,5)= P[ j ~ $(2,52) - ¢(~71) = 0,994
Por tanto, el sistema funcionaria el 99,4% de las veces. Por ultimo, se dejaria
como practica aplicar la correccion de continuidad en la actividad 1.6 y comparar los

resultados.

Desarrollo de la Sesion 4.

La cuarta sesion de aula estaria orientada a mostrar aplicaciones del teorema
central del limite, enlazando de forma natural con la obtencion de la distribucion
muestral y la estimacion de pardmetros por intervalos de confianza. La primera
aplicacién seria la estimacion por intervalos de confianza de la proporcion p de la
distribucién binomial. Se partiria sefialando que para los percentiles z; y z, fijos cuando

n es grande, la aproximacion s, < N(np,npg) permite calcular la probabilidad

aproximada que la suma de v.a. se encuentre en un cierto intervalo,

P(np +2,npa < S, <np+ 2P )= F, (2,) ~ F; (2,)

A continuacion, se plantearia la siguiente actividad comentando que en 10*
lanzamientos de una moneda, la probabilidad de que el nimero de caras se desvie de la
media 5.000 en més de 100 caras es menor de 0,0455:

Actividad 1.9. Compruebe que la probabilidad de que S, esté dentro de los limites np + 2 \/npq
es alrededor de Fz(2) - Fz(-2) = 0,9545; para np = 34/npq la probabilidad es aproximadamente 0,9973.

Se continuaria relacionando la suma con la proporcion en la estandarizacion

normal, obteniendo el mismo intervalo anterior ahora como promedio.
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Observacidon: Sea p la proporcion de elementos de una poblacién que poseen un atributo determinado. Si
p es el estimador puntual maximo verosimil y consistente del pardmetro en una muestra grande de

tamafio n, por el teorema central del limite, establecemos que, si p=S,/n entonces p ~ N(p,ﬂ
n
Luego  Z,= SioMP PP
Vmp(t-p)  [Bd

n
la proporcion de elementos con cierto atributo se encuentre entre dos valores limites, es decir,

P(p+ 24/pa/n < p<p+2,4 pq/n)= F,(2,)-F; (z,)

De igual forma podemos calcular la probabilidad que

Se propondria la actividad 1.10 para aplicar esta propiedad en un estudio sobre

planes de pensiones.

Actividad 1.10. Una organizacion muy grande desea estimar a través de un intervalo de confianza que

porcién de sus empleados prefieren planificar sus propios beneficios de retiro en lugar de seguir un plan

patrocinado por la compafiia, para ello tomé una muestra aleatoria de 75 empleados, encontrando que 30

de ellos estan interesados en seguir sus propios planes de retiro.

a. Encuentre un intervalo aproximado de 99% de confianza para la proporcién verdadera de empleados
que desean seguir sus propios planes de retiro.

b. Si el verdadero valor en parte a) de p = 0,3, ¢Consideraria usted que la porcion de empleados que
prefieren planificar sus propios beneficios de retiro es mayor?

Se espera el siguiente procedimiento de resolucién para el apartado a) Definir p:
proporcion de empleados que prefieren planificar sus propios beneficios de retiro.

A

Segun la muestra p=0,40, Z(0,995)=2,58. Aplicar el intervalo siguiente para un

tamarfio de muestra grande:

ﬁ—za—a/z)-‘/@s p<p+zl-al2) @

Un intervalo aproximado del 99% de confianza usando la informacion anterior,
debe dar el siguiente resultado (0,250 ; 0,546). En el apartado b) la respuesta es no, pues
el intervalo contiene a 0,3.

Otra actividad de mayor complejidad que implica la construccion de intervalo de
confianza de la diferencia de proporciones en dos muestras, se presentaria a

continuacion.

Actividad 1.11. Construya un intervalo de confianza para la diferencia entre dos proporciones p;-p;

En conjunto con los alumnos se desarrollaria una solucion de forma simbdélica:

Para n; y n, relativamente grandes, se tiene por el teorema central del limite que:
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by < N(pl, Plfhj By = N(pz , szzj Entonces, Z = Epl - IOAz)—(Pl— I02A) < N1
n ny P1(1-p1) . p2(1-p2)
ng )

En este Ultimo estadistico las proporciones muestrales en el denominador p; y p, han
sido estimados por sus respectivos estimadores de maxima verosimilitud (P10). Dado
que los valores de n; y n, son grandes las aproximaciones siguen siendo validas.

Por lo tanto, un intervalo de confianza aproximado del 100(1-«)% para p. p; €s:

[@1—ﬁ2—2(1—a/2). Bd, B 5 s L0 ar2). p1q1+pzqu
Ny n, N n,

donde p, y p, son los estimadores maximo verosimiles de p; y p. respectivamente

(P10).

Desarrollo de la Sesion 5.

Se trabajarian los campos de problemas CP8 y CP12. Se prevé una segunda
aplicacion del teorema central del limite consistente en determinar el tamafio adecuado
de muestra aleatoria para estimar el parametro de una poblacion binomial con una
precision dada, en el contexto de estimar la proporcion de fumadores. Se lleva al
alumno a descubrir que el namero de unidades en la muestra depende de la precision
con la cual se quiere estimar el pardmetro de interés p, de la varianza de la poblacion y
del valor del coeficiente de confianza utilizado para efectuar la estimacion mediante un
intervalo. La variable a considerar es cualitativa y se estima la proporcion de elementos

que tienen la caracteristica indicada por dicha variable mediante el estimador p. El

error absoluto de estimaciénes e=|p—p|.

Como el intervalo de confianza 1-a. es |p-p|<Z(1-a/2)- pl=p) se obtiene una
n

2
formula de célculo de tamafio adecuado minimo, n =(M] -p(l-p). Para guiar a
[

los estudiantes en la comprension y aplicacion se entregaria la actividad siguiente:

Actividad 1.12. Muestreo. Una fraccién desconocida p de una poblacién esta compuesta por fumadores,
y vamos a utilizar el muestreo aleatorio con reemplazo para determinar p. Se quiere encontrar p con un
error no mayor de 0,005.

a. ¢Cuan grande debe ser el tamafio n de la muestra?

b. ¢Cuan grande debe ser el tamafio n de la muestra si se quiere un error a lo mas 0,01?
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Este ejercicio guiaria al alumno a descubrir que la determinacion del tamafio
muestral estd condicionada al error muestral. Se conduciria al alumno a discutir la

siguiente secuencia de algoritmo de solucion:

Sea p la fraccion de fumadores de la muestra. Es claro que ningin tamafio de
muestra puede garantizar de manera absoluta que |p-p|<0,005. A lo mas podemos
considerar muy improbable un error que exceda de la cota asignada de 0,005. Con este
proposito, se estableceria un nivel de confianza arbitraria 1-a digamos 0,95, y elegiria
una n tan grande que el evento |f - p| <0,005 tenga probabilidad > 1-a.

Dado que S,=np puede interpretarse como el nimero de éxitos en n ensayos,
tenemos que P(/p - p|<0,005) = P(S, —np| < 0,005n) >1-« . Con apoyo de la aproximacion
normal y observando sus valores en la tabla, seria necesario elegir una n tan grande que

Mzza—a/z) O n>40000-p-q-Z%(1—a/2).
Jpa
En esto interviene la probabilidad desconocida p pero, en cualquier
circunstancia, tenemos que pq<1/4 vy, en consecuencia, sera suficiente un tamafio de
muestra n>10000-Z2(@1-«/2). En el nivel de confianza 1-a= 0,95, encontramos que
Z(l-a/2)=196, por lo que un tamafio muestral de n = 40000 es, desde luego,
suficiente. En la parte b) Si solamente se requiere una precision 0,01 seria suficiente un
tamafo muestral de 10000 (con el mismo nivel de confianza).
Finalmente, se dejarian dos ejercicios de aplicacion acerca de control de calidad

y de satisfaccion de un producto.

Ejercicio 1.5. Para estimar la proporcion de articulos defectuosos en una fabrica, el departamento de
control de calidad quiere una estimacion que difiera de la verdadera proporcién en menos de 0,05 con
probabilidad al menos 0,95. Determine el tamafio de muestra necesario para el nivel de precision
requerido.

Solucién: Si p =0,5 se tiene n = 385; si p = 0,2 el tamafio de muestra es solo 246.

Ejercicio 1.6. En una encuesta sobre la satisfaccion del producto del salmdn en latas, 320 de un total de

400 personas entrevistadas se pronunciaron a favor por este producto.

a. Establezca un intervalo aproximado de confianza del 95% para estimar la proporcién de personas
que estan a favor de la venta de las latas de salmén.

b. Se desea estimar la proporcion p, de error maximo de 3% con un nivel de confianza de 99%. ;Qué
tamafio de muestra se requiere para asegurar esta precision?

c. ¢Con qué nivel de confianza puede afirmarse que la proporcion de personas que estan a favor del
producto esta entre 77% y 83%?
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Una vez terminado los contenidos de la leccion 1 en el aula, a modo de regular el
aprendizaje parcial de esta leccion, se plantearian dos ejercicios a resolver por los
estudiantes, uno a desarrollar en el laboratorio de computacion y otro en la sala de

clases, en un tiempo de 50 minutos cada uno.

Ejercicio 1.7. Riesgo individual

Introduccién: Cuatro hombres adultos en Concepcion toman una poliza de seguro automotriz por un afio,

en una Sucursal de una gran Empresa Aseguradora en Chile. Los valores posibles de reclamo del seguro

de los clientes es {0,1,2,3,4}, con probabilidad de que reclame un cliente de p = Pr(reclamacion) =0,5.

La funcién de probabilidad del nimero de reclamos de los cuatro clientes es:

x 0 1 2 3 4
p(x) 0,0625 0,25 0,375 0,25 0,0625

Si calculamos la media y la varianza obtenemos 2 y 1 respectivamente.

La Empresa Aseguradora lo ha contratado a usted para que analice el riesgo individual de reclamos de

sus clientes, considerando una muestra de 20 Sucursales seleccionadas al azar en el pais.

a. Con apoyo de Excel, simular el nimero de reclamos, con un nimero grande de 50 clientes que
solicitan un seguro automotriz en cada Sucursal seleccionada. Obtener la distribucién de frecuencias
de los reclamos en las 20 Sucursales.

b. Represente por un histograma la distribucién muestral del total de reclamos en las Sucursales, para
verificar el Teorema de Laplace-DeMoivre. Comente las caracteristicas del histograma dadas por el
teorema.

c. Compare el valor teérico esperado con su correspondiente valor empirico.

d. ¢Esrentable para la Empresa los seguros automotriz que ofrece a sus clientes?

El siguiente ejercicio 1.8 de accidentes industriales, tiene por objeto determinar
la valoracion que los estudiantes hacen de las propiedades del teorema central del limite
en un ejercicio algebraico. La solucién prevista y resultados seran analizados en la

seccién 6.2.2.

Ejercicio 1.8. Accidentes Industriales. Un ingeniero ha comprobado que 45 de los 150 accidentes

industriales en su planta, en los Gltimos cinco afios, se deben a que los empleados no siguen las

instrucciones.

a. Determine la probabilidad aproximada de que de 84 nuevos posibles accidentes, entre 20 y 30 se
deban a negligencia de los empleados.

b. Compare con el valor exacto de la probabilidad anterior, determinada mediante la probabilidad
binomial, que es 0,81023.

c. Calcule la probabilidad aproximada de obtener, en una muestra aleatoria de 120 accidentes
industriales, mas de un 35% que se deban a negligencia de los empleados.

d. Calcule el tamafio de muestra necesario para que la estimacién difiera de la verdadera probabilidad
en menos de 4,5% con probabilidad al menos 0,96.

5.5. ANALISIS DE LA SEGUNDA LECCION

5.5.1. ELEMENTOS DE SIGNIFICADO Y CONFIGURACIONES EPISTEMICAS
En la segunda leccion titulada “Distribucion asintética de la suma de variables

aleatorias discretas”, se presentaria una extension del teorema central del limite para el
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caso de variables discretas acotadas y no acotadas. Se recogerian los campos de
problemas (Tabla 5.5.1.1) CP2: Determinar la distribucion de la suma de variables
aleatorias discretas idénticamente distribuidas y CP12: Estimar por intervalos de
confianza la media y otros pardmetros para muestras grandes. Los procedimientos
previstos son AP1: Célculo algebraico y transformacién de variables aleatorias; AP2:
Tipificacion/destipificacion y AP3: Calculo de probabilidades referidas al teorema con

calculadora, tablas de distribucién o programa de ordenador.

Tabla 5.5.1.1. Planificacion de la segunda leccion

Sesion |Accién Objetivo de la accion didactica Elementos Configuracion
didactica de significado epistémica
6 Actividad 2.1 |Motivar la aproximacion de la Poisson CP2, AP1, AP2, AP3 |Algebraica
P1, P3, P12

Actividad 2.2 |Aplicar el teorema a la distribucién de la/E4, P1, P2, P3, P8, Algebraica
media muestral de la distribucién Uniforme |AP1, A2, A5

Seccion 2.2 |Segunda formulacion del teorema P4, E4 Algebraica

Ejercicio 2.1 |Obtener la distribucion de la media muestral| AP1, AP3, E4, P1, P2, |Algebraica
de variables discretas acotadas P8, A2

Ejercicio 2.2 |Estudiar la distribucion de los puntajes|P3, P4, P8, A3 Algebraica
medios de lanzamientos de varios dados

7 Actividad 2.3 |Aproximar la distribucion Hipergeométrical AP1, AP2, AP3, E4,|Algebraica

a la Normal P1, P2, P8, P12, A2

Ejercicio 2.3 |Estudiar la forma de la distribucion de|AP1, E4, P4, A5 Algebraica

media muestral de v.a. discreta acotada

Actividad 2.4 |Aplicar algebraicamente el teorema a laE4, AP1, AP2, AP3,|Algebraico
distribucién Poisson P1, P2, P8, P12, A5
Correccion de continuidad

Actividad 2.5 |Error de aproximacién mediante calculo de|AP1, AP3, E4, P8 Algebraico
probabilidades por intervalos

8 Ejercicio 2.4 |Estudiar graficamente la distribuciénE6, P8, A4 Computacional

Poisson en funcidn de los parametros

Actividad 2.6 |Aplicar el teorema, estimar intervalos de|CP12, AP1, AP2, AP3,|Algebraico
confianza para el parametro de la Poisson  |E4, P10, Al

Ejercicio 2.5 |Aplicar algebraicamente a la ingenieria lajAP3, P3, P8, P12, A2 |Algebraico
aproximacion de la dist. Hipergeométrica

Ejercicios 2.6 |Aplicar algebraicamente la aproximacion de|AP3, P8, P12, A2 Algebraico
la dist. Poisson a la ingenieria
Fuera |Ejercicio 2.7 |Aplicar a la ingenieria el teorema CP2, AP1, AP2, AP3,|Algebraico
de clase E4, P1, P2, Al, A6

Tratariamos de avanzar en el enunciado del teorema, de forma intuitiva (E6) y
general (E5) a enunciarlo para la suma de variables aleatorias independientes
idénticamente distribuidas (E4). Pretendemos que el alumno aplique las siguientes
propiedades: P1: La media de la distribucién aproximada de una suma de variables
aleatorias es la suma de las medias; P2: La varianza de la distribucién aproximada de la
suma de variables aleatorias es la suma de las varianzas; P3: La media aritmética de una

muestra aleatoria de tamafio suficientemente grande sigue aproximadamente una
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distribucion normal; P4: La aproximacién mejora con el nimero de sumandos; P8:
Aproximacién de algunas distribuciones clasicas a la distribucion normal; P10: Los
estimadores de méxima verosimilitud tienen distribucion asintotica normal; y P12:
Correccion de continuidad.

Los elementos de lenguaje a establecer son las expresiones verbales, notaciones
simbdlicas y representaciones graficas de barra y funcion de probabilidad. Por altimo
intentariamos que los alumnos desarrollen tres formas de argumentaciones, partiendo
del caso particular de una distribucion discreta uniforme de un resultado general (A2);
comprobacion de ejemplos y contraejemplos (A5); y generalizaremos las conclusiones

de experimentos manipulables (A3) situadas en la leccion 1.

5.5.2. TRAYECTORIA DIDACTICA
Se planificarian e implementarian tres sesiones de aula de esta leccion que

analizamos a continuacion.

Desarrollo de la Sesion 6.

La clase comenzaria explicando a los alumnos que en este tema aproximaremos
el modelo de la distribucion normal a distribuciones de probabilidades clasicas discretas
(CP2), como la distribucion uniforme discreta y la Poisson, para ciertos valores de sus
parametros. Distinguiremos tres casos de analisis: variables provenientes de poblaciones
con distribucién uniforme discreta, variables discretas acotadas y variables discretas no
acotadas. La primera actividad 2.1 que motiva la introduccion de la leccion 2, se refiere
al tiempo de llegadas de llamadas de teléfonos, modelado por una distribucion de

Poisson.

Actividad 2.1. A una central de teléfonos llegan llamadas al ritmo medio de 3 por minuto. Determinar la
probabilidad de que lleguen al menos 200 llamadas en un periodo de una hora. ;Como desarrollarias esta
actividad?

Se espera que la mayoria de estudiantes aplique los conocimientos adquiridos
del curso previo de probabilidades para determinar el valor. Para ello debieran definir la
variable aleatoria X: “namero de llamadas recibidas por una central en 60 minutos” con
distribuciébn ~ Poisson de media 180, cuya expresion  simbdlica  es

X ~P(u=4t=3x60=180) calculando el promedio x, de llamadas que recibe la central

durante 60 minutos (P1). Se pide utilizar el modelo Poisson para calcular la
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0 X ,—180
probabilidad P(x >200)= Y “2°
x=200

| . Como el célculo con calculadora o tablas
X!

estadisticas es laborioso, los estudiantes podrian intentar ampliar el enunciado del
teorema central del limite conocido para la distribucion binomial para este caso de la
Poisson. Esta segunda solucion aproximada considera una aproximacion al calculo de la
probabilidad mediante la distribucién normal.

La esperanza y la varianza de la distribucién Poisson es 180. Utilizando la

correccion de continuidad (P12) vy estandarizando (AP2) se obtiene:

P(x2200)=P(zz%%:1-Fz(1,45):1-0,9264:0,0736. A continuacién, el profesor

enunciaria una nueva version del teorema central del limite, segun Linderberg y Lévy:

Enunciado 2 del teorema central del limite (Linderberg-Lévy): Sea una muestra aleatoria simple de
tamafio n de cualquier poblacién de media x y desviacion tipica finita «. Cuando n es grande, la

2
. . . . . — . . . - O .
distribucion de la media muestral x se aproxima la distribucién normal N(z , —) con media Yy
n

desviacion estandar o/Jn .

Se indicaria al alumno que este enunciado es general, y podria aplicarse a
variables aleatorias discretas, incluyendo la aproximacién binomial y Poisson. Se
recordaria al alumnado que las observaciones de una muestra aleatoria son variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. Se continuaria con el estudio de

la distribucién de la suma de variables uniforme discreta.

Definicion: Una variable aleatoria sigue la distribucion uniforme discreta entre los valores a y b con
a<b, notandose UD(a,b), si tiene la siguiente distribucion de probabilidades

x=a,a+1..,b-1b

P(X=x)={b-a+1
0 e.0.c.

a+b (b-a+1f-1

Sumediaes E(X)= ysuvarianza V(X)= P

Formulada la distribucion uniforme, se propondria la actividad 2.2, enfrentando
al estudiante a la aplicacion algebraica del teorema central del limite y la representacién
gréfica de la distribucion muestral de la media de una variable aleatoria de distribucion
conocida. Si bien el tamafio de la muestra es pequefio, el objetivo es trabajar los
calculos con lapiz y papel en un tiempo de 30 minutos y observar la convergencia

rapida para esta distribucion particular.
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Actividad 2.2. Un producto se vende en el mercado con la misma frecuencia, en tres tamafios 2, 4 y 6.
Determine la distribucion de probabilidad de la variable tamafio del producto.
Elabore un diagrama de barras para representar su distribucion.

Calcule la media £ y la desviacion estandar o

Enumere todas las muestras aleatorias de tamafio 2 con reemplazo que pueden comprarse de este
producto, y calcular las medias de las muestras obtenidas.

Obtenga la distribucion de probabilidad de estas medias.

Calcule la media y desviacion estandar de las medias muestrales. Comparar con las tedricas.

Dibuje un histograma de la distribucion muestral de medias muestrales. Comentar.

Indique tres hechos importantes obtenidos en la resolucién del problema.

o0 o

S@ o

Esta actividad analiza una distribucion discreta, P(x) = 1/3, de valores x = 2, 4,
6. En b) y g) los alumnos compararian graficamente la distribucion original con la
distribucion muestral de la media muestral (P3). En apartado c¢) se calcularian los
valores poblacionales de media y desviacion estandar, que son respectivamente p=4,
o =m =1,63. La obtencion en d) de las nueve muestras posibles de tamafio 2,

permite hallar la distribucion para la media muestral en e) y los estimadores de los dos

parametros, sy =40 ,y oy =4/1733-4,0? =115. Las representaciones graficas son las

siguientes:
Distribucidn uiforme dscreta Histograma de las i edias muestrales
F[:I:] — - Bluesiras e amafio 2 ]
r —_ T ! i PLRY i
.30 4 | | | | =
[ ‘ | [ | | [ .30 I
.20 | | J
'_ | ' | | 0.20
0.0 || I | | | |
I I 0.0
VR p— e — l —
3 i
I Q nu T T T T T
Ed i 4 5 & ol

A continuacion, se propondria a los estudiantes resolver el ejercicio 2.1 y

entregarlos para la proxima sesion.

Ejercicio 2.1. Un jabdn para lavavajillas de cierta marca se vende en tres tamafios: de 25, 40 y 65 onzas.
Veinte por ciento de los compradores seleccionan la caja de 25 onzas, 50% la de 40 onzas y 30% la caja
de 65 onzas. Sean X; y X, los tamafios de caja seleccionados por dos compradores independientes.
a. Escriba la distribucidon de los tamafios de jabones. Comenta sobre la naturaleza de la variable.

b. Determine la distribucion de muestreo de X , calcule E(Y) y comparela con .

También se propone pensar el ejercicio 2.2
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Ejercicio 2.2.

a. Escriba la distribucién de probabilidad de los puntos obtenidos al lanzar un dado.

b. Verifique (y comente) que la distribucién del promedio de puntos cuando se lanzan dos, es la
siguiente:
xil 15 2 25 3 35 4 455 55 6
nl 23 45 65 432 1

c. Determine la distribucion del promedio de puntos cuando se lanzan tres y cinco dados
respectivamente. Presente y comente los graficos de las distribuciones encontradas.

Desarrollo de la Sesion 7.
La sesion comenzaria resolviendo el ejercicio 2.1, donde se requiere la
distribucion de la variable X: tamafio en onzas del jabon, discreta acotada, y es la

siguiente:

Tamafio del jabon 25 40 65
Probabilidad 0,20 | 0,50 | 0,30

Para determinar la distribucion de muestreo de X , se obtendrian las muestras
posibles obtenidas por dos compradores que son: (25,25), (25,40), (40,25), (40,40),
(25,65), (65,25), (40,65), (65,40), (65,65). Se calcularian los promedios respectivos: 25,
32,5, 32,5, 40, 45, 45, 52,5, 52,5, 65, y las probabilidades de cada valor del promedio:
P(X = 25)= p(25,25) =022 =0,04 ; P(X =45)= p(2565) + p(65,25) = 2x0,2x03=0,12 ; etc.

Asi, el alumno obtendria la distribucion de la media muestral (P3).

X. |25 325 | 40 45 525 | 65

X

pi 0,04 |02 025 | 012 |03 0,09

Calcularian el promedio de la media muestral E(X) que coincide con la media

de la distribucion inicial ¢ y cuyo valor es 44,5. Se dejaria como ejercicio la

representacion grafica de la distribucion obtenida en apartado b) y determinar la

distribucion de muestreo de la varianza muestral S, calculando E(S?) y comparando

con o2. Ademas, se pediria enunciar verbalmente la aplicacion del teorema central del
limite a este ejercicio.

A modo de refuerzo, se dejaria el ejercicio 2.3, que sera retomado en la sesion 8;
y corresponde a un problema de produccién. Su objetivo es estudiar algebraicamente y
graficamente la forma de la distribucién de media muestral o suma de variables

aleatorias discretas acotadas.
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Ejercicio 2.3. Una maquina produce articulos con cierto tipo de defecto, identificados como 0, 1 y 2.
Suponiendo que en una partida hay 20 articulos sin defecto, 30 con un defecto y 50 con dos defectos, se

02 x=0
saca un articulo al azar y se anota su valor, X;. La distribucion de X; serd P(X1=x)={03 x=1
05 x=2
Suponga que el articulo escogido primero se devuelve a la partida y luego se escoge un segundo articulo y
se anota su valor, X, . Considere la v.a. )?2 =(Xy + X3)/2 como el promedio de una muestra aleatoria de
tamafio 2, con distribucion: P(X, =X,)= 0,04 , 0,12, 0,29 , 0,30 , 0,25 y valores de la v.a. X,

respectivamente 0, 1/2,1,3/2, 2.
Suponga que después de que el segundo articulo ha sido también devuelto a la partida, se escoge un tercer

articulo y se anota su valor, X3. Determine la distribucién de probabilidad de la v.a. )TS =(Xy + Xo+X3)/3

a. Realice el experimento de obtener un cuarto articulo siendo devuelto el tercero a la partida. Obtenga
la distribucién de probabilidades del promedio de los cuatro articulos extraidos.

b.  Enun gréfico dibuje las distribuciones de X, X,, X3y X, (Utilice Excel y/o lapiz y papel). ;Qué
puede comentar sobre la forma de la distribucidon de los resultados de esta ilustracién numérica? En el
mismo gréfico, trace en linea discontinua como seria la distribucion de X.

c. Si envez de la media muestral, se analiza la suma de variables aleatorias discretas, S; ; S;=X;+X; ;
S3=X;1+X,+X3 , etc. Fundamente si la distribucion de la suma y el promedio seran similares.

d. Enuncie al menos una pregunta de acuerdo al problema, sobre el célculo de probabilidad, donde
tenga que aplicar el teorema central del limite y resuelva.

Se esperaria que los estudiantes continten el experimento de obtener la
distribucién de probabilidades del promedio o de la suma de variables aleatorias

discretas, como se representa a continuacion:

T
05 4
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-
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A continuacién se plantearia otra aplicacion del teorema central del limite para
el caso de la distribucién hipergeométrica (P8), recordando primero este modelo:

Supongamos que se extraen n bolas, al azar y sin reemplazamiento, de una urna
que contiene a bolas blancas y b bolas negras; sea X el nimero de bolas blancas
contenidas en la muestra resultante. Se dice que X tiene una distribucién

hipergeometrica, con funcién de probabilidad

o)
XAn-—-X .
f(x):T , Ry ={01,2,3,....min(a,n)}
n
En el caso de que n es grande y que a-+b>>n, esta distribucion puede ser

aproximada por una distribucion normal, con media y Vvarianza: w=np;

a+b-n

o 1)' Para valores dados de n y a+b, la aproximacion es mas precisa se
a+b-

02=npq-(

cuando p=(a/(a+b)) es proximo a 0,5 (a/b=1).

Luego, se presentaria la siguiente actividad de aplicacion en el caso de

votaciones:

Actividad 2.3. La candidata presidencial de Chile Michel Bachelett obtiene un 48% de los N
encuestados, de forma permanente por varios meses, previo a las elecciones. Pensando en los resultados
definitivos de diciembre 2005 respecto a los votos de los tres candidatos, ¢Cuél es la probabilidad de que
sea ganadora en un sondeo de 200 votos en un determinado distrito?, ¢Tendremos una primera
presidenta mujer de Chile, en la primera vuelta electoral?

Nota: La proporcion p de votos a favor de M. Bachelett varia de un mes a otro pero con tendencia al
48% y ademas los tamafios de muestras pueden ser distintos.

El procedimiento de solucion requiere definir la variable X: “namero de votos
que obtiene de los 200” y reconocer que X tiene una distribucion hipergeométrica de

parametros n = 200, a = pNy b = (1-p)N, donde p = 0,48 y calcular la media y varianza

respectiva, =np=96; o = npg - 2+ E_Z =49,92. NN_ 2(1)0 (P1, P2).
a+b- -

Si N>>200, la varianza estd proxima a 49,92 y la distribucién de X es
aproximadamente N(96, 49,92). En términos simbdlicos, la probabilidad de que la

candidata obtenga mas de la mitad de los votos es:

100,5-96

149,92

P(X >100)~1- Fz( ] =1-F(0,6369) =1-0,7389 = 0,2611.
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Se dejaria como ejercicio calcular y comentar el valor de la probabilidad sin usar la
correccion de continuidad (P12) y comparar el resultado inicial con la aproximacién
binomial a la distribucion hipergeométrica de la probabilidad calculada (P8).

Se continuaria con la distribucion de la suma de variables discretas no acotadas,
se presenta a los alumnos la aplicacion del teorema central del limite a la distribucion de
Poisson (P8), es muy recurrida en ingenieria y planteando algunos ejercicios de tipo
algebraico. En la siguiente sesion se presentaria algunas gréaficas de la distribucion

Poisson para varios valores de sus parametros.

Actividad 2.4. En un proceso de fabricacion de peliculas fotograficas aparecen por término medio 1
defecto por cada 20 metros de pelicula. Si la distribucion de defectos es Poisson, calcule la probabilidad
de 6 defectos en un rollo de 200 metros de pelicula (a) directamente; (b) utilizando la aproximacion
normal.

Primero se debe calcular la probabilidad en forma exacta usando el modelo de

Poisson; tenemos que el pardmetro ©4=1/20 metros, lo que conduce a que en 200 metros

10 106

£=200/20 =10 defectos en 200 metros. Asi P(X =6) = =0,0630. Una solucién

aproximada usando la distribucién normal y la correccion de continuidad (P12), se

55-10 6,5-10
<Z<

V1o V1o

aproximacion de la distribucion de Poisson por la normal, para n grande y u >5.

obtiene con P(X:6):P( ]:0,0557. Se observa la buena

Desarrollado el ejercicio, se estableceria la aproximacion de la distribucion de

Poisson:

“Sean X, X,,..., X, variables aleatorias de Poisson independientes, de media

comun g. Por el teorema central del limite (E4) la distribucion de S, = %Xi es
i=1

aproximadamente normal N(nz ng) para n suficientemente grande™.

La siguiente actividad relacionaria las distribuciones Poisson, binomial y
normal; para n grande y p pequefio, la distribucion binomial b(n,p) se aproxima a la
distribucién de Poisson P(u=np), siendo el error pequefio si npg es grande. Para u
pequefia, solamente puede usarse la aproximacion de Poisson, pero si u es grande,

podemos utilizar cualquiera de las aproximaciones normal o de Poisson.
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Actividad 2.5. La distribucién de Poisson con p=100 asigna al conjunto de enteros a, a+1,a+2...,b la
probabilidad P(a<X <b)=P(X=a)+P(X=a+1)+---+P(X =b). Esta distribucion puede
considerarse como aproximacion a la binomial con n = 100.000.000 y p = 10°°.

Luego, npg ~100 y nos aproximamos a la binomial mediante la normal, al menos para valores proximos
al término central 100, podemos usar la aproximacion normal para la Poisson. Compruebe que

P(a< X <b)~ F((b-99,5)/10)- F((a—100,5)/10)

Seguidamente, se pediria a los alumnos que calculen varias probabilidades en las

dos distribuciones que muestre el grado de aproximacion, como la tabla siguiente

Probabilidades ~ Valores exactos ~ Aproximacion Normal

85< X <90 0,11384 0,11049
90< X <95 0,18485 0,17950
95< X <105 0,41763 0,41768
900< X <110  0,70652 0,70628
110< X <115  0,10738 0,11049
115< X <120  0,05323 0,05335

Desarrollo de la Sesion 8.
La tercera sesion comenzaria planteando a los alumnos el ejercicio 2.4. Se les
pediria que envien sus comentarios por el foro de la plataforma, acerca del estudio

grafico de la distribucion Poisson en funcién de su parametro.

Ejercicio 2.4. Comente, por el foro, la forma de la distribucion Poisson para distintos valores de sus

paradmetros.
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La siguiente actividad estd orientada a mostrar una aplicacion del teorema
central del limite a la estimacion de pardmetros por medio de intervalos de confianza
(CP12). Se procederia a la construccion intervalos de confianza de la media de la

distribucion Poisson (CP12) a partir de su estimador de maxima verosimilitud (P10).

Actividad 2.6. Supongamos que la v.a. X tiene una distribucion Poisson de pardmetro £z . Considere una
muestra aleatoria de tamafio n.

a. Pruebe que el estimador de maxima verosimilitud del parametro zzes X .
b. Determine un intervalo de confianza aproximado del 95% para (.

Esperamos que los alumnos verifiquen que la distribucion muestral de la media

es de la forma X =« N(,u , ﬁj (una consecuencia de CP2) y posteriormente escriban su
n

forma estandar X =% - N(01) (AP2). De esta forma, pueden determinar los percentiles

Join

tales que P[—Z(l—a/Z)S

X—pu

<Z(- a/z)] =1-a (AP3). Despejando el pardmetro

un

(AP1) deben llegar a obtener la siguiente expresion:

—_Z(l—a/Z)_ — - Z(l—a/Z)' =
E(X —\/ﬁ \/;, X+—\/ﬁ \/;J

En el tiempo que quedaria de la clase, se atenderian consultas del ejercicio 2.3y
enseguida el profesor pasaria a plantear y dar indicaciones de resolucién de dos nuevos

ejercicios propuestos sobre acuicultura y transporte.

Ejercicio 2.5. Una caja de una empresa contiene 600 merluzas y otra de 500 salmones. El departamento
de control de calidad desea seleccionar una muestra aleatoria de 36 pescados. ;Cual es la probabilidad
aproximada de que se puedan extraer al menos 15 salmones?

Ejercicio 2.6. El nimero de infracciones por estacionamiento en cierta ciudad sugiere una distribucién

de Poisson con parametro £= 50. ¢Cuél es la probabilidad aproximada de que:
a. (Entre 35y 70 infracciones se despachen en un dia en particular?
b. ¢El nimero total de infracciones expedidas durante una semana de 5 dias esté entre 225y 275?

Al igual que la leccion 1, una vez terminado los contenidos de la leccion 2 se les
plantearian a los alumnos resolver, en un tiempo de 50 minutos, un ejercicio algebraico
de caso de muestras provenientes de una variable aleatoria discreta acotada. La solucién

prevista y resultados seran analizados en la seccién 6.3.2.
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Ejercicio 2.7. Sea X el nimero de paquetes que envia por correo un cliente seleccionado al azar, en
cierta oficina de envios. Suponga que la distribucion de X es como sigue:

X 1 2 3 )
P(X.=x) |04 03 02 01

a. Considere una muestra aleatoria de tamafio n = 2 (dos clientes) y sea X el nimero medio muestral
de paquetes enviados. Obtenga la distribucion de probabilidad de X .
. Calcule, paran = 2, la probabilidad P(X <2,5).
c. Si se selecciona una muestra aleatoria de tamafio n=3, ;Cudl es la probabilidad de que el total de
paquetes enviado por los tres clientes sea exactamente de 4 paquetes?
d. Encuentre la probabilidad aproximada de que el nimero promedio de paquetes en 36 clientes sea
menos de 2,5 paquetes.

5.6. ANALISIS DE LA TERCERA LECCION

5.6.1. ELEMENTOS DE SIGNIFICADO Y CONFIGURACIONES EPISTEMICAS
La tercera leccion titulada “Distribucion asintotica de la suma de variables

aleatorias continuas”, presenta el teorema central del limite para el caso de variables
continuas (CP4). Se trabajarian principalmente dos campos de problemas, CP4:
Determinar la distribucion de la suma de variables aleatorias continuas idénticamente
distribuidas y CP8: Obtener el tamafo adecuado de una muestra aleatoria de
poblaciones desconocidas. Otros dos son planteados como ejercicios, CP10: Obtener la
distribucion de diferencias de medias muestrales en dos poblaciones y CP12: Estimar
por intervalos de confianza la media y otros pardmetros para muestras grandes.

Se usarian procedimientos algebraicos (AP1) con apoyo de calculadora y
ordenador en el calculo de probabilidades (AP3). Esta tltima leccién retne las diversas
expresiones verbales y simbolicas y representaciones graficas simuladas del teorema;
asi como intentamos finalizar con el enunciado formal del teorema como limite de
funciones (E2), partiendo del caso particular de suma de v.a. independientes e
idénticamente distribuidas (E4). Las propiedades que nos proponemos que los alumnos
apliquen son las siguientes: P1: La media de la distribucion aproximada de una suma de
variables aleatorias es la suma de las medias; P2: La varianza de la distribucion
aproximada de la suma de variables aleatorias es la suma de las varianzas; P3: La media
aritmética de una muestra aleatoria de tamafo suficientemente grande sigue una
distribucion aproximadamente normal; P4: La aproximacién mejora con el nimero de
sumandos; P8: Aproximacién de algunas distribuciones clasicas a la distribucion normal

y P10: Los estimadores de maxima verosimilitud tienen distribucion asintotica normal.
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Tabla 5.6.1.1. Planificacién de la tercera leccion

Sesion | Accién Objetivo de la accion didactica Elementos Configuracion
Didactica de significado epistémica
9 Actividad 3.1 | Motivar la aproximacion de la CP4, AP1, AP2, Algebraica
distribucién Uniforme continua AP3, E4, P1, P2,
P8, A2
Seccion 3.1 Tercera formulacion del teorema CP4, E4 Algebraica
Actividad 3.2 | Distribucion de la suma de v.a.i.i.d. con | AP1, AP2, P1, P2, | Algebraica
distribucion U(0,1) P4, P8, A2, A3, Computacional
Ad
Ejercicio 3.1 Aplicacion del teorema a la AP1, AP2, P1, P2, | Algebraica
distribucion U(-1,1) P4, P8, A3, A4 Computacional
Seccion 3.2 Simulacion gréfica para distintos AP1, P4, P8, A2 Computacional
valores de los parametros de las
distribuciones de Fisher y Chi-
cuadrado
Seccion 3.3 Distribuciones clasicas de E4, P8 Computacional
probabilidades: propiedades de la
distribucion Gamma
10 Actividad 3.3 | Aproximacion de la distribucion AP1, AP3, P1, P2, | Algebraica
Exponencial a la normal P3, P8, A2, E4
Ejercicio 3.2 Aplicacion algebraica del teoremaala | AP2, P1, P2, P8, Algebraica
suma de v.a. exponencial A2
Ejercicio 3.3 Aplicacion algebraica del teoremaala | AP1, AP3, P1, P2, | Algebraica
distribucion Gamma P4, P8, Al
Actividad 3.4 | Aplicacién algebraica del teoremaala | APL, AP3, P1, P2, | Algebraica
suma de v.a. con distribucién P3, Al
desconocida
Ejercicios 3.4 | Aplicacion del teorema a las P4, P8, A2, Ad Computacional
y3.5 distribuciones T, F y Gamma mediante
simulacion gréfica con el ordenador
11 Actividad 3.5 | Aplicacionalgebraica del teoremaala | CP8, AP1, AP2, Algebraico
determinacion de tamafios de muestra AP3
Ejercicio 3.6 Aplicacion algebraica del teoremaala | CP10, AP1, AP3, Algebraico
diferencia de medias muestrales P1, P2
Seccion 3.4 Cuarta formulacion del teorema y CP4, E2, Al Algebraico
demostracion algebraica
Ejercicios 3.7 | Aplicacion del teorema a la media CP4, AP1, AP3, Algebraico
muestral de v.a. desconocidas P1, P2, P3, Al
Ejercicios 3.8 | Aplicacion del teorema a determinar el | CP8, AP2, AP3 Algebraico
tamafio muestral en intervalos de
confianza
Seccion 3.5 Demo del programa @risk usando la P4, P7, A4, E4 Computacional
binomial
Fuera | Ejercicio 3.9 Aplicacion en ingenieria del teoremaa | CP4, CP8, AP1, Algebraico
de la distribucidn uniforme. AP2, AP3, E5, P1,
calse P2, P8, Al, A6

Respecto a las argumentaciones usariamos las A2: Caso especial de un resultado

general y Al: Demostracion formal algebraica. Se describe en la Tabla 5.6.1.1 las

configuraciones epistémicas que se usarian en las actividades y elementos de
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significados pretendidos. No mencionaremos los elementos de lenguaje ya que estan

siempre presentes.

5.6.2. TRAYECTORIA DIDACTICA

Desarrollo de la Sesion 9.

Se explicaria a los estudiantes que esta Ultima parte trata de la aproximacion
asintotica de la suma de variables aleatorias continuas, de gran interés en la ingenieria,
debido a que en muchas aplicaciones intervienen variables de esta naturaleza, por
ejemplo la distribucion de Weibull y exponencial. Comenzariamos con la distribucién
uniforme continua, seguida de la aproximacion de distribuciones clésicas en inferencia y
concluyendo con el enunciado formal del teorema con su demostracion algebraica.

En primer lugar, el profesor enunciaria una tercera version del teorema central
del limite, para la suma de variables aleatorias independientes idénticamente
distribuidas (E4). Esta formulacién mas restringida del teorema es comun en los libros,
pero en la mayoria se presenta para la media muestral, mientras nosotros presentariamos

el caso de la suma:

Enunciado 3 del teorema central del limite: Si se extrae una muestra aleatoria de n observaciones de

una poblacion con una media finita £z y una varianza finita % entonces, si n es lo bastante grande, la
distribucion de muestreo de la suma S, =3X; se puede aproximar con una funcion de densidad normal

cuya media es ng y varianza no®.

Se explicaria a los estudiantes que ahora nos aproximaremos a la distribucion de
la suma de variables continuas. Partiriamos recordando la distribucion uniforme

continua.

Definicion: Sea X una v.a continua que toma todos los valores en el intervalo (a, b) con -w<a < b<w ,
diremos que X esta uniformemente distribuida si la funcidn de densidad de X es constante V xe (a, b) .
La f.d.p. deunav.a X ~ U (a,b) estd dada por: f(x)=<p_a a<x<b

0 eo.c.

Ademés, 1E(X) = a+b : v(x)= b-a)°
2 12

A continuacion, se plantearia la actividad 3.1, referido a un problema de

electricidad y magnetismo, modelado por una distribucion uniforme continua.
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Actividad 3.1. Se tienen n voltajes Vi, V, ,.., V, que se reciben en un concentrador, de tal suerte que

n
V= Zvi es la suma de los voltajes en ese punto. Cada voltaje V; es una variable aleatoria distribuida
i=1
uniformemente en el intervalo [0,10]. Considerando n = 20, calcule la probabilidad de que el voltaje
total de entrada sobrepase los 105 volts.

El profesor ofreceria 25 minutos para intentar resolver la situacion, calculando el
valor exacto y aproximado de la probabilidad pedida. Los alumnos debieran dejar
expresado en forma simbolica la probabilidad que corresponde haciendo notar la
dificultad de los calculos, y generalizando los resultados de la leccion 2 dar una
solucion aproximada. El profesor daria la solucion en la siguiente sesion.

Luego, una segunda actividad es presentada, que es un caso particular de la

distribucion uniforme para ciertos valores de sus parametros.

Actividad 3.2. Sean Xj, Xy,...X, variables aleatorias U(0,1) independientes. La S, = %Xi tiene una
i=1

S,—n/2

Vn/12

tiene, por el teorema central del limite, una distribucién aproximadamente normal estandar para n
grande.

media de n/2 y varianza de n/12. Compruebe que la variable aleatoria estandarizada S: =

Esta actividad, en relacion a este modelo de probabilidad uniforme de
parametros U(a=0 ,b=1) propone al estudiante dar una solucion algebraica para el caso

de la suma de dos v.a. X;+X, . El profesor comentaria que la funcion densidad de

probabilidad exacta de S, para valores pequefios de n se podria obtener por métodos de

cambio de variables. Por ejemplo, la f.d.p. de S; es:

f(2)= V6 +2)16 para—\/g<z<0
‘ J6-2)/6 para0<z<\/§

Luego se mostraria a los alumnos que en la siguiente figura podemos comparar
la f.d.p. exacta de S_ con la f.d.p. de la distribucion normal, para n = 1,2,3. Se haria

notar la concordancia que es buena incluso para valores de n tan pequefios como 3. Se
dejaria por parte del alumno indagar fuera de clase y con apoyo del computador, obtener

la distribucion de S, para n >3. Se usarian los argumentos A3: Simulaciones

manipulables de distribuciones en el muestreo y A4: Simulacién grafica con ordenador

del teorema central del limite.
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Py, para | darme iipificada de uea sema de o variables
alrareriaa indepeadicaies (v e 1,571 La (4 p. nomea tipificads ey
ikt B0 li5ta  trano

Se propondria el ejercicio 3.1, que motivaria el uso del ordenador para visualizar
la convergencia de esta suma de v.a. que proviene de poblaciones uniforme con los

mismos parametros.

Ejercicio 3.1. Sea X v.a. continua con distribucion uniforme en el intervalo (-1,+1). Si Xj, X,...X, son
v.a. independientes con la misma distribucion que X, entonces la v.a. S, => X; tiene media 0 y

Sn
Jn/3
normal estandar N(0,1). ¢(Para que n es suficiente una buena aproximacion? Observe que esta
distribucidn se utiliza para generar nimeros aleatorios con distribucion N(0,1).

varianza n/3. Analice con el computador que la v.a. Z = tiene aproximadamente una distribucion

Tanto en la actividad 3.2 como en el ejercicio 3.1 se enfatizaria la pregunta
¢Cémo lo desarrollarias, si trabajas con la suma y no el promedio; o al revés? El
profesor recurriria a responder de forma simbdlica la aproximacion normal de la suma'y

media con sus respectivos parametros de acuerdo a la distribucion de origen, por

ejemplo:

« Para la actividad 3.2: SiX~U@0l) = S, Zx - N(E j
now  \2 12

o Parael ejercicio 3.1: Si X~U(-11) = S, :in ~ N( )

Seguidamente se haria una extension del teorema central del limite a otras
distribuciones de probabilidades clasicas: t-Student, chi-cuadrado y F de Fisher. Estas

distribuciones (Ver Figura 5.6.2.1) estan tabuladas y se utilizan bastante en estadistica.
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Figura 5.6.2.1. Distribuciones Chi cuadrado y de Fisher

Fdp. de la distibucida £, ~

Folp, sk Do dlishilsidan 5 e & 4 5 6 grades o libiag

La sesion terminaria introduciendo que la distribucion gamma también puede
aproximarse por la distribucion normal. Para ello, se recordaria la funcion gamma de

parametro o como I'(a) = o?y“_l -.e7Y dy, donde se verifica que I'(a) = (oc —1)!, y se
0

pasaria a su definicion.

X
Definicion: Una v. a. continua X conf. d. p. ¢ 1 xo-1 o p x>0

(x) = . e
* NONE
se dice que tiene una distribucién gamma con parametros a y f8 .
Ademés, unav.a.X~gamma (a, ) tienepor: mediaap y varianza a p?

Luego, se presentaria una grafica de la funcion densidad gamma para varios
valores de sus parametros, haciendo notar tanto en su representacion grafica (Figura
5.6.2.2) como en las propiedades la derivacion de otras distribuciones de probabilidades

ya descritas y la variacién del comportamiento de la distribucion.

Figura 5.6.2.2. Distribucion Gamma

WE
W
3
A
)

L#] 1

Ademas, se recordarian las siguientes propiedades:
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a. Sia=1, =1/, 1 >0, se obtiene la distribucion exponencial de parametro .

b. Si a=r (entero), p=1/ 1 se obtiene la distribucion Erlang (r, ) que nos da la distribucion
del tiempo necesario para observar r — éxitos. Su f.d.p. es de la forma:

xrxr—le—m

y de media y varianza respectivas E(X)=r/4 ,V(X)=r/ 2

f(x) =

c. Si a =n/2, n natural y p=2 se obtiene la distribucion chi cuadrado con n grados de
libertad (que es su parametro). Su f.d.p. es la siguiente:

X~Np = f)=—Fv— © x>0
Ademas, E(X)=n y V(X)=2n.

Desarrollo de la Sesion 10.
La sesién comenzaria resolviendo la actividad 3.1. En el caso del calculo del

valor exacto, el voltaje total equivale a la suma de los 20 voltajes de entrada, y por tanto

se pide la probabilidad P( 2zovi >105j. Como las variables de voltaje son uniforme en
i=1

[0,10], es complicado encontrar la funcién densidad de probabilidad conjunta exacta

para la suma de los 20 voltajes, y mas aun la probabilidad

P( %(:)VI > 105) = Ij f (Xl ..... X20)dX1 ..... dX20 .
i=1 105

Ello conduce a intentar una solucion aproximada con justificacién en el teorema
central del limite (E4):

Si n = 20 la esperanza y varianza de cada voltaje son 5 y 25/3 respectivamente.

. 20 20
Para el voltaje total de entrada anotamos S,,=3V, Yy tenemos E(XV;)=100 Yy
i=1 i=1

Sy —100
J500/3

tiene, por el teorema central del limite (CP4), una distribucién aproximadamente normal

Var(zzovi)=500/3 (P1, P2). La variable aleatoria estandarizada (AP2) Sz =
i=1

estandar para n grande. Calculariamos la probabilidad

20 _ —
P[Zvi >105j _ P[SZO EGx) , 105 100] =P(Z > 0,387)=1-0,6517=0,342.

= JS» |/500/3
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Dejariamos al estudiante decidir si n = 20 voltajes son suficientes para tener una
buena aproximacion del teorema. A continuacion, se destacaria la distribucion
exponencial. Se recordaria que en el proceso de Poisson los eventos ocurren al azar
independientemente y a una tasa uniforme por unidad de tiempo, definiendo la v.a. Y
como numero de eventos en el intervalo (0,t] . Si estamos interesados en X que es el
tiempo que transcurre hasta que el primer evento ocurre, entonces X es la llamada v. a.
exponencial con pardmetro A y entonces se tiene:

0 Xx<0

X~¢g(A) = fy(X)= {le“ <> 0

o0

Ademas, se tiene que E(X) = J.xﬂje‘lt dx =% ,Var(x) = %
0

Seguidamente, se propondria a los alumnos resolver la siguiente actividad,

otorgando 20 minutos.

Actividad 3.3. Los tiempos que tarda un cajero en procesar el pedido de cada persona son variables
aleatorias independientes con distribucion exponencial y una media de 1,5 minutos. (Cudl es la
probabilidad aproximada de que se puedan procesar los pedidos de 100 personas en menos de 2 horas?

Luego el profesor daria la solucion: Tenemos E(X)=15=1/4, donde 1=2/3.
Entonces la v.a. X ~exp(4=2/3), y ademas la varianza es V(X)=1/4*>=9/4.

Considerando una muestra aleatoria de 100 personas XiX,,..Xi0 anotamos

P(zX; <120)=P(X <1,2). Utilizando el teorema central del limite para n=100,

<N(0]).

o 9/4) X-15
=—|=
n 100

X =Nl u=15,—
[” 3/20

1,2-15
3/20

Asi, la probabilidad pedida seria P(Z < j: P(Z < -2)=0,02275.

Se dejaria la siguiente interrogante: Suponga que los tiempos que tarda un cajero
en procesar el pedido de cada persona son variables aleatorias independientes de
poblacion desconocida, con una media de 1,5 minutos y una desviacion estandar de 1
minuto. ;Cual es la probabilidad aproximada de que se puedan procesar los pedidos de

100 personas en menos de 2 horas?

Continuariamos reforzando el teorema central del limite planteando dos

ejercicios; una a la distribucion exponencial utilizando el procedimiento de operacion
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inversa a la tipificacion (AP2), en una muestra pequefia de tamafio 50, y otra aplicacién

de aproximacion a la distribucion gamma.

Ejercicio 3.2. Un supervisor de una fabrica esta interesado en presupuestar los costos semanales de
reparacion para cierto tipo de maquina. Los registros de afios previos indican que este costo de
reparacion tiene una distribucion exponencial con una media de 20 para cada maquina observada. Sean
X1, Xa,...Xs50 l0s costos de reparacion para cincuenta de estas maquinas durante la préxima semana.

50

Determine un namero c tal que P{in>cJ=0,05 , suponiendo que las maquinas operan
i=1

independientemente.

Ejercicio 3.3. Suponga que la distribucion del tiempo X (en horas) utilizados por estudiantes de cierta

universidad en sus proyectos de graduacion es gamma con parametros o =50 y 3=2. Debido a que a es
grande, se puede demostrar que X tiene aproximadamente una distribucién normal. Utilice este hecho
para calcular la probabilidad de que un estudiante seleccionado al azar pase a lo sumo 125 horas en el

proyecto de graduacion. ;Como seria la gréfica de la distribucion gamma (a=50, p=2) ?

La actividad siguiente que desarrollaria el profesor en conjunto con los alumnos
seria una aplicacion del teorema central del limite para el caso de distribucion
desconocida, donde se destacaria que no importa cual sea distribucion de probabilidad
de la variable el teorema asegura que los pesos de las cajas que contienen ligas se deben

distribuir de manera aproximadamente normal.

Actividad 3.4. La compafiia Valmar fabrica ligas de hule del nimero 18 y las empaca en paquetes de
200 ligas cada uno. El peso de una liga individual es una variable aleatoria con distribucion desconocida,
pero se ha calculado que la media es de aproximadamente % gramo, con una desviacion estandar de
1/100 de gramo. Cada 50 paquetes de ligas se empacan luego en una caja de cartdén. Las cajas son
transportadas hacia almacenes de todo el pais para su comercializacion. Use el teorema central del limite
para determinar el porcentaje de cajas cuyo contenido neto es de mas de 5010 gramos (tome en cuenta
solo el peso de las ligas que contiene).

La resolucion del problema requiere que se defina la variable aleatoria
Y=X;+Xo+..+X10000 0ONnde las variables aleatorias independientes representan el peso

exacto de las ligas que contiene la caja. Tenemos u, =10000-0,5=5000 gramos;

o= Zo—f =10000-0,01=100. Entonces, de acuerdo con el teorema central del limite se
tiene, P(Y >5010) = P(Z >%05000)= P(Z >1,00)=1-d(1)=0,158655

y el 15,87% aproximadamente de las cajas pesan mas de 5010 gramos.

A objeto de reforzar los conceptos anteriores se dejarian dos ejercicios para que

estudien el comportamiento distribucional de algunas funciones densidades de
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probabilidades, de gran utilidad en inferencia estadistica, mediante el programa

estadistico @risk de Excel.

Ejercicio 3.4. Por medio del programa @risk, grafique distintos valores de los parametros las
distribuciones de probabilidades chi-cuadrado, de Fisher y t-Student.

Ejercicio 3.5. Como la distribucion gamma G(a,, B), siendo [ entero, es la distribucion de la suma de B
variables aleatorias independientes, con distribucion exponencial de parametro a, la distribucion gamma
se puede considerar aproximadamente normal N(,B/a ,ﬂ/az). Verifique en el laboratorio que la
aproximacion es suficiente para g >15

Desarrollo de la Sesion 11.

La tercera y ultima sesion de aula estaria enfocada a mostrar aplicaciones del
teorema en la determinacion de tamafios de muestra adecuados (CP8) y reforzaria con
ejercicios la estimacion de la distribucion de diferencias de medias muestrales en dos
poblaciones (CP10).

Se plantearia la actividad 3.5, haciendo notar que el nimero de unidades que se
deben seleccionar de una poblacién, en un muestreo aleatorio simple depende de la
precision o error absoluto de estimacion con la cual se quiere estimar el parametro de
interés, de la varianza de la poblacion y del valor del coeficiente de confianza utilizado
para efectuar la estimacién mediante un intervalo.

Aqui, la variable es cuantitativa y se estima el valor medio poblacional p de una muestra
de tamafio n. Se recordaria que el error absoluto de estimacion o precision de la

estimacion tiene por expresion e :|>?—y| . Si la poblacion de donde se saca la muestra es

normal y la varianza es conocida de la expresion del intervalo de confianza se obtiene

|>?—y| <7(1-a/2)--< . Sustituyendo el primer miembro y considerando el mayor error:

o

o |:Z(1—0!/2)-G
— = n=|===-

Jn e

se determina el valor del tamafio de muestra n. Si ¢ es desconocida se debe efectuar un

2
e=Z(l-al2)- } . Luego, si o es conocida se fijaney l-ay

estudio exploratorio y obtener su estimador S con un tamafio de muestra razonable n’.

t, (1-al2)-57 2
Asi, n{&}

e

Actividad 3.5. Represente por [ el verdadero pH de un compuesto quimico. Se hara una secuencia de n
calculos independientes de pH muestrales. Suponga que cada muestra de pH es una variable aleatoria

con valor esperado |y desviacion estandar 0,1. ;Cuéntos célculos se necesitan si deseamos saber la
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probabilidad de que el promedio de la muestra esté dentro de 0,02 del verdadero pH y sea por lo menos
de 0,957 ;Qué teorema justifica este calculo de probabilidades?

En esta actividad, la variable pH es continua y se quiere estimar el tamafio
adecuado de muestra para estimar la media poblacional de pH de un compuesto

quimico. Considerando un error de precision de la estimacion de 0,02 = e=|>?—y|, la

desviacion estandar poblacional = 0,1 y una confianza de 1-a = 0,95, que equivale al
percentil Z (0,975) = 1,96 , podemaos calcular el tamafio minimo dado por la expresion

- _[20-al2)-0 ? [196x01
e 0,02

2
} =96,04 ~97

Seguiriamos con un ejercicio de aplicacion del teorema central del limite en el

estudio de las diferencias de medias muestrales en dos poblaciones (CP10).

Ejercicio 3.6. Un grupo de veterinarios han elaborado una dieta mas barata para las vacas productoras de
leche, asegurando que el promedio de litros de leche serd el mismo. Los administradores de una planta
productora de leche desean verificar la afirmacién establecida por el grupo de médicos, para lo cual,
seleccionan dos muestras aleatorias independientes de n = 30 vacas cada una y aplican a una de ellas la
nueva férmula y a la otra la anterior. Calculan el promedio de litros de leche producidos en cada muestra

y si la diferencia de las medias X_l— X_z (donde X_1 es para la nueva formula y X_2 es para la formula

actual) es mayor que —1,23, aceptaran la nueva férmula, ;Cual es la probabilidad de que rechacen la
nueva formula si el grupo de médicos tiene razon? Considere que las desviaciones estandar de ambas
poblaciones son iguales a 5.

En este momento se estaria en condiciones de mostrar una formulacion més
avanzada del teorema central del limite como limite de una sucesion de funciones (E2).
Se presentaria la demostracion clasica para el caso de la suma de v.a. i.i.d. mediante la
funcion generadora de momentos (fgm). Esto requeriria revisar los conceptos de fgmy
convergencia en series estudiados anteriormente. Este enunciado y su demostracion

estaria disponible para los estudiantes en la plataforma.

Enunciado 4 del teorema central del limite:
Denotemos por f, la funcién densidad de probabilidad de la suma Sy, o la altura del histograma de S,, en
el caso discreto. El teorema central del limite afirma que, para todo namero real z,

1

Lim f,(2) = exp(-z2 /2
Nesoo n() ‘/5 p( )

Demostracion mediante la funcién generadora de momentos
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Sea M la fgm de las v.a. x;. Al ser las variables independientes la fgm de la

suma s, sera Mg (t)= [M®]', y puesto que z, = (S, —nu)/o+/n es una funcion lineal de s,

la fgm de s, esta dada por m, (t)= e‘(ﬁ”’“){M (L)} :
no

Aplicando  logaritmos  In M, () =—Y"# 4 ninMm( ! ). La idea de la
" o

Jno

demostracion consiste en investigar M, (t) para grandes valores de n. Desarrollemos

\ N +2 2, 2\.2
M(t) en una serie de Maclaurin: M (t) =1+ M (0)t +%+ R=1+ yt+%+ R,

Jnu

Luego, InM, ()=—-=
O

t 2 242
£ +(’u *o°) +R].

\/HO' 2no?

Sin dar todos los detalles de pasos algebraicos, queremos investigar la expresion

+nlin1+

InM, (t) cuando n—«. Después de unos calculos algebraicos muy directo
encontramos que LimInM, (t)=t2/2. Luego tenemos Lim M, (t)= e!’/2 Estaesla fgm de
n—o n n—oo n

la variable distribucion N(0,1) y debido a la unicidad de la fgm podemos concluir que la

v.a. Z, converge en distribucion (cuando n— «) a la distribucion N(0,1).

Finalmente, dejariamos algunos ejercicios de aplicacion a medicina (CP4) y a

calcular el tamafio de la muestra (CP8) para reforzar los conceptos tratados.

Ejercicio 3.7. Los cientificos que han estudiado el aparato circulatorio humano saben que la cantidad de
oxigeno que entra a los pulmones es una variable aleatoria X cuya distribucion de probabilidad no esta
bien establecida, pero que tiene una media de p=54,03 ml. por minuto y por kilogramo de peso corporal,
con una desviacion tipica de 6=5,8 (en las mismas unidades). Si se toma una muestra aleatoria de n = 47

individuos y X es la media muestral de la cantidad de oxigeno procesada en la sangre (en las unidades
referidas), calcular P(52,761 <X < 54,453).

Ejercicio 3.8. Se desconoce la distribucién de probabilidad de cierta variable aleatoria X y el valor de su
media |; no obstante, existen motivos para asegurar que la desviacion tipica de X es aproximadamente.
0=3 ¢(De qué tamafio debe ser una muestra aleatoria de valores de X para tener una confianza minima de
95% de que la discrepancia entre la media muestral y la media verdadera de la poblacion sera menor a
0,3?

Finalizados los contenidos de la Leccion 3 en el aula, en los siguientes dias se
les plantearian a los alumnos resolver, en un tiempo de 40 minutos, un ejercicio
algebraico de caso continuo de la distribucién uniforme. La solucién prevista y

resultados sera analizada en la seccién 6.4.2.
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Ejercicio 3.9. Al sumar nameros, un computador aproxima cada namero al entero mas préximo.

Supongamos todos los errores de aproximacion son independientes y distribuidos uniformemente entre

(-0,5,0,5).

a. Si se suman 1500 nameros, ¢Cual es la probabilidad de que la magnitud del error total exceda de
15?

b. ¢Cuantos nimeros pueden sumarse juntos a fin de que la magnitud del error total sea menor que 10,
con probabilidad 0,90?

5.7. CONCLUSIONES SOBRE EL SIGNIFICADO INSTITUCIONAL
PRETENDIDO DEL TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE

Se presenta un resumen en la Tabla 5.7.1 de los elementos de significado
previstos en el proceso de estudio previsto sobre teorema central del limite. En este
disefio hubo que conjugar varios factores que contribuyen y afectan el proceso de
estudio de dicho teorema, como la incorporacion de las tres configuraciones epistémicas
(manipulativa, algebraica y computacional), el tiempo estimado de ejecucion de las
lecciones, las exigencias del programa de la asignatura de estadistica para ingenieros y
de los conceptos previos requerido que deben tenerse.

A lo largo de este capitulo se ha analizado el proceso con sus ejercicios y
actividades, resaltando los elementos del significado institucional pretendido, que
posteriormente se comparara con los significados implementados y adquiridos por los
estudiantes estableciendo el grado de correspondencia de apropiacién de los elementos
importantes del teorema central del limite de acuerdo a los objetivos propuestos. De los
tipos de elementos de significados del teorema central del limite, resumidos en la Tabla

5.7.1, se destaca lo siguiente:

e De los trece Campos de Problemas identificados en el estudio de significado
institucional de referencia (Capitulos 2 y 4), se ha restringido el curso a los campos
CP1, CP2, CP4, CP8, CP10y CP12, que se consideran asequibles y suficientes para
los estudiantes.

e La riqueza del Lenguaje y variadas representaciones asociadas al teorema
(expresiones verbales, simbolicas y graficas) estan presentes en cada una de las
lecciones, siendo las representaciones mas utilizadas la grafica de barras y el
histograma y la funcién densidad de probabilidad normal, tanto con lapiz y papel,

como dindmicas con apoyo del ordenador para la simulacion, estudio de la
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aproximacion de distribuciones de probabilidades y estudio de efecto de los

parametros en la forma de las distribuciones.

Tabla 5.7.1. Elementos de significado del teorema previstos en el proceso de estudio

Tipo de Elementos de significado Lec. |Lec. |Lec.
elementos 1 2 3

CP1: Aproximacion de la distribucién binomial X
Campos de CP2: Determinar la distribucion de la suma de variables aleatorias X
problemas discretas idénticamente distribuidas
CP4: Determinar la distribucion de la suma de variables aleatorias X
continuas idénticamente distribuidas
CP8: Obtener el tamarfio adecuado de una muestra aleatoria de X X
poblaciones desconocidas
CP10: Obtener la distribucidn de diferencias de medias X
muestrales

CP12: Estimar por intervalos de confianza la media y otros
parametros para muestras grandes

X
X

Lenguaje Términos y expresiones verbales
Notaciones y simbolos
Representaciones graficas
Simulaciones

X X X
X X X

Procedimiento | AP1: Calculo algebraico y transformacion de variables aleatorias
AP2: Tipificacidn / Destipificacion

AP3: Calculo de probabilidades con calculadora u ordenador
AP4: Calculo de probabilidades a partir de materiales manuales

XXX X| X XXX
X X X
X X X

Enunciados E2: El teorema como limite ordinario de una sucesion de
funciones

E4: El teorema para la suma de variables aleatorias
independientes idénticamente distribuidas

E5: Enunciado del teorema de forma general

E6: Enunciado intuitivo del teorema

Propiedades | P1: La media de la distribucién aproximada de una suma de
variables aleatorias es la suma de las medias

P2: la varianza de la distribucién aproximada de la suma de
variables aleatorias es la suma de las varianzas

P3: La media aritmética de una muestra aleatoria de tamafio
suficientemente grande sigue una distribucién aproximada normal
P4: La aproximacion mejora con el nimero de sumandos

P7: Aproximacion de una distribucidn discreta por una continua
P8: Aproximacion de algunas distribuciones clasicas a la
distribucién normal

P10: Los estimadores de maxima verosimilitud tienen
distribucidn asint6tica normal

P12: Correccion de continuidad

XX X X XXX X

XXX X X X X X X

Argumentos Al: Demostraciones formales algebraicas y/ o deductivas

A2: Presentacion del teorema como caso especial de un resultado
general

A3: Simulaciones manipulables de distribuciones en el muestreo

Ad4: Simulacion gréfica con ordenador del teorema

A5: Comprobacion de ejemplos y contraejemplos, sin pretension
de generalizar

AG6: Obtener conclusion o tomar decision en base al teorema

X XXX XXX X XXX X X XXX X
XX XX

X XXX XXX X

X
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Todos los Procedimientos identificados en el estudio del significado de referencia se
presentan en el proceso de estudio: transformacion algebraica de variables
aleatorias, calculo de probabilidades con calculadora, tablas estadisticas u
ordenador, tipificacion y destipificacion, experimentacion con dispositivos
manipulables. La propuesta de ensefianza pone diferencias con el significado
institucional de referencias ya que estamos introduciendo en forma gradual
diferentes algoritmos de resolucion de problemas de donde surge utilizar el teorema
central del limite, del calculo frecuencial de probabilidades con calculadora
situamos el aprendizaje por parte del alumno en la exploracion grafica de la
distribucion muestral de estimadores mediante la comparacion visual de los
parametros de una distribucién de probabilidades. Esto implica el manejo de
software, en nuestro caso el programa @risk, asi como el manejo del procesador de
texto Word y la planilla electrénica Excel que deben utilizar en la experimentacion e
informe de las tareas acordadas.

En cuanto a los Enunciados del teorema descrito en el Capitulo 4, de los seis se han
considerado de forma gradual cuatro conforme al tipo de alumnos de la asignatura;
comenzando a través de dispositivos didacticos, enunciado intuitivo del teorema,
avanzando para la suma de variables aleatorias independientes idénticamente
distribuidas, hasta su enunciado analitico como limite de una sucesion de funciones.
Se han considerado asimismo siete de las Propiedades determinadas, que son P1,
P2, P3, P4, P7, P8 y P10, incorporando también la propiedad P12: correccion de
continuidad para las dos primeras lecciones.

Los elementos de significados anteriores se relacionan de alguna manera por medio
de diversos tipos de Argumentos: de la simple comprobacion de ejemplos a la
generalizacién de las conclusiones de experimentos tanto manipulables como de
simulacion con el ordenador. La propuesta pone énfasis en la argumentacién de la
aplicacion del teorema central del limite mas que el calculo de probabilidad exacta y

aproximada de distribuciones de probabilidad.

En resumen, esta enumeracion muestra una razonable idoneidad epistémica, en

cuanto que, aunque el significado institucional pretendido es mas limitado que el de

referencia, contempla los elementos de significado mas importantes del teorema y es

adaptado al tiempo disponible y conocimientos previos de los estudiantes (idoneidad
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cognitiva). Se hace un uso de diversos recursos didacticos (a través de las
configuraciones epistémicas), que junto a los momentos previstos de evaluacion a lo
largo del proceso de estudio contribuye a su idoneidad didactica. Finalmente, puesto
que los campos de problemas se contextualizan en aplicaciones en el area de ingenieria
como agentes motivadores de su rol profesional la propuesta tiene una idoneidad
afectiva. Por supuesto estos tipos de idoneidad son previstos a priori y habra que
contrastarlo con la implementacion efectiva y aprendizaje de los estudiantes para

analizar la idoneidad final del proceso de estudio.
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CAPITULO 6.
SIGNIFICADOS IMPLEMENTADOS DEL
TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE

6.1. INTRODUCCION

Finalizado el disefio del proceso de estudio, se llevé a cabo la observacion de su
desarrollo, formando parte de un curso de estadistica en la Universidad Catdlica de la
Santisima Concepcion de Chile. La poblacion objetivo de la investigacion consistio en
los estudiantes de ingenieria, en general, y, en particular, en Chile. La muestra
participante estuvo formada por 134 alumnos de la Universidad citada, perteneciente a
cinco especialidades (Acuicultura, Maritimo Portuario, Informatica, Industrial y Civil),
todos ellos habiendo aprobado previamente un curso de Calculo de Probabilidades. Los
134 alumnos se asignaron en forma aleatoria en dos secciones de 60 y 74 alumnos que
fueron ensefiados con el mismo material y actividades descritas en el Capitulo 5.

Durante la ensefianza se realizO una observacion participante del curso. El
investigador particip6 en una de las secciones y la otra clase fue impartida por uno de
sus colegas y registrandose por otro colega, en un diario de observacion, las principales
intervenciones de los estudiantes. Se recogieron también las respuestas escritas a
algunas de las actividades y ejercicios propuestos en clase y a través de la plataforma.
Asimismo, al finalizar cada una de las tres lecciones se realizd6 una evaluacion parcial,
para hacer un seguimiento del aprendizaje de los estudiantes.

En este capitulo se analiza algunos episodios del proceso de observacion,
utilizando el enfoque ontosemiotico del conocimiento y la instruccién matematica
(Godino, Batanero y Font, 2007). En cada una de las tres lecciones se analiza
Unicamente una muestra de las actividades desarrolladas colectivamente en la clase y de

los ejercicios realizadas individualmente por los alumnos, pues la cantidad de
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informacion recogida ha sido muy abundante y el analisis es suficiente para nuestros
objetivos.

El andlisis se llevara a cabo mediante diferente metodologia, todas ellas basadas
en un estudio cualitativo previo de las respuestas de los estudiantes y su categorizacion,
utilizando un proceso inductivo y ciclico, conforme a la metodologia cualitativa (Gil,
1994). Se presentard un informe exhaustivo de las categorias de respuestas obtenidas,
con sus correspondientes tablas de frecuencia en algunas actividades o ejercicios. Para
el resto, se presenta las categorias de analisis, con ejemplo de las respuestas.

Asimismo, se analiza una breve prueba de evaluacion llevada a cabo al finalizar
cada una de las lecciones, la cual se examinara exhaustivamente para obtener los
elementos de significado aplicados por los estudiantes en cada paso de la evaluacion.
Como resumen de toda esta informacion se presentan tablas de los elementos de
significado personal que hemos podido constatar, que se han puesto en juego en el
transcurso del tema, a través de los diferentes instrumentos de recogida de datos. La
finalidad es describir el significado institucional implementado para comparar con el
significado institucional previsto y comprobar si se cumplen las expectativas sobre los

diversos tipos de idoneidad didactica expuestos en el Capitulo 5.

6.2. OBSERVACION DE LA PRIMERA LECCION

6.2.1. ANALISIS DE ACTIVIDADES DESARROLLADAS EN EL AULA

Actividad 1.1

Un sistema esta formado por 100 componentes cada una de las cuales tiene una confiabilidad igual a 0,95.
(Es decir, la probabilidad de que la componente funcione correctamente durante un tiempo especifico es
igual a 0,95). Si esas componentes funcionan independientemente una de otra, y si el sistema completo
funciona correctamente cuando al menos funcionan 80 componentes, ;Cual es la confiabilidad del
sistema?, ;Qué aspectos destacarias en este problema?

La primera sesion comienza preguntando el profesor a los estudiantes como
desarrollarian la actividad 1.1, con los conocimientos previos del curso de
probabilidades. Se dio a los alumnos un tiempo de 25 minutos para responder en una
hoja con el enunciado. En primer lugar, se pidié a los alumnos destacar elementos del

problema, obteniéndose las respuestas de la Tabla 6.2.1.1.
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Tabla 6.2.1.1. Elementos destacados por los estudiantes (n=103) en la Actividad 1.1

Elementos Frecuencia
Las variables son independientes 34
La probabilidad es alta 15
No se da la media y la varianza 5
Las componentes del sistema se distribuye normalmente 12
Las componentes son variables aleatorias Bernoulli 2
No se dice como se distribuye el tiempo 2
Confiabilidad de las componentes 1-alpha = 0,95 3
No contestaron o no responden incorrectamente 30

La mas comun de las respuestas fue la independencia de las componentes, con
frecuencia relativa de 33%, seguido de asociar la caracteristica de estudio con la
distribucién normal, 11,7%. Pocos reconocieron que el sistema se puede modelar por la
distribucion binomial, es decir, pocos llegaron por si mismos al campo de problemas
CP1, pues les resultd dificil pensar en los elementos del sistema como variables
aleatorias con probabilidad de éxito y fracaso (distribucion Bernoulli). En algunos casos
suponen que faltan datos (no se dice como estan distribuidas el tiempo que dura la
componente). En la Tabla 6.2.1.2 se muestran las soluciones. No llegaron a la solucion
correcta (tampoco se pretendia) mediante la calculadora, aunque algunos alumnos

calcularon la probabilidad puntual en el valor 80 del recorrido.

Tabla 6.2.1.2. Respuestas de los estudiantes (n=103) a la Actividad 1.1

Desarrollo de la actividad Frecuencia

Define correctamente la variable aleatoria 10
Identifica la distribucién binomial 38
Calcula correctamente n 100
Calcula correctamente p 22
Escribe en lenguaje simbolico P(X > 80) 9

Calcula la probabilidad en un punto P(X =80) = 8,44 x 1078 1
No responden 43

Errores frecuentes fueron: a) Relacionar el valor 80 con la media muestral o la
proporcion p=80/100=0,8; b) Plantear una solucion mediante la distribucién Poisson,
exponencial u otra; c) Aplicar la regla de tres simple para encontrar la fiabilidad,
obteniendo como solucion un 76% de confiabilidad, mediante aplicacion incorrecta de
la regla de tres. Una ultima pregunta fue por qué no era facil llegar a la solucion,
esperando se indicase el gran nimero de sumandos. Un 21,3% argumentan que faltan
datos de la media y la varianza (no llegan a aplicar las propiedades P1 y P2 media y
varianza de una suma); falta de tiempo o de la informacion sobre la distribucion de la

suma. Algunos alumnos calcularon la probabilidad mediante la distribucion normal,

191



Capitulo 6

posiblemente recordaban el resultado de cursos previos, con lo que usan un enunciado

intuitivo del teorema (E6) dejando expresado una posible solucion al desconocer la
media y varianza, aunque expresan la tipificacion (AP2) P(X >80) =1- P(z < 80;”). En

o

general la mayoria de los alumnos usa transformacion de variables algebraicas (AP1).

Actividad 1.2

Simulacién con fichas. Una caja contiene 4 fichas de las cuales 2 fichas son verdes. Simule la extraccion
de m muestras de tamafio n; formando las matrices nxm (tamafio muestralxnimero de réplicas), (n, m) =
(4,5), (10,1), (10,10) y (30,10). Para cada caso:

a) Construya una tabla de frecuencias del nimero de fichas verdes por muestra obtenidas;

b) Represente los datos en un grafico de barras y comente sus caracteristicas;

c) Compare la media y varianza del experimento con la media y varianza tedrica;

d) Obtenga las tres medidas de tendencia central y comente.

La actividad 1.2 es una actividad experimental de simulacion con fichas, en el
mismo campo de problemas CP1, orientada a llegar a un enunciado intuitivo del
teorema a partir de dispositivos didacticos (E6), y se realizd colectivamente en el aula.
Se seleccionaron al azar 10 alumnos, sacando cada uno una ficha de la bolsa que
contiene 2 de color verde de un total de 4. Cada alumno repitié el experimento 10 veces;
se anota en el pizarron la matriz de orden 10x10, de valores 0 y 1 en las celdas.

A continuacion los estudiantes sumaron por columna el total de “1”, pensada
como una distribucion binomial de parametros n=10 y p= %. Se construyd asi una
distribucion de frecuencias en clases individuales del numero de fichas verdes obtenidas
en las 10 extracciones. Luego, los estudiantes dibujaron un gréafico de barras, con eje X
los valores del recorrido 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, y el eje Y las frecuencias absolutas de
“1” en cada muestra. Se comparé la media teérica con su valor experimental
correspondiente.

La actividad resulté muy sencilla, y sirvi6 de introduccién a otras y los ejercicios
para realizar individualmente fuera de clase. Ademas de los elementos citados se
ejercitaron el calculo algebraico y transformacion de variables aleatorias (AP1), calculo
de probabilidades a partir de materiales manuales (AP4); la media de la distribucion
aproximada de una suma de variables aleatorias es la suma de las medias (P1); la
varianza de la distribucion aproximada de la suma de variables aleatorias es la suma de

las varianzas (P2).
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6.2.2. ANALISIS DE EJERCICIOS REALIZADOS POR LOS ALUMNOS FUERA DE CLASE

A continuacion se analizan algunos de los ejercicios realizados por los
estudiantes fuera de la clase y se comentan brevemente los tipos de respuestas obtenidas

en las actividades.

Ejercicio 1.1

Simulacién con dados. Suponga que gana si obtiene un “6” al lanzar un dado legal. Simule las
posibilidades de ganar en los siguientes casos de varios lanzamientos del dado (n, m) = (4,5), (10,10) y
(30,10).

a. Compare sus resultados con el experimento realizado en la actividad 1.2.

Se recogieron a través de la plataforma 47 respuestas al ejercicio 1.1 elaboradas
cada una en grupos de dos o tres alumnos. A continuacion, se describe el procedimiento
comun de andlisis que utilizaron la mayoria de los grupos en los objetos matematicos
utilizados.

Comenzaron introduciendo una notacién algebraica para designar la variable y
modelaron el experimento por medio de una sucesion de variables aleatorias. Luego,

reconocieron el modelo Bernoulli para la variable identificando el parametro p:

“Sea X;: Un alumno que extrae la cara nimero 6 del lanzamiento de un dado.
X =1, si se obtiene el nimero “6” y 0, en otro caso
El pardmetro p = P(E) = P(obt. el “6™") = 1/6 ; entonces X; ~ Bernoulli (p=1/6)"

Tabla 6.2.2.1. Distribucidn de frecuencia al Ejercicio 1.1

Tabla de experimento con dados para (30,10) Tabla de distribucion de frecuencias
X1 |0]|0{0{1|0{0|0|0|0|0|X16{0|0|0|0]|1|0|0|1|0|0
X2 10]/0{0]{0|1{0]{0|0|0|0{X17{0|0(0|0]|1(0|1|0(0|1 obt. el “6” I ni | Ni | fi Fi
X3 |0/0[1|0{0[0]|0|0|0[0|X18|0|0|0|0|0[0|0|0|0|0O
X4 10/0[0]0{0{0]0/0[0{0|X19|0|1]|0|1|0[0|0|0|1]|0 2 171]01]01
x5 |0[z]o[2[o[1]o[o[o[o[x20[z]0[o[oo[0[z[o[o]0 3 21310203
X6 |0|0[{0]|0|0{0]|0|0|0|0|X21|0|1|0|0|0|0|1]|0|0|0 4 114 1(01|04
X7 11|0({0{1|0{0]{0|0|0|0|X22{0|0(0|0]|0(0|1|0(0|0 5 1/51]01]05
x8_[0]o]o[o]o]1[o]1]o[o]x23[1]0]o[o]0[1]0]0[0[0 6 11601106
X9 |1/0{1]|0{0{0]|0|0|1|0|X24|0|0|0|0|1|0|0|0|0|0O
X10/0/0[0[0|0[1|0|1|0[0|X25|0|0|0|0|0[1]0|0|0|0O ! 4110/04]10
X11|1|1(0]1|0{0]|0|0|0|1|X26|0|0|0|0|0[0|0|0|0|0
X12|0(0]0]1/0{0|0]0]|0|0|X27|0|0|0|0|1|0]|0[0|1|0
X13|0]|0{0{0|0{1|1|0|0|0|X28(0|0(1|0]|0(0|0]|0[0|0
X14/0]|1({0{1|0{0]{0(0|0|0{X29{1|0(0|0]|0(0|1|0{1|0
X15/0/0(0[0|1|1|0/0|0{0|X30|1|0|0|0|1|0[0|0|0|0O

Y |7/5]3]7]7/7/6|3]4]2

La mayoria de los estudiantes simularon los experimentos para los tamafios de
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muestra pedidos mediante una representacion matricial, y llegaron a definir la variable
aleatoria suma de los resultados para el calculo algebraico y transformacion de variables
aleatorias (AP1). En la Tabla 6.2.2.1 se muestra el experimento de uno de los grupos
con la distribucion de frecuencias.

Observamos que se comprueban ejemplos y contragjemplos sin pretension de
generalizar (A5), se modelizan los experimentos por medio de variables aleatorias
Bernouilli, que posteriormente se suman (AP1). La siguiente figura corresponde a la
representacion grafica de la distribucion de frecuencias de la Tabla 6.2.2.1 mediante el

grafico de barras.

Figura 6.2.2.1. Grafico de barras con nimero de dados obtenidos en (30,10) al Ejercicio 1.1

(=T T a0
I

Ademas, los estudiantes compararon los resultados del experimento de los dados
con la simulacién de las fichas de la actividad 1.2. Para el experimento de las fichas,
ahora con apoyo de Excel, los alumnos siguieron el algoritmo anterior con lenguaje
simbdlico donde modelizaron la extraccion de una ficha verde de la caja mediante el
modelo Bernoulli X ; ~ B(p=1/2), y simularon para distintos tamafios de muestra
pedidos; obteniendo una representacién matricial, generando el calculo algebraico de
variables aleatorias (AP1) y comprobaron los distintos experimentos sin pretension de
generalizar (A5).

En cuanto a comentar las graficas con los distintos dispositivos didacticos, en el
segundo apartado, las respuestas fueron muy similares, incluyendo graficas semejantes a
la Figura 6.2.2.2, en que los alumnos comparan en una misma escala las distribuciones
binomiales obtenidas en el ejercicio 1.1 y la actividad 1.2. Las diferencias encontradas
por los estudiantes en las dos situaciones fueron diferencia en el valor de los
parametros:

“Con mucha maés frecuencia encontré valores positivos en las fichas que en los dados, esto es
l6gico, ya que la probabilidad de acierto en las fichas era de %, en cambio en los dados era tan
solo de 1/6”.
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Figura 6.2.2.2. Grafica presentada en el Ejercicio 1.1
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La principal semejanza fue el comportamiento de la distribucion observada al
aumentar el tamafio de las muestras, en unos casos se reduce a la convergencia de la

media:

“En ambos experimentos, pude observar que a medida que uno tomaba mas muestras, existia

una menor diferencia entre la esperanza de la distribucion y la media de la muestra, lo que lleva
a pensar de que realmente entre mayor sea la muestra, quizas méas cerca de la verdadera media
nos podremos encontrar. Esto quizas se debe a que, entre mayor sea la muestra, existira un
menor grado de error. Por ejemplo, si lanzo dos veces la moneda y en ambas ocasiones obtengo
sello, la probabilidad de que salga caraseria 0, lo cual seria realmente falso, no asi si lanzo 100
veces una moneda, ya que en este caso es mas probable que obtenga un nimero similar entre

caras y sellos, lo mismo se cumple con el dado™.

El ejemplo en particular también sugiere la comprension que la aproximacion
mejora con el nimero de sumandos (P4). Otros estudiantes muestran una comprension

gradual del enunciado intuitivo del teorema central del limite (E6):

”En este experimento al tener una muestra muy grande, los datos de las dos actividades
concuerdan en parte con la gréfica, ya que la mayor cantidad de informacion esté contenida
cerca de la media que también se aleja de las medias anteriores. También, la varianza de la
distribucion de frecuencias para la ficha verde muestra un gran desplazamiento, esto debido a

que existen datos atipicos”.

En el tercer apartado los estudiantes deben comparar los respectivos parametros
de las simulaciones con las fichas y los dados de las distribuciones tedricas y

observadas. En general, los distintos grupos de alumnos reconocieron implicitamente la
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distribucion binomial identificando los parametros n y p y utilizaron los conceptos de
parametro, estimador, media y varianza (tedrica y experimental) como se muestra en la

siguiente tabla:

Tabla 6.2.2.2. Analisis semidtico de una respuesta al Ejercicio 1.1

(n,m) m muestras de tamafio n Parametros Simulacion con fichas Simulacion
y estimadores con dados
(4,5) Media tedrica EQX)=nxp=4x1/2=2 0,667
Media experimental E(exp) = Y Xixni/N = (2+4+3)/5 =1,8 1
(4,5) Varianza tedrica V(O Xi) =nxpxq =1 0,55
Varianza experemental V(exp) = Y (Xi-E(XXi)?ni/ (N-1) = 0,7 1
(10,10) Media tedrica 5 1,667
M. experimental 4,8 1,8
(10,10) Varianza tedrica 2,5 1,389
V. experimental 2,178 1,734
(30,10) Media tedrica 15 5
Media experimental 14,9 51
(30,10) Varianza tedrica 7,5 4,167
V. experimental 4,767 3,878

Los estudiantes identificaron el modelo binomial (CP1), calcularon la media de
la distribucion aproximada de la suma de variables aleatorias mediante la suma de las
medias (P1), la varianza de la distribucion aproximada de la suma de variables
aleatorias es la suma de las varianzas (P2) y calcularon algebraicamente la suma de

variables aleatorias (AP1).

Ejercicio 1.2

En el caso de la aproximacion de Laplace-DeMoivre podemos utilizar un software estadistico para representar
graficamente la distribucién B (n,p) para distintos valores de sus pardmetros ny p. La figura siguiente muestra
valores parap =0,3conn=4,8,24yparap =0,1conn=4,8y50.;Qué observas de las graficas para los
distintos valores de los parametros?

Disribyuciones binomiales
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Una vez definido el teorema de Laplace-De Moivre, en la sesion 2, se pidio a los
alumnos comentar la aproximacion de la distribucion binomial (CP1) a partir de unas

salidas graficas de ordenador para diferentes valores de sus pardmetros. Se recogieron
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91 respuestas individuales, que corresponden a las categorias que se recogen a
continuacion, junto con sus ejemplos.

Algunos estudiantes llegaron a un enunciado intuitivo del teorema central del
limite (E6) para este caso particular. Es la respuesta mas frecuente, mediante
argumentacion grafica (A4) sugiriendo que la grafica de la distribucion binomial toma
forma de la distribucion normal cuando n crece y se cumple el teorema de L-D (A5:

Comprobacion de ejemplos y contraejemplos, sin pretension de generalizar):

““A medida que aumenta n, para distintos valores de p mejora la similitud de las gréaficas de las
distribuciones binomiales a las graficas de la distribucion normal estandar; y si observamos
mas detenidamente, se produce un desplazamiento hacia la derecha de la distribucion binomial
a medida que aumenta n. Para lograr corregir este desplazamiento y lograr una mejor
aproximacion de la distribucién binomial a la normal, se aplica el teorema de Laplace-
DeMoivre™, “Cuando mayor sea el valor n mejor sera la aproximaciéon™ y ““Cuando n aumenta,
la longitud de las barras disminuye, I6gicamente, porque la suma de las longitudes de todas las
barras debe ser uno, mientras que el area bajo la funcién de densidad, definida sobre una

variable aleatoria continua, de la distribucién normal estandar, también debe ser uno™.

Tres estudiantes han usado sus conocimientos previos de estadistica descriptiva

sobre la simetria y sus propiedades:

“Mientras mas cercanas sean las medidas de tendencias central (media, mediana, moda), la
grafica de la distribucion tomara forma simétrica, lo que implica que a medida de que crece n la
aproximacion de la distribucion binomial a la normal va a ser mejor™,

“En la gréfica de la distribucién p = 0,3 y n = 4 los datos se encuentran dispersos, tiene un
sesgo positivo, por lo tanto no se observa una distribucién simétrica. Distribucion p=0,3y n=
8: Podemos observar que los datos estan a una menor distancia, la grafica va adquiriendo
forma de campana o simétrica, por lo tanto la mediana, la moda y el promedio son similares.
Distribucion p = 0,1 y n = 50: Los valores estan considerablemente a una menor distancia en
comparacion con los otros graficos, sus sesgo es 0 tiene un distribucién simétrica; un graficaen
forma de campana, con una media, moda y mediana iguales. Su coeficiente de curtosis es igual

a 3 por lo tanto su distribucion es mesocdrtica”.

En otros casos se afiade la aplicacion de la regla empirica dada en la sesion 2

sobre condiciones para la bondad de ajuste:

“Esto se puede analizar con la regla empirica que dice: “la aproximacion de la distribucion
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(AP3),

binomial a la normal ser& buena cuando ““np” y ““ng” son ambos mayores de 5y que “p”y “q”
no son demasiado pequefios o sea “pq > 0,05”. Entonces para el:

Grafico(p=0,3,n=4) :np=12,ng=238, pq=021
Grafico(p=0,3,n=8) :np=24,nq=56, pgq=0.21
Gréfico(p=0,3,n=24) :np=7,2,nq=16,8, pg=0,21 (mejor aproximacién)
Grafico(p=0,1,,n=4) :np=04,nq=3,6, pg=0,09
Gréfico(p=0,1,n=8) :np=0,8,nq=7,2, pg=0,09

Gréfico (p=0,1,n=50) :np=0,5nq=45 pg=0,09".

Algunos estudiantes realizan los calculos de probabilidades tedrica y aproximada

lo que implica también la tipificacion (AP2):

“En estas graficas podemos apreciar claramente que la distribucion b(3;0,3), b(4;0,1), b(8;0,1),
no estan bien aproximadas por Laplace-De Moivre, ya que “m” (n° de ensayos de la
distribucion) es pequefio y no se alcanza a formar la curva normal representativa™.

Consideremos un ejemplo: Si X ~b(4;0,3) entonces P(X >2)=0,3483 = 34,83%. Ahora, si
aproximamos la distribucién binomial por Laplace-De Moivre obtenemos: P(X >2)=0,1867

— 18.67%. En este ejemplo, la probabilidad obtenida a través de Laplace es bastante mas
distante que su verdadero valor, y todo esto lo podemos deducir directamente de la grafica de la
distribucion. Para b(8;0,3) la aproximacion a traves de Laplace llega a ser un poco mas
cercana ya que tiene un mayor n° de ensayos, y podemos apreciar en la grafica una cierta
aproximacion a la curva normal. P(X>2)=0,74y si X ~ N(2,4,1,68), P(X>2)=0,62".

El estudiante comenta y calcula correctamente el resto de los ejemplos. Otro

estudiante llega a proponer una hipotesis con respecto al parametro p, que cuando es

mas cercana a 0,5 la distribucion de probabilidad serd menos sesgada, es decir llega a

hacer una generalizacion de experimentos o casos particulares (A3):

“Estamos tratando con una distribucion binomial de parametros (n,p). Se observa claramente,
que en los primeros 3 graficos, al aumentar el tamafio de la muestray mantener p=0,3 el gréafico
presenta una aproximacion a la distribucion normal, mas rapida de lo que se presenta en los 3
graficos siguientes, ya que la probabilidad es muy pequefia p=0,1. Ademas, se sabe que el error
de la aproximacion normal serd pequefio si npg es grande. Hipotesis: La aproximacion sera

buena cuando n sea grande y el p sea cercano a 0,5”.

Encontramos también reflexiones sobre la relacion entre dispersion vy

desplazamiento de la grafica:

“Cuando menor es el valor de n, mayor es la dispersion de la distribucion muestral alrededor
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del valor medio”, “Cuando p es pequefia, la distribucidon binomial estd4 sesgada hacia la
derecha” y “En reducidas cuentas a menor probabilidad se necesitara un tamafio de n mucho

mas grande para que la curva tome un comportamiento simétrico™.

Un alumno menciona la idea de convergencia en distribucion es decir, llega a

una formalizacion del teorema mayor que la prevista en la ensefianza (E4):

““Al usar el teorema de Laplace-De Moive para aproximar la distribucion binomial con p = 0,3
se puede ver que al aumentar el n, rapidamente la distribucion se aproxima a una distribucién
normal. Cada vez que aumenta el n, las clases aumentan y las frecuencias disminuyen. Al
contrario, al revisar la aproximacion con un p = 0,1 y un n pequefio (p = 4), la distribucion es
sesgada a la derecha, y necesitamos un valor de n bastante grande para que la grafica tome
forma de una distribucién normal”.

En esta actividad se esperaba que los estudiantes observasen de los graficos, que
a medida que n va siendo mas grande, el grafico se asemeja cada vez mas a una
distribucion normal. Ahora cuando p es muy pequefio (p= 0,1) se necesita un n mas
grande aun para conseguir una buena convergencia. En general los estudiantes llegaron
a estas propiedades, aunque se manifestaron dos concepciones erradas. La primera
consiste en tener solo en cuenta el tamafio de muestra adecuada, sugiriendo una buena

aproximacion si n es mayor que 30:

““La pregunta es cuando podemos aproximar la distribucion binomial a una distribucién normal,
la respuesta es con n grande o mayor a 30, porque de no ser asi se nos hace dificil encontrar los

valores en las tablas™. “Cuando el n es pequefio (n<30) la gréafica es sesgada”.

Esta concepcidn podria deberse a una interpretacion erronea de la regla incluida
en algunos libros de texto de estadistica para ingenieros, como por ejemplo Devore
(2001, pp. 232), quien menciona la regla empirica: “Si n>30, se puede usar el teorema
del limite central”. Un segundo error es pensar que la aproximacion mejora aumentando
el parametro p. Esto no es asi, ya que en la distribucion binomial, el optimo es
considerar p=0,5, y en valores cercanos a 1 la convergencia es lenta:

“Para un mismo tamafio de muestra, si la probabilidad es mayor, la distribucion binomial se

aproxima mejor a la distribucion normal” y “A medida que aumentamos el nimero de

observaciones, los graficos se acercan mas a una distribucion normal. Mientras mas grande sea

el valor de p, méas rapido se vera en la grafica su parecido a una distribucién normal™.
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Ejercicio 1.3

Revise el applet disponible sobre el Teorema de Laplace-DeMoivre en la pagina de la Universidad de
Cali, Colombia http://www.unalmed.edu.co/~estadist/binomial/binomial.htm y simule para distintos
valores de los parametros la distribucion binomial. Envie sus comentarios al foro.

En este ejercicio, los alumnos pueden interactuar con la distribucion binomial,
cualquiera sean los parametros n y p, por medio de un applet. Esperdbamos que los
estudiantes verificaran la regla empirica de la aproximacion binomial por la normal para
distintos valores de sus parametros. Los n ensayos minimos para cumplir la regla que
np >5, ng>5 y p,q no pequefios se alcanza segun el parametro p vienen dado en la Tabla
6.2.2.3.

Tabla 6.2.2.3. Tamafio minimo de n, para asegurar la convergencia, en funcion de p

p 001 005 01 02 03 04 05
n 500 100 50 25 17 13 10

Podemos categorizar las respuestas en varios casos, el mas frecuente de los
cuales fue apuntar al desplazamiento de la distribucion, indicando que, cuando p toma
valores extremos, los datos tienen un mayor sesgo y también se refirieron al
apuntamiento de la grafica. Un caso es el siguiente (el alumno del ejemplo comenta y

realiza calculos similares para el resto de las gréaficas):

“Para n=10, p=0,3 vemos un grafico que no es simétrico y es sesgado a la derecha. Para sus

Gltimos valores sus probabilidades son muy pequefias, y la mayor probabilidad sera la de 3
(P (x=3) =0,2668). Para p=0,2 no es simétrico, y también posee un sesgo hacia la derecha. Esto
significa que tiene un sesgo positivo y sus probabilidades desde 6,7,8,9,10 son muy pequefias,

pero la méxima probabilidad que se puede alcanzar es cuando P(x=2)=0,2013"".

Muchos de los alumnos constataron simultaneamente el efecto grafico de
desplazamiento y simetria de la distribucion binomial al ir fijando la probabilidad de
éxito p y variando el tamafo de la muestra n y viceversa, fijando n y dando distintos
valores a p. Estas afirmaciones fueron acompariadas con graficas similares a la Figura

6.2.2.3 en varios casos. Por ejemplo:

“Luego de evaluar algunos valores en el applet, concluimos que para los valores p menores que

0,5 la distribucion es sesgada a la derecha (sesgo positivo) y para p cercano a 0,5 el valor de la
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distribucion se muestra con sesgo igual a 0. Esto es, porque cuando la distribucion es simétrica,
mejor sera la aproximacion a la distribucion normal. Para p > 0,5 la gréafica presenta un sesgo
negativo. También observamos que variando el valor del éxito, la distribucion se mueve hacia
los extremos del eje; si la probabilidad de éxito es baja la distribucion tiende hacia la izquierda,

en cambio si aumentamos la probabilidad de éxito la distribucién tiende hacia la derecha™.

A veces encontramos la comprobacion de la convergencia rapida cuando el

parametro p es igual a %2 y cualquier valor de n (entre mas grande mejor):

“Siempre que p= 0,5 en una distribucion binomial, la curva sera simétrica, sin importar qué tan
grande o pequefio sea el valor de n. Mientras mas cercana esté p de 0,5y mayor sea el nimero
de observaciones, n, menos sesgada sera la distribucién. Se puede apreciar en la actividad de
los graficos que a medida que aumenta n mejora el parecido de las gréaficas de barras de las
distribuciones binomiales (discretas) a la grafica de la distribucién normal estandar (continua),
pero con el inconveniente de que se produce un desplazamiento hacia la derecha de la
distribucion binomial a medida que aumenta n, pero sigue siendo una buena aproximacion”.

Figura 6.2.2.3. Graficas producidas en el Ejercicio 1.3
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Al igual que el ejercicio 1.2, varias respuestas indicaron que la aproximacion es
buena utilizando la regla empirica. También usaron el conocimiento previo que tienen

de estadistica descriptiva, ver la simetria en relacion a las medidas de tendencia central:

*Se considero una muestra de tamafio n =30y la probabilidad de p = 0,4 veces ganadas, luego

se calcul6 la probabilidad: P(X > 15) = 0,1754. Luego la probabilidad de tener 15 o mas veces
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ganadas es del 17,54%. El grafico muestra claramente que la distribucion binomial se aproximé
a una normal, pues se tomo un n grande. Por otra parte, se puede ver que la regla empirica se
cumple perfectamente pues nx p = 30x0,4 = 12 ; nxq = 30x%0,6 = 18, ambos casos son mayores
de 5y (pxq) =0,24 es mayor que 0,05 por ende p y g no son demasiados pequefios por lo que

cumpliéndose la regla empirica nos indica que la aproximacion a la normal es buena”.

Figura 6.2.2.4. Ejemplo de uso de ideas sobre simetria en el Ejercicio 1.3
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Si p<0,5 simetria a la derecha

Si p=0,5 se tiene una simetria

Si p>0,5 simetria a la izquierda.

En este caso tenemos a la moda,
mediana y después a la media

Tenemos a la moda mediana y
media en el centro

En este caso tenemos a la media,
mediana y después a la moda

Entre los errores detectados al realizar este ejercicio encontramos en varias

respuestas confusion entre tipos de sesgo, que también fue encontrado en la

investigacion de Tauber (2001):

“Después de evaluar distintos n para diferentes valores de p podemos concluir que cuando
aumentamos el n nuestra distribucidn se aproximara cada vez mas a la normal con los datos
mas agrupados en torno a la media (con colas menos pesadas y si el pardmetro p es cercano a
0 la distribucién de probabilidades serd sesgada hacia la izquierda, si es cercano a 1 sera

sesgada hacia la derecha y entre mas proximo a 0,5 serd menos sesgada™.

La escala del eje de la abscisa (recorrido de la v.a. binomial) asociada al applet

distorsiona la variacion de la distribucion binomial, y no muestra el aumento de la

varianza, a medida que aumentamos el nimero de ensayos, lo cual ocasiona errores. En

el ejemplo a continuacion se confunde también el pardmetro n de nimero de ensayos

con el tamafio de la muestra y la varianza tedrica con la varianza muestral:

“Para una distribucion binomial, el programa muestra las distribuciones esperadas, asi con
una probabilidad p=0,4, constante y variando el p=5, 20, 50, 100, a medida que el n es mayor,
la grafica de la funcién se vuelve cada vez méas simétrica, con una menor desviacion estandar, la
cual hace que la gréafica sea cada vez mas simétrica y puntiaguda” y ” Al observar estos
graficos se puede tomar en cuenta que al aumentar el tamafio de la muestra se produce un

aumento en la concentracién de los datos alrededor de la media muestral, produciendo que la
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varianza muestral disminuya (por esto la gréafica se ve cada ves mas angosta en el centro)”.

A continuacién, como ultimo ejercicio para evaluar el aprendizaje parcial de la

primera leccion, se analiza las respuestas de los alumnos en la situacion-problema de

Accidentes industriales mediante resolucion algebraica en un tiempo de 50 minutos

aproximadamente.

Ejercicio 1.8

Accidentes industriales. Un ingeniero ha comprobado que 45 de los 150 accidentes industriales en su
planta, en los Ultimos cinco afios, se deben a que los empleados no siguen las instrucciones.

a)
b)
c)
d)

Determine la probabilidad aproximada de que de 84 nuevos posibles accidentes, entre 20 y 30 se
deban a negligencia de los empleados.

Compare con el valor exacto de la probabilidad anterior, determinada mediante la probabilidad
Binomial, que es 0,81023.

Calcule la probabilidad aproximada de obtener, en una muestra aleatoria de 120 accidentes
industriales, mas de un 35% que se deban a negligencia de los empleados.

Calcule el tamafio de muestra necesario para que la estimacion difiera de la verdadera probabilidad
en menos de 4,5% con probabilidad al menos 0,96.

En el apartado a) el algoritmo de analisis pretendido por los estudiantes es el que

sigue:

1.

Definir la variable aleatoria en estudioS,=3xX;: numero de empleados que no

siguen las instrucciones en la muestra de 84 accidentes e identificar la distribucion
de probabilidad (binomial), determinando los parametros n y p: proporciéon de
empleados que no siguen las instrucciones. Tenemos S, = ¥ X; ~ bin(n = 84, p =0.30).
Estos serian requisitos previos (RP) no directamente relacionados con el teorema
central del limite. También supone el uso del calculo algebraico y transformacion de
variables aleatorias (AP1).

Asociarle a la v.a. S, =xX; la distribucion aproximada de la normal, debido a que la
muestra de tamario n es grande, determinando la esperanza y varianza de la variable.
Supone el reconocimiento del campo de problemas de la aproximacion de la
distribucion binomial (CP1), asi como la aplicacion de las propiedades que la media
de la distribucion aproximada de una suma de variables aleatorias es la suma de las
medias (P1) y la varianza de la distribucion aproximada de la suma de variables
aleatorias es la suma de las varianzas (P2). El calculo de la probabilidad aproximada

considera s X; ~ N(ng,no?) = N(np,npq) = N (25.2,17.64) .
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3. Transformar la v.a. s,=xX; en una distribucion aproximada normal estandar
(implica AP1: Calculo algebraico y transformacion de variables aleatorias y AP2:
Tipificacion y operacién inversa a la tipificacion); aplicar la correccién de
continuidad (P12) en el célculo de la probabilidad (AP3) y calcular la probabilidad

estimada:

19,5-25,2 30,5-25,2
Z<

P <
417,64 \17,64

P(20< Y X; <30)~ = P(Z<1,26) - P(Z<-1,36) = 0,809

En el apartado b) se pretende que el alumno compare los valores del célculo
aproximado y exacto de las probabilidades de la suma de variables aleatorias S, = ¥ X;
(A5); justificando el teorema para valores grandes de los tamafios muestrales (E5) y la
convergencia rapida de la aproximacion para valores de p cercano a ¥ (P7). En el

apartado c) los objetivos son los siguientes:

1. Reconocer el estimador de la proporcion p como el promedio muestral (RP); obtener
la distribucion aproximada del estimador de la proporcion p (P10); justificar el
teorema mediante demostracion algebraica (Al) que la distribucion aproximada es

la normal; determinar la esperanza (P1) y varianza (P2) del estimador p. Es decir,

considerar la muestra de n, =120 accidentes industriales en la planta; y aplicando el
s ., . 120 .
teorema central del limite, sustituir 'S X; =S, -~ N(36,25.2).
i=1

2. Estandarizar el estimador p (AP2) y calcular la probabilidad pedida (AP3). El

procedimiento de andlisis pretendido por los estudiantes en la resolucion es el

siguiente (Al):

P(p, >035)~ P Po=p  035-031_ 4 P(Z<1,19)=1-0,8829 =0,1171
Jpa/n 40,00175

Por ultimo la parte d) pide expresar el error e = 0,045 y el nivel de confianza de

1-a = 0,96. Se pide estimar el tamafio muestral adecuado (CP8), mediante la expresion:

2 2
n:[Mj pq= 2,055 .0,3-0,7 = 438.
e 0,045

Si se utiliza p = 1/2 el tamafio necesario aumenta a 522.
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Tabla 6.2.2.4. Frecuencias de elementos de significados del Ejercicio 1.8 (n = 123)

Apartado Pasos correctos en la resolucion del problema n %
a RP: Identificar la distribucion de probabilidad binomial 116 94,3
RP: Determinar los parametros ny p de la distribucion binomial 108 87,8
AP1: Calcular algebraicamente y transformar S, = > X; 103 837
AP2: Tipificar lav.a. S, =% X; enuna normal estandar 103 837
CP1: Aproximar S, =X X; a la distribucion normal 55 44T
P1: La media de S, es la suma de las medias 55 44,7
P2: La varianza de S, es la suma de las varianzas 55 44,7
P12: Correccion de continuidad 21 171
b A5: Comprobar ejemplos y contraejemplos 94 76,4
E5: Enunciar el teorema de forma general 31 2572
P7: Aproximar una distribucién discreta por una continua 1 0,8
c P1: La media de la dist. aprox. de P es la suma de las medias 81 659
P2: La varianza de la dist. aprox. de P es la suma de las varianzas 81 659
AP2: Tipificar el estimador p 8 634
AP3: Calcular probabilidades con calculadora 74 60,2
RP: Reconocer el estimador p como el promedio muestral 34 276
P10: Los estimadores de maxima verosimilitud tienen distribucion 31 252
distribucion asintotica normal
Al: Demostracion formal algebraica y/o deductivas 17 138
d RP: Reconocer y expresar el error en valores de 0 a 1 92 748
CP8: Obtener el tamafio adecuado de una muestra aleatoria 82 66,7
RP: Identificar el valor de p 78 634

En la Tabla 6.2.2.4 se presenta los resultados, donde vemos que, aunque los
alumnos definen la variable suma y 116 estudiantes llegan a identificar la distribucion
binomial y calcular la probabilidad pedida, expresando la probabilidad a calcular en el
apartado a), se producen algunos errores en la identificacion de ny p. La mayor parte de
los estudiantes es capaz de tipificar la variable para pasar a la distribucion normal, pero
muchos confunden la férmula de la media o varianza, por lo que sélo 55 llegan a la
aproximacioén normal correcta y de ellos muy pocos (21) aplican la correccion de
continuidad correctamente. Los principales errores al aplicar la correccion de
continuidad fueron sumar el valor 0,5 (en vez de restar) o viceversa, sumar un valor 1

(en lugar de 0,5) o bien no usar la correccion.
En el apartado b) 94 estudiantes comparan los valores aproximado 0,8092 y

exacto 0,8102 de la probabilidad, indicando correctamente su buena aproximacion,

aunque sdlo 31 de ellos comentan que la excelente aproximacion se debe al valor grande
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de la muestra (84) y s6lo uno comenta la influencia del parametro p= 0,3 no alejado de
% . En el apartado c) 81 estudiantes determinan correctamente la media y varianza de la
distribucion muestral de la proporcion y 78 llegan a estandarizar correctamente, de los
cuales 74 calculan la probabilidad pedida. De ellos, pero sélo 31 hacen referencia
explicita a la distribucién normal aproximada de la proporcion y 17 de ellos justifican
explicitamente el uso del teorema central del limite; en otros casos los alumnos calculan
correctamente los pardmetros y tipifican, aunque no hacen referencia al teorema. Un
grupo de alumnos explicitamente hace referencia a la proporcion como promedio,
mientras el resto deduce directamente la distribucion a partir de una transformacién de
la binomial.

Por Gltimo en d) 82 estudiantes encuentran el tamafio de muestra adecuado,
mediante la formula correspondiente aunque unos pocos no identifican el valor p, sino

usan el valor %2 (caso mas desfavorable).

6.2.3. SIGNIFICADO INSTITUCIONAL IMPLEMENTADO EN LA PRIMERA LECCION
En la Tabla 6.2.3.1 se detalla los diversos elementos de significados que se ha

podido identificar en las respuestas de los alumnos, a las actividades, ejercicios y
evaluacion analizadas.

La comprension fue bastante alta, en general, en las actividades de
experimentacion de las distribuciones muestrales de muestras pequefias y grandes. Ello
los acerca a ir construyendo el significado del teorema central del limite en este caso
particular de la distribucion binomial; sobre todo debido a las nuevas experiencias de
trabajo con materiales manipulativos, seguido del uso de Excel y la interaccion
dinamica con applet. Se destaca en el estudio de la distribucion empirica dos conceptos
que resultaron sencillos: simulacién y efecto de los parametros sobre la aproximacion.
Asi también, consideramos que se ha reforzado el modelo de la distribucion binomial
entendida como suma de variables aleatorias Bernoulli y se le ha dado sentido mediante

una aplicacion a la ingenieria.
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Tabla 6.2.3.1. Elementos de significados personales observados en las respuestas

de los alumnos a las actividades y ejercicios

Tipo de
elementos

Elementos de significado

AL 1

Al.2

E1l.1

E1.2

E1.3

E1.8

Campos de
problemas

CP1: Obtener una aproximacion de la distribucion
binomial para valores grandes de n

CP8: Obtener el tamafio adecuado de una muestra
aleatoria de poblaciones desconocidas

X

Lenguaje

Términos y expresiones verbales
Notaciones y simbolos
Representaciones gréaficas
Simulaciones

X X X

X X X

X X X

XXX X X

procedimiento

AP1: Célculo algebraico y transformacién de
variables aleatorias

AP2: Tipificacion / Destipificacion

AP3: Calculo de probabilidades con calculadora u
ordenador

AP4: Calculo de probabilidades a partir de
materiales manuales

X XX X

X X

XX X XXX X

X

X X

Enunciados

E5: Enunciado del teorema de forma general
E6: Enunciado intuitivo del teorema

Propiedades

P1: La media de la distribucion aprox. de una suma
de variables aleatorias es la suma de las medias
P2: La varianza de la distribucion aprox. de la suma
de variables aleatorias es la suma de las varianzas
P3: La media aritmética de una m.a. de tamafio
grande sigue una dist. Aprox. normal

P4: La aproximacion mejora con el nimero de
sumandos

P7: Aproximacion de la distribucion discreta por
una continua

P10: Los estimadores de maxima verosimilitud
tienen distribucién asintdtica normal

P12: Correccion de continuidad.

X| X

X X X XX

X X X XXX

Argumentos

Al: Demostraciones algebraicas y/o deductivas

A2: Presentacion del teorema como caso especial de
un resultado general

A3: Simulaciones manipulables de distribuciones en
el muestreo

A4: Simulacion grafica con ordenador del teorema
A5: Comprobacion de ejemplos y contragjemplos,
sin pretension de generalizar

X X

XX X X

XXX X X X X X XXX

6.3. OBSERVACION DE LA SEGUNDA LECCION
La leccion 2 estuvo dedicada a la extension del teorema al caso de variables

discretas, donde la distribucion binomial, estudiada en la leccion 1 es un caso particular.

La primera clase de esta leccién comenz6 con una pregunta del profesor, ¢EIl recorrido

de una variable aleatoria con distribucion binomial, es finito?, a la que una respuesta

inmediata de un alumno fue: “No, porque es una muestra aleatoria de cero any n

puede tomar cualquier valor’. Hubo que aclarar, pues al parecer mas de un alumno aun

no diferenciaba los valores de la distribucién binomial (acotada), una vez fijado n, con
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los infinitos posibles valores de n. El objetivo de esta pregunta fue introducir la

distribucién Poisson de valores discretos, pero no acotada.

6.3.1. ANALISIS DE ACTIVIDADES DESARROLLADAS EN EL AULA

Actividad 2.1

A una central de teléfonos llegan llamadas al ritmo medio de 3 por minuto. Determinar la probabilidad de
que Illeguen al menos 200 llamadas en un periodo de una hora. ;Como desarrollarias esta actividad?

La actividad 2.1 presenta una situacion inicial introductoria a la aproximacion de
la distribucién de Poisson (CP2). El profesor pide a los alumnos que calculen el valor
exacto y valor aproximado, teniendo presente los conocimientos previos del curso de
probabilidades y el proceso de estudio de la leccién 1. En primer lugar, en un tiempo de
15 minutos, se pidid a un grupo de alumnos que escriban en una hoja la solucion exacta
con procedimiento o indiquen por qué no han llegado a la solucion. Se obtuvo las

siguientes frecuencias de respuestas en la Tabla 6.3.1.1.

Tabla 6.3.1.1. Respuestas de los estudiantes en la Actividad 1 (n =33)

Aciertos Errores
Definir la variable como nimero de llamadas en 1 hora 27 (81,8)
Identificar la variable con la distribucion Poisson 27 (81,8) 6 (18,2)
Reconocer el pardmetro de media como 180 29 (87,9) 4 (12,1)
Aplicar procedimiento algebraico usando calculadora (AP1) 29 (87,9)
Justificar con procedimiento algebraico (A1) 8 (24,2) 17 (51,5)
Justificar en palabras 10 (30,3)

La mayoria de los alumnos definieron la variable aleatoria X: “nimero de
llamadas recibidas por una central en 60 minutos”, seguido de asociar la caracteristica
de estudio con la distribucion Poisson, cuya expresion simbodlica es

X ~P(u=4it=3x60=180). También, un 87,9% de estudiantes calculé el promedio

4=180, de llamadas que recibe la central durante 60 minutos (P1). De los alumnos,
hubo un 87,9% que utilizé el procedimiento algebraico del modelo Poisson para intentar
. o0 180X e—180
calcular la probabilidad P(X >200)= Y — de los cuales un 24,2% llego a la
x=200 X
siguiente solucion con uso de calculadora, de P(X>200) = 1- 0,925 = 0,075.
Otros alumnos (30,3%), argumentaron en palabras la dificultad de calcular

demasiadas probabilidades. Un caso es el siguiente: “Es dificil calcular la probabilidad
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exacta porque la suma es muy grande™, o “no se puede sacar porque n es grande y su
desarrollo largo”.

Los errores presentados en esta parte fueron los siguientes: Un 18,6% de los
alumnos no relacionaron la variable con la distribucion Poisson, si no mas bien la
identificaron con la distribucion exponencial; 12,1% calcularon mal el parametro de
media, con resultado E(X) = 3, que es la media de una variable aleatoria Poisson en un
tiempo t = 3 ; de los alumnos que realizaron procedimiento algebraico, un 51,5% no
llegaron a una solucién algebraica correcta, en que consideraron la variable como
continua y calcularon la probabilidad como un area (usaron integral) o calcularon la
probabilidad en el punto x = 200.

A continuacion, en otros 15 minutos, el profesor les propuso a los estudiantes
una ampliacion del enunciado del teorema central del limite, en que determinaréan la
probabilidad anterior en forma aproximada, mediante la distribucion normal. Se
recogieron las siguientes frecuencias de uso elementos de significado del teorema de

esta situacion en la Tabla 6.3.1.2.

Tabla 6.3.1.2. Respuestas en forma aproximada de la Actividad 1 (n =33)

Aciertos Errores

Determinar la media de la suma de variables aleatorias Poisson (P1) 31(93,9) 2(6,1)
Determinar la varianza de la suma de variables aleatorias Poisson (P2) 31(93,9) 2 (6,1)
Aplicar la correccion de continuidad (P12) 2(6,1)
Aproximar distribuciones clasicas a la distribucion normal (P8) 5 (15,2)

Calcular algebraicamente las variables aleatorias (AP1) 33 (100,0)

Tipificar algebraicamente (AP2) 27 (81,8) 6 (18,2)
Calcular probabilidad del teorema con calculadora y tablas (AP3) 33 (100,0)
Demostracion algebraica (A1) 25(75,8) 8(24,2)

Respondieron de forma correcta un 94% al célculo de la esperanza y la varianza
de la suma de variables aleatorias con distribucién Poisson, cuyo valor es 180. A
excepcion de dos alumnos, ninguno utilizb la correccion de continuidad (P12), que
junto con estandarizar (AP2) debiera obtenerse el siguiente resultado: P(X>200)
=P(Z>(199,5-180)/ y180 )= 1-F,(145 =1-0,9264 = 0,0736. Sin embargo, todos realizaron
el célculo algebraico y con uso correcto de la calculadora y la tabla estadistica de la
distribucién normal, de los cuales un 81,8% tipificd bien. Un 15,2% describié la
condicién de tener un n grande y mayor que 30 para obtener una aproximacion de la
distribucién Poisson por la distribucion normal (en lo que sigue de esta leccion se

estudiaria la influencia del parametro de media en la calidad de la aproximacion) y un
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75,8% validd la aproximacion con el desarrollo algebraico correcto de la probabilidad.
La mayoria obtuvo un valor de 0,0681 en el célculo aproximado al no aplicar la
propiedad de correccion de continuidad.

Un ejemplo de alumno con dificultad se muestra a continuacién, en que se
confunde el valor de la variable con la tasa de tiempo x/t en lugar de 4t, y que conlleva
a error de calculo de la media y varianza de la suma de variables y a obtener un valor
incorrecto de 0,3156:
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Un 18,2% de estudiantes obtuvo errores en la tipificacion de la variable suma,
por ejemplo al colocar la varianza en lugar de la desviacion estandar en el denominador
de la estandarizacién, obteniendo una probabilidad de 0,4512. Por Gltimo, un 24,2% no
lleg6 a la solucion correcta de la probabilidad por una de las dificultades mencionadas
anteriormente.
Una vez terminada la actividad el profesor les pidio a los estudiantes que la
comentaran y compararan con las actividades de la leccién 1. Algunos comentarios se

relacionaron con las nuevas formas de solucionar probabilidades:

“La diferencia es que cambia el procedimiento al cambiar las palabras exacta y aproximada, y
que se desarrolla por el teorema central del limite, aproximacion normal”, “Se diferencian por
la distribucion de la poblacidn de origen” y “la diferencia esta en la dificultad matematica que

presenta la distribucion Poisson en comparacion con la distribucion normal”.

Las principales dificultades observadas en algunos alumnos en el calculo de la
probabilidad aproximada, se refiere a la correccién de continuidad (P12). No
entendieron, por ejemplo: ¢Por qué se resta 0,5 en vez de sumar 0,5 a P(X > 200)?
Otras preguntas puntuales se refirieron a la distribucion de la variable: ¢Es discreto?,

¢ Comienza de cero el recorrido de la variable aleatoria Poisson?, y a la posibilidad de
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aproximacion de una distribucion discreta: ¢Toda distribucion discreta se puede

aproximar a una normal?, ;Hasta cuando una aproximacion es buena? (P4 y P8).

Actividad 2.2

Un producto se vende en el mercado con la misma frecuencia, en tres tamafios 2, 4 y 6.
a. Determine la distribucion de probabilidad de la variable tamafio del producto.
Elabore un diagrama de barras para representar su distribucion.

Calcule la media 4 y la desviacion estandar o .

Enumere todas las muestras aleatorias de tamafio 2 con reemplazo que pueden comprarse de este
producto, y calcular las medias de las muestras obtenidas.

Obtenga la distribucion de probabilidad de estas medias.

Calcule la media y desviacion estandar de las medias muestrales. Comparar con las tedricas.

Dibuje un histograma de la distribucién muestral de medias muestrales. Comentar.

Indique tres hechos importantes obtenidos en la resolucién del problema.

20 T
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La actividad 2.2 plantea un nuevo problema de aproximacién de suma de
variables discretas (CP2) que se refiere a la aproximacion grafica de una distribucién
discreta acotada por la distribucion normal (P8). A la pregunta del profesor sobre cémo
definir la variable aleatoria en el apartado a) se registraron tres tipos de respuestas:
“frecuencia de ventas”,” frecuencia de tamafos” y “tamafio de producto”, es decir,
algunos alumnos confundieron los valores de la variable en estudio “tamafio de un
producto que se puede comprar en el mercado”, con la frecuencia absoluta en las otras
dos respuestas.

A continuacion, el profesor pregunta sobre el recorrido de la variable, con la
finalidad de diferenciar el ejemplo con la distribucion uniforme discreta de parametros 2
y 6. Un problema es que el recorrido de los tamafios del producto son 2, 4y 6, en lugar
de valores consecutivos x = a, a+1, a+2,...,b, por lo que la funcion de probabilidad y la
esperanza matematica no puede ser calculada por la distribucion uniforme discreta. El
uso incorrecto de la formula condujo a algunos estudiantes a obtener UD(2,6) con
funcion de probabilidad P(X=x)= 1/ (6-2+1) = 1/5, que no corresponde a P(X=x)= 1/3.
Hubo dos respuestas que asociaron la variable con la distribucion binomial de
parametros B(n=3, p=1/3), lo que condujo a seguir el procedimiento de forma
equivocada.

En el calculo de la esperanza matematica en el apartado c) algunos consideraron
la expresion de la media aritmética para datos no agrupados, es decir, Xx; /n = (2+4+6)/3
= 4. Uno de los errores fue calcular la media por medio de la distribucion binomial
np=3(1/3)=1. Si bien al calcular la esperanza matematica utilizando la distribucion

uniforme se obtiene 4=(2+6)/2 que coincide con la respuesta correctaE(X) = xp(x), el
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procedimiento correcto de calculo es mediante la distribucion de probabilidades dada en
la Tabla 6.3.1.3.

Tabla 6.3.1.3. Distribucidn de la v.a. tamafios del producto

Xx 2 46 ¥

p(x) 131313 1,0
xp(x) 2/34/136/3 4,0

La varianza poblacional fue obtenida por la mayoria mediante la definicién de
varianza de una variable aleatoria discreta, °= Zx°p(x) — E(X)=56/3 — 16 = 8/3, y cuya
desviacion estandar es 1,63. Los errores de calculo presentado fue considerar sélo la
primera parte de la férmula de la varianza. Un resumen de resultados de esta actividad

por un grupo de alumnos se muestra en la siguiente tabla.

Tabla 6.3.1.4. Frecuencias (porcentajes) de respuestas de la Actividad 2.2 (n =28)

Aciertos Errores

Definir la variable tamafio del producto 11(39,3) 6(24,4)
Obtener la distribucion de probabilidad poblacional 26(92,9) 2(7,1)
Dibujar gréaficos de barra e histograma 27 (96,4) 1(3,6)
Obtener la media y varianza poblacionales 24 (85,7) 4(14,3)
Determinar la distribucién de la media muestral de tamafio 2 26 (92,9) 2(7,1)
Determinar la media del promedio de la muestra (P1) 24 (85,7) 3(10,7)
Determinar la varianza de la media muestral (P2) 21 (75,00 5(17,9
Indicar hechos importantes en la solucion de la actividad 14 (50,0)

La mayoria de los alumnos obtuvo las nueve muestras posibles de tamario 2, con
algunas excepciones; al escribir 16 casos pensando en el recorrido de la distribucion
binomial {0,1,2,3} o tambien mostrar 21 casos formando muestras de tamafio 3 con
valores de los tamafios de la poblacion {2,4,6}. Luego, para responder el apartado e), el
profesor pregunta por la probabilidad de obtener X = 2. Algunos alumnos encuentran el
valor correcto 1/9 indicando que el nimero de muestras es 9. Esto se observa en la
distribucion de la media muestral, Tabla 6.3.1.5, como fue sugerida por una alumna “la
frecuencia n; se puede obtener o utilizar y asi calcular la probabilidad ™.

Una respuesta errénea fue “1/3, al mirar la distribucién inicial de la uniforme”;
que muestra una confusion entre la distribucion poblacional y la distribucion muestral
del promedio, error sefialado por Schuyten (1991). También, se anotd la respuesta
incorrecta “1/5, porque 5 es el recorrido’; aqui se aplico equiprobabilidad, mirando que

hay cinco valores del recorrido de la media muestral, no teniendo en cuenta las
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diferentes probabilidades de los valores.

Tabla 6.3.1.5. Distribucion de la media muestral de tamafios del producto

X p(x) xp(x)
2 U9 29
329 69
4 319 12/9
5 2/9 10/9
6 19 6/9
s 10 40

Alrededor de un 80% respondié correctamente el apartado f) acerca de la media
y varianza muestrales, utilizando el operador de la variable aleatoria para la media
muestral. El valor esperado de la media muestral de tamafio 2 lo obtuvieron de la Tabla
6.3.1.5. Otra forma de calcularlo fue a través de la distribucion de frecuencias de

variables en clases individuales, como se muestra en el ejemplo a continuacion:

el
AL (0= Miski= 21 +%2+43+52+b2=3-4
9 1

_ —— -N —

Los unicos errores fueron de calculo en el resultado para la media y la varianza
muestral, al utilizar incorrectamente parte de la férmula, igual que en la varianza
poblacional (Propiedades P1y P2). También, varios alumnos verificaron una propiedad
previa a las lecciones del teorema; en una muestra aleatoria con cierta distribucion, “la
varianza muestral es igual a la varianza poblacional dividida por el tamafo de la
muestra” (Ver proposicion en Devore, 2001, pp. 229). Un caso presentado por un

alumno es el siguiente:

E.Erﬂ * Zx.' Piey = 4

VixY . i) - gy . o 3 .Y
iy : - .E -_::;

- i“:.-"_ - .1'”.. = 4

5 il

>

En b) y g) los alumnos comparan graficamente la distribucién original con la
distribucién muestral de la media muestral. Algunas respuestas en el apartado b)

relacionado con la grafica de barras fueron las siguientes:
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““La caracteristica que presenta este determinado producto en el mercado, permite visualizar
que es constante la venta en sus tres tamafios” y ““Los tamafios del producto tienen la misma
probabilidad™.

Un error fue presentar un histograma para la variable discreta. En la grafica de la
distribucion muestral registramos respuestas comunes, indicando que la distribucion

tiene una forma simétrica, por lo que se parece a una distribucion normal:

““Se puede ver que se distribuye en forma simétrica igual que la normal’, ““La distribucion es
simétrica, tiene forma de campana” y “El histograma nos indica que se distribuye simétrica y

homogénea™.

Por ultimo, lo que mas destacaron acerca de esta actividad, en el apartado h),
estd relacionada con tres hechos: la simetria del dibujo de la distribucion de la media
muestral, la igualdad de las medias poblacionales y muestrales y la disminucién de la
desviacion muestral (segunda propiedad basica para comprender el teorema, segun
Méndez, 1991):

“La forma del grafico se asemeja a una campana”, “La distribucion encontrada puede
aproximarse a una distribucion normal”, “La media que tiene mayor probabilidad de ser
comprado es la de 4 con una probabilidad de 1/3 y las de menor chance son las de tamafios 2 y

6", “Las medias son iguales, sin embargo la variacién de la media muestral disminuye, posee
menor desviacion estandar’ y “No me habia percatado en la gran variacion que presenta la

desviacion, siendo menor la de la media muestral”’.

También hicieron referencia a la proposicion de las varianzas, comentando que
aunque las medias de la poblacion coincide con la media del promedio no ocurre lo
mismo con las varianzas: “la variacion poblacional es el doble de la variacion
muestral™, ““la varianza muestral es la mitad de la varianza poblacional”. Un caso es el
siguiente:

Flel = a4 =9 .
fe medsa o earsal ey tgunl o {Oﬂc&?mm~af

VixYy = 8/= VIFY=4h
Lo U v G v S50 wvwestaal €1 o anired de Lo
Al ke I:,_;FJ '!Y:,J Ll o R e e b -
CL L!I‘.‘-Tﬂq.ﬂ:bn.) TR (A AT tﬁ mfd:g‘; P11 e =T At ! Zaen,

I.-:F W
Lhb e i s B CTLONTE N R D W By o e L
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Otros comentarios no relacionados con las propiedades anteriores fueron: no
diferenciar las varianzas obtenidas, error en una propiedad de buen estimador, donde se
confunde la definicion de insesgamiento de un estimador con la variable aleatoria

original, en lugar del pardmetro, y mezclar los conceptos de esperanza y probabilidad:

““La media con la media muestral son exactamente iguales y la desviacidn estandar con lade la
media muestral son muy parecidas”, “La esperanza de la media muestral es igual a la
esperanza poblacional, por lo tanto el estimador es insesgado™ y ““Hay una igualdad entre la

probabilidad muestral y la poblacional””.

Actividad 2.3

La candidata presidencial de Chile Michel Bachelett obtiene un 48% de los N encuestados, de forma
permanente por varios meses, previo a las elecciones. Pensando en los resultados definitivos de
diciembre 2005 respecto a los votos de los tres candidatos, ¢Cual es la probabilidad de que sea ganadora
en un sondeo de 200 votos en un determinado distrito?, ¢Tendremos una primera presidenta mujer de
Chile, en la primera vuelta electora?

Nota: La proporcion p de votos a favor de M. Bachelett varia de un mes a otro pero con tendencia al
48% y ademas los tamafios de muestras pueden ser distintos.

La actividad 2.3 corresponde a la aproximacién de la distribucién
Hipergeométrica a la normal (P8) en encuestas de preferencias presidenciales. El
procedimiento de solucién requiere definir la variable X: “nimero de votos que obtiene
de los 200” y reconocer que X tiene una distribucion hipergeométrica de parametros
n = 200, a= pN y b= (1-p)N, donde p=0,48 y calcular la media y varianza respectiva,

=49,92. Se utiliza también la

a+b-1 N -1

y=Np=96; o2 =npq.2TR" N=200 (p1, p2).

correccion de continuidad (P12) y se compara el resultado inicial con la aproximacion
binomial a la hipergeométrica de la probabilidad calculada (P8).

Destacamos dos errores durante el proceso de solucién en el aula. El primero de
ellos hace referencia a la varianza del estimador en la estandarizacion (AP2). La

consulta en relacion a que la distribucion de la variable X es aproximadamente

100,5-96

149,92

Esta pregunta muestra que el alumno adn no establece la discrepancia de

N(96, 49,92), con P(X>100) ~ 1 - Fz[ J fue: ¢No se divide o* por n?.

estandarizacién normal de la variable X con la estandarizacion de la media muestral X ,

es decir, en términos simbdlicos no diferencia:
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o

X ~N(uo?) = z=2"H X ~N(uo?) = zr=2"H
- o/In

Otra dificultad tuvo que ver con el recorrido de la variable discreta: ;Por qué se

comenzd calculando la probabilidad en 101? Esto se explica por ser la desigualdad

mayor estricto P(X >100) =P(X >101), y hay que aclarar que puede conducir a error

la correccion de continuidad, sumando o restando 0,5 al valor 101.

6.3.2. ANALISIS DE EJERCICIOS REALIZADOS POR LOS ALUMNOS FUERA DE CLASE

Ejercicio 2.1

Un jabon para lavavajillas de cierta marca se vende en tres tamafios: de 25, 40 y 65 onzas. Veinte por
ciento de los compradores seleccionan la caja de 25 onzas, 50% la de 40 onzas y 30% la caja de 65
onzas. Sean X; y X, los tamafios de caja seleccionados por dos compradores independientes.

a. Escriba la distribucion de los tamafios de jabones. Comenta sobre la naturaleza de la variable.

b. Determine la distribucion de muestreo de X , calcule E(Y) y compérela con .

El ejercicio fue realizado por dos grupos: uno de 33 alumnos resolvieron los
apartados a) y b). Los resultados han indicado que este problema no fue facil de
resolver, quizas por el poco tiempo asignado y aun tener presente la leccion 1. En la
parte a) de los 28 alumnos que intentaron describir la distribucion, 20 la asociaron con
la distribucion binomial, definiendo tres variables con probabilidades de éxito p
respectiva de 0,2, 0,5y 0,3 y nimero de ensayos n segun los tamafos de jabones; cuatro
alumnos relacionaron la informacién con la distribucion hipergeométrica, cuatro con la
distribucion geométrica y cinco anotaron que no sabian como resolverlo. Un caso de

plantear las variables como binomial es el siguiente:

“Sean X;: Jabon de lavavajillas de tamafio i, donde i =25,40,65. Ademas, X; ~B(p) con
probabilidades respectivas de 0,2, 0,5y 0,3. Para el nimero de jabones de tamafio i se tiene que

Xi =S; =2X; ~ Bin (n;, p;) y entonces podemos aproximarlo por S; ~N(n; p;i , ni pi gi)”.

El apartado b) sélo cuatro respondieron, y de forma equivocada, que la media
muestral es aproximada por la distribucién normal. Fueron 22 alumnos que calcularon
la esperanza de la media muestral, donde no se presentaron respuestas correctas debido
a que partieron considerando erradamente la poblacion de origen. Por ejemplo, los que
utilizaron la distribucion geométrica obtuvieron una media de 1/p = 1/ 0,2 = 5; una

media de 2 para los que utilizaron la distribucion binomial: E( X )=E(X ) + E(X,) +
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E(X3) = nip1+ nypot+ nzps = 2(0,2)+2(0,5)+2(0,3)=2. Aqui se confunde la muestra de
tamafio 2 con el nimero de ensayos.

También se registré una media de 0,66 al escribir n =3 en el denominador de la
media aritmética de la suma de tres variables, donde cada X; tiene distribucion binomial
(n=2, pi), es decir: E(X )= 1/n [E(X1)+E(X2)+E(X3)] = 1/3(0,4+1+0,6). Dos alumnos
mostraron tener error algebraico en la esperanza de la media muestral (P1), al escribir
E(X)=E(X )+E(X,).

Otro grupo de 28 estudiantes desarrollaron la situacion, dos dias despues, cuyos

resultados se presentan en la Tabla 6.3.2.1.

Tabla 6.3.2.1. Frecuencias de elementos de significados aplicados en el Ejercicio 2.1 (n = 28)

Ap. Procedimiento utilizado por los alumnos y elementos implicados Frec.

a Determinar la distribucién de probabilidad de variable discreta 26
Expresar que la variable es discreta acotada 23
Expresar equivocadamente que la variable tiene distribucion uniforme discreta 19
Dibujar un grafico de barras de la distribucidn de variable acotada 25
Calcular la media tedrica o poblacional 25
Calcular la varianza poblacional 25

b Enumerar las muestras posibles de tamafio 2 24
Obtener las medias aritméticas de cada muestra 24
Determinar la distribucidn de muestreo de la media muestral 9
Calcular la media empirica de la media muestral 20
Calcular la varianza empirica de la media muestral 20
Dibujar un gréfico de barras de la distribucion de la media muestral 12
Comprobar que la varianza muestral es menor que la varianza poblacional 7
Comprobar que la media teorica y experimental coinciden 3

El algoritmo que emplearon los alumnos fue primero caracterizar la distribucién
de probabilidad con una representacion grafica y obtener los pardmetros de media y
varianza poblacional de la distribucion. Fue alta la frecuencia de respuestas correctas en
esta primera parte del ejercicio. Casi la totalidad del grupo determind la distribucion de
probabilidades de valores 25, 40 y 65 para el recorrido y probabilidades respectivas 0,2,
0,5y0,3.

L
L £2 o 0o Vi) = (2if2,5)=( U4 5
Py 0.8 040 0.3%0 = R
€l 5 2 {9.5 = 445 &, = MY 58
: = 2093,5
ete) | fze  goo  {2ENS -

Un caso incorrecto que se registré fue asignar igual probabilidad de 1/3 a cada

valor del recorrido, considerando equivocadamente una distribucién discreta constante.
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La mayoria definié la variable X: tamafio del jabon para lavavajillas (en onzas),
clasificAndola como variable discreta, pero s6lo 8 escribieron que era acotada. Ademas,
llamé la atencion que si bien describieron correctamente la distribucion, hubo 19
alumnos que la asociaron con la distribucion uniforme discreta y uno con la distribucion
binomial. Un caso se muestra a continuacion:
'jln iﬁwml—.n A "'p.. T
: 3" .
T O e NN PO . { :._;_-'11,;”:)‘{0,5— 5

Ao DD 25 Ls)

Polxd « PLx=2
. roE NG
B 1= bE

Lo L F -

0,2 va2%
0,5
LS

Fueron 25 estudiantes los que mostraron una representacion grafica de barras
correcta de la distribucion. Hubo un error en una grafica, al colocar de frecuencia
relativa de 0,33 al determinar y plantear la variable con distribucion uniforme discreta.
Un 89% de los alumnos obtuvo la esperanza de la variable con valor de 44,5 mediante
la definicidn de esperanza matematica en variables discretas, de igual forma la varianza
de valor 212,25 (P1, P2).

Fueron 24 alumnos (85,7%) los que describieron las nueve muestras posibles de
tamafio dos (X1,X2), asi también determinaron los valores de media aritmética en cada
una de las muestras. Sin embargo, sélo 9 alumnos encontraron la distribucion muestral

de la media muestral (A3). Un caso es el siguiente:

Yol =z | =4s | wo | we
F?,,,fi‘.'r. ! o oz ER z
Loy isf. 4 4,4 4 _ FESY B
\'r = f "lf't":i :5 { ?,'E,Jxm
r
NN R .

Hubo un alto porcentaje de alumnos, 60,7%, que no determinaron correctamente
la distribucién muestral, al creer que las probabilidades correspondientes a los valores
de la media muestral son obtenidas de la frecuencia de casos favorables sobre el total de
las nueve muestras de tamafio dos, fallando en conocimientos previos. Uno de los 17

casos se presenta a continuacion:

Ba Z 25 E %] Ly L = S B & 5
Pt 2= e == 159 =f49 =4 0 fo2
(=g 2579 SFF Hofd defy #9059 £5/F¥ = 43,5
- f 2 i = X L = T
& C=") L2579 muagiy dbog’y MoSy/F SSINS/T Hiagyg = 2c043,5
vers= Caers, F§Y-C 92,702 = (38,91
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La aplicacion correcta de las propiedades de la esperanza y varianza de la media
muestral (P1 y P2) por medio de su definicion fue de 20 alumnos (71,4%), pero de ellos
solo nueve obtuvieron los valores correctos de 44,5 y 106,125 respectivamente. Los
otros alumnos obtuvieron valores de media 43,33 y varianza 136,38 al emplear mal la
calculadora o equivocarse en las probabilidades de la distribucion. Las representaciones

graficas de la distribucion de la media muestral fueron observadas en 8 alumnos:

LTS l
T wE  ge w9 &

W

Los que construyeron la grafica con error en las probabilidades concluyeron por
ejemplo que “con este histograma podemos ver que la distribucién no se parece a una
distribucién normal o simétrica” o que “el tamafio de la muestra es pequefia y no nos

da una buena aproximacién simétrica”.

Por otro lado, 7 estudiantes indicaron la propiedad 2 de Méndez (1991) acerca

de la comparacién de las varianzas teérica y empirica de la media de la muestra:

“La varianza de la media muestral V(X ) es menor que la varianza poblacional V(X)=¢?, y
ademas en este caso la varianza poblacional es el doble que la varianza de la media muestral

2
12 =212,25/2 = 106,125 =% ",

Respecto a la comparacion de medias tedrica y empirica (A5), sélo 6 alumnos
escribieron la coincidencia en los valores. Por ultimo, no se obtuvo respuesta de los
alumnos en formular una pregunta de célculo de probabilidad de la media aritmética

aplicando el teorema.

Ejercicio 2.3

Una maquina produce articulos con cierto tipo de defecto, identificados como 0, 1 y 2. Suponiendo que en
una partida hay 20 articulos sin defecto, 30 con un defecto y 50 con dos defectos, se saca un articulo al
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02 x=0
azar y se anota su valor, X;. La distribucion de X; serd P(Xq; =x)=403 x=1

05 x=2
Suponga que el articulo escogido primero se devuelve a la partida y luego se escoge un segundo articulo y
se anota su valor, X, . Considere la v.a. )?2 =(X; + X,)/2 como el promedio de una muestra aleatoria de
tamafio 2, con distribucion: P(X, =X,)= 0,04 , 0,12, 0,29 , 0,30 , 0,25 y valores de la v.a. X,
respectivamente 0, 1/2,1,3/2, 2.

Suponga que después de que el segundo articulo ha sido también devuelto a la partida, se escoge un tercer
articulo y se anota su valor, X3. Determine la distribucion de probabilidad de la v.a. )?3 =(X; +X+X3)/3

a. Realice el experimento de obtener un cuarto articulo siendo devuelto el tercero a la partida. Obtenga
la distribucién de probabilidades del promedio de los cuatro articulos extraidos.

b.  Enun gréfico dibuje las distribuciones de X, X,, X5y X, (Utilice Excel y/o lapiz y papel). ;Qué
puede comentar sobre la forma de la distribucion de los resultados de esta ilustracion numérica? En el
mismo gréfico, trace en linea discontinua como seria la distribucion de X .

c. Si en vez de la media muestral, se analiza la suma de variables aleatorias discretas, S; ; S;=X;+X, ;
S3=X;+X,+X3 , etc. Fundamente si la distribucidn de la suma y el promedio seran similares.

d. Enuncie al menos una pregunta de acuerdo al problema, sobre el célculo de probabilidad, donde
tenga que aplicar el teorema central del limite y resuelva.

De los ejercicios dados en el apunte de la leccién 2 para los alumnos, el ejercicio
2.3 es interesante de analizar, debido a que requiere estudiar algebraicamente y
graficamente el comportamiento de la distribucion de la suma o media muestral (CP10)
a medida que se van agregando variables (P3). Estamos todavia en el campo de
problemas CP2: Determinar la distribucion de la suma de variables aleatorias discretas
idénticamente distribuidas.

La actividad la podian desarrollar en parejas, donde en una de las secciones se
les pidi6 comenzar por la distribucion de la media de tamafio 3 (CP10) y en la otra
seccion debian comenzar por el estadistico de la suma de variables aleatorias (CP2). No
hubo dificultades en formar las 27 muestras posibles y la distribucién de la suma de v.a

de tamafio 3, como se ilustra a continuacion:

23 FL;-':,:&',"‘-_
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O (o,0,0) = (0,2) = 0,008
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2 (o0, Y0, 0,100, 2,00 WL O, 830, 40) [ 2,0,0) = sloo2) v 3(ow
| ') x r - W .|. “._ W
50 Lo v o, 2, a0, 0,20% 0, 0 (oY o,) (00 Q, 203
| y \ I . | ) P

AP Lo za) G2l 2 (2.0, 2% 2,04 2, 2,007 0,285

sl Lriz.oad (2,1, ) '_ 0,215
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Tampoco hubo dificultad en estudiar la media, verificando la distribucion de

probabilidades del estadistico:
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Muy pocos estudiantes describieron las probabilidades de sucesos equivalentes y

la independencia de las variables aleatorias. Un caso se muestra a continuacion:

a x

Cxp, %a,%) | & | POR= 7Y .

{L |':.J '.:,.hr'\] . 0 }?I’?:Q}; {_':;!.'1::’}(2"—.;.:: 1jli:'r_::=?|:‘CJ'-:lir'f;:|: F{ﬁ)_'ﬁ‘.ﬁ?],wf_;{:_q;': :':—J__.“__.-"_::f;
(c,0,0) L P==PU0,0,Hv(0,4,0) v (1,00))= G012+ Q01+ 5012
(0 4,0) > | = 0,036

L0900 | .

Los pequefios errores encontrados se debieron a escribir el recorrido de la
distribucion de la media, en vez del de la suma, y a considerar 26 muestras, donde la
probabilidad que la media muestral sea 4/3 fue de 0,195 siendo el valor correcto de

0,285, como se transcribe abajo:
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De forma analoga los estudiantes desarrollaron la distribucion de la suma o

media muestral de tamafio 4 en el apartado a), obteniendo ahora 3* = 81 muestras

posibles. Se ilustra a continuacion la funcion de cuantia de la variable aleatoria de la

suma descrita por un alumno:
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Las probabilidades fueron calculadas de igual forma que la anterior, por
ejemplo, en el caso siguiente (AP3):

A, = a) = 2 2y =1) Pleo=d) ply,=2) plx,=c) +
S
PIXg=a) plag =) plas=1) play4)

= O,/

Hubo algunas equivocaciones en el calculo de algunas de las probabilidades del
recorrido del estadistico (AP3) y otros casos que no completaron la distribucion
muestral. En el apartado b) la mayoria dibuj6 con lapiz y papel milimetrado o en Excel
el comportamiento de la distribucion de la suma de variables aleatorias segin aumenta
el tamafio de la muestra de 1 a 4, y observando que a medida que va aumentando el
tamafno extraido de la muestra, la curva que se obtiene va tomando la forma de la
distribucion normal infiriendo de la lectura grafica que ““en la medida en que el nimero
de errores que produce la maquina crece la distribucion de probabilidades tiende a una

simetria de la distribucion normal”. Un caso se presenta a continuacion:
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Algunos alumnos argumentan con conviccion que para una muestra de tamafio
5, la distribucion muestral de la media seria casi normal: “la distribucion de X; seria
practicamente una distribucién normal”, “X; tiene una distribucién aproximada
exponencial y a partir de la media de tamafio 3 tiende a una normal’. Se ilustra una
grafica donde se va mostrando por separado su comportamiento simétrico e indican ““Se

espera que para muestras mas grandes de articulos, la distribucion sea
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aproximadamente normal” (E4):
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Los comentarios realizados fueron en relacion a la simetria y similaridad con la
distribucion normal. Muy pocos expresaron que al ir aumentando la extraccién del n-
ésimo articulo, junto con incrementar los valores de la v.a. promedio las probabilidades
van disminuyendo cada vez mas, como se observa en la figura anterior paran =2y n =5,
El siguiente comentario hace notar que al extraer tamafios de muestra mas grande la
dispersion de la distribucion muestral (o la varianza muestral) es mayor, disminuyendo
las probabilidades, y también enuncia intuitivamente el teorema (E6) al pronosticar la

forma de la distribucion de la suma para muestras de tamafio 5:

“Podemos observar que tenemos S; y luego para tener S, el primer articulo se devuelve a la
partida y luego escogemos un segundo articulo, y asi podemos calcular S; y S,. Podemos ver
que las curvas de las variables (S;, S, S3 ¥ S, ) tienen cierta similitud y a medida que n es mas
grande la continuidad de la probabilidad se acerca mas a 0 y su x es mas grande”,

“Al graficar podemos observar que S, con Sz y a su vez S; con S, tienen un punto donde se
intersectan”,

““Con lo dicho anteriormente podemos trazar la linea de Ss sin saber sus datos, dado que nos
dimos cuenta que S,, S3 y S, tienen una gran relacion” y “Cuando trabajamos con S; tenemos
que los valores de las probabilidades son mas altos, a diferencia de cuando n es grande la
probabilidad es considerablemente menor”.

Un error de interpretacion fue asociar la distribucion muestral de la media con la
poblacion y no con la distribucion normal “‘cuédnto més grande sea el proceso de

muestreo mas se parecerd la distribucion de la muestra a la de la poblacién™. Otro
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error presentado fue considerar en la ordenada de la grafica las frecuencias absolutas de
las muestras posibles en lugar de las frecuencias relativas o probabilidades de los

eventos equivalentes, como se muestra a continuacion:
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La grafica correcta se ilustra a continuacion para la distribucién de la media

muestral:
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Otra gréfica presentada para la suma de variables aleatorias con la prediccion

intuitiva del teorema (A4), (E6) es la siguiente:
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De los alumnos que presentaron el ejercicio, hubo 34 que graficaron la

distribucion de la suma de variables aleatorias discretas de la cual 22 dibujaron la
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posible distribucion de la suma en muestras de tamarfio 4, y de los 22 que dibujaron la
distribuciéon de la media muestral 14 trazaron la posible distribucion de X.. Hubo
algunos casos de graficas incompletas o simplemente no la dibujaron. Un resumen de
frecuencias de respuestas a los procedimientos del ejercicio se muestra en la siguiente

tabla:

Tabla 6.3.2.2. Frecuencias (porcentajes) de respuestas del Ejercicio 2.3 (n =66)

Aciertos Errores

Determinar la distribucién muestral de X5 0 Sz (RP) 60(90,9) 6(9.1)
a) Obtener la distribucion muestral X, 0 S, (RP) 56 (84,8) 6(7.1)
b) Dibujar la distribucién de las sumas de v.a. (A4) 34(51,5) 2(3,0)
b) Dibujar la distribucidn de los promedios de v.a. (A4) 22(33,3) 2(3,0)
c¢) Comparar las distribuciones de la suma y el promedio (RP) 50 (75,8) 4 (6,1)
d) Célculo y transformacion algebraica de v.a. (AP1) 38(57,6) 6(9,1)
d) Determinar la media de la suma o promedio (P1) 36 (54,5)

d) Determinar la varianza de la suma o media muestral (P2) 32(48,5) 2(3,0)

A la peticion de comparar las distribuciones de la suma y el promedio, en el
apartado c), fue alta la frecuencia de alumnos que calculan las distribuciones de ambas,
para observar que son iguales las probabilidades y que cambian sélo los valores de los
respectivos recorridos, es decir, los valores de la media se obtiene de la sumatoria

dividida por una constante proporcional en cada caso.

“Las dos distribuciones son similares con la diferencia que uno se divide por el tamafio
muestral”, “Cada una va tomando la distribucién normal con un cierto desface de forma
proporcional” y “La distribucion de la suma y el promedio son similares en la probabilidad, lo

que varia de estos son los X; .

Uno de los alumnos que desarrollé la distribucién de la suma, sin hacer célculo

ni grafica aludié al teorema central del limite (E5), sefialando:

“La distribucion de las medias muestrales también seguiran una forma similar a la de la suma
porque cuando aumenta el tamafio muestral de una poblacion, la media muestral se aproxima

mucho a la distribucion normal, esto por el teorema central del limite™.

Un 76% de los alumnos realizé algin comentario sobre las distribuciones, de los
cuales, un 48% lo hizo algebraicamente (Al) encontrando ambas distribuciones. Dos
respuestas alejadas de la correcta fueron en relacion a los errores de las propiedades de

la esperanza (P1) y la varianza (P2):
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““Son similares ya que son iguales la media de la poblacion y la media del promedio muestral”’,

“la distribucién de la media y el promedio no son iguales por propiedad”.

El apartado d) pone a prueba a los alumnos respecto a si comprenden el contexto
y aplican correctamente el teorema. De los 66 alumnos, un 66,7% lo intento, siendo la
mayoria de las respuestas correctas. De los que calcularon sin dar un contexto la
probabilidad de la media muestral o de la suma, lo méas recurrente fue calcular la

probabilidad para un valor del recorrido, como se muestra a continuacion:

Plog ¢ 2) = ?£% < j_—q»tr‘-}); P(¢ < —»1135)

Un 68,4 de los alumnos que completaron esta parte algebraica (AP1)
procedieron a plantear una situacion donde se pudiese aplicar el teorema, y un 50% lo
hizo para la suma de variables aleatorias (CP2), un 25% para la media muestral (CP10)
y un 25% redactaron una situacion mediante la distribucién binomial (CP1), aplicando
solo un 20% la correccion de continuidad en variables discretas. Un caso

correspondiente a la suma de variables aleatorias (CP2) se reproduce a continuacion:

Situacion: “El jefe de produccion informa a sus superiores que la maquina produce demasiados
articulos defectuosos, pero le piden un informe estadistico que justifique un numero de
porcentaje. Se quiere contratar un técnico para arreglar la maquina. Segun la politica interna
se justificara tal contratacion si la maquina produce al menos partidas de un 40% de articulos
defectuosos. El jefe toma una muestra de 900 productos, ¢Cual es la probabilidad de que se

autorice la contratacion de un técnico?””. Solucioén :

Sea S la suma total de defectos; Como tenemos una cantidad grande de articulos,
N=800, se puede aproximar csta distribucion mediante el TCL.
El valor esperado de obtener defectos es:

Valoresperado = 0,2 *0 + 0.3*1 + 0.5%2= 043 = errores =

3

S~N{u=0.43*n ;e =0.53 * n)
40%s de 900 = 360

P(S>360) = P(S-p1 > 360-387 )= P(z>-1.24 )= 1-P(z>1.24)= 0.8925
o 21.84
La probabilidad de que sea contratado ¢l téenico es de un 89,25 %,
A continuacion, se muestra otra de las aplicaciones del teorema mediante la
aproximacion binomial (CP1):
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Situacion: “Una empresa produce articulos con defectos y también sin defectos. El gerente tiene
como propdsito vender con un valor inferior los articulos con defectos. La probabilidad que un
articulo salga sin defecto es de un 20%. Tomando una muestra de 400 articulos queremos saber

¢Cual es la probabilidad que mas de 300 se vendan mas econdmicos?””. Solucion:
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Errores menores presentados en las aplicaciones fueron de estandarizacion de la
media muestral (AP2) y de célculo de la varianza (P2). También, se registro la dificultad
de confundir el tamafio muestral con las réplicas del disefio, por ejemplo en el siguiente
caso se desea calcular la P(media< 5/3) del experimento de extraer el tercer articulo de
la maquina de valores de media y varianza 1,3 y 0,2 respectivamente. En su desarrollo
se considera una muestra de tamafio 100 en vez de 3:

Pli,es) =Pl ¢ Shoyy )
T = oz lfes
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Ejercicio 2.4

‘ Comente, por el foro, la forma de la distribucion Poisson para distintos valores de sus parametros.
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Un ejercicio previsto en el disefio, que se incluyd para aclarar algunas de las
dificultades anteriores fue presentar a los alumnos algunas graficas de la distribucién

Poisson para varios valores de sus parametros, y pedirles comentarios en cuanto a su
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forma y los distintos valores de los parametros. Se pretendia ejercitar los elementos A3:
Simulaciones manipulables de distribuciones en el muestreo y A4: Simulacion grafica
con ordenador del teorema central del limite.

Las respuestas de muchos alumnos permiten entrever que llegan a partir de estas
gréficas a una version intuitiva del teorema central del limite (E5, E6) favorecida por un

dispositivo didactico, por ejemplo:

““Se puede observar que, a medida que aumenta el parametro /, la gréfica de la distribucion

Poisson se asemeja a la gréafica de la distribucion normal. Esto se explica por el teorema central
del limite, el que establece que, si en una m.a simple de tamafio n de cualquier poblacién de
media Py desviacion estandar o, cuando n es grande, la media muestral se aproxima mucho a la
distribucién normal N(u, o 2 /n) con media py desviacién estandar o/\n”".

Varios fueron los comentarios relacionando la mejora de la simetria con el
aumento del recorrido de la variable, es decir, para un 4 pequefio los resultados de las
probabilidades individuales para valores de X son mas pequefios conforme la variable

aleatoria toma valores cada vez mas grandes (P4):

“Aunque para los cuatros casos analizados se produce un sesgo a la derecha o un sesgo
positivo se puede diferenciar claramente que cuando mayor sea su recorrido la distribucién de
probabilidades se vuelve mas uniforme y por ende las probabilidades de que ocurra un suceso
en particular es menor. Esto se ve en reflejado en el cuarto grafico donde se puede apreciar una
campana casi perfecta en la distribucion de las probabilidades. Esto nos permite calcular
probabilidades usando el teorema central del limite aproximando las probabilidades de una
distribucion de Poisson a una Normal para un n grande™.

Varios alumnos lo plantearon en términos de insesgamiento:

“Para A =0,5: Los datos estan dispersos, tiene sesgo positivo, su grafica no es simétrica. La
concentracion de sus frecuencias se encuentra a la izquierda. Para A =1: Los datos estan a
menor distancia, con sesgo positivo. Para 4 = 6: En este caso la grafica tiene forma de
campana, es simétrica con un sesgo igual cero, la concentracion de las frecuencias se encuentra
en el centro” y ““Para A pequefio se puede usar la aproximacién de Poisson, pero si aumentamos
el 1, observamos que cada vez que aumentan el A la gréafica iba adquiriendo forma de campana,
por lo tanto su sesgo se hace 0y la distribucién se sus frecuencias se concentran en el centro”.

Otros dan una respuesta formalizada, relacionando la distribucién Poisson con la
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distribucion binomial:

““La distribucion de Poisson puede ser una razonable aproximacion a la binomial, pero sélo

bajo ciertas condiciones. Tales condiciones se presentan cuando n es grande y p es pequefia,
esto es, cuando el nimero de ensayos es grande y la probabilidad binomial de tener éxito es
pequefia. La regla que utilizan con mas frecuencia los estadisticos es que la distribucién de
Poisson es una buena aproximacion de la distribucion binomial cuando n es igual o mayor que
30 y p es igual o menor que 0,05. En los casos en que se cumplen estas condiciones, podemos
sustituir la media de la distribucion binomial (np) en lugar de la media de la distribucién de
Poisson A. Por lo tanto, cuando va aumentando el n, mas se acerca a la aproximacion de la
normal. Ademas se observa que en el punto mas alto del gréfico se concentra la mayor cantidad
de valores, por lo tanto es la media de la distribucion™.

Por altimo, algunos alumnos aparte de visualizar las cuatro gréaficas, buscaron en
Internet un applet con la distribucion Poisson, simulando para varios valores del

parametro:

““Se puede observar que mientras mayor sea el parametro de la Poisson y el n también, mejor sera

la aproximacion normal. Ver: http://www.stat.vt.edu/~sundar/java/applets/Poi DensityApplet.html”

Posteriormente, persistieron las consultas respecto a la estandarizacion de la
suma de variables Poisson y como debe estandarizarse si se utiliza el promedio en vez
de la suma (AP2).

Ejercicio 2.7

Sea X el nimero de paquetes que envia por correo un cliente seleccionado al azar, en cierta oficina de
envios. Suponga que la distribucion de X es como sigue:

X 1 2 3 4
P(X;=x) 04 03 02 01
a. Considere una muestra aleatoria de tamafio n = 2 (dos clientes) y sea X el nimero medio muestral
de paquetes enviados. Obtenga la distribucion de probabilidad de X .
b. Calcule, paran =2, la probabilidad P(X <2,5).
c. Si se selecciona una muestra aleatoria de tamafio n=3, ;Cual es la probabilidad de que el total de
paquetes enviado por los tres clientes sea exactamente de 4 paquetes?
d. Encuentre la probabilidad aproximada de que el nimero promedio de paquetes en 36 clientes sea
menos de 2,5 paquetes.

La solucién en el apartado a) implica los pasos siguientes: Primero, determinar

el numero de muestras de tamafio dos. Como hay cuatro posibles valores de la variable,
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para n=2 tenemos 4° =P/+4 =16 muestras posibles. Esto requiere conocimientos
previos de los estudiantes sobre combinatoria. Para calcular los promedios muestrales
hay que determinar las probabilidades del recorrido, lo que implica el uso del elemento
AP1: Calculo algebraico y transformacién de variables aleatorias; y AP3: Célculo de
probabilidades con calculadora u ordenador. Por ejemplo para los dos primeros valores:
P(X;=1)=p(L,1)=p(1)*p(1)=0,4* = 0,16
P(X;=2)=p(1,3)+p(3,1)+p(2,2) = 2x0,4x0,2+0,3* = 0,25

Luego, la distribucion de probabilidad de la media muestral, queda de la forma:

Xi 1 15 2 25 3 35 4
n 1 2 3 4 3 2 1

P(Xi) 016 024 025 020 010 004 001

De la Tabla 6.3.2.3 se observa que la mayoria cumple correctamente con los
requisitos previos (RP) en establecer las muestras posibles de tamafio 2 y calcular los
promedios. Un 54,7% determind la distribucion de probabilidades asociada de la media
muestral, con algunos errores de calculo en obtener los valores del recorrido. En el
apartado b) se debe calcular, para n=2, la probabilidad P(X <2,5) =P(X =1)+ P(X =1,5)+
P(X =2)+ P(X =2,5) = 0,16+0,25+0,25+0,20 = 0,85. De nuevo implicé los elementos AP1 y
AP3 con porcentajes correctos de 29,7% y 28,1%.

En el apartado c), si se selecciona una muestra aleatoria de tamafo n = 3 se tiene
4% = 64 muestras posibles de tamafio 3, que con sus respectivas sumas de paquetes

enviados por los tres clientes serian:

Muestras 11,1 (1,,2) (121 (214 (1,13)
X+ X+ X3 3 4 4 7 5

La probabilidad de que el total de paquetes enviado por los tres clientes sea
exactamente de 4 paquetes, equivale a considerar solo tres muestras de las 64 posibles y
3
viene dada por P[Z X; =4J= p(1,1,2)+p(1,2,1,)+p(2,1,1) = 3%(0,4x0,4x0,3) = 0,144. En este
i=1
apartado se requiere nuevamente los elementos AP1, AP3 y conocimientos previos
sobre la regla del producto y combinatoria.
Segun se observa en la Tabla 6.3.2.3, resultd dificil el calculo algebraico de
probabilidades de la suma de v.a. al combinar tres clientes (AP1). Consideraron
demasiadas muestras, para el calculo para la suma, registrando un 13,3% de acierto.

Este prerrequisito, de no describir necesariamente el total de las muestras, influy6 en
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que sélo un 14,1% calculd la probabilidad adecuada (AP3).

Tabla 6.3.2.3. Frecuencias de elementos de significados aplicados del ejercicio 2.7 (n = 128)

Ap. Pasos correctos en el problema y elementos implicados

a RP: Determinar el nimero de muestras de tamafio dos 121
RP: Calcular los promedios muestrales 120
AP1: Calcular algebraicamente y transformar las variables aleatorias 70
AP3: Calcular probabilidades con calculadora 61

b AP1: Calcular algebraicamente y transformar las variables aleatorias 38
AP3: Calcular probabilidades con calculadora 36

c RP: Determinar el nimero de muestras posibles de tamafio tres 12
RP: Calcular el estadistico de la suma X; + X, + X5 de las tres muestras 17
AP1: Calcular algebraicamente y transformar las variables aleatorias 18
AP3: Calcular probabilidades con calculadora 12
RP: Reconocer que la probabilidad conjunta es el producto de las 15

probabilidades marginales

d CP2: Determinar la distribucidn de la suma de v.a. discretas idénticamente distribuidas 98
AP1: Calcular algebraicamente y transformar las variables aleatorias 98
P5: Las transformaciones lineales de variables aleatorias también siguen una distribucién 39
asintotica normal

P1: La media de la dist. aproximada de una suma de v.a. es la suma de las medias 32
P2: La varianza de la dist. aproximada de la suma de v.a. es la suma de las varianzas 32
E5: Enunciar el teorema de forma general 14
AP2: Tipificar / Destipificar 13
AP3: Calcular probabilidades con calculadora, tablas estadistica u ordenador 13

Por ultimo, para encontrar la probabilidad aproximada de que el numero
promedio de paquetes en 36 clientes sea menos de 2,5 paquetes, P( X, <2,5) (apartado
d)), se define la variable X: n® de paquetes enviados por un cliente, cuyo recorrido es
Rx : 71, 2, 3, 4/ Consideremos una m.a. X1, X2, X, ....Xss de 36 clientes que envian
paquetes por correo a una oficina. Como la muestra de tamafio n=36 es grande
utilizamos el teorema central del limite (E5), aproximando la distribucion de la v.a. X
discreta acotada por la distribucion normal, es decir, el alumno ha de reconocer el
campo de problemas CP2 y llegar a un enunciado del teorema para suma de v.a. i.i.d.

(E4). Necesitamos la media y varianza de X (P1, P2), obteniéndose de la siguiente

V(X)) 1
n 36

36
forma: E()?)=3—162E(xi)=2, y V(X)= Entonces X ~N(2,1/36), luego
i=1

aplicando el calculo algebraico de variables aleatorias (AP1) y tipificacion (AP2) asi

como el célculo de probabilidades con calculadora (AP3) llegamos a establecer que:

P(Xa<2,5) ~ PR —EX) 25-2

/i;()?) 1/6

Se observé que un 76,6% de los estudiantes calcularon la probabilidad de la

) = P(Z<3) = 0,9987.
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suma de v.a. Los errores principales fueron en determinar la distribucion muestral del
promedio de la muestra de variables aleatorias discretas (P5), un 30,5% lo hizo bien y
que trajo consecuencia en la solucion final y en el célculo de la media y varianza del
promedio con un 25% de acierto. Ademas, sélo un 10,9 por ciento justificé por escrito

el uso del teorema para la media muestral en muestras grandes (E5).

6.3.3. SIGNIFICADO INSTITUCIONAL IMPLEMENTADO EN LA SEGUNDA LECCION

Tabla 6.3.3.1. Elementos de significados personales identificados en las respuestas
de los alumnos a las actividades escritas

Tipo elementos Elementos de significado A2.1|1A2.2|A2.3| E2.1|E2.3|E24|E

Campos de CP2: Determinar la distribucionde lasuma | X | X X
problemas de v.a. discretas idénticamente distribuidas
CP10: Obtener la distribucidn de
diferencias de medias muestrales

Lenguaje Términos y expresiones verbales
Notaciones y simbolos
Representaciones gréaficas

XX X XN

X X
X X X
X X
X X X
X X X

Procedimiento AP1: Célculo algebraico y transformacion
de variables aleatorias

AP2: Tipificacion / Destipificacion

AP3: Calculo de probabilidades con
calculadora u ordenador

X XX X
X X

Enunciados E4: Enunciado para la suma de v.a.i.i.d.
E5: Enunciado formal del teorema X
E6: Enunciado intuitivo del teorema

XX XX X

X

Propiedades P1: La media de la distribucion de una
suma de v.a. es la suma de las medias
P2: La varianza de la distribucion de la X
suma de v.a. es la suma de las varianzas
P3: La media aritmética de una m.a. grande
sigue una dist. aproximadamente normal
P4: La aproximacion mejora conel nimero | X X
de sumandos
P5: Las transformaciones lineales de v.a. X
siguen una dist. asintética normal

P8: Aproximacion de algunas dist. clasicas
a la distribucion normal

P10: Los estimadores de maxima
verosimilitud tienen dist. asintética normal
P12: Correccion de continuidad

X

X X XX
X
X
X X X X[XXX XX X
X

XX X X
X

Argumentos Al: Demostraciones formales algebraicas
A3: Simulaciones manipulables de X X
distribuciones en el muestreo

A4: Simulacion grafica con ordenador
A5: Comprobacion de ejemplos y X | X X
contraejemplos, sin generalizar

X X X X|X
X

Los elementos de significados que hemos podido identificar en las preguntas y

respuestas de los alumnos en relacion al campo de problemas de la distribucion de la
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suma de variables aleatorias discretas idénticamente distribuidas, se resumen en la Tabla
6.3.3.1. La comprension fue buena en general en las actividades y ejercicios sobre todo
del estudio grafico de las distribuciones tanto de la suma como del promedio al
aumentar el niamero de variables. Se considera que los alumnos han avanzado en esta
leccion en la generalizacion del teorema central del limite a otras distribuciones de
probabilidades de v.a. discretas importantes en ingenieria por medio de algunas

situaciones de contexto.

6.4. OBSERVACION DE LA TERCERA LECCION

La tercera leccion titulada “Distribucion asintdtica de la suma de variables
aleatorias continuas”, presenta el teorema central del limite para el caso de variables
continuas (CP4). Se trabajan principalmente dos campos de problemas, CP4:
Determinar la distribucion de la suma de variables aleatorias continuas idénticamente
distribuidas y CP8: Obtener el tamafio adecuado de una muestra aleatoria de
poblaciones desconocidas.

Se baso principalmente en resolver en conjunto con los alumnos actividades de
tipo algebraico, es decir, se usan procedimientos algebraicos (AP1) con apoyo de
calculadora, tablas estadisticas y ordenador en el célculo de probabilidades (AP3).
Debido al tiempo que deben dedicar los alumnos a entregar ejercicios de las lecciones 1
y 2, y al tiempo de ejecucion de los contenidos generales del curso, no se llego a

desarrollar por escrito todos los ejercicios.

6.4.1 ANALISIS DE ACTIVIDADES DESARROLLADAS EN EL AULA

Actividad 3.1

n
Se tienen n voltajes Vy, V.V, que se reciben en un concentrador, de tal suerte que V =>"V; es la suma

i=1
de los voltajes en ese punto. Cada voltaje V; es una variable aleatoria distribuida uniformemente en el
intervalo [0,10]. Considerando n = 20, calcule la probabilidad de que el voltaje total de entrada sobrepase
los 105 volts.

La actividad 3.1 relacionada con la electricidad y magnetismo, en una de las
secciones del curso, fue desarrollada por los alumnos en conjunto con el profesor. El

voltaje total equivale a la suma de los 20 voltajes de entrada, y por tanto se pide la

. 20 . .z .
probabilidad P(zvi>105j. Ello conduce a intentar una solucién aproximada con
i=1
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justificacion en el teorema central del limite (E4). La esperanza y varianza de cada

voltaje son 5y 25/3 respectivamente. Para n = 20 el voltaje total de entrada anotamos
Sy = 2zovi y tenemos E(Zzovi)zloo y Var(zzovi)=500/3 (P1, P2). La variable aleatoria
i=1 i=1 i=1

Sy —100
J/500/3

distribucion aproximadamente normal estandar para n grande.

estandarizada (AP2) S tiene, por el teorema central del limite (CP4), una

Los alumnos comienzan a obtener la primera solucion exacta, que debe hallarse
utilizando la distribucion uniforme. El profesor la inicia para el caso de n = 2, es decir,
calcular P(V1+V, >8), recordando a los alumnos los conocimientos previos de la
asignatura de probabilidades, sobre encontrar la funcion densidad de probabilidad
conjunta y luego calcular la probabilidad en la region dada. Los alumnos comprueban
que es complicado encontrar la funcion densidad de probabilidad conjunta exacta para

la suma de los 20 voltajes, y mas aun la probabilidad:
20
P( ZVl >105): I"'I f(Xl ..... Xzo)dxl ..... dXZO'
i=1 105
Por tanto, se recurre a la segunda solucion aproximada, que es mucho mas

simple el camino de célculo mediante la transformacion algebraica de la variable en la

distribucion normal. Calculan, mediante transformacion algebraica (AP1) y célculo de

VS2 4/500/3
=P(Z>0,387)=1-0,6517=0,342. También, han de usar la tipificacion (AP2). El profesor

deja para que decidan por si mismos si sera n=20 suficiente para tener una buena

probabilidades con calculadora (AP3) la P{ivi >105}= P{SZO —ECx) >105_100}
i=1

aproximacién con poblacién inicial uniforme.

Algunos alumnos plantearon la pregunta ¢Por qué no se usa la correccion por
continuidad?, otros alumnos respondieron “porque n es pequefia”, o “porque la
variable es continua”. El profesor aclaré que la correccion de continuidad sélo se usa
para variables discretas.

En la otra seccion, aproximadamente en 25 minutos, un grupo de 55 alumnos
resolvieron por escrito la actividad, y luego el profesor con apoyo de la plataforma
comentd la solucion. En la Tabla 6.4.1.1 se registra la frecuencia de respuestas del

algoritmo de resolucién de la actividad.
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Tabla 6.4.1.1. Frecuencias de respuestas a la Actividad 3.1 (n =55)

Aciertos Errores

Términos verbales: suma de v.a., Dist Uniforme, muestra n 35 (63,6) 5(9,1)
Definir el estadistico de la suma (RP) 31 (56,4)

Escribir la probabilidad exacta (AP3) 25 (45,5) 4(7,3)
Calcular algebraicamente de la suma de v.a. (AP1) 51 (92,7)

Tipificar algebraicamente (AP2) 45 (81,8) 5(9,1)
Calcular probabilidades con calculadora y tabla estadistica (AP3) 35 (63,6) 4(7,3)
Media de la suma de v.a. (P1) 40 (72,7) 11 (20,0)
Varianza de la suma de v.a. (P2) 36 (65,5) 14 (25,5)
La aproximacion mejora con el nimero de sumandos (P4) 9 (16,4) 21 (38,2)
No se debe aplicar correccién de continuidad (P12) 15 (27,3) 6 (10,9)

Se les pidi6 inicialmente enumerar conceptos importantes presentes en la
actividad, es decir, los estudiantes deben utilizar el lenguaje de términos y expresiones
verbales. Un 63,6% en orden de importancia sefialé como palabras claves a: La suma de
voltajes forma una nueva variable que puede ser aproximad (35) aludiendo al campo de
problema CP4 de variables continuas, la cantidad de voltaje (34) asociado al tamafio de
la muestra que esta presente la distribucion uniforme (31). Con menor frecuencia, lo
siguieron la distribucién de variables continuas (6), probabilidad aproximada (5) y
teorema central del limite (4). Errores que declararon fueron que la variable es discreta
(2), correccion de continuidad (1), la media y varianza poblacionales son desconocidos
(D).

Un 56,4% de estudiantes escribi6 la variable suma como el voltaje que recibe un
concentrador y un 45,5% expreso la probabilidad exacta (AP3), de los cuales la mitad
justifica que no es posible calcularla. Algunos de los que dijeron que si es posible
calcularla, cometieron errores de considerar la distribucion uniforme pero del caso
discreto con probabilidad 1/10 o poder calcular una probabilidad puntual en V=105.
También se confunde el recorrido de cada voltaje con el voltaje total:

“No puedo calcular mediante la distribucion uniforme ya que se da la probabilidad de que un'V,
esta en el rango [0,10] y lo que necesito es calcular la probabilidad de que el voltaje total sea

mayor que 1057,

Un caso de error se muestra a continuacion, en que se calcula la probabilidad

para la suma de variables aleatorias con distribucion uniforme discreta:
Padabilided ptads
‘P(\f}‘“}fﬁ’ ?(glv-t}kﬁ)‘-‘- [ -EI— + 'ffE + + 4 _J
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Fue alta la frecuencia de alumnos que determinaron la probabilidad aproximada
mediante el teorema central del limite (E4), con base en el conocimiento de las
lecciones anteriores y descubriendo la extension al caso de variables continuas. Un 93%
realizaron el calculo algebraico de la suma de variables aleatorias (AP1), un 82% hizo
bien la tipificacion a la distribucion normal (AP2) y un 64% llegé a la solucion con uso
de la calculadora y la tabla de distribucion estadistica (AP3). La aplicacion de la media
y varianza de la suma fue resuelta por un 73% y 66% respectivamente (P1, P2). Un caso

se muestra a continuacion:

. -"_'t:__ ) . . ox) - Plz >8> -t
Y ;::_: 1 N A ML ma, Mﬂrﬁ’} Dy > res) C 2 )
TV e ) = P(230,29)

Los errores en el procedimiento se debieron a usar la varianza en vez de la
desviacion en la estandarizacion de la variable suma, errores de célculo en la utilizacion
de la calculadora o lectura de la distribucion normal estandar, consideraron en la
tipificacion la esperanza y varianza de la poblacion original y no del estadistico de la
suma, también dividir por 2 en la varianza de la variable uniforme en lugar de 12, y por
altimo aplicar correccion de continuidad (3 alumnos, 5,5%).

Ademas, comentan respecto a la solucion “por el teorema central del limite se
puede aproximar una probabilidad engorrosa de una distribucién continua a una
normal’, algunos contindan teniendo dificultad con la interpretacion de la probabilidad
“la solucién es de un 35% por lo que es bastante probable que ocurra este suceso”,
otros desean relacionar ambas probabilidades “la probabilidad aproximada es de un
35% pero no tengo con quien compararla™.

Respecto a que si en la distribucion uniforme para n =20 sera suficiente para
tener una buena la aproximacion por la distribucion normal, un 16% respondid
afirmativamente y un 38% expreso que no, las justificacion mas reiterativa fue asociada
a que el tamafio de la muestra sea al menos de 30, como describen algunos libros de
textos, “para utilizar el teorema central del limite y el célculo aproximado sea mas
preciso, se necesita que n sea grande n>30, por lo que seguramente la aproximacion
no resulta muy efectiva™, para otros alumnos sera buena al considerar n grande.

Por ultimo, un 27% de los alumnos escribié que no se aplica la propiedad de
correccion de continuidad (P12) en la probabilidad aproximada, sélo cuando

aproximamos una variable discreta por una continua “‘no, porque estamos trabajando
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con dos distribuciones de probabilidad continuas™, y un 11% aun manifiesta que si hay
que utilizar esta propiedad en la actividad. Algunos la justificaron por la exactitud y no
por el tipo de variable ““si se debe aplicar la correccion de continuidad porque se debe
eliminar el margen de error”, otros lo justifican por contar con una muestra pequefia
“si, porque como n<30 debe aplicarse la propiedad de correccion de continuidad para

que para que sea mas exacto el resultado™.

Actividad 3.3

Los tiempos que tarda un cajero en procesar el pedido de cada persona son variables aleatorias
independientes con distribucién exponencial y una media de 1,5 minutos. ;Cual es la probabilidad
aproximada de que se puedan procesar los pedidos de 100 personas en menos de 2 horas?

En esta actividad, también relacionada con la aplicacion del teorema central del
limite a variables continuas (CP4) se relaciona con la distribucion exponencial. Previo a
los 20 minutos que dara el profesor para que intenten individualmente resolver este
campo de problema del teorema, se les recuerda que en el proceso de Poisson los
eventos ocurren al azar independientemente y a una tasa uniforme por unidad de tiempo,
definiendo la v.a. Y como numero de eventos en el intervalo (0,t]. Si estamos
interesados en X que es el tiempo que transcurre hasta que el primer evento ocurre,
entonces X es la llamada v. a. exponencial con parametro A y se recuerda la formula de
su funcién de densidad, asi como sus propiedades.

Segun los datos del problema los alumnos debieran seguir el siguiente algoritmo

de resolucion, tenemos E(X)=15=1/4, donde 1=2/3. Entonces la v.a.
X ~exp(2=2/3), y ademas la varianza es V(X)=1/4 =9/4 . Considerando una muestra

de 100 personas X;, X,...X., anotamos P(zX; <120)=P(X <1,2). Utilizando el teorema

X -15

~N(@J. Asi, la
3/20

o 2
central del limite para n=100, X*N{ﬂ=1v5’0—:i/TgJ:>
n

12-15
3/20

probabilidad pedida es P[Z< j:P(Z <-2)=0,02275. En la Tabla 6.4.1.2 se

muestra la frecuencia de algunos elementos de significados del teorema en un grupo de

54 alumnos.
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Tabla 6.4.1.2. Frecuencias de respuestas a la Actividad 3.3 (n =54)

Aciertos Errores

Expresion verbal de la variable que define el problema 51 (94,4) 3(5,6)
Lenguaje simbolico de la probabilidad para la nueva variable 44 (81,5) 9 (16,7)
Calcular la media y varianza de la suma de v.a. continuas (P1, P2) 46 (85,2) 7 (13,0)
Calcular la media del promedio muestral (P1) 31(57,4) 11(20,4)
Calcular la varianza del promedio muestral (P2) 28 (51,9) 13(24)1)
Calcular algebraicamente las variables aleatorias (AP1) 49 (90,7)

Tipificar la suma o promedio de v.a. (AP2) 44 (81,5) 5(9,3)
Calcular probabilidades con calculadora (AP3) 36 (66,7) 6 (11,1)

Se observa un avance importante en que la mayoria de los alumnos denotan la
probabilidad en términos de la suma de variables aleatorias continuas, las dificultades
fueron en expresar la desigualdad de la suma en horas y no en minutos y también
escribir la probabilidad en términos de X y no de la suma. Casi la totalidad del grupo
escribié bien la variable de la poblacion como el tiempo que demora un cajero en
atender a un cliente; un error fue confundir la variable con el parametro de media
“tiempo promedio que tarda un cajero en procesar un pedido” o definir una variable
Poisson “numero de pedidos en menos de dos horas”.

Para diferenciar los enunciados del teorema para la suma (E4) o promedios
muestrales (E5), los alumnos calcularon primero la esperanza y varianza para el
estadistico de la suma, con logro de un 85% del grupo; en general obtenida directamente
con el teorema central del limite, como es el caso siguiente, también para la media

muestral:

o od F_'A_P { fi - ?"“':\:'
SExiomon (M, WAL

- . &Ly ol — . o B LD '?_?.f“]
Sy o B2 { e J TS \"] L] E_Jh l: '
N N - I A L
Ko R (Ve HATN
_— 4 T “t
L - 1 L jfglfwﬁ,) e Woome bl l_,ll a N . TE = =
R [ T.Tl.h._'l oo [T \j

Las dificultades se presentaron en calcular estas medidas de la suma para la
poblacion exponencial de valores 1,5 y 9/4, también equivocarse en tomar el tiempo 120
como el tamario de la muestra y en no diferenciar el parametro lambda de la distribucién
exponencial con la media, relacionando A= 1/1,5; que conlleva a errores en la aplicacion

del teorema para la suma, como muestra el siguiente caso:
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- - o _.
s oo A (1 ,.- a‘:ﬁjg)l) B
YAl " L
,-’/ N ( 0-3/:1(_ ; Eaﬂ,/fllf :‘3) ‘l',f_ ‘|" . 11":.7 )
NN .
Y (60,6 p 7Y )
Hubo mas dificultades en aplicar el teorema para la media muestral, que fue

alcanzada por un 57% en el calculo de la esperanza y un 51% para la varianza. El

siguiente caso, atribuye el valor de la media 1,5 con lambda,

Otro de los errores fue definir mal la media aritmética obteniendo valores 0,05 y

0,000225 alejados de la media y varianza respectiva, se muestra un caso,

e[x)= e [ X )= 4 =08 = A
I 3 A ..
o [ ¥ = 4 v Y¥a | = e
Vi E v g s g vl T e
También, se registraron otros dos errores, el primero es de operatoria algebraica
estableciendo la igualdad E(suma)=E(promedio)/tamafio muestral (P1), obteniendo asi
los valores respectivos de 15000 y 204000. EI segundo fue no aplicar la propiedad de la
esperanza y varianza del promedio sino mas bien obtenerla directamente de la

distribucion normal, al dividir los valores de la suma por el tamafio de la muestra:

Z “ r'-._!,N{ nley nﬁ-l‘) = I,;E;,_ A N{isD, '.E'_},Et}

[ s

£OEM N[ as) - Tun{ds] 225 )

""" LA )

La aplicacion algebraica del teorema fue resuelta por un 91% del grupo de
alumnos, de los cuales s6lo un 14,3% lo hizo mediante la media muestral, como se

muestra a continuacion:
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Otra forma preferida por los alumnos fue a través de la suma de variables
aleatorias continuas con distribucion exponencial. Un caso es el siguiente con su
interpretacion:

[

) ,L."'_". TRy & f‘dfﬂ, '.a'..'!.i'-\j

P (Zx 2120y B(2¢ Botsa N R (ee -3
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No hubo mayores problemas en las operaciones de estandarizacion y de célculo
con la tabla estadistica y la calculadora (AP1, AP2, AP3). Los errores fue producto de
las dificultades descritas al comienzo. Finalmente, de los que llegaron a calcular un
valor de la probabilidad del estadistico, la mitad comento acerca de la baja probabilidad
““como la probabilidad es baja indica que el cajero no esta éptimo para atender a una
persona en un promedio de 1,5 minutos™ y también algunos sobre el teorema, siendo
grande n la aproximacion sera buena: “ya que n es grande la probabilidad aproximada
calculada a traves del teorema central del limite debe ser similar a la calculada de
forma tradicional™.

Una vez cumplido el tiempo de desarrollo de la actividad, el profesor utilizd la
pizarra para desarrollarla de forma algebraica en conjunto con el grupo de alumnos.
Durante la resolucion, algunas preguntas planteadas fueron ¢como se obtiene la media y
varianza de la suma de v.a a partir de la funcion de densidad? El profesor, comienza
calculando la esperanza del ejercicio 3.1 (ejercicio anterior): Como la v.a. se distribuye
uniforme en el intervalo (-1,1) entonces de acuerdo a la definicién dada en la seccion

3.1 su esperanza sera E(Xi)zaTm: _12+1

=0 y obtenemos asi la esperanza de la
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suma E(Sn)=ZE(Xi):n~O:O. Otros alumnos preguntaron cémo se resuelve la

actividad si se trabaja con la suma y no el promedio. Se recurri6 a recordar de forma
simbdlica la aproximacion normal de la suma y media con sus respectivos parametros
de acuerdo a la distribucion de origen. Se ayuda a los alumnos a llegar a la siguiente

expresion (como aplicacion y extension de lo aprendido sobre el teorema)

2

6.4.2. ANALISIS DE EJERCICIOS REALIZADOS POR LOS ALUMNOS FUERA DE CLASE

Ejercicio 3.2

Un supervisor de una fabrica estd interesado en presupuestar los costos semanales de reparacién para
cierto tipo de maquina. Los registros de afios previos indican que este costo de reparacion tiene una
distribucidn exponencial con una media de 20 para cada maquina observada. Sean X, X3,...Xso 10S costos
de reparacion para cincuenta de estas maquinas durante la proxima semana. Determine un nimero c tal

50
que P{z X > c} = 0,05, suponiendo que las maquinas operan independientemente.
i-1

El ejercicio 3.2 también relacionada con la aplicacion del teorema central del
limite a variables continuas (CP4) se relaciona con la distribucién exponencial. En una
de las sesiones de practica el profesor solicita a 26 alumnos que resuelvan en un tiempo
corto el ejercicio, para el caso de que n=5 maquinas, en que el valor de ¢ toma por valor
173,56. Un 92,3% realiz6 bien la destipificacion (AP2) de la variable suma y un total de
22 alumnos (84,6%) llegaron a calcular correctamente el valor de c. Se reproduce una

solucion por un alumno:

Ima  costos cevwpmalss di fv-pnmuu:- foua o et had g
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;1 ] - ~ =Loo - <
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P(Z ~>e)-or ' -
P(22cteo \. 4 eH
\ 2o
o= 133 3yl
| — e -

Los alumnos concluyeron que la suma de los costos debe ser mayor a 173,34,

definiendo las variables X;: costos semanales de reparacion para la i-ésima maquina, y
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2Xi que representa los costos de reparacion para cinco maquinas. No hubo dificultades
en la operatoria algebraica inversa a la tipificacion (AP2), solo dos alumnos siguen
pensando que el pardmetro lambda es la esperanza de la variable con distribucion

exponencial obteniendo un valor de 5,6x10”" muy distinto para c. Se ilustra este caso:

L =>as L et
e = Ae= 20
.:.-‘I..
% ".-*f‘"(,{-'l ;—a,;;-—: ‘90)

Luego del tiempo concluido el profesor deja a los alumnos la inquietud de si es
correcto utilizar el teorema central del limite para un n pequefio de una poblacion inicial
con distribucién exponencial. Un alumno en voz alta se cuestiona el uso del teorema
“Todos los S, de variables de una muestra se pueden calcular mediante una
aproximacion normal independiente de la distribucién original que ésta tenga?”’.

A continuacion el profesor desarrolld junto con los alumnos el ejercicio para
n=50 de la forma siguiente: Primero, los alumnos definieron sin problemas la v.a. X:
costos de reparacion de una maquina que se distribuye exponencial de parametro
X~exp(4), ademas identifican sin dificultad sus parametros E(X;)=20 y Var(X;)=400.

Se discute con ellos el hecho de que puede considerarse los costos de reparacion

X, X500 Xgy cOMoO V.a. independientes, pues no dependen unos de otros. Para n=50

>30 grande, siguiendo los ejercicios anteriores, podria aplicarse el teorema central del

limite (E4), y calculando la media y varianza de la suma (P1, P2), llegamos a

T . o’ 400 . -,

X =~ N| u=20,— =20 | Debemos encontrar el valor de ¢ a partir de la expresion
n

X—u ¢/50—20

o/\n - 20/4/50

|=>{50xi >c} = 0,05, que es equivalente a P{ }: 0,05 y es igual a
1

P{Z < CISO_ZO}: 095 = S/%0-20_ 1 aus s c=123264.

20/+/50 - 20/4/50

En esta secuencia hemos realizado los procedimientos AP1: Calculo algebraico
y transformacién de variables aleatorias; AP2: Tipificacion y operacién inversa a la

tipificacion y AP3: Calculo de probabilidades con calculadora, tablas estadisticas u
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ordenador, ademas de seguir un proceso de demostracion formal algebraico (Al).

Ejercicio 3.3

Suponga que la distribucion del tiempo X (en horas) utilizados por estudiantes de cierta universidad en

sus proyectos de graduacion es gamma con parametros oo =50 y 3=2. Debido a que o es grande, se puede
demostrar que X tiene aproximadamente una distribucion normal. Utilice este hecho para calcular la
probabilidad de que un estudiante seleccionado al azar pase a lo sumo 125 horas en el proyecto de

graduacion. ;Como seria la grafica de la distribucion gamma (=50, p=2)?

De acuerdo al campo de problema CP4: Determinar la distribucion de la suma de
variables aleatorias continuas idénticamente distribuidas, el ejercicio 3.3 tuvo como
objetivo obtener el calculo de probabilidad aproximada de la distribuciébn gamma de

parametros =50 y f=2. Es decir, sigue la propiedad P8: Aproximacion de
distribuciones clasicas a la distribucion normal. Se conduce al alumno a escribir en

términos de probabilidad la pregunta y se le confronta con lo dificil de poder resolver el

125
valor exacto de la integral, es decir, P(X <125) = Ifdp dx. Mediante el uso de la
0

aproximacion 25 estudiantes entregaron el calculo de valor 0,9616 considerando que la

media es «- £ =100. Aln hay alumnos que tienen problema con la naturaleza de la

variable, al consultar si la v.a. tiempo es discreta o continua. Un caso se muestra en lo

que sigue:

X o2 Groea [t =g, 25T
elx) - oh-p = 100
gix) - ot @ zoc
DA k) L A =100 -G"-‘i“ﬂ'}
Flx £ |1f.'|-.]
(x-pn £ 2502 -

R

b 4 0033 - 0%6Ax Abd

e L‘z;‘f— )I'F,.r %] =

A\ zmarb )

En relacion a imaginarse cémo deberia ser la grafica de la distribucion gamma
de parametros grande (segun la Figura 5.6.2.2), algunos dijeron no saber dibujarlo, otros
lo hicieron para una distribucion normal y 14 alumnos dibujaron para alpha 50 la grafica
que es casi una linea. Una gréafica se ilustra a continuacion sefialando “Como alpha = 50
es grande entonces la grafica se pone mas plana, pero toma la tendencia de una

distribucion normal”.
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Ejercicio 3.9

Al sumar nimeros, un computador aproxima cada nimero al entero mas proximo. Supongamos todos los

errores de aproximacion son independientes y distribuidos uniformemente entre (-0,5, 0,5).

a. Si se suman 1500 nameros, ¢Cuél es la probabilidad de que la magnitud del error total exceda de
15?

b. Cuantos nimeros pueden sumarse juntos a fin de que la magnitud del error total sea menor que 10,
con probabilidad 0,90?

En la parte a) el alumno ha de considerar la variable X: errores de aproximacion,

tal que X ~U [-0,5;0,5], donde E(X)=0y V(X)=1/12, requiriendo conocimientos previos.

Ha de definir %Oxi : suma de los errores en 1500 numeros (AP1), determinando su
i=1

suma y varianza (P1, P2). Debe identificar el campo de problemas CP4: Determinar la
distribucion aproximada de la suma de variables aleatorias continuas y aplicar el
enunciado (E4) del teorema: 2X; ~N(1500x0;1500%1/12), es decir, 2X; ~N(0,125).

15 .
PI> X:|>15{=1-P{|Z| < =1 - P(-1,34< Z < 1,34) . La probabilidad de que la
(> x| >15) {I | \/E} ( ) p q

magnitud del error total exceda de 15 es de 18,02%.

En la parte b) por el teorema, suponiendo n grande 2X; ~N(nx0;nx1/12)

Pﬂzxi|<10}:0,90<:>P{|Z|£ 10 }=O,90<:>P{ZS 10 }:o,gs

Jniz 12
¢[LJ:0,95<:L=1,645:> n = 44345. Por lo tanto se requieren sumar 444
Jiz Jnfi2
nameros para que la magnitud del error total sea menor que 10, con una probabilidad
0,9. En la Tabla 6.2.4.1 se resume la frecuencia de elementos del teorema aplicado en
una muestra de 129 alumnos participantes.

En la primera parte, la mayoria de los participantes (94%) caracterizaron la
poblacién original y determinaron la distribucién aproximada de la suma de nimeros
X;. Un 90% realizo el calculo algebraico de la variable suma, donde un 84% utilizd
correctamente la tabla estadistica de la distribucion normal estandar y de la calculadora.
Sin embargo, s6lo un 30% justificaron el teorema central del limite (E5) asociado al

tamario de la muestra grande.
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Tabla 6.4.2.1. Frecuencias de elementos de significados aplicados en el Ejercicio 3.9 (n = 129)

Apartado Pasos correctos en el problema y elementos implicados n; (%)

1 RP:Determinar la esperanza y varianza de los errores X; 122(94,6)
E5: Enunciar el teorema de forma general para los X; 89 (69,0)
AP1: Calcular algebraicamente y transformar las v.a. continuas 116(89,9)
AP3: Calcular las probabilidades con calculadora 108(83,7)
P8: Aproximar las distribuciones clasicas a la distribucidn normal 39 (30,2)

2 AP1: Calcular algebraicamente las variables aleatorias 62 (48,1)
AP2: Tipificar / Destipificar 60 (46,5)
AP3: Calcular probabilidad del teorema con calculadora 57 (44,2)
Al: Demostrar de formal algebraica 44 (34,1

2 (Alternativo) CP8: Determinar n mediante la formula 55 (42,6)
CP12: Estimar por intervalo de confianza pardmetros para n grande 47 (36,4)
P2: Determinar el valor de la varianza 18 (14,0)

En cuanto a la operacion inversa a la estandarizacion (AP2), en parte b), un 47%
lo hizo bien, de los cuales casi todos realizaron el calculo de probabilidades del teorema.
Hubo un 34% que finalmente lleg6 algebraicamente a despejar n. Otra solucion a este
problema fue dada por 55 alumnos (42,6%) mediante la formula para determinar el
tamafio de muestra adecuado (CP8) de variable aleatorias cuantitativa (Ver seccion
5.6.2, sesion 11). Los errores detectados fueron en determinar el coeficiente de
confianza y el percentil de la distribucion normal estandar (un 36,4% lo hizo), y s6lo un

14,1% determinaron el valor de la varianza.

6.4.3. SIGNIFICADO INSTITUCIONAL IMPLEMENTADO EN LA TERCERA LECCION

Los elementos de significados que se identificaron en las observaciones
registradas en las actividades desarrolladas por los alumnos y el profesor, referidas al
estudio del comportamiento de la distribucién de la suma de variables aleatorias
continuas idénticamente distribuidas, se resumen en la Tabla 6.4.3.1. La comprension
fue alta en general a las actividades y ejercicios de tipo algebraico, destacando el

procedimiento formal sistematico empleado por el grupo curso.
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Tabla 6.4.3.1. Elementos de significados personales empleados a las actividades escritas

Tipo de elementos Elementos de significado A3.1/A3.3|E3.2|E3.3|E

CP4: Determinar la distribucion de la suma de X | X | X ]| X
Campos de variables aleatorias continuas i.i.d.
problemas CP8: Obtener el tamafio adecuado de una muestra X
aleatoria de poblaciones desconocidas

CP12: Estimar por intervalos de confianza la media 'y
otros parametros para n grande

Lenguaje Términos y expresiones verbales
Notaciones y simbolos
Representaciones gréaficas

XX X X X|w

X X
X X
X X
X X X

Procedimientos AP1: Calculo algebraico y transformacion de v.a.
AP2: Tipificacion / Destipificacion
AP3: Célculo de probabilidades con calculadora

X[ X X X
XX X X
XX X X
X| X X X

Enunciados E4: Enunciado del teorema para la suma de variables
independientes idénticamente distribuidas
E5: Enunciado del teorema de formal general

X
X

Propiedades P1: La media de la distribucion aproximada de una
suma de v.a. es la suma de las medias

P2: Varianza de la distribucién aproximada de lasuma | X | X | X X
de v.a. es la suma de las varianzas
P3: La media aritmética de una muestra aleatoria de X
tamafio grande sigue una dist. aprox. normal
P4: La aproximacion mejora con el nimero de X
sumandos
P8: Aproximacion de distribuciones clasicas a la X | X X X
distribucién normal.

X XX XX X X

Argumentos Al: Demostraciones formales algebraicas y/ o X | X | X X X
deductivas

6.5. CONCLUSIONES SOBRE EL SIGNIFICADO IMPLEMENTADO DEL
TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE

El objetivo de este capitulo fue describir, por medio del andlisis de algunas
actividades y ejercicios en cada leccion, el significado implementado realmente durante
el proceso de estudio y detectar, en lo posible, algunas dificultades que surgirian en la
evaluacion posterior de los conocimientos.

El andlisis de la trayectoria didactica que efectivamente se llevé a cabo, se
realiz6 resumidamente a partir de la observacién de las sesiones de clase y respuestas
escritas a algunas actividades propuestas en las sesiones de clase o ejercicios realizadas
por los estudiantes y enviadas a través del foro de discusion. Se ha presentado un
resumen en las Tablas 6.2.3.1, 6.3.3.1 y 6.4.3.1 de los elementos de significados
implementados, que fueron detectados del analisis del material descrito. El analisis
realizado ha sido de tipo cualitativo, aunque complementado con las frecuencias de
respuestas en las pruebas de evaluacion al final de cada tema.

El significado implementado del teorema central del limite estd de acuerdo
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esencialmente con el significado institucional pretendido (Capitulo 5), aplicando las tres
configuraciones epistémicas esencialmente en las dos primeras lecciones.

Debido a algunos factores hubo algunas diferencias con respecto al significado
pretendido; el tiempo de programacién de la asignatura de estadistica, que contempla
cinco toépicos desde estadistica descriptiva a la regresion lineal maltiple y dar
oportunidad a los alumnos de analizar los ejercicios, durante la leccion tres no fue
analizada en conjunto con los alumnos algunos ejercicios de verificacion del teorema en
el laboratorio (configuracion computacional), por ejemplo los ejercicios 3.4 y 3.5. Sin
embargo, el trabajo de aplicacion contextualizada en el Capitulo 7 los alumnos ponen a
prueba sus habilidades para desarrollar las tres configuraciones epistémicas para
variables aleatorias continuas. Ademas, no se profundizé en los campos de obtener la
distribucién de diferencias de medias muestrales en dos poblaciones (CP10) y estimar
por intervalos de confianza la media y otros parametros para muestras grandes (CP12),
y también desarrollar paso a paso la demostracion del teorema como limite ordinario de
una sucesion de funciones (E2).

Por otro lado se incluyeron situaciones imprevistas. De las once sesiones
formales de clase planificadas, se emplearon algunas clases informales de apoyo a las
inquietudes y dificultades a las distintas actividades presentadas. Levantar a tiempo los
demos de simulacion en Excel y @risk fue bastante positivo para la realizacion de
algunas actividades, ademas de detectar favorablemente el tiempo que dedicaron los
estudiantes a la exploracion de distintos applet en Internet.

También muestra la riqueza y complejidad del significado del teorema central
del limite, cuya construccion gradual fue guiada por el profesor en el aula, y que
involucra sistema de muchos elementos de significados conectados, no sélo propios del
teorema, sino de otros conceptos previos que el estudiante ha de recordar. Asi, lo refleja
la Tabla 6.5.1 que resume el total de actividades y ejercicios implementados a lo largo
del proceso de estudio del teorema central del limite, analizando un 38,3% de las 47
situaciones-problemas, cuya apropiacion del significado del teorema depende del grado
de compromiso tanto de los alumnos en aprender como de los profesores en la forma de

comunicar el conocimiento especifico.
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Tabla 6.5.1. Frecuencia de Actividades y Ejercicios implementados en las tres lecciones

Actividades Ejercicios Total

Leccion 1 12 8 20
Leccion 2 6 7 13
Leccion 3 5 9 14

Total 23 24 47

Idoneidad del proceso de estudio

La secuencia efectivamente implementada, muestra una alta idoneidad
epistémica, al englobar los principales elementos de significado identificados en el
estudio previo y que constituyeron el significado institucional pretendido. Comparada
con las propuestas tradicionales, las posibilidades de exploracion del teorema para
diferentes distribuciones (uniforme discreta y continua, binomial, Poisson, exponencial,
etc.) y su aplicacion a diferentes campos de problemas en el area de la ingenieria
(aproximacion de distribuciones, estimacion de parametros, determinacion de tamafio de
muestra) la propuesta tiene una alta idoneidad afectiva, al motivar el interés del
estudiante.

El uso de dispositivos didacticos (manipulativos y computacionales, unidos a la
plataforma) aumentd las posibilidades de exploracion y el tiempo dedicado por el
estudiante al estudio, dotandola de alta idoneidad mediacional y didactica.

Respecto a la idoneidad cognitiva del proceso lo que se desprende del analisis
de la observacion es que, aunque la mayor parte de las actividades y ejercicios son
asequibles a los estudiantes, todavia quedan puntos dificiles para ellos. Tampoco es
inmediata la transferencia de los conocimientos anteriores a las nuevas situaciones. Por
ejemplo, los estudiantes muestran olvido de las propiedades relacionadas con el estudio
de la simetria, la aplicacion de la correccion de continuidad sélo cuando aproximamos
variables con distribucion discreta, la justificacion de uso del teorema segun las
distribuciones de probabilidades y sensibilidad de los parametros. Por parte del
profesor, habra que evaluar la conveniencia de la simbologia de la varianza muestral en
la aproximacion normal, lo que puede haber conducido en algunos alumnos confundir la
varianza con la desviaciéon estandar al aplicar la tipificacién de la variable suma o
promedio. Por tanto la idoneidad cognitiva podria ser mejorada.

Hubo una alta idoneidad emocional por el grado observado de implicacion
(interés, motivacion) del alumnado en el proceso de estudio.

La Idoneidad interaccional o grado en que las configuraciones y trayectorias

didacticas permiten, por una parte, identificar y resolver conflictos semioticos
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potenciales durante el proceso de instruccion, fue buena, pero no suficiente. Por un lado,
muchos de los conflictos se detectaron y resolvieron, especialmente los planteados en
tutoria y mediante el foro, asi como en las actividades realizadas dentro de clase. Pero,
en otros casos, los conflictos no se han detectado hasta analizar el proceso de estudio y
han quedado sin resolver en algunos estudiantes. No obstante, su identificacion

permitird mejorar futuras versiones del proceso de estudio.
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CAPITULO 7.

SIGNIFICADO PERSONAL DE LOS ESTUDIANTES
SOBRE EL TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE AL
FINALIZAR EL PROCESO DE ESTUDIO

7.1. INTRODUCCION

Al final del curso se propuso a los estudiantes de la muestra una prueba de
evaluacion, llevada a cabo mediante un cuestionario, que consta de items de respuestas
multiples o verdadero/falso, algunos de ellos con justificacion. También se les
entregaron algunos problemas abiertos y una prueba de ensayo, donde el alumno ha de
plantear y resolver un proyecto que involucre el teorema aplicado a la ingenieria.

En base a estos instrumentos, este capitulo caracteriza la comprension lograda
por los alumnos de los diferentes elementos de significados relacionados con el
teorema, incluidos en el proceso de estudio descrito en los Capitulos 5 y 6. Para este
trabajo se entiende la evaluacion como un estudio de la correspondencia entre el
significado institucional presentado en la ensefianza y el significado personal
efectivamente alcanzado por los alumnos (Godino, 2002a). Es decir, se evaluamos la
capacidad de los estudiantes de reconocer y resolver mediante procedimientos correctos
las situaciones practicas ligadas al teorema, uso correcto del lenguaje, comprension de
enunciados y propiedades y capacidad de argumentacion. El resultado de la evaluacién
servira también para valorar la idoneidad didactica (epistémica, cognitiva, semidtica,
emocional y mediacional) del proceso didactico propuesto para los alumnos a quienes
va dirigida (Godino, Contreras y Font, 2006).

Las tareas propuestas en dichos instrumentos han sido construidas en base a la
revision detallada de los libros de texto de estadistica para ingenieros (Capitulo 4) y a la
ensefianza planificada (Capitulo 5). En lo que sigue se analizaran los instrumentos de

recoleccion de datos y presentaran los resultados del estudio.
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7.2. OBJETIVOS E INSTRUMENTOS DE EVALUACION

7.2.1. OBJETIVOS
El objetivo principal al construir el cuestionario y las tareas abiertas fue disponer

de unos instrumentos en el que, en un corto espacio de tiempo, pudiéramos recoger
datos que nos permitan aproximarnos a la comprension que muestra el grupo de
alumnos en relacién con los principales elementos de significado incluidos en el
proceso de estudio.

De este objetivo principal se deducen otros objetivos. El primero de ellos
consiste en estimar la proporcion de alumnos en el grupo que muestran una
comprension y capacidad de aplicacion de ciertos elementos de significado incluidos
en la ensefianza. Asimismo, deseamos identificar cuéles de estos elementos resultaron
dificiles, identificando los conflictos semidticos presentados respecto a los mismos,
mostrando tanto las caracteristicas en la comprension en el grupo de alumnos, como su
variabilidad.

Particularmente, en los problemas abiertos y la prueba de ensayo, se trata de
describir los elementos de significado usados correcta e incorrectamente por los
estudiantes en su resolucion y las conexiones que establecen entre los mismos. Todo
ello permitird caracterizar el significado personal de los estudiantes sobre el teorema
central del limite al finalizar el proceso de estudio y compararlo con el significado de
referencia implementado, asi como caracterizar la idoneidad didactica del proceso de

estudio.

7.2.2. PROCESO DE CONSTRUCCION
En el proceso de elaboracion del cuestionario y de las tareas se han seguido una

serie de recomendaciones tomadas de Osterlind (1989), Thorndike (1989) y Martinez
Arias (1995):

e En primer lugar, se delimit6 el contenido a evaluar con este instrumento, a partir del
analisis de los diversos elementos del significado institucional local previsto
descrito en el Capitulo 4.

e Se especifico el formato de los items, decidiendo incluir items de seleccion
multiple, algunos con una parte de justificacion y también con preguntas de

Verdadero/ Falso. Ademas se propuso a los estudiantes dos problemas abiertos y un
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proyecto de aplicacion para valorar mediante ellos las habilidades de pensamiento
de mas alto nivel (Gal, 1997). Estas decisiones se tomaron teniendo en cuenta el
tiempo disponible, el tipo de evaluaciones a las que estaban acostumbrados los
estudiantes y que se deseaba incluir un nimero relativamente amplio de items para
cubrir el maximo de elementos de significado.

e Se procedio a la elaboracion de una coleccién de items inicial, a partir de los cuales

se seleccionaron, posteriormente, los que habrian de constituir el cuestionario.

En una serie de revisiones sucesivas, se completaron y modificaron los items,
afiadiendo algunos de invencién propia y otros elaborados a partir de preguntas o
ejercicios de los libros de texto analizados en el Capitulo 4. Una vez que se llegé a unos
instrumentos que parecian cubrir el contenido pretendido, se procedié a homogeneizar
la redaccion y a cambiar el contexto cuando éste no fuese familiar al alumno. Se
hicieron pruebas de comprension del enunciado, con algunos estudiantes de la misma
especialidad modificando la redaccion en los casos que fue necesario.

En la redaccion de los enunciados se tuvieron en cuenta los siguientes aspectos
indicados por Brent (1989): Evitar detalles innecesarios, relevancia de las preguntas
formuladas para el estudio, nivel de lectura adecuado, brevedad, evitar las cuestiones
negativas, evitar cuestiones sesgadas o0 interdependientes, claridad y falta de
ambigliedad, que la respuesta sea razonable para el sujeto y pueda darla, evitar hipotesis
implicitas, nivel apropiado de abstraccion, asegurar que las preguntas tienen el mismo

significado para todos los sujetos.

7.3. ANALISIS A PRIORI DEL SIGNIFICADO EVALUADO

En el proceso de estudio implementado (Ver Capitulos 5 y 6) se introdujeron una
serie de elementos de significado del teorema central del limite, agrupados en tres
lecciones y utilizando tres configuraciones epistémicas en el trabajo en el aula. El
cuestionario se centra en la evaluacion de la comprension de parte de estos elementos y
presenta 15 items, que han sido construidos en base a la revision detallada de los libros
de texto de estadistica para ingenieros. El cuestionario presenta items de varios tipos

que se describen y analizan a continuacion:

e [tems de opcion multiple en los que una de las opciones corresponde a la respuesta

correcta y el resto a errores descritos en la literatura o constatados en nuestra
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practica docente (items 1, 2, 3, 4, 5 y 15). El item 15 tiene una parte de
justificacion, destinada a valorar la comprension y aplicacién de los conceptos
donde el alumno tiene que explicar por qué responde de una determinada manera,
interpretar un enunciado y aplicar una propiedad.

e [tems de verdadero/falso (items del 6 al 14), los cuales piden al estudiante reconocer
hechos o relaciones, discriminar, analizar, hacer inferencias o aplicar propiedades.
Los items 6 y 7 contienen tres y cuatro preguntas de verdadero y falso
respectivamente y algunas de ellas piden justificar la respuesta.

e Ademas del cuestionario, hemos incluido dos problemas abiertos y una prueba

abierta a resolver con ordenador.

A continuacion un analisis detallado, de cada item y tarea, describiendo su
contenido y los posibles errores que, a priori, es previsible que encontremos en las

respuestas de nuestros alumnos. Se marca en negrita la respuesta correcta.

Item 1. La aproximacion de la distribucion binomial bin(n,p) a la distribucion normal es suficientemente
buena cuando:

a) n es menor gque 30 y np aproximadamente igual a 5

b) n es mayor que 30 y p menor que 0,05

c) n es mayor que 30y p aproximadamente igual a 0,5

d) n mayor que 30 y cualquier p

e) n mayor que 30y p igual 2 0,9

Este item, presentado mediante expresiones verbales y simbolicas, pretende
evaluar si el alumno reconoce las condiciones que han de cumplir n y p para que la
aproximacion de la distribucion binomial a la normal sea suficientemente precisa.
Corresponde, al campo de problema CP1: Obtener una aproximacion de la distribucion
binomial para valores grandes de n, y a las propiedades P4: La aproximacion mejora
con el nimero de sumandos y P7: Aproximacion de una distribucién discreta por una
continua. El alumno debe razonar acerca del teorema como caso especial de un
resultado general (argumento A2). Lleva implicito un enunciado intuitivo del teorema
central del limite (E6).

La respuesta correcta seria la alternativa (c), pues en este caso la forma de la
distribucién es simétrica y cumple las condiciones de muestras de tamafio mayor a 30 y
ser tanto np como ng mayores a 5 (Montgomery y Runger, 1996; Walpole y cols.,
1999).

Los distractores incluidos evalian los siguientes errores: (a) pensar que la
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aproximacion es buena para tamafios pequefios de muestra; (b) aungue n es mayor que
30, el valor esperado np=1,5 es menor que 5; (d) reconocer la precision de
aproximacion a la binomial sélo mediante el tamafio muestral y no el parametro p; (e)
pensar en una buena convergencia para valores del pardmetro cercanos a 1; si bien
cumple la regla, por ejemplo para np=30x 0,9= 27 no se cumple para el complemento
ng=30x 0,1=3.

Item 2. Sean X;=0 si un producto es defectuoso y X; =1 si el producto esta correcto. En un lote de 30 de
estos productos queremos calcular la probabilidad de que 25 al menos sean correctos, aproximando por
la normal. La correccion de continuidad para el calculo implica que tenemos que calcular:

30
a) P X =255)

i=1

30
b) PO, X 2245)

c) P(i X, > 24)
d) P(i0 X, > 25)

30
e) PO X, <255)
i=1

El item 2, expresado en notacién algebraica, evalla el conocimiento de la
aplicacion de la correccion de continuidad en el calculo de una probabilidad en un
problema de ingenieria. Se refiere al campo de problema CP1 o CP2: Determinar la
distribucién de la suma de variables aleatorias discretas idénticamente distribuidas; y
la propiedad especifica P12: Correccion de continuidad. Lleva implicito un enunciado
intuitivo del teorema central del limite. Se ha de razonar de lo particular a lo general.

Para mejorar la aproximacion de una variable discreta por una continua, al
calcular la probabilidad de encontrar por lo menos 25 productos en buen estado en la
muestra de 30, restamos el factor de correccién 0,5 al limite inferior del intervalo, cuya
correcta expresion de calculo es dada en la alternativa (b). Se pretende evaluar las
dificultades en traducir el lenguaje a una desigualdad (e); error acerca de los limites de
la correccion de continuidad al calcular la probabilidad (a) y no considerar el factor de

correccion (cy d).

Item 3. La aproximacion normal mejora cuando el intervalo a calcular en probabilidad:
a) Se acerca al extremo superior de valores de la distribucion binomial

b) Se aparta del término central de valores de la distribucion binomial

c) Se acerca al extremo inferior de valores de la distribucion binomial

d) Se acerca al término central de valores de la distribucién binomial
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Siguiendo con el campo de problema CP1, se estudia la bondad de aproximacion
en diferentes posiciones del rango de la variable usando términos verbales,
considerando la aproximacion de una distribucion discreta (P7). Lleva implicito un
enunciado intuitivo del teorema central del limite.

La respuesta correcta seria que la calidad de la aproximacion se presenta para
valores cercanos al valor esperado de la distribucion (d). Los tres distractores estan
asociados a pensar en una mejor exactitud en la convergencia en valores alejados de los

centrales.

Item 4. Una maquina llena paquetes de aztcar de 1 k. El error promedio de llenado de cada paquete es 2
gramos y la desviacién estandar 3 gramos. Si se llenan 400 paquetes a la hora, el calculo de la
probabilidad aproximada de que el exceso de azlcar sea menor que 750, seria:

X -2
3

> X —800 5

= 1 < __)

3/20 6
X -2 5
<-2)

0,15 6

0 P(zxi9—4oo

a) P( <-083)

b) P(

c) P(

<-083)

De acuerdo a los elementos de significados del teorema central del limite
corresponde al campo de problemas CP4, distribucion de la suma de v.a. continuas y
CP12, estimacién de una media.

Considerando la variable X;: error de llenado de un paquete de azdcar (gramos),

. 400 .
se pide que se exprese que la v.a. suma Y X; : exceso de gramos en azlcar de una
i=1

muestra de 400 paquetes, no sea mayor a 750 gramos. Utilizando el teorema central del
limite para muestras de tamafio suficientemente grande, y las propiedades de calculo de

la media y varianza (P1 y P2) de la distribucion asintética de la suma (P3), se tiene
400

>Xi = N(ny=400-2,n0'2 =400~9): N(800, 3600) 0, en forma equivalente, la distribucion de
i=1

la media muestral )?*N(yzZ,ch/n=9/400). El célculo de probabilidad pedida es

X-2 - p
= P{ < —5} , por tanto la respuesta correcta seria la

P(3X<750) = P{ 2X;-800 - 50}

60 60 3/20 6

alternativa (c).
Incluiria los procedimientos de Calculo algebraico y transformacion de

variables aleatorias (AP1) vy tipificacion/destipificacion (AP2), y las siguientes
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propiedades: P1: Media de la suma, P2: Varianza de la suma, P3: Distribucién de la
media aritmética de una m.a. de tamafio suficientemente grande, y P5:
Transformaciones lineales de v.a. siguen una distribucion asintotica normal. Lleva
implicito un enunciado general del teorema central del limite.

Los distractores apuntan a describir posibles errores de estandarizacion en la
varianza de la media muestral (a), la varianza de la suma (b), y la esperanza de la suma

y la confusién de la varianza por la desviacion estandar (d).

Item 5. Sea X; variables aleatorias independientes con la misma distribucion. Sefiala cual de los siguientes
enunciados es falso:

30 . . . -
a) P(a< X Xj <b) se puede aproximar mediante el area bajo una curva normal entre a y b.
i=1
b) Para n observaciones grandes de una poblacion con una media finita » y una varianza finita o2, la
distribucion de muestreo de la suma S,=2X; se puede aproximar con una funcion de densidad normal

cuya media es ny Yy varianza no? .

30
¢) La funcién de densidad fn de X Xjse aproxima a la funcion de densidad de una distribucion normal,
i=1

Lim f,(2) = —— exp(~22/2)

n—o N2r
d) Si X; tiene recorrido 1, 2, 3 con probabilidades respectivas 0,2, 0,5, 0,3, entonces, para n = 30, la
- Xij— . o
expresion % sigue una distribucion normal N (0,1).
npq

e) Cuando n es grande, la distribucion de la media muestral X se aproxima a la distribucion normal

2
N(z , Z-) conmedia x y desviacion estandar o/Jn .
n

El item 5 tiene por objeto establecer los distintos enunciados del teorema central
del limite, E2, como limite de una sucesion de funciones (alternativa c); E4, como suma
de variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas (b); como suma de
v.a. para n considerada grande (a) y enunciado del teorema de la forma general
(enunciado E5) (e). Se razona de lo general a lo particular.

La respuesta incorrecta es la (d) y pretende evaluar si los alumnos distinguen una
variable con distribucion discreta acotada (campo de problema CP2.2) de la
distribucién binomial (campo de problema CP1). Corresponde a la propiedad P5,
distribucion de la media muestral. Aplicando las operaciones de esperanza y varianza
de la suma de v.a. (propiedades P1 y P2), se obtiene la siguiente estandarizacion (AP2)

X960,

V14,7
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item 6. La rapidez con la que la suma de variables aleatorias se aproxima a la distribucion normal
depende: (contesta cada apartado como V o F)

a) De las distribuciones de las v.a. X;

b) Del tamafio de la muestra n

c) De los valores de los parametros

Este item, que enuncia intuitivamente el teorema (E6), valora las condiciones que
aseguran la rapidez de la convergencia (Campo CP5). Se espera que la respuesta de los
estudiantes a los tres apartados sea la opcion verdadera (V), es decir, que la
aproximaciéon es mejorada no solo por el aumento del tamafio muestral, sino también
estd condicionada a la forma distribucional de la poblacion de origen y de la
sensibilidad de los valores de sus parametros. El estudiante debe recordar las
actividades realizadas con la simulacion en el estudio del comportamiento de los
estadisticos. Por ejemplo, la distribucion uniforme discreta converge muy rapidamente
(CP2.1) y también la distribucién Poisson (CP2.3) se aproxima a la distribucion normal
a partir del valor de p >5. Esta pregunta abarca las propiedades P4, la aproximacion
mejora con el nimero de sumandos; P8, aproximacion de otras distribuciones clasicas

a la distribucion normal.

Item 7. La aproximacion a la normal es bastante buena para valores muy pequefios de n en variables
aleatorias con distribucion: (contesta cada apartado como V o F):

a) Asimétrica

b) Simétrica

c¢) Uniforme

d) Sesgada

El objetivo de este item es evaluar especificamente la importancia de la forma o
distribucion de la poblacion original para una buena aproximacion, cuando la muestra
no sea grande. El alumno debe recordar las actividades analizadas graficamente y
mediante simulacién para distintas distribuciones de probabilidades. La convergencia
rapida se establece en distribuciones de probabilidades simétricas y en la distribucion
uniforme, ya sea discreta o continua. Es decir, son verdaderas las opciones (b y c).
Hemos visto que la aproximacién a la distribucion binomial depende del parametro p,
por lo que para valores cercanos a cero 0 uno, se obtiene una distribucion sesgada a
izquierda o derecha, y habria que tomar muestras de tamafio mas elevado; también si la
distribucion es asimétrica se requiere muestras de tamafio muy grande. Implicitamente
se evalla la propiedad P4: Mejora de la aproximacion con n; los campos de problemas

CP2: Determinar la distribucién de la suma de variables aleatorias discretas
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idénticamente distribuidas; CP4: Determinar la distribucion de la suma de variables

aleatorias continuas; y CP5: Condiciones del error de aproximacion.

Item 8. Una distribucion muestral describe los valores que tomaria un estadistico en muchas repeticiones
de una muestra o de un experimento en las mismas condiciones. V/F

Se pide al alumno que recuerde el concepto de distribucion muestral, topico en el
cual se desarrolla el teorema central del limite, previo a la inferencia estadistica. La
respuesta es verdadera. No estd relacionado directamente con el teorema, pero
queriamos asegurar que el alumno comprende este concepto para evaluar mejor su

respuesta a los siguientes items.

Item 9. La desviacion estandar de la media muestral aumenta a medida que crece el tamafio de la
muestra. V/F

Corresponde al campo de problemas CP12, estimacién de la media muestral. La
respuesta es falsa, ya que la desviacion estandar o/«n de la media muestral disminuye

al aumentar n, o dicho de otra forma, la desviacion estandar aumenta a medida que el
tamafio de la muestra decrece. Corresponde a la propiedad P2, la varianza de la
distribucién de la suma de v.a. y P4, la aproximacion es mejorada para muestras
grandes. También estd presente la propiedad P10, los estimadores de maxima
verosimilitud tienen distribucién asintética normal; ya que este es el caso de la media
muestral, buen estimador de la media poblacional, y por ello, mientras mas pequefia es
su varianza mayor es la eficiencia de su estimador. El alumno ha de hacer un

razonamiento formal.

Item 10. Las representaciones graficas de todas las distribuciones muestrales tienen forma simétrica. V/F

Esta afirmacion es falsa, la forma grafica de la distribucion, como hemos
mencionado anteriormente, depende de la distribucion original y valores de los
parametros. El alumno ha de razonar a partir de contragjemplos. Se evalla
implicitamente el conocimiento de qué estadisticos tienen distribucion muestral a las

que se aplica el teorema (P10 y P11). Se debe razonar de lo general a lo particular (A2).

Item 11. La media muestral tiene una distribucion aproximadamente normal cuando n es suficientemente
grande, independiente de la forma que tenga la poblacién. V/F
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Esta afirmacion expresada en términos verbales es uno de los enunciados del
teorema central del limite de forma general (E5) y que se presenta habitualmente para la
media aritmética en textos de estadistica para ingenieros. Las propiedades usadas son
que mejora al aumentar en nimero de variables aleatorias (P4) y es un buen estimador
asintotico de maxima verosimilitud (P10). Corresponde al campo de problemas CP12

(estimacion de la media). Se ha de razonar mediante ejemplos /contraejemplos (A5).

Item 12. Cuando el estadistico de prueba es t y el nimero de grados de libertad se hace muy grande, el
valor critico de t esta bastante proximo a la normal estandar z. V/F

Este item, al igual que el anterior es verdadero, y es un caso clasico de
aplicacion del teorema en la construccion de intervalos de confianza y test de hipdtesis
(Campos de problemas CP12 y CP13). En tablas estadisticas es comun ver que, para
valores mayores que n=30, los valores criticos de la distribucion t-student coinciden con
los de la distribucion normal. Considera las propiedades P4 en funcién del tamafio de la
muestra y la aproximacion de otras distribuciones clasicas a la normal, P8. El
estudiante puede justificar su razonamiento mostrando en la tabla estadistica de la

distribucion t-student y comparando numéricamente la convergencia (A5).

Item 13. El valor normal estandar se usa para todas las inferencias sobre proporciones de la poblacion.
VIF.

El item 13 es falso, ya que para muestras de tamafio grande se utiliza el
p-p
yp@A-p)/n

proporcion poblacion, pero no para muestras pequefias. Para desarrollar el test de

estadistico z, = ~N(0,1) para la construccién de intervalos de confianza de la

hipdtesis que se refieren a pardmetros de distribuciones no normales, se puede utilizar el
teorema central del limite o resultados referentes a la distribucion de probabilidades del

estimador maximo verosimil. En particular, en una muestra aleatoria de tamafio n

grande se tiene: X—p N(0,1). Por otra parte, si @ es el estimador maximo verosimil de
o/n
@, entonces para n grande: LQA ~ N(0,1) . Por tanto, se debe recordar la aplicacion del
Var(6)

teorema central del limite para intervalos de confianza (CP12) y para test de hipotesis,

CP13 en poblaciones no normales, ademas de la transformacion lineal de la proporcion
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de v.a. de poblaciones Bernoulli (propiedad P5).

Item 14. El valor esperado de la distribucion muestral de las medias muestrales X es igual a la media de
la muestra. V/F

La respuesta es falsa, debido a que el valor esperado de la media muestral es
igual a la media de la poblacion E(X)=u. Se pretende evaluar si los alumnos
diferencian los parametros poblacionales de los estadisticos obtenidos de las muestras y
la propiedad P1. Corresponde al campo de problemas CP12: Estimacion de una media.
Evalua el conocimiento de términos (valor esperado, media, muestra, poblacion) y los

correspondientes conceptos y propiedades.

Item 15. La primera tarea en un curso introductorio de programacion por computadores implica correr un
breve programa. Si la experiencia indica que 50% de todos los estudiantes principiantes cometeran errores
de programacién, ¢Cual de estos casos te parece mas probable?

Indica por qué has elegido esta opcion:

a) Que entre los proximos 10 estudiantes seleccionados 8 0 mas cometan errores de programacion.

b) Que entre los proximos 100 estudiantes seleccionados 80 0 mas cometan errores de programacion.

c) Las dos cosas anteriores son igual de probables.

Este item es una variante del problema de Kahneman, Slovic y Tversly (1982)
sobre heuristica de la representatividad, en contexto de informatica, y donde el
estudiante debe justificar su eleccion. La opcidn (c) pone a prueba si el estudiante tiene
en cuenta el tamafio de la muestra en el calculo de la probabilidad, y su eleccién supone
un sesgo de representatividad. De igual manera la opcién (b), conlleva a pensar siempre
que mayores muestras tomadas implican mayor chance de ocurrencia en el calculo de
probabilidades, tienen mas variabilidad y fue encontrada en la investigacion de Serrano
(1996).

La respuesta correcta es la alternativa (a) que considera méas probable el caso de
muestra mas pequefia como la de n=10. Para hallar esta solucién, en forma algebraica
se debe estandarizar la suma de v.a. Bernoulli y utilizar la correccion de continuidad.
Corresponde al campo de problema CP1 de la distribucion aproximada a la binomial,
con procedimientos de célculo algebraico de v.a. (AP1), tipificacion/destipificacion
(AP2) y célculo de probabilidad mediante tablas estadisticas (AP3). Justifica el
teorema como caso particular de un resultado general (A2) y valora las propiedades
P1, P2, P12 en la estandarizacion de la esperanza, varianza y correccion de

continuidad respectivamente. Para encontrar la respuesta, se seguirian los siguientes
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pasos:

2Xi ~bin (n =10 ; p = 0,5) ; el estadistico de la suma se aproxima a la distribucion

7'5_55J =1-¢(1,58)=0,057..

normal 2X; #N(u =5 ; 6°= 2,5). Luego P(XX; 28):1—1{23

En cambio, ZX; ~bin(n =100 ; p = 0,5) ; luego XX; ~N(u =50 ; o°= 25)

25

P(TX; 280):1—P[Z£ MJ =1-¢(59)=0.

Problema 1. Construccidn de un Cruce
Se supone que X, el nimero de accidentes por mes en un cruce de carreteras dado, tiene una distribucion
Poisson con x#=6. Si el nimero de accidentes durante tres afios es mayor o igual a 240, se debera

reconstruir el cruce debido a un programa otorgado por el estado. Aproxime la probabilidad de que el
cruce en cuestion sea considerado en el programa de emergencia del estado. Comente el resultado.

Para resolver este problema el alumno ha de considerar la variable X: n° de

accidentes por mes, donde X~P(x=6) sigue la distribucion de Poisson. Considerando

las variables aleatorias Xi,X»,...,X3s independientes e idénticamente distribuidas, con
distribucion de Poisson y definiendo la variable aleatoria 2X; : n° de accidentes en tres

afos, se puede utilizar el teorema central del limite (para el caso de variables discretas

36 . ~
no acotadas) Y X; ~ N(36x6 ;36x6), debido a que el tamafio muestral n =36 > 30 es grande
i=1

y i1 =>06.

Es decir se utiliza el campo de problemas CP2: Determinar la distribucion de la
suma de variables aleatorias discretas idénticamente distribuidas. El alumno podria
hacer un enunciado intuitivo del teorema (E6), especificar el caso de la suma de
variables independientes idénticamente distribuidas (E4) o bien hacer un enunciado
general del teorema en que la media muestral es aproximada por una normal para un n
grande.

Como propiedades, tiene que utilizar el célculo de la media y varianza de una
suma de variables aleatorias (P1 y P2) y la aproximacion de una distribucion clasica
(Poisson) a la normal (propiedad P8), indicando que se cumplen las condiciones

requeridas. Usando la correccion de continuidad, calculamos:

36 —
P(ZXi > 240) ~p 7> 23902161 1-¢(1,60)=0,0548
i /216

El alumno tiene que aplicar la propiedad de correccion de continuidad (P12);

como procedimientos ha de usar el AP1: Calculo algebraico y transformacion de
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variables aleatorias; AP2: Tipificacion/destipificacion; AP3: Calculo de probabilidades
con calculadora o tabla. La validacion del procedimiento del problema es de forma
algebraica y deductiva (Al), mediante el calculo correcto de la suma o promedios
muestrales de variables aleatorias y también razonar de lo general a lo particular (A2).
El comentario esperado es que, como la probabilidad de ocurrencia de mas de 240
accidentes es baja, el estado no realizara la reconstruccion del cruce. Aparece un
argumento A6: Obtener una conclusion o tomar una decision en base al teorema
central del limite. En general en esta actividad el alumno usara simbolos y expresiones

verbales, podria también utilizar algun grafico al calcular probabilidades.

Problema 2. Sondeo politico

Suponga que la proporcion de votantes rurales de cierto estado, a favor de un candidato a Diputado es
0,45 y la proporcion de votantes urbanos que estan a favor del mismo candidato es 0,60. Si se obtiene una
muestra de 200 votantes rurales y 300 votantes urbanos, ¢cuél es la probabilidad aproximada de que por
lo menos 250 de estos votantes estén a favor de este candidato?

Se espera que el estudiante siga los siguientes pasos:

1. ldentificar uno de los dos campos de problemas: CP1: Obtener una aproximacion
de la distribucion binomial para valores grandes de n; o CP2: Determinar la
distribucion de la suma de variables aleatorias discretas idénticamente distribuidas.

2. Definir las variables W: Votante a favor de un candidato y 2 W;: n° de votantes a
favor del candidato, considerando la suma de dos variables y calculando la media y
varianza de la suma de variables (P1 y P2). Usaria la propiedad P7 (aproximacion de

distribuciones discretas por continuas).

200 300
E(XW,)= YE(X;)+ X E(Y;) = 200x0,45 + 300x0,6 = 270
i=1 i=1

V(XW, )= n pya; +n,p,d, = 200x0,55x0,45 + 800%0,4x0,6 = 121,5.

El alumno usaria un enunciado E4: Enunciado del teorema para la suma de
variables independientes idénticamente distribuidas; >W; ~N (270;121,5), también EG6:
Enunciado intuitivo del teorema; por el teorema central del limite, para n grande o bien
un enunciado de forma genera para la media muestral (E5). Se requieren también los
siguientes elementos: AP1: Calculo y transformacion algebraica de variables
aleatorias; AP2: Tipificacion y su inversa; AP3: Célculo de probabilidades con

calculadora. Usando la correccion de continuidad (propiedad P12):
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< 249,5-270

P(XX; >250)=P| Z <
(2, 2 250) [ J1215

] =1-¢(-186)=1-0,0314 = 0,9686

Usaria también los argumentos Al: Demostraciones formales algebraicas y/o
deductivas, en el célculo correcto de la suma o promedio de la muestra de variables con
distribucion binomial; A2: Enunciado del teorema como caso especial de un resultado
general, y también A6: Obtener una conclusion en base al teorema, 96,86%
corresponde a la probabilidad de que por lo menos 250 de estos votantes estén a favor

del candidato.

Problema 3. Proyecto de aplicacion del teorema central del limite a la ingenieria con @risk

Se pidi6 a los estudiantes aplicar a un problema de la ingenieria elegido por ellos mismos mediante los
conceptos estudiados en las tres lecciones sobre el teorema con apoyo de Excel y @risk. Los datos se
simularian a través del programa @risk, analizando para distintos valores de los parametros la
convergencia de la distribucion de probabilidades de origen que modela la situacion de contexto.

Se sugiere a los estudiantes poner a prueba sus conocimientos del teorema
central del limite situado en un area especifica de aplicacion, y apoyada con el
ordenador. En un plazo de dos a tres semanas el alumno deberia entregar el proyecto
utilizando para su solucién lo aprendido en relacion al teorema. Ellos deben definir la
variable de interés dentro del contexto de su problema ingenieril, sea discreta o
continua, plantear objetivos y dar referencias de la informacion. Podrian usar en su
planteamiento problemas en las tesis de ingenieros egresados, libros de ciencias de la
ingenieria o recoleccion personal de bases de datos. Ademas, han de incorporar en la
solucion entregada las tablas de datos y graficas como el histograma empleados, la
distribucion de probabilidad clasica asociada, y estimar la solucion mediante la
simulacion para variados valores de muestras, aportando sus conclusiones.

Se espera que, en la preparacion de este informe investigativo individual
propuesto al final del semestre académico, el estudiante siga los siguientes pasos:

El primer paso es presentar una problematica en un area especifica de aplicacion,
que incluya procesos de simulacion, y que puede ser resuelta mediante la estimacion de
distribuciones de probabilidades de la media muestral. Son varios campos de problemas
que se podrian identificar: Obtener una aproximacion de la distribucion binomial para
valores grandes de n (CP1), Determinar la distribucién de la suma de variables
aleatorias idénticamente distribuidas ya sean discretas (CP2) o continuas (CP4), y

CP3: Establecer la distribucién de la suma de variables aleatorias independientes no
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idénticamente distribuidas. También, campos mas aplicados como CP8: Obtener el
tamafio adecuado una de muestra aleatoria de poblaciones desconocidas, CP10:
Distribucion de diferencias de medias muestrales en dos poblaciones, CP12:
Estimacion por intervalos de confianza de la media y otros parametros para muestras
grandes y CP13: Contraste de hipdtesis de la media y otros parametros en poblaciones

no normales para muestras grandes.

Para enfrentar el problema, el alumno ha de utilizar més de un lenguaje en la
resolucion de la situacion, tales como términos y expresiones verbales (variable
aleatoria, distribucion de probabilidad, muestra aleatoria...), simbolos (distribucién
muestral del promedio y su estandarizacion, estadisticos...) y representaciones graficas
con simulacién (histogramas, curva de densidad,...). Podria describirse el teorema
central del limite con enunciados E4: Suma de variables aleatorias independientes
idénticamente distribuidas; E5: Presentar el teorema de forma general, o bien, sefialar

el teorema en forma intuitiva (E6).

Para estimar las probabilidades aproximadas de la media muestral que se piden
en la solucion del problema se requiere de varias operaciones, de la cual podemos
sefialar: definir la variable y asociarle una distribucién de probabilidad conocida,
estimar los pardmetros de la distribucion escogida, simular en una tabla de datos la
distribucion del promedio y representarlo graficamente, analizar la convergencia del
estadistico y comparar las medias empiricas y teoricas. Los procedimientos que pueden
usarse en la solucion del problema son AP1: Calculo algebraico y transformacion de
variables aleatorias aplicando propiedades, AP2: Tipificacidn y/o operacion inversa a
la tipificacion normal para obtener una m.a. de tamafio adecuado, AP3: Calculo de

probabilidades referido al teorema con calculadora o programa de ordenador.

Las propiedades que pueden utilizar los estudiantes una vez definida la
naturaleza de la variable y su distribucion de probabilidades son variadas, P1: Media de
la distribucion aproximada de una suma de variables aleatorias es la suma de las medias,
P2: Varianza de la distribucién aproximada de una suma de variables aleatorias es la
suma de las varianzas, P3: La media aritmética de una m.a. de tamafio suficientemente
grande sigue una distribucion aproximadamente normal, P4: Aproximacion de la suma
de variables aleatorias a la distribucién normal mejora con el nimero de sumandos, P5:
Transformaciones lineales de variables aleatorias siguen una distribucion asintotica

normal, P6: Medias muestrales en dos poblaciones sigue una distribucién aproximada
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normal, P7: Aproximacion de una distribucion discreta por una continua, P8:
Aproximacion de distribuciones clasicas a la distribucion normal, P10: Estimadores de
maxima verosimilitud tienen distribucion asintética normal, P12: Correccion de

continuidad.

Para validar la comprension de informacion de datos reales o simulados, el
alumno deberia dar argumentos tipo andlisis y sintesis. Se consideran que son
aceptables las demostraciones algebraicas (Al), argumentar el teorema como caso
particular de un resultado general (A2), simulacion grafica del teorema mediante el
ordenador (A4), mediante comprobacién de ejemplos, contraejemplos y comparacion de
medias empiricas y tedricas (A5) y obtener una conclusién o tomar una decision en base

a resultados del teorema (A6).

Figura 7.3.1. Distribucion de muestreo de X cuando la distribucion de la poblacién es Weibull, con
a =2y B =5 utlizando el programa @risk

i e ey
[ B IO L Tt e Iy

[ o B e e
I.._'."'r H RPN

Previo al planteamiento de esta actividad practica, los estudiantes hicieron otrLs
préacticas de simulacion con Excel, como las mostradas en la leccion uno. Ademas, se
levant6 en la plataforma (EV@ Entorno Virtual de Aprendizaje http://uvirtual.ucsc.cl)
un demo de comandos y graficas de salidas del programa @risk, utilizando el ejemplo
particular de la distribucion Weibull, fijando con valores sus dos parametros y, para un
promedio de una muestra de cinco valores, se ejecutdé con 500 réplicas (Ver Figura
7.3.1. de la distribucion de probabilidad de la poblacién y la distribucion del promedio

simulado).

A objeto de verificar que los alumnos habian participado con el programa @risk,
se les pidi6 previamente enviar por EV@, a modo de ejercicio, un experimento de

simulacion, aproximando una distribucion cualquiera de probabilidad clasica, vy
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estudiando la distribucion de muestreo de la media muestral. Los alumnos debieron
responder las siguientes interrogantes ¢Para cuales de los distintos tamafios de muestra
la distribucion de la media muestral es aproximadamente normal?, ;Qué efecto tiene el
incremento del tamafio de la muestra de 100 a 5007, ;Qué efecto produce el cambio de
5 a 50 muestras?

Como consecuencia del analisis anterior, se presenta en las tablas 7.3.1 a 7.3.6
los elementos de significados del teorema central del limite evaluados en el

cuestionario.

Tabla 7.3.1. Campos de problemas presentes en los instrumentos de evaluacion

Items 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 P1 P2 P3

CP1. Aproximacion de la d. X X X X X X X
binomial para n grande

CP2.1. Uniforme discreta X

CP2.2. Discreta acotada X X X X
CP2.3. Discreta no acotada X X

CP3. Independientes no
idénticamente distribuida

X X X

CP4. Suma v.a. Continuas X X X
CP5. Error aproximacion X X
CP8. Obtener tamafio muestra X
CP10. Diferencias de medias X
CP12. Estimacién de media X X X X X X X
CP13. Contrastes X X X
Tabla 7.3.2. Lenguaje y representaciones presentes en los instrumentos de evaluacion
items 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 P1 P2 P3
Términos X X X X X X X X X X X X X X X X
Simbolos X X X X X X X X X
Graéficos X X X X
Simulacion X
Tabla 7.3.3. Algoritmos y procedimientos presentes en los instrumentos de evaluacion
items 123 45 6 7 8 9 101112 13 14 15 P1 P2 P3
AP1. Célculo algebraico X X X X X X
AP2. Tipificacion/Destipificacion X X X X X X
AP3. Célculo prob (tablas) X X X X
AP4. Resolucion mediante simulacion X
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Tabla 7.3.4. Enunciados presentes en los instrumentos de evaluacion

Items 1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 P1 P2 P3
E2. Mediante limite ordinario X
E4. Suma v.a.i. i.d. X X X X
E5. Enunciado general X X X X X X X X
E6. Enunciado intuitivo X X X X X X X

Tabla 7.3.5. Propiedades presentes en los instrumentos de evaluacion

Items 1 2 3 456 7 8 9101112131415 P1 P2P3
P1. Media suma X X X X X XX
P2. Varianza suma X X X X X X X
P3. Distribucién media muestral X X X X
P4. Mejora de la aproximacion conn X X X X X X X X X
P5. Transformaciones lineales X X X X
P6. Medias muestrales en dos poblaciones X
P7. Aproximacion d.discreta por continua X X X X X X X
P8. Aprox. Distribuciones clésicas X X X X
P10. Estimador maxima verosimilitud X X X X X
P11. Estimador momentos X
P12. Correccién de continuidad X X X X X

Tabla 7.3.6. Argumentos presentes en los instrumentos de evaluacion

Items 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 P1 P2 P3
Al. Demostracion formal X X X X X X
algebraica
A2. Caso especial de un X X X X X X X X
resultado general
A3. Simulacién manipulativa X
A4. Simulacidn con ordenador X X X
Ab. Ejemplos /contraejemplos X X X X
A6. Conclusién o tomar una X X X

decision en base al teorema

7.4. RESULTADOS EN EL CUESTIONARIO

Una vez descritos los instrumentos de evaluacion, y analizado su contenido, se
llevd a cabo la evaluacion para evaluar el significado personal adquirido por los
estudiantes y compararlo con el significado institucional local planificado en el disefio
del proceso de estudio del teorema central del limite (Capitulo 5).

A continuacion, se describen los resultados obtenidos en el cuestionario. Para
ello, en primer lugar, se presenta la frecuencia de respuestas a cada distractor en cada
item. Seguidamente se hace un estudio global del nimero total de items correctamente
resueltos por cada alumno y de las interrelaciones entre los items. Finalmente, se

identifican tipologias de comprension del teorema, que se relacionaran con las
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configuraciones cognitivas diferenciadas sobre el mismo, caracterizadas por los
elementos concretos de significado correctamente adquiridos.

Los 15 items se completaron en dos sesiones diferentes; la primera (items del 1
al 7) con asistencia de 134 alumnos en una de las sesiones de clase, y la segunda sesion
(items 8 a 15) como parte de la prueba final del semestre académico. Por lo tanto, en las
Tablas 7.4.1.8 a 7.4.1.16 los porcentajes de aciertos son obtenidos de un total de 106
estudiantes, excluyendo a 28 alumnos que no se presentaron, mientras que en las

primeras los porcentajes se refieren al total de alumnos.

7.4.1. RESPUESTAS A CADA ITEM
A continuacion (Tablas 7.4.1.1 a 7.4.1.16) se presenta un analisis detallado de

resultados en cada item.

Tabla 7.4.1.1. Frecuencias y porcentajes de respuestas a distractores en el Item 1 (n=134)

Item 1. La aproximacién normal a la distribucion binomial B(n,p) es suficientemente buena cuando:

Frecuencia Porcentaje

a) n es menor que 30 y np aproximadamente igual a 5 6 4,5
b) n es mayor que 30 y p menor que 0,05 21 15,7
c) n es mayor que 30y p aproximadamente igual a 0,5 79 59,0
d) n mayor que 30 y cualquier p 26 19,4
e) n mayor que 30 y p igual a 0,9 2 15

El item 1 se refiere al campo de problemas CP1: aproximacion binomial por la
distribucion normal y evalta la comprension intuitiva del teorema de Laplace-De
Moivre, y la comprension de la sensibilidad de los parametros. Se observa que un 59%
de estudiantes reconocen las condiciones que aseguran la precisién de aproximacion
(opcion c). Los errores se distribuyen en un 41% de alumnos, y son relativos a las
condiciones de aproximacion, siendo el orden de importancia el siguiente: el 19% sdlo
tiene en cuenta el tamafio muestral y no el parametro (opcion d), un 17% confunde las
condiciones del parametro para la aproximacion (opciones b y e) y un 5% considera
que la aproximacion es buena para tamafios pequefios de muestra (opcion a).

Méndez (1991) postula cuatro propiedades basicas que deben entenderse para
poder lograr una comprension solida del teorema. El item 1 se puede considerar un caso
particular de la tercera y cuarta propiedad: “La forma de la distribucién muestral tiende
a ser acampanada a medida que se incrementa el tamafio muestral y aproximadamente
normal independiente de la forma de la distribucion en la poblacion” y “La forma de la

distribucion muestral crece en altura y decrece en dispersion a medida que el tamafio
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muestral crece”. Comparada con aquella investigacion, los estudiantes muestran mayor
dominio del vocabulario técnico.

En relacion al esquema de razonamiento en inferencia estadistica (ERIE)
(Moreno, 2003), méas de la mitad del grupo se ubica en el nivel analitico de aplicacion,
relacionando tres aspectos de convergencia éptima del teorema; influencia del tamafio
de la muestra en la estimacion, sensibilidad del parametro p y condicion que np = ng =
15 > 5. De los distractores, un quinto del grupo utilizé el razonamiento de transicion
considerando solo una muestra suficientemente grande para la bondad del ajuste de
aproximaciéon (d), y un porcentaje menor razond equivocadamente en un nivel
cuantitativo (b y d) al considerar dos aspectos, un tamafio de muestra grande pero np o

ng no cumplen la condicion.

Tabla 7.4.1.2. Frecuencias y porcentajes de respuestas a distractores en el Item 2 (n=134)

item 2. Sean X, =0 si un producto es defectuoso y X, =1 si el producto esta correcto. En un lote de 30 de

estos productos queremos calcular la probabilidad de que 25 al menos sean correctos, aproximando por la
normal. La correccion de continuidad para el calculo implica que tenemos que calcular:

Frecuencia Porcentaje

3) P(i X; > 25,5) 27 20,1
i=1

b) P(i X > 24 5) 9 739

) p(3 X, > 24) 0 0.0
i=1

d) p(3 X, = 25) 6 45
i=1

2 15

30
e) PO X, <255)
i=1

La solucion correcta a este item tiene implicito reconocer y definir la variable
aleatoria binomial como suma de variables de Bernoulli. Del grupo curso (Tabla
7.4.1.2), un 74% aplico correctamente la correccion de continuidad (b). De los errores
observados, un 25% presenta confusion sobre los limites de la correccion de
continuidad al calcular la probabilidad (opciones a y d); un 2% (opcién e) tiene
problemas en traducir el lenguaje a una desigualdad. No se ha encontrado
investigaciones previas que hayan analizado la comprension de la correccion de

continuidad por parte de los estudiantes.

270



Significado personal de los estudiantes

Tabla 7.4.1.3. Frecuencias y porcentajes de respuestas a distractores en el Item 3 (n=134)

Item 3. La aproximacion normal mejora cuando el intervalo a calcular en probabilidad:

Frecuencia Porcentaje

a) Se acerca al extremo superior de valores de la distribucién binomial 13 9,7
b) Se aparta del término central de valores de la distribucion binomial 9 6,7
c) Se acerca al extremo inferior de valores de la distribucion binomial 10 7,5
d) Se acerca al término central de valores de la distribucion binomial 89 66,4
No responden 13 9,7

En el item 3 (Tabla 7.4.1.3) se mide la comprension de otro factor que influye en
la buena aproximacion a la binomial: la forma de la distribucion binomial mejora en
simetria y apuntamiento en torno al valor esperado de la variable, cuando aumenta el
valor de n. Un 66% de estudiantes valora la mejora de la aproximacion normal a la
binomial al calcular la probabilidad de un intervalo de valores centrales de la
distribucion (opcién d). En cambio, respecto de los errores, un 23,9% espera mejor
exactitud en la convergencia en valores alejados de los centrales (opciones a, b y c).
Este item corresponde a la propiedad cuatro de Méndez y el porcentaje de alumnos que

la comprenden es mayor que la obtenida en la investigacion citada.

Tabla 7.4.1.4. Frecuencias y porcentajes de respuestas a distractores en el Item 4 (n=134)

Item 4. Una maquina llena paquetes de azucar de 1 k. El error promedio de llenado de cada paquete es 2
gramos y la desviacion estandar 3 gramos. Si se llenan 400 paquetes a la hora, el calculo de la
probabilidad aproximada de que el exceso de azlcar sea menor que 750, seria:

Frecuencia Porcentaje

= 5 37
a) P(X 2 <-0,83)
. 70 52,2
b pEXi=80 5,
3/20 6
< 50 373
o PR 2.2
015 6
- 9 6,7
d) P(ZX'T“OO<—0,83)

El item 4 (Tabla 7.4.1.4) presentdé mayores dificultades del grupo, ya que de los
134 estudiantes, solo un 37% identificd correctamente las operaciones necesitadas en
la estandarizacion para el calculo de una probabilidad en la distribucion asintotica de la
media muestral en una muestra suficientemente grande. Se observa que la mayor
frecuencia de error, con un 52%, fue considerar la suma de variables aleatorias, en lugar
de la media, y no tener en cuenta que la desviacion estandar de la suma debe ser 60 y no
0,15=3/20. Un 7% confunde la esperanza de la variable suma y también de la varianza,

y un 4% comete errores de estandarizacion de la varianza del promedio de la muestra.
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Tabla 7.4.1.5. Frecuencias y porcentajes de respuestas a distractores en el Item 5(n=134)

item5. Sea X, variables aleatorias independientes con la misma distribucion. Sefiala cuéal de los
siguientes enunciados es falso

Frecuencia Porcentaje

30 9 6,7
a) La P(a< £ Xj<b) se puede calcular mediante el area bajo una curva

i=1
normal entre ay b
b) Para n observaciones grandes de una poblacion con una media finita u 4 3,0

y una varianza finita o2, la distribucion de muestreo de la suma s, =¥ X;
se puede aproximar con una funcion de densidad normal cuya media es nu

y varianza no? .

y . 30 . B 51 38,1
c) La funcion de densidad f, de la X X;se aproxima a la funcion de
i=1

densidad de una distribucion normal, Lim fj(2) :Lexp(—z2 12)

Nn—0 N2
d) Si X, tiene recorrido 1,2,3 con probabilidades respectivas 0,2, 0,5,
>Xj—np

A/npq
distribucion normal N (0,1).
e) Cuando n es grande, la distribucion de la media muestral X se 7 5,2

2
. . -, o . ..y
aproxima a la distribucion normal N(z , —) con media « Yy desviacién
n

63 47,0

0,3, entonces, para n = 30, la expresion sigue una

estandar o/n .

El item 5 (Tabla 7.4.1.5) pone a prueba los distintos enunciados del teorema
central del limite dados a lo largo de las tres lecciones. Un 47% de estudiantes distingue
el enunciado falso del teorema, encontrando un error en la estandarizacion de una
variable con distribucion discreta acotada de la distribucién binomial (opcion d). De las
respuestas erréneas, un 38% no reconoce el enunciado del teorema como limite de una
sucesion de funciones (opcion c¢), lo que puede deberse a que en la leccion 3 nos
limitamos s6lo a enunciar el teorema y desarrollar su demostraciéon. S6lo un 5% no
asimila el enunciado clasico a traves del promedio muestral, presente en los textos. Un
9,7% no reconoce el teorema para la suma de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas, al aplicarlo a un rango de valores para un tamafio muestral

grande. No se ha encontrado investigaciones relacionadas con este item.

Tabla 7.4.1.6. Frecuencias y porcentajes de respuestas a distractores en el Item 6(n=134)

Item 6. La rapidez con la que la suma de variables aleatorias Frecuencias Porcentaje
se aproxima a la distribucion normal depende: (contesta cada apartado) \% F de aciertos
a) De las distribuciones de las v.a. X 78 56 58,2
b) Del tamafio de la muestra n 124 10 92,5
¢) De los valores de los parametros 90 44 67,2
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La importancia del item 6 (Tabla 7.4.1.3) es que pone en juego la comprension
intuitiva del teorema y el reconocimiento de las tres componentes que deben
considerarse para una buena aproximacion, cualquiera sea la distribucion de origen. Un
93% de los estudiantes asume la importancia del tamafio muestral en la precision de la
aproximacién (b), 67% comprende la sensibilidad de los parametros (c), y un 58%
considera la forma de la distribucién poblacional de origen (a). Otra mirada de estos
resultados desde la frecuencia de errores es la siguiente: 42% olvida la importancia del
tipo de distribucion (a) y 33% de los valores de los parametros (c) para la rapidez de la
convergencia. Se puede considerar la opcién b) dentro de la propiedad tres de Méndez
y la comprensién de nuestros estudiantes fue mayor que la citada en aquella
investigacion.

De acuerdo al esquema de razonamiento de Moreno (2003), se observa un nivel
analitico con un promedio de 72,6% de alumnos que valora la influencia del tamafo

muestral relacionandola con la distribucion inicial y los valores de sus parametros.

Tabla 7.4.1.7. Frecuencias y porcentajes de respuestas a distractores en el Item 7(n=134)

Item 7. La aproximacién a la normal es bastante buena para E . Porcentaje
- : . recuencias .
valores muy pequefios de n en variables aleatorias con de aciertos
S ; Vv F
distribucidn: (contesta cada item):
a) Asimétrica 21 113 84,3
b) Simétrica 110 24 82,1
b) Uniforme 97 37 72,4
¢) Sesgada 36 98 73,1

El item 7 (Tabla 7.4.1.7) evalia la comprension de los estudiantes de las
actividades de simulacion que han desarrollado a lo largo del proceso de estudio del
teorema. Un 82% de alumnos asimila la convergencia rapida en distribuciones de
probabilidades simétricas y un 72% en el caso particular de la distribucién uniforme
discreta o continua. Se puede mencionar, segun el esquema ERIE, que una gran parte
del grupo utilizé el razonamiento cuantitativo al considerar dos aspectos relevantes en la
aproximacion.

Los errores manifestados fueron los siguientes: Un 27% de estudiantes no
comprendid la dependencia de las formas de las gréficas distribucionales, aunque se
trabajo en clase la forma como es afectada la distribucién binomial para distintos
valores del pardmetro p, mostrando gréficas sesgadas para valores extremos. Mas aun,
se compararon las diferencias de calculo de esperanzas empiricas y tedricas para

muestras pequefias. Un 16% de estudiantes no comprende que si la distribucion de la
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poblacién es asimétrica se requeriran muestras de tamafo grande para la aplicacion del

teorema.

Tabla 7.4.1.8. Frecuencias y porcentajes de respuestas a distractores en el Item 8 (n=106)

Item 8. Responda Verdadero (V) si la proposicién es siempre verdadera. En E . Porcentaje

e . . recuencias .
caso contrario justifique sustituyendo las palabras en el casillero Falso para v r de aciertos
las que hagan siempre verdadera la proposicion:

Una distribucion muestral describe los valores que tomaria un estadistico en
muchas repeticiones de una muestra 0 de un experimento en las mismas 87 19 82,1
condiciones.

El item 8 (Tabla 7.4.1.8) evalla la comprension de un topico clésico de un curso
de estadistica universitaria: el estudio de muestras aleatorias, que conllevara bajo ciertas
condiciones a la necesidad del estudio del teorema central del limite. Del grupo de 106
alumnos que contestaron el item, un 82% comprende y reconoce el objetivo de la
distribucion muestral. Una de las respuestas incorrecta asocié esta definicién con el
concepto de variable. Un 18% no advierte el estudio de estadisticos obtenidos de
muestras, que incidird en la comprension del teorema central del limite y su aplicacion

en los contrastes de hipétesis (Vallecillos, 1994).

Tabla 7.4.1.9. Frecuencias y porcentajes de respuestas a distractores en el Item 9 (n=106)

Item 9. La desviacion estandar de la media muestral aumenta a medida que crece el Frecuencias %o
tamafio de la muestra.

Verdadero 46 43,4
Falso (correcto) no justifica 9 8,5
Falso (correcto) justifica correctamente 51 48,1

En el item 9 (Tabla 7.4.1.9) un 43% de los estudiantes dio como verdadera la
proposicion, siendo incorrecta y por tanto tienen dificultades en la interpretacion de la
estimacion de la media muestral, como también de la bondad del ajuste de
aproximacion. Un 57% respondio falsa (respuesta mayoritaria) es decir, que disminuye
la desviacion estandar del promedio muestral al crecer la muestra. Sin embargo, hubo
respuestas con las siguientes argumentaciones erroneas: permanece constante, aumenta
segun la variabilidad de los datos, solo si la muestra es representativa de la poblacién, la
varianza aumenta, no depende del tamafio de la muestra, se aproxima mas a la
distribucién normal. Este item se relaciona con la propiedad dos de Méndez que dice: la
varianza de la distribucién muestral es menor que la de la poblacion y también fue

analizada en las investigaciones de delMas y Garfield y Chance (1998).
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Tabla 7.4.1.10. Frecuencias y porcentajes de respuestas a distractores en el Item 10 (n=106)

Item 10. Las representaciones graficas de todas las distribuciones muestrales tienen Frecuencias %
forma simétrica.

Verdadero 30 28,3
Falso (correcto) no justifica 14 13,2
Falso (correcto) justifica correctamente 62 58,5

Los resultados del item 10 (Tabla 7.4.1.10) permiten apreciar que un 28% del
grupo curso ha respondido de forma incorrecta (opcion Verdadera) y no conciben que
algunos histogramas de las distribuciones muestrales tengan forma asimétrica,
dependiendo de los factores anteriores mencionados. Wayner (1992) enfatiza las
dificultades sobre aspectos de comprension de graficos, determinando tres niveles de
preguntas, desde nivel elemental a comprension profunda de la estructura total de datos.

Esta pregunta corresponde al nivel mas alto en esta clasificacion.

Tabla 7.4.1.11. Frecuencias y porcentajes de respuestas a distractores en el ltem 11 (n=106)

Item 11. Responda Verdadero (V) si la proposicidn es siempre verdadera. En E . Porcentaje

A - - recuencias .
caso contrario justifique sustituyendo las palabras en el casillero Falso para v = de aciertos
las que hagan siempre verdadera la proposicion:

La media muestral tiene una distribucion aproximadamente normal cuando n

es suficientemente grande, independiente de la forma que tenga la poblacion. 80 26 755

Un 72% respondié a la alternativa correcta que es falsa, con varias
argumentaciones; por ejemplo, que puede ser asimétrica, que no ocurre en todas las
distribuciones. También razonan a través de contraejemplos y gréficas realizadas, con
comentarios como: la distribucion chi-cuadrado y de Fisher no son simétricas, algunas
distribuciones pueden dar forma exponencial, solo la normal es simétrica, al aproximar
a la distribucion normal tiene forma simétrica, también que se cumple paran > 30y p
cercano a 0,5, solo cuando n es grande, que depende de su parametro. Otra
argumentacion diferente fue que la distribucion uniforme es simétrica para n pequefio.

De los estudiantes participantes del proceso de estudio del teorema, un 76% ha
reconocido de forma general uno de los enunciados del teorema central del limite (Item
11, Tabla 7.4.1.11) y por otra parte, un porcentaje no despreciable de 24% no se ha
familiarizado con este enunciado comun en los textos de referencia del curso, que hace
referencia al estadistico clasico y potente de la media muestral. Este item evalla la

propiedad tres de Méndez. Los resultados fueron mejores que los de aquél autor.
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Tabla 7.4.1.12. Frecuencias y porcentajes de respuestas a distractores en elltem12 (n=106)

Item 12. Responda Verdadero (V) si la proposicién es siempre verdadera. En = . Porcentaje
P . . recuencias .

caso contrario justifique sustituyendo las palabras en el casillero Falso para v = de aciertos

las que hagan siempre verdadera la proposicion:

Cuando el estadistico de prueba es t y el nimero de grados de libertad se

hace muy grande, el valor critico de t estd bastante préoximo a la normal 94 12 88,7

estandar z.

En la Tabla 7.4.1.12 se observa que un 89% de los estudiantes asimilé la bondad
de la convergencia de la distribucion t-student, distribucion especial e importante en
inferencia estadistica, a la distribucion normal. Un 11% tiene problemas al no distinguir
los grados de libertad o tamafio de la muestra (valores mayores que 30) que se establece
en las tablas estadisticas para que la aproximacion numérica sea muy buena. El item 12
se considera un caso particular de la propiedad tres de Méndez. Al igual que el item

anterior los resultados fueron mejores en nuestra investigacion.

Tabla 7.4.1.13. Frecuencias y porcentajes de respuestas a distractores en el Iltem 13 (n=106)

Item 13.EI valor normal estandar se usa para todas las inferencias sobre proporciones Frecuencias %o
de la poblacion.

Verdadero 84 79,2
Falso (correcto) no justifica 15 14,2
Falso (correcto) justifica correctamente 7 6,6

El item 13 solo fue contestado correctamente por un 21% del estudiantado, que
considerd la afirmacion es valida s6lo en muestras de tamafio grande. Es alto el
porcentaje que contestd equivocadamente que la distribucion normal estandar se usa en
inferencias para cualquier tamafio de muestra sobre la proporcion. Esto concuerda con
lo que afirman Hawkins, Joliffe y Glickman (1992) sobre el uso de la tipificacion de la
normal estdndar en general, donde la dificultad no recae en el calculo, sino més bien al
considerarla como supuesto en la estimacion relacionada imperiosamente con el

teorema central del limite.

Tabla 7.4.1.14. Frecuencias y porcentajes de respuestas a distractores en el Iltem 14 (n=106)

- . . ., . v H 0,
item 14. EI valor esperado de la distribucion muestral de las medias muestrales X es Frecuencias %
igual a la media de la muestra.

Verdadero 86 81,1
Falso (correcto) no justifica 6 5,7
Falso (correcto) justifica correctamente 14 13,2

El item 14 (Tabla 7.4.1.14) también fue dificil de contestar para los futuros

ingenieros. Solo un 19% anot6 falsa esta proposicion, al comparar las medias del
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estadistico y de la poblacién con argumentos tales como: El valor esperado del
promedio muestral es igual a la media poblacional, E()‘(): 4 ; Ocurre en la distribucion
normal; La afirmacién debe modificarse, porque no es igual. Hubo otras respuestas no
afortunadas al cambiar en el item igual por similar, indicar que se cumple siempre que
sea insesgado o que no siempre se cumple. Un 81% de los estudiantes confunde los
conceptos de parametro y estadistico obtenidos de las muestras, confusién que ha sido
destacado por Vallecillos (1994) en estudiantes de otras especialidades.

Corresponde también este item a la propiedad uno de Méndez: La esperanza de
la distribucién muestral de la media muestral es igual a la media de la poblacion, a
medida que el tamafio de la muestra tiende al infinito. Al igual que en la investigacion
de Méndez, los estudiantes evidencian una carencia de comprension intuitiva de la
distribucion de la media muestral, no asi en el procedimiento formal de esta propiedad.
Comparado con el constructo de poblacion y muestra del esquema ERIE de Moreno
(2203), el razonamiento analitico no fue bien utilizado para diferenciar parametro y
estadistico, es decir razonaron en el nivel de transicion solo formal y no en el contexto

intuitivo.

Tabla 7.4.1.15. Frecuencias y porcentajes de respuestas a distractores en el Iltem 15 (n=106)

Item 15. La experiencia indica que 50% de todos los estudiantes en un curso cometeran errores de
programacion, ¢Cual de estos casos te parece mas probable? Indica por qué has elegido esta opcion:

Frecuencia Porcentaje

a) Que entre los proximos 10 estudiantes seleccionados 8 0 mas 13 12,3
cometan errores de programacion.

b) Que entre los proximos 100 estudiantes seleccionados 80 o mas 12 11,3
cometan errores de programacion.

c) Las dos cosas anteriores son igual de probables. 81 76,4

En el item 15, s6lo un 12% de estudiantes acert6 en considerar mas probable el
caso de muestra mas pequefia como la de n=10. Un 76% no diferencié el tamafio de la
muestra en el célculo de probabilidad, lo que puede justificarse por la heuristica de la
representatividad (Kahneman y cols., 1982). También, hubo un 11% que sefial6 méas
probable el evento de cometer error de programacion asociada a un tamafio de muestra
grande, resultado que también fue encontrado por Serrano (1996) en su investigacion
con futuros profesores. En este item las justificaciones fueron diferentes en las tres
opciones. A continuacion se describen seis categorizaciones encontradas en los alumnos

y que son los siguientes:
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1. A mayor tamafio de muestra disminuye la probabilidad de ocurrencia (Justificacion
algebraica correcta). Algunos estudiantes calcularon la probabilidad aproximada
para los dos valores de n (como el ejemplo que se incluye a continuacién) en forma
simbdlica. Ello supone reconocer la aplicacion de la distribucion binomial en este
contexto y utilizar el campo de problemas CP1 (aproximacion a la binomial),
calcular correctamente la media y varianza de la suma de variables aleatorias
(propiedades P1 y P2), aproximar una distribucion discreta por una continua (P7),
usar la transformacion algebraica (AP1), tipificar (procedimiento AP2) y calcular
probabilidades con tablas o calculadora (AP3), aplicar la correccién de continuidad
(propiedad P12). Realizan un argumento algebraico y deductivo (A1) mediante el
calculo correcto de probabilidades y razonan de lo general a lo particular (A2). El
teorema central del limite es aplicable en ambos casos, ya que satisfacen la regla
empirica que np y ng son mayores o iguales a 5 (Walpole y Myers, 1999, pp. 217).

A continuacion se muestra un ejemplo:
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2. También se registro el desarrollo de la probabilidad mediante la binomial para n
=10 y mediante la aplicacion del teorema para n =100. Los elementos de
significado usados serian similares al caso anterior, considerando las propiedades “si
n es grande se puede usar el teorema central del limite” (propiedad P4: la
aproximacién de la suma de variables aleatorias mejora para muestras grandes), “la
aproximacion de una distribucion discreta por una continua” (P7) y “usando la

correccion de continuidad” (P12).

“Si X; ~ bin (=10, p=1/2) entonces P(X>8) = 0,055
Si X; ~ bin (n=100, p=1/2) entonces P(X>79,5) = 9,87x10™°”.
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3. A mayor tamafo de muestra disminuye la probabilidad de ocurrencia (Justificacion
algebraica sin usar correccion de continuidad). Varios estudiantes optaron
correctamente por la opcion a), pero no aplicaron en el desarrollo algebraico (AP1, AP2
y AP3) la propiedad de correccion de continuidad (P12); al aproximar una variable
discreta con distribucion binomial por una variable continua de distribucién normal
(P7). Un ejemplo de este tipo de respuesta se muestra a continuacion para el caso en que
n=100, usando las propiedades P1 y P2 y mediante las validaciones (Al y A2).

ol Mz P f-}&j : Ff_-r-i]il"ff-"ﬂ; ¢ Plwo) = {I!?j'q""“fl*(w“ Y

: . -]
(o] 12

b) M iop Plx 280} Woe(ny wpy) *O,p34E
A *J - = = = - ﬂl.f; -
t'J (%) 26) - Plxégn) = | r{a&ﬁ $ ﬁa_&.i.f, |- fleam T

4. A mayor tamafio de muestra disminuye la probabilidad de ocurrencia (Justificacion
algebraica con algin error o bien no la completa). Nueve fueron los alumnos que
intentaron validar su respuesta algebraicamente (Al); algunos quedaron a mitad del
desarrollo, con errores de tipificacion (AP2) en la varianza del estadistico de la suma
(P2) y por ende el procedimiento de célculo de la probabilidad (AP3) es incorrecto. El
siguiente ejemplo muestra el procedimiento algebraico incorrecto sin usar también la

propiedad P12.

A e s e e
Indica por qué has elegido esta opeidn: . N e mafolOn o
N A FEAOD A U AR 2 AN,
L0, 0=10 P Rt- LR = B sy L PR & B0
e Vo e A0 = 1m P L B0 I T e
cuda TCL o N(528 ] ; =4~ iy
) 3 ey TR kR i -
P(a=3)= .ll :;'--‘e-‘: e = 91
= A1)

5. A mayor tamafio de muestra mayor probabilidad de ocurrencia (Justificacion verbal
incorrecta). Algunos alumnos piensan que debido a la convergencia en probabilidad, al
crecer el tamafio muestral, aumentaran las posibilidades de éxito. Algunas respuestas en
esta categoria fueron: Se presenta un ejemplo en que se reconoce el campo CP1y la
propiedad P4: que la aproximacion mejora segun aumenta el nimero de sumandos, pero

obtiene incorrectamente una conclusion (argumento A6).

““Son los dos probables p=1/2, se trata la misma proporcion porque a medida que aumentamos
el n la probabilidad referida a la muestra va aumentando™.
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6. Heuristica de representatividad: No se tiene en cuenta el tamafio de la muestra
(justificacion verbal incorrecta). Como se observa en la tabla 7.4.1.16, es alto el
porcentaje de estudiantes que presentaron insensibilidad al tamafio muestral,
considerando que en los dos tamafios muestrales dados el porcentaje de cometer error en
la programacion es el mismo. Estas concepciones erréneas fueron principalmente
declaradas de forma verbal, sefialando por ejemplo: “El parametro sigue siendo el
mismo, sélo estamos variando el tamafio de la muestra; son equivalentes ya que solo se
esta multiplicando por un escalar 10”; “No importa el tamafio de la muestra pues el
enunciado habla del 50% del total entonces esta informacion se puede ocupar para
cualquier muestra”. La solucion mas frecuente se muestra a continuacion, en que no se
reconoce el campo de problema CP1 y se comparan so6lo las proporciones. Tampoco se
usan las estrategias, propiedades y argumentos que otorga el teorema en una solucion

algebraica aproximada.

“Porque al sacar la proporcion de estudiantes en las dos opciones dio el mismo resultado, es
decir, al sacar la probabilidad de que 8 de 10 alumnos cometa errores es 0,8 y la probabilidad

de que 80 de 100 alumnos cometan errores es 0,8”.

Tabla 7.4.1.16. Frecuencias y porcentajes de respuestas a justificaciones en el Iltem 15

Item 15. La experiencia indica que 50% de todos los estudiantes en un curso cometeran errores de
programacion, ;Cual de estos casos te parece mas probable? Indica por qué has elegido esta opcion:

Frecuencia Porcentaje

1. Justificacion algebraica correcta usando correccion de continuidad 2 1,9
2. Justificacion algebraica correcta sin usar correccién de continuidad 8 75
3. Justificacion algebraica incorrecta 9 8,5
4. Justificacion verbal incorrecta 10 9,4
5. Heuristica de representatividad 48 45,3
6. No justifica 29 27,4

Las frecuencias de tipos de justificaciones encontradas en el item 15 se
presentan en la tabla 7.4.1.16. Se registraron un 27% de respuestas sin justificacion
alguna; de las cuales 23 alumnos eligieron la opcién c), 3 la a) y 3 la b). Ademas, un
54,7% de los 106 alumnos justificaron en palabras, un 17,9% lo hizo mediante
formulacion algebraica, de los cuales un 9% tuvo problemas con el desarrollo
algebraico y de las 10 respuestas correctas solo 2 utilizaron la correccion de
continuidad. Se destaca el alto porcentaje de alumnos que muestran la heuristica de la
representatividad, incluso despues de la ensefianza formal del teorema central del limite

y de las variadas actividades de simulacion.
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7.4.2. RESULTADOS GLOBALES
Para completar el estudio del cuestionario, se presenta en las Figuras 7.4.2.1 a

7.4.2.3 la distribucion del namero total de respuestas correctas en la primera y segunda
parte y en el total (teniendo en cuenta que el nimero de alumnos participantes en cada
caso varia). En todos los casos el nimero medio de respuestas correctas es superior a la
media teorica (mitad de preguntas) y hay normalidad aproximada de las distribuciones.
Ello sugiere un primer criterio de idoneidad cognitiva del proceso de estudio, aunque,
por supuesto, se aprecia una variabilidad en los resultados, oscilando el nimero de

respuestas correctas en el global de la prueba entre 5y 19.

Figura 7.4.2.1. Distribucién del nimero de items correctos en la primera parte del cuestionario (12 items)

14

Fracusmiin

e

Figura 7.4.2.2. Distribucion del nimero de items correctos en la segunda parte del cuestionario (8 items)

F P eusneis

rotall

El estudio se complementa con un analisis cluster de la matriz alumnos por

respuestas a los diferentes items, con la finalidad de mostrar agrupaciones de preguntas
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y de estudiantes. Con frecuencia la clasificacion es el primer paso para la comprension
de un fendmeno complejo, ya que el interés esta en determinar, en el conjunto dado,

clases tan diferenciadas como sea posible (Cuadras, 1991).

Figura 7.4.2.3. Distribucidon del nimero total de items correctos en el cuestionario (20 items)

F i scudmcia

Si con este procedimiento se llega a determinar la existencia de agrupaciones
claramente diferenciadas, se puede lograr un doble objetivo: En primer lugar, las
variables pertenecientes a un mismo grupo, podrian estar midiendo el mismo tipo de
conocimiento, por lo que seria posible prescindir de alguna de ellas o sustituir todo el
grupo por una funcion de las variables que lo integran. Por otro lado, el nimero de
grupos claramente diferenciados determina el niUmero de caracteristicas esencialmente
diferentes, por lo que este método puede ser un paso previo al andlisis factorial, que en
este caso no podemos aplicar por ser pequefio el nimero de alumnos, en relacion al
numero de variables.

El anélisis cluster de variables (respuestas correctas/incorrectas a los items),
utilizando como distancia el coeficiente de correlacion (aplicable al ser items
dicotomicos) y criterio de aglomeracion el vecino mas proximo, se presenta en la Figura
7.4.2.4. De este modo, al formarse los grupos cada variable se une, en primer lugar con
la que mas correlaciona con ella. Cada grupo, una vez formado, se sustituye por su
centro de gravedad y el proceso continla iterativamente hasta agotar las variables. Se

observa tres grandes grupos de variables, que a su vez se dividen en varios:
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Figura 7.4.2.4. Resultados del analisis cluster de variables

Rescaled Distance Cluster Combine

0 5 10 15 20 25
Num +-———————- S R —— S R TR - T — +
Representatividad i15 _]
Representatividad ' 15j
Aproximacion binomial il I
Tipificacion media muestral i4
Influencia n en convergencia i6b |
Forma distribuciones muestrales i10
Convergencia T a normal i12

Mejor convergencia en centro

Dist. Asintética media muestral i1l ]
Enunciados del teorema i5 |
No siempre se cumple el TCL i13
Aproximacion d. asimétricas i7a _J
Aproximacion d. simétricas i7b
Efecto parametros en el TCL i6c |
Aproximacion d. uniformes i7c
Aproximacion d. sesgadas i7d
Concepto distribucion muestral i8 |
D. tipica media muestral i9 —
Correccion de continuidad i2 |
Valor esperado media muestral i14
i6a

Efecto distribucion inicial

El primer grupo (items 15, 15j, 1, 4, 6b, 10, 12, 3, 11) engloba la aproximacion
binomial, heuristica de representatividad (relacionada con ella), influencia de n y
mejor convergencia en el centro de la distribucion. La mayoria de los criterios se
relacionan con el campo de problemas CP1 (Aproximacion de la distribucion
binomial a la normal). La configuracion que podria representar este grupo es de una
comprension intuitiva del teorema destacada en casos particulares de las
distribuciones binomiales y t-student bajo la condicion de bondad de la
convergencia principalmente en el tamario de la muestra.

El grupo central (items 5, 13, 17 a y b, 6c, 7c, 7d) incluye los enunciados del
teorema para la distribucion muestral de la suma y el promedio que es alcanzada
por la funcion densidad normal, condiciones de cumplimiento y aproximacién en
ciertos tipos de distribuciones (sesgadas/no, simétricas/no). Al distinguir las
distintas formas del teorema, importancia del estudio paramétrico de las
distribuciones, realizadas en actividades experimentales con ordenador,
relacionamos este grupo con la configuracion de simulacion utilizada en la

ensefianza.
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e EIl ultimo grupo (items 8, 9, 2, 14, 6a) se relaciona con el concepto de distribucion
muestral, valor esperado y varianza de la media muestral, correccion de continuidad
y el efecto de la distribucion de probabilidad inicial. Podemos caracterizar este
grupo en una comprensién formal algebraica del teorema con sus elementos

relacionados.

También se ha realizado un analisis cluster de sujetos, utilizando de nuevo el
vecino mas préximo como criterio de aglomeracion y como distancia la distancia
euclidea simple. En este caso se uséd el algoritmo de k-medias (en lugar del cluster
jerarquico), que permite solicitar un nimero concreto de grupos y examinar las posibles
diferencias de los mismos en cuanto a las variables. Se probaron diferentes
agrupaciones (namero de grupos) con los criterios de que el niUmero de estudiantes por
grupo fuese razonable y que los grupos pudiesen interpretarse en relacion al marco
tedrico. En la Tabla 7.4.2.1 se presentan los “promedios” (valor tipico) de las diferentes
variables para cada grupo, en la Tabla 7.4.2.2 los contrastes Anova de diferencia de
medias por grupo para cada variable y en la Tabla 7.4.2.3 el nUmero de sujetos por

grupo.

Tabla 7.4.2.1. Centros de los conglomerados finales en el analisis cluster de sujetos
3 4 1
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Tabla 7.4.2.2. Resultados de ANOVA (Contraste de diferencia de medias)

Conglomerado Error
Media Media )
cuadrética gl cuadratica ol F Sig.
il 1,104 3 ,215 100 5,131 ,002
i2 1,283 3 141 100 9,121 ,000
i3 4,490 3 ,109 100 41,180 ,000
i4 3,585 3 141 100 25,459 ,000
i5 ,680 3 ,238 100 2,858 ,041
i6a 1,943 3 ,197 100 9,864 ,000
i6b ,136 3 ,070 100 1,948 127
i6c 1,575 3 ,185 100 8,519 ,000
i7a 1,598 3 ,087 100 18,278 ,000
i7b 1,900 3 ,092 100 20,678 ,000
i7c 2,534 3 ,133 100 19,035 ,000
i7d ,763 3 ,186 100 4,098 ,009
i8 ,258 3 ,148 100 1,750 ,162
i9 ,827 3 ,232 100 3,569 ,017
i10 ,831 3 ,189 100 4,410 ,006
i11 1,210 3 ,159 100 7,622 ,000
i12 ,036 3 ,105 100 ,340 ,796
i13 ,587 3 ,156 100 3,765 ,013
i14 ,381 3 ,150 100 2,539 ,061
i15 ,467 3 ,100 100 4,677 ,004
i15] ,091 3 ,088 100 1,040 ,378

Tabla 7.4.2.3. Numero de casos en cada conglomerado

Conglomerado 1 25,000
2 18,000
3 38,000
4 23,000
Validos 104,000
Perdidos 32,000

En lo que sigue se interpretan los grupos formados como “Configuraciones
cognitivas” diferenciadas en la comprension del teorema central del limite en los
estudiantes de la muestra. Los items 6b, 8, 9, 12, 13, 14 y 15j no discriminan a los
estudiantes. Todos los grupos presentan la heuristica de la representatividad, generalizan
excesivamente el teorema central del limite y confunden las diferentes medias
(muestral, poblacional, valor esperado de la media).

e El grupo 3 (38 sujetos) es el que mas respuestas correctas dan (15). Manifiesta una
comprension casi completa del teorema central del limite, aparte de los errores
citados.

e Elgrupo 4 (23 estudiantes) con 12 respuestas correctas se caracteriza por fallar a la
vez en los items 1y 3, correspondientes al campo de problemas CP1 (aproximacion

binomial a la normal), donde no ha comprendido bien las condiciones de la
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convergencia y la parte del rango de la variable donde hay mejor aproximacion. No
relaciona la convergencia de la distribucion binomial como un caso particular del
teorema central del limite. También presenta confusion sobre la convergencia de la
media muestral (campo de problemas CP12) y propiedad P3 (distribucién de la
media muestral).

El grupo 1 (25 estudiantes) también con 12 respuestas correctas es el Unico que
realiza correctamente la tipificacion de la media muestral. Al igual que el anterior
falla en parte de las propiedades de la convergencia de la distribucion binomial,
aunque hace diferentes errores, como el concepto de distribucion muestral.

Por ultimo el grupo 2 (18 estudiantes) con solo 10 respuestas correctas, aunque
parece comprender bien el campo de problemas CP1, tiene errores en la
tipificacion, confunde los diferentes enunciados del teorema y las condiciones de

convergencias (diferentes apartados en los items 6 y 7).

En consecuencia, se puede diferenciar cuatro niveles de configuraciones

cognitivas:

Alumnos que consideran el problema de aproximacion de la distribucion binomial a
la normal (CP1) y de la convergencia de la media muestral (CP12) como casos
particulares del teorema central del limite e identifican los diferentes enunciados del
teorema (Grupo 3) y condiciones de convergencia.

Alumnos que no incluyen en el teorema los anteriores campos de problemas, aunque
identifican sus diferentes enunciados y las condiciones de convergencia (Grupos 1y
4) que se diferencian entre si por errores en algunos conceptos relacionados y en la
correcta /incorrecta tipificacion, es decir en algunos errores procedimentales.
Alumnos que, aunque incluyen el caso de la aproximacion de la distribucion
binomial a la normal (CP1) como un caso particular del teorema, no comprenden

las condiciones de la convergencia y confunden los diferentes enunciados.

7.5. RESULTADOS EN PROBLEMAS ABIERTOS

Para completar la evaluacion llevada a cabo con el cuestionario, se incluye en el

mismo dos problemas abiertos que permitirian un analisis mas detallado del uso de

argumentos y procedimientos de los alumnos en relacion con el teorema central del

limite, los cuales fueron escasamente evaluados en el conjunto de items. Asimismo, se

286



Significado personal de los estudiantes

queria analizar la capacidad de los estudiantes para poner en relacion los diversos
elementos de significado en la resolucién de estos problemas.

Una vez recogidas las respuestas escritas de los alumnos a los problemas, se
realizé un analisis de contenido de dichas respuestas, deduciendo a partir de los mismos
una serie de variables estadisticas que posteriormente se analizarian. Para llevar a cabo
este analisis de contenido, primero se definio los elementos de significado que podian
aparecer en la resolucion de los problemas. Para cada alumno y cada problema,
analizamos si en su resolucion el alumno habia usado correcta o incorrectamente dicho
elemento de significado, asignando un cddigo a una variable definida para tener en
cuenta dicho elemento. Una vez que realizamos la clasificacion de elementos de

significado, se procedio a la codificacion de las respuestas de la siguiente manera:

e Blanco si el alumno no aplico el elemento correspondiente;
e 1sielalumno lo aplicé de forma correcta;

e 0sielalumno lo aplicé de forma incorrecta.

De esta forma, resultaron 15 variables (una por cada elemento de significado
interviniente) en el problema 1 y 22 variables en el problema 2. Se grabaron dos
ficheros de datos, uno correspondiente a cada problema. En lo que sigue se describe los

resultados obtenidos en estos problemas, cuyo contenido se analizo en la seccién 7.3.

7.5.1. RESULTADOS EN EL PROBLEMA 1

Problema 1. Construccion de un Cruce. Se supone que X, el nimero de accidentes por mes en un cruce
de carreteras dado, tiene una distribucidn Poisson con p=6. Si el nimero de accidentes durante tres afios
es mayor o igual de 240, se debera reconstruir el cruce debido a un programa otorgado por el estado.
Aproxime la probabilidad de que el cruce en cuestion sea considerado en el programa de emergencia del
estado. Comente el resultado.

En este problema se debe aplicar el teorema central del limite para el caso de la
suma de variables aleatorias discretas independientes idénticamente distribuidas (CP2).
El procedimiento de resolucion clasico se basa en un desarrollo algebraico, relacionando
varias propiedades expresadas en forma simbdlica; y en que el alumno debe tomar una
decision situada en la ingenieria civil, basada en la aproximacion de la distribucion de
Poisson por la normal. Los objetos matematicos identificados en las respuestas de los

134 alumnos se describen a continuacion.
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Campos de problemas

Sesenta y un alumnos hacen referencia explicita al teorema para la distribucion
de la suma de variables discretas no acotadas idénticamente distribuidas (CP2), ya que
la distribucion Poisson, aunque se presenta acotada en las aplicaciones, no lo esta
tedricamente. Un ejemplo es el siguiente: “X es el nimero de accidentes por mes en un
cruce, luego aplicando el principio de variables discretas no acotadas, se puede
normalizar con media y varianza n veces el parametro de la Poisson”.

El resto de estudiantes que proporciona solucion trabajaron mediante la v.a. X

, . .. 36 ,
(ndmero de accidentes en un mes) y no definieron la nueva v.a. suma Y X; (numero
i=1

total de accidentes en tres afios), como se muestra en el siguiente ejemplo, donde el
alumno divide el nimero total de accidentes cuya probabilidad se pide entre los 36
meses. Por tanto, estos alumnos no identificaron este problema como uno especifico del

teorema central del limite para el campo CP2.

Sea X: numero de accidentes por mes en un cruce de carreteras
X~P(u=6) con aproximacion X~N(6,6) y entonces se pide P(X>240/36)=P(X>6,67)

Lenguaje

Un elemento caracteristico del lenguaje usado en las aulas de estadistica para
ingenieros son las notaciones y la simbologia, incluyendo las expresiones utilizadas en
la formulacion del teorema y la descripcion de los conceptos relacionados. En este
problema los alumnos, en su mayoria, utilizan simbolos para expresar la distribucion de
la suma de v.a., la estandarizacién a la distribucion normal y el calculo de la
probabilidad de Sp; también para la esperanza y varianza de la suma. En algunos casos
hubo error de notacion, utilizando X para la varianza en vez de la media muestral. No

hubo representacion grafica.

Enunciados

Un grupo numeroso de alumnos llega a enunciar explicitamente el teorema
central del limite para la suma de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas (E4). Como el nimero de accidentes en tres afios es la suma de una muestra
aleatoria de tamafio 36 (meses) de los valores de la distribucion de Poisson, aplicamos

el teorema obteniendo que la suma S, es aproximada por la distribucion normal de
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media y varianza 216. Por ejemplo, un alumno indica “Sy: el n° de accidentes en una
muestra de 36 meses es una variable aleatoria discreta no acotada que puede ser
aproximada por una distribucion normal”.

Otros alumnos enuncian correctamente el teorema de forma general (E5), es
decir, sin hacer referencia explicita a que la variable es discreta o de tipo Poisson. Estos
alumnos utilizan el hecho que sea cual sea la distribucion de la poblacion, la media
muestral es aproximada por una normal para un n grande. Un ejemplo, es el siguiente,
en que el alumno usa también un procedimiento algebraico correcto (AP1), junto con
una tipificacion (AP2) correcta y célculo de probabilidades correcto (AP3), y enuncia la

forma clasica del teorema, en los textos, para el estimador de la media muestral.

_ ey )
X w4 .-'_""') o/ 5 go7- -_r-')
W e ) V +/}¢’
¥ - e JA O P |"r 7 = 4 51.__;)

Un ejemplo de enunciados incorrecto del teorema se muestra a continuacion,
donde, aparte de no indicar que se requiere una muestra grande, hay error en el

procedimiento de tipificacion (AP2) y en la varianza del estadistico (P2):

6,666 — 6

V6

“Por el teorema se aproxima X~N(, ¢%), asi P(X >

)

Otro de los errores presentados fue mezclar los enunciados del teorema para la
suma de variables aleatorias (E4) y para el promedio muestral (E5), como el siguiente
caso, que usa la media de S, y la varianza de la media muestral, es decir, conlleva un
error en la varianza del estimador (P2):

cams Lo sruesha ef o fkecdads graude ppleosras

e caudpol ed luwte .
Ll T '”}“J;

Plrap > 249-2
X T

Ty L W

No se registrd ningun enunciado intuitivo del teorema (E6), es decir, usando un

grafico o recordando algunas actividades hechas en clase.
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Procedimientos

Los estudiantes, en general utilizan el calculo y transformacion algebraica de
variables aleatorias (AP1). Fue alta la frecuencia de uso correcto de esta técnica por los
alumnos, asi como estandarizar una variable discreta Poisson para aproximar por una
normal (AP2). Asimismo usan el calculo de probabilidades correctamente, pero sin

considerar la correccion de continuidad (P12), como el ejemplo a continuacion:

240-216

V216

P(S,>240) = 1- P(Z < ) =1- P(Z < 1,63) = 1 - 0,9484 = 0,0516

Otras dificultades en los procedimientos de resolucion se derivan del enunciado
incorrecto del teorema para la media muestral (E5), que se traduce en error en la
transformacion algebraica. El siguiente ejemplo muestra estos errores en la esperanza y
varianza de la media muestral declarada (P1 y P2), aunque la estandarizacion seria
correcta (AP2):

- - T R T P TR T T T

Los alumnos en su mayoria realizan bien el calculo de probabilidades con
calculadora o tabla (AP3); casi no hubo errores en cuanto a la lectura de la tabla
estadistica de la distribucion normal o el uso de la calculadora. Se observa en el
siguiente caso la correcta aplicacion del procedimiento de transformacion de la media
muestral, las propiedades P1 y P2, pero con el error de lectura de tabla, con un alto
costo en la decision equivocada como ingeniero de sugerir que deberia ser una prioridad

del estado la construccién del cruce:

2X;: nimero total de accidentes durante los tres afios.
6,67 -6
V1/6

“Respuesta: La probabilidad de que en tres afios el nimero de accidentes sea mayo a 240 es

P(=X;>240) = P(X >6,67) = P(Z> ) = P(Z>1,64) = 0,9495

alto, por lo que cruce en cuestion deberia ser considerado en el programa de emergencia del
estado”.
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Otros errores en el algoritmo de resolucion fueron debidos a que confunden la
desigualdad mayor o igual por menor o igual, y se equivocan al colocar la varianza por

la desviacion estandar de S, en la estandarizacion.

Propiedades

Una primera propiedad necesaria para resolver el problema es la media de la
suma de variables aleatorias (P1). La v.a. con distribucion Poisson de media y varianza
| es reproductiva, esto es, la suma de v.a.i. i.d. Poisson continta siendo Poisson pero de
media y varianza n . En el siguiente caso se expresa explicitamente la propiedad y se

calcula correctamente la media de la suma (AP1).

“X~P(u=6) entonces E(X)=6, V(X)=6
E(2X;) =6x36 =216 y V(ZX;) =6x36 = 2"

Varios alumnos tuvieron dificultades en deducir el valor de la media de la suma,
debido a que no identifican el problema como relacionado con una suma de variables
aleatorias. En lugar de ello, y, como se dijo anteriormente, aplicaron la regla de tres
simple para deducir el nimero de accidentes en un mes (considerando dicho numero
como constante) es de 240/36 = 6,67. Otro de los errores al enunciar el teorema fue
confundir el parametro p con el de la distribucion exponencial 1/4, con su consecuencia

en el mal célculo de la media y varianza de la suma (P1y P2):

“Sn : 2X; : nimero de accidentes en 36 meses. Como n>30 por el teorema central del limite
aproximamos Sn ~ N(n p, n 1) = N(6,6) donde E(Sn) = nx(1/6) =36x(1/6) = V(S,)”

Igualmente se requiere conocer la varianza de la suma de variables aleatorias
(P2). Al igual que la propiedad P1 fue alto el porcentaje de estudiantes que utilizd
correctamente esta propiedad, como se han visto en algunos de los ejemplos anteriores.
Sin embargo, hubo estudiantes que cometieron errores en su aplicacion, confundiendo la
varianza de la suma con la varianza de la media, como se ha mostrado en los casos
anteriores.

Se esperaba que algunos estudiantes reconozcan que se puede aproximar la

distribucion de Poisson (aproximacion de distribuciones clasicas P8) y que la
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aproximacion sera buena bajo las condiciones que el tamafio muestral sea grande y el
parametro de media sea mayor que 5. No se encontrd explicitamente esta respuesta.
Algunos alumnos utilizan la correccion de continuidad (P12), recordando que
esta propiedad se utiliza siempre que se aproxima una variable discreta por una
continua, como es el caso de la Poisson. Como se ha ilustrado anteriormente, gran parte
del grupo resolvio el problema sin considerar esta propiedad. El siguiente alumno
obtiene un resultado de 0,456 al tomar la varianza en vez de la desviacion estandar y no
relaciona correctamente la interpretacion del valor de probabilidad: ““Por la
probabilidad que hemos obtenido hay un 46% de posibilidades que la media se acerque
a 240 accidentes en 3 afos, por lo cual es muy probable que se pueda reconstruir el
cruce gracias al programa de emergencia del estado”. Otros usan la correccién de
continuidad, pero sélo calculan la probabilidad de un valor puntual 240 de la suma o

suman y restan 5 en lugar de 0,5, como se ejemplifica en estos dos casos:

\ | N L P 4
AT LT LA S .;"‘{.'I.] " m—

(236 < % £ 245 )

También, se usa erradamente la propiedad P12, sumando (en vez de restar) y

obteniendo como limite para calcular la probabilidad 240,5:

240,5-216

“Aplicando correccion de continuidad P(Z> 16/6 ) = P(2>0,68)

En otros casos se aplica la correccion al niumero de dias (y no al nimero de
accidentes), obteniendo 1095 dias en tres afios en lugar de 36 meses, y calculando la
probabilidad de un accidente en un dia p = u/n = 6/30 = 0,2, obteniendo la esperanza y

varianza respectivamente:
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“La variable X se aproxima a la distribucién normal X ~ N(u=np , > = npq) donde
H=0,2x1095 =219 y ¢° =175,2. Aplicando correccién de continuidad se tiene
240,5-219

41752

1- P(S,<240) =1 - P(Z< ) =1- P(z<1,62)= 0,0526”

Un alumno procedié como valor de correccion de restarle 1 a 240:

239-216

P(X>239) =1-P(X<239) =1- P(Z<
(X>239) (X<239) (<m)

Argumentos

En general, como se ha mostrado en los distintos casos anteriores, hubo poca
argumentacion, limitandose los alumnos a realizar un razonamiento algebraico
deductivo mediante simbolizacion, con escasa expresion verbal.

Algunos alumnos llegan explicitamente a una conclusion, tomando una decision
sobre la necesidad de construir un puente, en base a resultados del teorema (A6).
Ejemplo: ““La probabilidad de que en el cruce se produzcan por lo menos 240
accidentes en tres afios es muy baja (5,16%), por lo que creo no sera considerado en el
programa de emergencia”. Muchos alumnos sencillamente calcularon la probabilidad,
pero no interpretaron el resultado de esta probabilidad pequefia para la toma de una

decision, por ejemplo:

““La probabilidad de que el cruce en cuestion sea considerado en el programa de emergencia es
de un 5,48%”

Un error conceptual de algunos alumnos, que dificulté la toma de decision fue
considerar la probabilidad de ocurrencia 0,0516 del evento alta: ““Se podria construir ya
que es alta la probabilidad de accidentes en los tres afios”. Otros argumentos fallan
porque no llegan a la probabilidad correcta, por ejemplo un alumno obtuvo un resultado
de 0,7967, sin embargo la conclusion es correcta: ““tiene una importancia alta alrededor
del 80% de prioridad para el estado™. Otros valores mal calculados fueron 0,09259 y
0,0084 al no aplicar bien la propiedad P12, y 0,0 al calcular mal la media y varianza. El
siguiente alumno confunde el tamafio muestral con el recorrido de la variable suma,
usando n = 240 en lugar de los 36 meses, ademas de equivocarse en la tipificacion

(AP2) al considerar la varianza en lugar de la desviacion estandar:
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“Si X ~ P(u=6) aproximamos X ~N(i, 1) y entonces XX; ~N(np, ny) es decir,

Sn = 2X; #N(240%6 , 240%x6) = N(1440 , 1440). Para determinar si el cruce es considerado en

el programa de emergencia debemos calcular:

P(EX; > 240) =1 - P(z<%41§40) =1 - P(Z<-0,83)= 1- 0,2033 = 0,7967"

““La probabilidad de que se active el programa de emergencia es de un 80% ya que su esperanza

es de 1440 accidentes, entonces supera los 240 que se tienen como minimo™

No hubo justificaciones razonando de lo general a lo particular (A2), aunque la

situacion tipica en los textos es argumentar el teorema basado en la aproximacién

binomial, que es valida para la distribucion Poisson.

La Tabla 7.5.1.1 muestra los resultados obtenidos. S6lo la mitad de los alumnos,

aproximadamente reconocen explicitamente el campo de problemas CP2.3, suma de

variables aleatorias discretas no acotadas y hace referencia explicita al mismo, la

mayoria de ellos correctamente. El resto, como hemos dicho, trabaja directamente con

la distribucion de Poisson, calculando la probabilidad de un nimero de accidentes en un

mes.

Tabla 7.5.1.1. Frecuencias (y porcentajes) de elementos de significado del problema 1 (n=134)

Elementos usados Incorrecto  Correcto
Campos de problemas
CP2.3: Variables aleatorias discretas no acotadas 6 (4,5) 61 (45,5)
Lenguaje
Términos 0 (0,0) 40 (29,9)
Simbolos 34 (25,4) 89 (66,4)
Procedimientos
AP1: Calculo algebraico 0 (0,0 126 (94,0)
AP2: Tipificacion, destipificacion 36 (27,9) 90(67,2)
AP3: Calculo probabilidades (calculadoras, tablas) 30(22,4) 95(70,9)
Enunciados
E4: Enunciado del teorema para la suma de variables independientes 46 (34,3) 54 (40,3)
idénticamente distribuidas
E5: Enunciado del teorema de forma general 8 (6,0) 6 (4,5)
Propiedades
P1: Media de la distribucion de una suma de variables aleatorias 18 (13,4) 109 (81,3)
P2: Varianza de la distribucién de la suma de variables aleatorias 35(26,1) 92 (68,7)
P3: Distribucion de la media aritmética de una muestra aleatoria de tamafio 7 (5,2) 5(3,7)
suficientemente grande
P8: Aproximacion de algunas distribuciones clasicas a la distribucién normal 0(0,0) 0(0,0)
P12: Correccion de continuidad 17 (12,7) 44 (32,8)
Argumentos
Al: Demostraciones formales algebraicas y/ o deductivas 88 (65,7) 35(26,1)
AG6: Obtener una conclusion o tomar una decision en base al teorema 63 (47,0) 50 (37,3)
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La mayoria usa el lenguaje simbdlico, aunque una cuarta parte de los estudiantes
comete algun error en la simbolizacién, confundiendo la expresion simbdlica de algunos
conceptos (por ejemplo, varianza); son muchos menos los que usan expresiones
verbales, aungue todos ellos correctamente. Debido a que el problema requiere de un
algoritmo de resolucién algebraica y simbdlica, la mayoria lo usa, y todos ellos
correctamente. Un 67% aplico el procedimiento de tipificacion /destipificacion
correctamente y un 28% tuvo errores, generalmente en la varianza del estimador o al
invertir la tipificacion. El calculo de probabilidades con tabla y calculadora es
generalmente correcto, con algunos errores en la lectura de tablas.

Sin embargo, pocos alumnos llegaron a la solucion correcta, utilizando la
correccion de continuidad; un 26% calculo bien la probabilidad de S,, aplicando P1, P2,
P12, AP1, AP2 y AP3. Gran parte del alumnado intent6 aplicar los algoritmos descritos,
se registraron errores en el célculo adecuado de la probabilidad, ya sea por no
estandarizar bien la suma o no usar la correccion de continuidad (ver ejemplos descritos
en procedimientos). En particular, un 28% tuvo dificultades con la tipificacion y un
22% con el uso de tablas estadisticas.

En cuanto a la forma de presentar el teorema, el enunciado méas empleado por los
estudiantes es el de la suma de v.a.i..i.d., donde un 40% lo especificaron correctamente,
aunque no todos escribieron que la muestra es grande mayor que 30; sélo lo hicieron 14
alumnos de 54. Fueron 14 los estudiantes que declararon un enunciado de forma general
del teorema, mediante la media muestral; de los cuales s6lo 6 (4,5%) lo escribieron
correctamente.

Las propiedades que consideramos fueron aceptadas en un nimero importante
por los alumnos, el célculo de la media y la varianza de la suma con aciertos de 81% vy
69% respectivamente. Al utilizar la técnica de estandarizacion se registraron errores de
un 13% al calcular la esperanza de S, y de 26% en la varianza. Por otro lado, un tercio
del grupo aplico correctamente la correccion de continuidad y un 13% que lo aplicé lo
hizo incorrectamente (ver los ejemplos en P12). Cabe destacar que fue alto el nimero de
estudiantes que no considerd esta propiedad (54,5%). Es destacable mencionar que
ninguno del grupo haya sefialado que estamos en la presencia de una aproximacion de
distribuciones clasicas por la norma. Para este punto vimos en la leccién 2 del Capitulo
5 que se aplica el teorema en la distribucién Poisson para valores grandes de n'y sobre
todo se muestra una convergencia razonable a partir del valor del parametro p de media

mayor que 5, que en este caso es [ = 6.
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Los argumentos utilizados para justificar sus respuestas a este problema han
sido el deductivo, con muchos errores y también a través de una conclusion a partir del
valor calculado aproximado de la probabilidad de la suma de v.a. y tomar una decision
frente a situaciones en el campo de la ingenieria; hubo un 37% que respondid
acertadamente al problema de cruce de carreteras. Siendo un elemento de significado
importante para evaluar las decisiones de un ingeniero, un 47% no concluy6 en esta
situacion, ya sea por célculos erroneos o desconocer el significado e interpretacion de la
probabilidad de variables aleatorias.

En resumen, el anélisis de los elementos usados al resolver esta situacion nos
sefiala que la mayoria de los estudiantes ha identificado y dominado el procedimiento de
transformar el estadistico de la suma que proviene de una muestra aleatoria de
poblacion Poisson a una estandarizacion normal con el célculo correcto de los nuevos
parametros de media y varianza, observandose poca cantidad de errores. Sin embargo,
solo una parte identifica el campo de problema y hace alusién explicita al teorema y sus
condiciones de aplicacion.

También se nota una falta de rigurosidad en sus justificaciones deductivas, la
especificacion de las condiciones de uso del teorema central del limite en esta
distribucion clésica, la notacion de la suma de v.a. y la notacion simbdlica de los
muchos elementos que incorpora el teorema. A diferencia del caso de la distribucion
binomial, no ha sido internalizado en los alumnos que en las v.a. discretas con
distribucion Poisson aproximadas por v.a. con distribucion continua se debe utilizar la
correccion de continuidad. Mas adn, fue bajo el porcentaje de célculo correcto de la
probabilidad y su interpretacion, fundamental para la toma de decisiones de un futuro
ingeniero.

A objeto de resumir con una medida el nimero de elementos de significados del
teorema correctamente aprendido por los estudiantes (entre los 15 posibles identificados
en la soluciéon normativa del enunciado), se presenta a continuaciéon un estudio de las
diferencias entre elementos usados correcta e incorrectamente.

Se observa en el grafico de caja (Figura 7.5.1.1.) que el numero de elementos
correctamente utilizados por alumno en la solucion varia de 0 a 12, mientras que para el
numero de elementos incorrectamente utilizados va de 0 a 8, siendo también mayor el
rango de variacion y el nimero maximo de elementos correctamente utilizados.
También se destaca la superioridad de los cuartiles correspondientes a los elementos

correctos en el 50% central de la distribucion y la mediana en relacion a las respuestas
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incorrectas. También, la figura da cuenta que las medias poblacionales de puntuaciones
totales de elementos correctos e incorrectos podrian ser distintas ya que no se produce

un traslape de la informacién central.

Figura 7.5.1.1. NUmero de elementos correcta e incorrectamente usados en el problema 1

En la Tabla 7.5.1.2 se presentan los estadisticos del nUmero de elementos de
significado del teorema correcto e incorrecto en el problema 1, analizando la diferencia
entre los 134 alumnos participantes. Se observa que el niUmero promedio de respuestas
correctas supera el doble de las respuestas incorrectas, con una media de 6 a 7
elementos de significados por alumno y 2-3 incorrectos de los 15 elementos analizados
en la Tabla 7.5.1.1, siendo ambas de respuestas heterogéneas con coeficientes de

variacion 49,6% y 72,9% respectivamente.

Tabla 7.5.1.2. Estadisticos del nimero de elementos correctos e incorrectos en el problema 1 (n=134)

Desviacion Error tip. de

Media . :

tip. la media
Correctos 6,6866 3,31871 ,28669
Incorrectos 2,8955 2,11073 ,18234

Los resultados anteriores nos permiten inferir un contraste T de diferencias de
medias en muestras relacionadas, cuyos resultados se muestran en la Tabla 7.5.1.3 cuya
significacion es 0,000 y calculamos el intervalo de confianza del 95% de confianza para
la diferencia de medias en muestras relacionadas. Se puede apreciar que la diferencia
promedio entre respuestas correctas e incorrectas por alumno es altamente significativa,
con un intervalo de confianza dentro de los valores positivos entre 2,9 y 4,6; lo cual

permite rechazar la hipétesis de igualdad de las medias. Ello indica que los alumnos en

297



Capitulo 7

su conjunto utilizan mas elementos de significado correctamente que incorrectamente en

la resolucion de este problema.

Tabla 7.5.1.3. Contraste e intervalo de confianza de la diferencia de elementos
correcto e incorrecto en el problema 1

Diferencias relacionadas t g Sig.
Media diferencia Desviaciontip. Errortipico 95% Intervalo de confianza
Inferior Superior

3,79104 4,98581 43071 2,93912 4,64297 8,802 133 ,000

7.5.2. RESULTADOS EN EL PROBLEMA 2

Problema 2. Sondeo politico. Suponga que la proporcion de votantes rurales de cierto estado, a favor de
un candidato a diputado es 0,45 y la proporcién de votantes urbanos que estan a favor del mismo
candidato es 0,60. Si se obtiene una muestra de 200 votantes rurales y 300 votantes urbanos, ¢cual es la
probabilidad aproximada de que por lo menos 250 de estos votantes estén a favor de este candidato?

Este problema se espera un desarrollo con céalculo de probabilidades, notacién
simbolica, uso de la distribucion binomial y que se conjugue dos muestras aleatorias de

distintos tamafos. Se obtuvieron las siguientes respuestas en un total de 106 estudiantes:

Campos de problemas

El problema corresponde a Obtener una aproximacion de la distribucion
binomial para valores grandes de n (CP1l) o bien Determinar la distribucion
aproximada de la suma de variables aleatorias discretas acotadas idénticamente
distribuidas (CP2.2).

No hubo referencia explicita de ninguno de los dos campos sefialados por los
estudiantes, aunque aproximadamente 30% de alumnos hace una identificacion
implicita a cada uno de estos campos (aplicando el teorema sin explicitarlo). Una cuarta
parte, aproximadamente de los que usan implicitamente el campo CP1 lo hace
incorrectamente y también la mitad de los que usan implicitamente el campo CP2.

Algunos alumnos no utilizan el teorema, sino que obtienen una solucidn exacta
por medio de la distribucién hipergeométrica, haciendo uso de la propiedad P8.

Un 29,3% se equivoco en plantear la situacion por los campos CP10 (diferencia
de dos poblaciones, en lugar de la suma) y CP12 (distribucion de la media muestral),
aunque luego, en muchos casos, se realiza correctamente la transformacion algebraica

al obtener la distribucion de promedios muestrales o el estadistico de la diferencia de
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proporciones muestrales dada en intervalos de confianza. Un ejemplo es el siguiente, en
que también se incurre en el error de tomar la probabilidad de que una persona vote a
ese candidato como 0,5 y no la probabilidad dada en el problema, utilizando asi mal las
propiedades P1y P2:

“Como n; >30y n, >30 se utiliza el teorema central del limite, en que la probabilidad de que
una persona elija al diputado es 0,5. Luego, nyx p =200x0,5=100 y n,x p =300%0,5=150"

Lenguaje

El lenguaje utilizado por el alumno en este problema es generalmente
algebraico, mediante la simbologia y notaciones, asi como expresiones verbales,
generalmente correctas, y utilizadas para describir las variables, distribuciones y sus
parametros. En general no trabajan con la notacion de la sumatoria, sino mas bien como
una variable, en cada caso, del sector rural o urbano. Se encontrd en algunos casos la
falta de rigurosidad en las notaciones y simbologia y, generalmente, intentan enunciar el

teorema mediante una sola variable aleatoria y no como suma de variables Bernoulli.

Enunciados

Se esperaba que los alumnos enunciasen el teorema central del limite para la
suma de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (E4), de forma
general (E5) o bien diesen un enunciado intuitivo general (E6). Muy pocos comenzaron
a resolver el problema explicitando la distribucién binomial como suma de variables
aleatorias independientes Bernoulli, lo que dificulta la aplicacion del teorema a este
caso particular. El siguiente ejemplo, es un caso donde el alumno identifica
correctamente el enunciado E4 y muestra como la rigurosidad al describir las variables

favorece el planteamiento y célculo de la probabilidad de la suma:

Xy =1 si el votante rural esté a favor del diputado, y 0 en caso contrario; X; ~ bernoulli(p=0,45)
2 X1 = Sp1 : nimero de votantes rurales a favor del diputado; Sn; ~ Bin(n=200, p=0,45)
E (Sh1 ) =nyx p=200%0,45=90 y V (Sn1) = nyx px(1-p) =200%0,45x%0,55=49,5

De igual forma se procede para X, .

La definicién sistematica de las variables aleatorias observadas como Bernoulli,

conduce a definir la suma de variables, identificar su suma y varianza (P1, P2) y a
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plantear la aproximacion normal de la variable suma, por tanto, al campo de problemas
CP1 (aproximacién normal a binomial) y el enunciado E4.

El siguiente caso formula el problema sélo en base a la distribucion binomial.
Aunque usa correctamente las propiedades P1 y P2, asi como el argumento Al y la

notacion algebraica, no llega a concluir el problema.

Kind Svwlomp dmpql i I bnin (np | (pg) )

-}

X ban (90, (B75Y) Xasban (130 72"
i

A

J L xa'f :i'r?_ 7 r,-".“-[]'} LI T}{ J(--i_;.c"i P 2‘.;."]}

Ko+, o0 baa (90 +s - (7,03 + '?J“'-"}) N =00
(X0 x 7) o i (2% 3 49,52)

Muy pocos enunciados explicitos del teorema se encontraron en su forma
general E5 (es decir la formulacion del teorema para la media muestral cuando la
muestra de tamafio 500 es grande), y casi todos incorrectos. Lo que si se observo en los
procedimientos de resolucion fue mezclar los enunciados de la suma (E4) con el del
promedio muestral (E5), al definir y calcular la distribucion para la suma, pero

planteando la probabilidad para la media muestral, como se muestra a continuacion:

250-270

P(X >250) = P(Z>—=x—
49,5+ 72

Se registrd el enunciado intuitivo del teorema (E6), en que los alumnos indican
que utilizan la aproximacion debido a que la muestra es de tamafio suficientemente
grande, y por tanto recuerdan la aplicacion del teorema mostrada graficamente en las

actividades de aula y/o de los ejercicios de simulacion manipulativa.

Procedimientos

Se usa en forma generalizada el calculo y transformacion algebraica de variables
aleatorias (AP1), asi como la tipificacion /destipificacion (AP2). Cerca de dos terceras
partes del grupo trabajaron la técnica de tipificacion, aunque no alcanzé al 50% de uso
correcto. Hubo dificultades en las estrategias de resolucion. Por ejemplo, un alumno usa

correctamente la propiedad P1 (media de la suma de variables) y P2 (varianza de la
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suma de variables), pero al tipificar usa la varianza de la media, en lugar de la varianza
de la suma. Hay por tanto un error en AP2, al estandarizar la variable y un error al
mezclar los enunciados E4 y E5.

Otro de los errores detectados por algunos alumnos fue confundir el nimero de
votantes con la v.a. proporcion de votantes rurales X; o urbanos X,, que luego se
estandariza correctamente usando la suma y varianza de la diferencia de proporciones
muestrales; que los alumnos conocen de calculos de intervalos de confianza. Un
ejemplo es el siguiente, donde el alumno estandariza bien, y también hace un calculo
algebraico correcto (AP1, AP2), pero tiene un error en la definicion de la variable suma;

es decir, confunde el campo de problemas CP1 con el CP2.

P (pl_pZ)_(pl_pZ)ZZSO =1-P (pl_pZ)_(0’6_0145) SO,S
Pidy , P2l \/0,45*0,55 ,06%04
n N, 200 300

El siguiente ejemplo presenta una solucion que relaciona equivocadamente el
problema con la diferencia de medias poblacionales en la construccion de intervalos de
confianza (CP10: Distribucion de diferencias de medias muestrales en dos poblaciones).
Es decir, hay una confusiobn de campo de problemas, aunque el alumno aplica
correctamente una serie de propiedades (P1, P2) y procedimientos (AP1, AP2), asi
como la notacion y también hace referencia explicita a un enunciado general del
teorema central del limite (E5):

v~ wotwdtr uaate, e citvh artado o Gowo e e Cordidats & Diia

L w o v lborad ol v » - .7
) h Ly} =P, - oo aul s e
I A ."{_}IH{I: i P ::I Looxy . !
X ’ T 7Y ! Elw, )= np= 2o Qe 5 A

oy WY VI o pg 200 O e A E

L e t o
%, % o N (et G ) L Ve Qe
# e o) cantado Al Ten eantind st ’q"%_;- e e A ey
o A zw'J‘I;E?(W-jJ%W‘L% aden oo

T et or e Se ~{ 41, - 250 = (=39)
?[.%A* Ky 7 'EGG:} 1; ) P( f{jrii‘('&_?%) } N --I‘;"_"_‘L :_”- ) "'I
¥ ., - '_.i_-'].T - -I]'.. Too ==

Los pocos errores en cuanto a la lectura de la tabla estadistica de la distribucién
normal y uso de la calculadora se presentaron al confundir la desigualdad mayor por

menor obteniendo en el calculo de la probabilidad de 0,0314. También, al leer 0,352 en
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la distribucion normal para un area menor de -1,81 en vez de 0,0352; que conlleva a una

probabilidad mal calculada:

250-270

o1

1-PEZ< )=1- PZ<-1,81)=1-0,352=0,648

Finalmente los estudiantes realizan el célculo correcto de los promedios
muestrales o de una suma de variables (Al, argumento algebraico). Un caso de
aplicacion correcta de este procedimiento se muestra para la suma de dos variables
aproximadas normales que provienen de poblaciones binomiales de distintos
parametros, en que utilizan bien los algoritmos AP1, AP2 y AP3 y la propiedad de

correccién de continuidad P12:

VO TET, A idd™, o fOR, B CAYIoL ol & _‘\. A AT Py= O, 4 ._ . .|l4-'I 400
CTEMTE S JRLANOS A ol del Lo Al TaTd 4 doPmpal Fa- CE0 . Mg 204
Z6 ndbim (=200 p =045) | 242 v (M=200 -, P=0,60)
NG M (PITIATNID o8 PUALSTARA B 8RNI AT (= B0Y  afdcs Al
A WYIA QWET e VA L ‘j
—An r.:'l md I:: s f"lj J :ﬁ"”)""'{:rf* "I:I':—'.Ir-‘l} _l E‘A’}“J";-}f\j ('rlﬂi"_' 1"[:-' J'F_r" ) ] gl EJ”.t;'I(' L J
fa 430 roN (DPA N ve = QOHIBO - 2Y0 | MaPhBa 4 Nepabie,* 1721927 A9
PR % iy, i 1 {
I AT Y. 5 / Il" AT < i.l .-'_..] | P l-'r-"_"‘r f 24,3 = |
% 1§ fl; i !
| - | { 2 | & j [ e Iq = Fal=T rl‘:l{_

Propiedades

Las propiedades mas ampliamente usadas han sido el calculo de estadisticos.
Respecto al célculo de la media de la suma de variables aleatorias (P1) los estudiantes
calculan la esperanza de la suma de dos variables con distribucion binomial resultando
un valor de 270. Una forma alternativa y correcta de calcular la esperanza (P1) y
varianza (P2) es utilizando la proporcion ponderada Pt = (nyxpi+ nyxpy)/ (ni+ ny) =
0,54 obteniendo un valor 0,9633 de probabilidad, como se muestra a continuacion.

plezese-mF) . ples _?_E:?;?ﬁff‘f%?)
T meE ! \ 00 - gsv-a¥é

A- Pz = -f,?‘?}

Respecto al calculo de la varianza de la suma de variables aleatorias (P2), uno de
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los errores presentados al trabajar con la proporcion fue no usar el tamafio total de la
muestra n = 500.

Hubo estudiantes que, al enunciar el teorema, no explicitan que la muestra es lo
suficientemente grande para aplicarlo (uso incorrecto de la propiedad P4: la
aproximacion mejora con el nimero de sumandos) y también en la notacion
correspondiente a la distribucion normal, reemplazan con la notacion de la binomial
(uso incorrecto de simbolos), como se muestra en este caso que, sin embargo, esta bien

desarrollado (AP1, AP2, AP3) e incluso considera la correccion de continuidad (P12):

pr =0,45 , ng =200, Xg ~bin (90,49,5) y py=0,6, ny =300, Xy ~hin (180,72)
Asi, Xg +Xu ~bin (Ug +y , 6°r + 6°0 ) Y P(Xg +Xy >249,5) = 1 - 0,0314 = 0,968

Otros estudiantes cometieron errores al estandarizar la variable suma, al
considerar erradamente la varianza pg/n del estimador de la proporcion poblacional.

El siguiente ejemplo, transforma el problema en otro sobre una v.a. discreta
acotada de solo dos valores 200 y 300 con probabilidades 0,45 y 0,60 respectivamente
(error en CP2). La funcion de probabilidad de la variable se define equivocadamente:
Proporcién de votantes de cierto estado a favor de un candidato. El estudiante incurre en
dos errores: Que no se cumple el axioma de que la suma de las probabilidades debe ser

1y que obtiene una varianza negativa (error en P2):

)i-‘_iﬂ_il;iﬁi—— Pe= vps vefhetE
TR oS s . o
(200 O1V5 P({x=t=0l

(-j?ﬁ[f'[“!-’r{'ir 11] - bir.ﬂi-' Gy
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Eﬂ'ﬁ]ﬁfﬂ;’{ — 200 OpMs F 300060 = 270 L .
L"r['.“}—_- = ‘.f" ﬁ’ik_:" f.._l'rjl"]'r. - {__Zbu}‘: 0,43 ”.’550\'3_ ai"ﬁ' _ I':E 3-:].15' _ - ':}r_.-"-_
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s

o ET7 05

Otra propiedad usada es la aproximacion de la distribucion binomial por la
normal (P7, aproximacion de una distribucion discreta por una continua). En este caso
la aproximacion serd buena, bajo las condiciones de que los productos np y ng sean
mayores que 5. No se registraron respuestas que indiquen estas condiciones, aungque son
muchos los alumnos que indican implicitamente la aproximacion normal. Hubo dos
alumnos que trataron el problema con el modelo de la distribucién hipergeométrica,

como se muestra para la variable definida X;: nimero de votantes rurales a favor del
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candidato e indican explicitamente la aproximacién normal (P8).

Xy ~H (N, n, r) y setiene p=90/200 = 0,45. Debido a que n es mayor que 30 utilizamos el
teorema obteniendo la media i =n r/N = n p =10%0,45 40,5 y la varianza npgq = 90x0,45x%0,55
=22,28. Por lo tanto X; ~ N(40,5, 22,28)

Pocos alumnos utilizan la correccién de continuidad (P12). Un caso de no usar
esta propiedad se presenta a continuacion, obteniendo un valor de probabilidad de
0,9641 en vez de 0,9686.

X-p _ 250-270

NPT

1 - P(X<250) = 1 - P( )=1- P(Z<-1,81)=1-0,0359 = 0,9641

Se observaron en relacion a esta propiedad varios tipos de errores, como

aplicarla a todo un intervalo:

(> z e - A — I’Ji'(?)f'?pja? ¢ £ X £ 2SO < )
= i '{"' ru.____.__J_ )
— o ahs -, pe 2EmiZ I8 Y/Jf 4% ) /r’ 15D
' v '.k _-i}:_EJ ETH ; 'ulf"h!f‘ﬂ |r"rl." pa%s — go¥rr) = T

Otros tomaron la correccion de continuidad del valor 250 sumandole 0,5 en
lugar de restar y obteniendo un valor de probabilidad de P(X > 250,5) = 0,9616.

Argumentos

Al igual que en el problema 1, el argumento mas comun es el deductivo y
algebraico (Al). También se razona de lo general a lo particular (A2), aunque la
aproximacion binomial como caso especial del teorema no fue explicada; hubo
validaciones erréneas asociadas por ejemplo: “como el n es grande utilizamos el
siguiente estadistico de la normal para la proporcion” y luego calculaban la
probabilidad pedida.

Otros alumnos obtienen una conclusion o toman una decision en base a
resultados del teorema (A6). En este problema no se pide que comente la solucion, por
tanto el Unico comentario es que “La probabilidad aproximada de que por lo menos 250

votos estén a favor del candidato es del 96%”.
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En resumen, se obtuvieron, con distintos procedimientos y propiedades mal
utilizadas, variados valores de probabilidad calculados desde 0, 0,0314, 0,195, 0,4128,
0,5219, 0,648, 0,8078, 0,8106, 0,993, 1 a valores 0,9616, 0,9633, 0,9772 muy préximos
a la solucion. Estos resultados indican las dificultades de comprension del teorema,
incluso después de un periodo de ensefianza dilatado (seis semanas). Asimismo, indica
las dificultades a las que puede enfrentar un ingeniero en una situacion donde debe de
tomar decisiones en base al pensamiento estocastico. El siguiente ejemplo lo demuestra,
el alumno plantea el teorema para la diferencia de variables con distribuciones
aproximadas normales, en lugar de utilizar la suma, y aunque usa bien las propiedades
P12 y P2, obtiene equivocadamente la esperanza con resultado de probabilidad cero.
Esto implicaria un prondstico de que el candidato practicamente no tiene posibilidad de

ganar una eleccion.

Exm bn (razwo, preow) A Eﬁ-wl:-»- (10 s 04)
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P £n-gprad,c) - paut
Lt -5y oM (=90, 121,¢)

bL_LFM}m -2 = 3 o e
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uiildo :f:ﬂut j'mi.}'-wm oo, drfh;:-u.*dh o 4 PM! Ay Hls Ay g OB D

La Tabla 7.5.2.1 muestra los resultados de los elementos de significado
aplicados correcta e incorrectamente. Se observa un uso escaso de uno de los dos
campos de problemas del teorema previstos: Aproximacion de la suma de variables
aleatorias discretas acotadas (15,5%) o aproximacién de la distribucion binomial
(26,4%). Aproximadamente un tercio del grupo sitia mal el problema, un 24% lo
plantea para el estadistico de diferencias de proporciones en intervalos de confianza y
un 6% por diferencia o suma de promedios muestrales.

Los algoritmos de resolucion algebraica alcanzaron el 59% de aciertos; un 43%
aplico bien el procedimiento de transformacion de la suma de v.a. y un 53% del grupo
utilizbé correctamente la calculadora y tabla estadistica en el célculo de probabilidad.
Hubo un 37% de error en la tipificacion de las dos variables con distribucion binomial o

consideradas como variables aleatorias. Por otro lado, un 42% utiliza el lenguaje ya sea
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en palabra o por simbolos, donde destaca un 42,5% de error en expresar correctamente
la simbologia pertinente al problema.

En cuanto a la forma de presentar el teorema, el enunciado mejor empleado por
los estudiantes fue el de la suma de v.a.i..i.d. con distribucion aproximada normal de
media 270 y varianza 121,5, donde un 28% lo especificaron, y un 20% escribieron que
la muestra es bastante grande; s6lo un caso describi6 el teorema mediante promedios

muestrales.

Tabla 7.5.2.1. Frecuencias (y porcentajes) de elementos de significado del problema 2 (n=106)

Elementos usados Incorrecto Correcto

Campos de problemas

CP1: Obtener una aproximacion de la dist. binomial para valores grandes de n 6 (5,7) 28 (26,4)

CP2: Determinar la distribucién de la suma de variables aleatorias discretas 18 (17,0) 16 (15,5)
idénticamente distribuidas

CP10: Obtener la distribucion de diferencias de medias muestrales en dos 6 (5,7) 0 (0,0)
poblaciones
CP12: Estimar por intervalos de confianza de la media y otros parametros para 25 (23,6) 0(0,0)
muestras grandes
Lenguaje
Términos 8 (7,5) 45 (42,5)
Simbdlico 45 (42,5) 44 (41,5)
Procedimientos
AP1: Calculo algebraico y transformacion de variables aleatorias 40 (37,7) 62 (58,5)
AP2: Tipificacion / Destipificacion 39 (36,8) 45 (42,5)
AP3: Calculo de probabilidades con calculadora o tablas estadisticas 12 (11,3) 56 (52,8)
Enunciados
E4: Enunciado del teorema para la suma de variables independientes 4 (3,8) 30 (28,3)
idénticamente distribuidas
E5: Enunciado del teorema de forma general 6 (5,7) 1(0,9)
E6: Enunciado intuitivo del teorema 25 (23,6) 21 (19,8)
Propiedades
P1: Media de la distribucion de una suma de variables aleatorias 18 (17,0) 59 (55,7)
P2: Varianza de la distribucién de la suma de variables aleatorias 34 (32,1) 45 (42,5)
P3: La media aritmética de una muestra aleatoria de tamafio suficientemente 4 (3,8) 1(0,9)
grande sigue una distribucién aproximadamente normal
P4: La aproximacion mejora con el nimero de sumandos 0(0,0) 26 (24,5)
P7: Aproximacion de una distribucién discreta por una continua 7 (6,6) 24 (22,6)
P8. Aproximacion de algunas distribuciones clasicas a la distribucion normal 3(2,8) 0(0,0)
P12: Correccion de continuidad 9(8,5) 14 (13,2)
Argumentos
Al: Demostraciones formales algebraicas y/ o deductivas 40 (37,7) 34 (32,1)
A2: Presentacion del teorema como caso especial de un resultado general 0(0,0) 0(0,0)
AB: Obtener una conclusion o tomar una decision en base al teorema 9 (8,5) 48 (45,3)

Las propiedades que se utilizaron aproximadamente la mitad del grupo de
alumnos fueron el calculo de la media y la varianza de la suma de variables aleatorias
con aciertos de 56% y 43% respectivamente. Se observd en general al utilizar la técnica
de tipificacion un 17% de errores al calcular la esperanza de la suma y de 32% en la

varianza. Cabe sefialar que un 23% del grupo haya sefialado que estamos en la presencia
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de la aproximacion la distribucion clasica de la binomial por la normal. Por otro lado,
fue escaso el nimero de estudiantes que considerd la propiedad de correcciéon de
continuidad; tan solo un 13% aplico correctamente la correccion de continuidad y un
9% lo hizo incorrectamente (ver las dificultades en los ejemplos presentados en P12).

El argumento mejor descrito para justificar sus respuestas a este problema ha
sido a través de una conclusion simple a partir del valor calculado aproximado de la
probabilidad de la suma de v.a. y tomar una decision frente a situaciones en el campo de
la ingenieria; hubo un 45% que escribié acertadamente el resultado de la probabilidad.

Ademas, un 32% del grupo justifico adecuadamente en forma algebraica,
utilizando la correccién de continuidad P12 y aplicando propiedades P1, P2 y las
técnicas AP1, AP2 y AP3. De los errores, hubo un 38% debido a calculos incompletos o
equivocados. No se registrd argumento de enunciar el teorema como caso especial de un
resultado general dando las condiciones de aproximacion binomial por la normal.

En resumen, este problema ha resultado dificil para los estudiantes, como se ha
mostrado a lo largo del analisis de las respuestas; de los alumnos que han intentado
plantear esta situacion, han dominado la estrategia de transformacién algebraica con el
buen uso de las propiedades sefialadas. Sin embargo, constatamos debilidades
importantes en la declaracion de las variables involucradas, la justificacion de las
condiciones de uso del teorema central del limite en la distribucion binomial, la
aplicacion de la correccion de continuidad y la inexactitud en el célculo correcto de la
probabilidad, cuya precision en los andlisis de datos es importante en las conclusiones
de un ingeniero.

En cuanto a la diferencia entre el nimero de elementos de significado correcta e
incorrectamente empleados por los alumnos al resolver el problema 2, el analisis indica
una discrepancia respecto a los resultados de aplicacién del teorema para esta situacion.
En la Figura 7.5.2.1 se aprecia la dispersion y medidas de los cuartiles del nimero de
elementos correctos e incorrectos en las respuestas de cada alumno. Se observa que el
numero de elementos correctos es mayor que el numero de elementos incorrectos,
manifestado en el recorrido de los elementos correctos que va de 0 a 14, mientras que
para los incorrectos varia de 0 a 10. Tambien, la mediana es visiblemente superior, al
igual que el 50% central de puntuacién total; de elementos de significados correctos
comprendido en el intervalo (1; 10), y el intervalo (1; 5) para los elementos incorrectos.
Lo que no se aprecia claramente es si los parametros de medias de las puntuaciones

correctas e incorrectas pueden o no ser iguales.
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Figura 7.5.2.1. NUmero de elementos correcta e incorrectamente usados en el problema 2

S —
l
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Lo anterior, es reforzado por el resumen de los estadisticos de posicién y
dispersion establecidos en la Tabla 7.5.2.2. Se muestra que la media de elementos
adquiridos correctamente por los alumnos es mayor al de elementos incorrectos, ademas
con coeficientes de variacion en las dos distribuciones muy similares (81,6% y 84,7%

respectivamente).

Tabla 7.5.2.2. Estadisticos del nimero de elementos correctos e incorrectos en el problema 2

Media N  Desviaciontip. Error tip. de la media
P2 Correcto  5,7212 104 4,66854 45779
P2 Incorrecto  3,3558 104 2,84184 27867

Para un estudio formal de las afirmaciones anteriores se realizé un contraste de
hipétesis de la diferencia entre puntuaciones medias de elementos correcto e incorrecto
para muestras relacionadas, obteniendo un resultado altamente significativo (valor de
probabilidad 0,001). El intervalo de confianza para la diferencia de medias tiene unos
limites comprendidos entre 1,05 y 3,68, indicando que se espera que los estudiantes
contesten correctamente entre 1 y 4 elementos de significados del teorema central del
limite mas que el numero de errores no adquiridos de los elementos establecidos en
Tabla 7.5.2.1.
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Tabla 7.5.2.3. Contraste e intervalo de confianza de la diferencia de elementos correcto e incorrecto en el

problema 2
Sig.
Diferencias relacionadas t gl (bilateral)
Desviacion  Error tip. dela  95% Intervalo de confianza para
Media tip. media la diferencia
Inferior Superior
2,36538 6,76952 ,66381 1,04888 3,68189 3,563 103 ,001

7.6. RESULTADOS DE LA PRUEBA DE ENSAYO

Para completar la evaluacion y alcanzar de una forma mas completa sus
objetivos, se elabord un tercer instrumento de evaluacion. Este instrumento se centraria
en el analisis mas detallado del uso de argumentos, los cuales fueron escasamente
incluidos en el cuestionario y que constituye un elemento de significado especifico. Se
considera muy importante porque generalmente en la ensefianza tradicional, no se presta
atencion especifica al desarrollo de esta capacidad, mientras que en nuestro caso, se ha
tratado de reforzarla mediante las actividades de anélisis de datos.

Asimismo, se queria analizar la capacidad de los estudiantes para poner en
relacion los diversos elementos de significado en tareas de analisis de datos de alto nivel
y su dominio de la herramienta informatica software @risk. En lo que sigue se describe

los resultados de esta prueba que fue analizada a priori en la seccion 7.3.

Proyecto de aplicacion del teorema central del limite a la ingenieria con @risk

Se pidié a los estudiantes aplicar a un problema de la ingenieria elegido por ellos mismos los conceptos
estudiados en las tres lecciones sobre el teorema con apoyo de Excel y @risk. Los datos se simularian a
través del programa @risk, analizando para distintos valores de los parametros la convergencia de la
distribucidn de probabilidades de origen que modela la situacion de contexto.

Como se ha indicado en el anélisis a priori de este proyecto, los alumnos
tuvieron la libertad de emplear los distintos elementos de significado del teorema
adquiridos en la ensefianza. Para realizarlo, los alumnos bajaron por Internet el @risk.
Cada trabajo individual fue enviado por escrito en el procesador Word y se recogieron
83 de estos informes en la plataforma, del cual 12 corresponden a alumnos de la
especialidad de Acuicultura y Pesca, 7 de Maritimo Portuario, 14 de Informatica, 43 de
Industrial y 7 de la ingenieria civil. A continuacion, se presentan los principales

elementos de significado del teorema central del limite explicitado por los alumnos.
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Campos de problemas

Los problemas planteados por los estudiantes para aplicar lo estudiado sobre el
teorema central del limite han abarcado distintas situaciones en las siguientes areas de
desarrollo: Resistencia de materiales, estructura de construccion, control de calidad,
servicio de atencién a clientes, consumo de empresas, forestal, central hidroeléctrica,
tiempo de falla, industria salmonera, cultivo, transporte, flota pesca, computacion,
programacion, seguridad vial, educacion, deporte, automotriz, encuesta laboral, bolsa de
comercio, ganaderia y apicola. Se puede clasificar estas aplicaciones en diferentes
campos de problemas.

Hubo 26 alumnos que plantean una aproximacion de la distribucion binomial
para valores grandes de n (CP1). Un ejemplo es la estimacion de nimero de peces
enfermos en muestras aleatorias, que corresponde a una variable con distribucion
binomial: ““NUmero de salmonidos contagiados por el parésito nematodo
Hysterothycacium en cultivos marinos del sur de Chile”. Sin embargo, este estudiante
trabajé su problema s6lo mediante esta distribucién, encontrando la solucién exacta, sin
utilizar el teorema, por lo que se puede considerar que hizo un uso incorrecto del campo
de problemas.

En otros casos se plantea la obtencion de la distribucion de la suma de variables
aleatorias discretas idénticamente distribuidas (CP2). Encontramos 15 alumnos con
ejemplos correctos de uso del teorema en variable discreta con distribucion Poisson,
como, por ejemplo: “Numero de camiones cargados por el cargador frontal en un
periodo de una hora”. Algunos fallos en la resolucién fueron usar solo esta
distribucion, sin estimar el valor mediante el teorema, o suponer la distribucién Poisson

como una variable continua con distribucién exponencial, como el siguiente ejemplo:

“Una empresa de logistica desea controlar de mejor manera los tiempos de permanencia de
camiones en el puerto Novix. El tiempo de espera en horas medido a 5 camiones tiene una
distribucion Poisson, y se estudia la siguiente variable para varios valores del parametro (2y 6)
y tamafios muestrales (5, 15, 25 y 55), X: horas que esta un camién en el puerto Novix”.

También se encontrd la obtencion de la distribucion de la suma de variables
aleatorias continuas idéenticamente distribuidas (CP4) en 23 estudiantes. La distribucion

continua mas utilizada fue la exponencial para diferentes aplicaciones:

“Tiempo en horas que demora una maquina de pino en obtener un metro clbico de
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produccion”, “Estimacién del crecimiento de Onckorynchus mykiss a través de la utilizacién de
un factor de conversion™ y “Estimar el tiempo de espera que realizan los usuarios al realizar

una transaccion bancaria del cajero automatico™.

Otra variable continua estudiada fue la distribucion uniforme: “Precio de cada
paquete comprado en la transaccion en la bolsa de comercio”. Las dificultades de
algunos alumnos en este campo de problemas fueron comenzar su problema asumiendo
que la distribucion de la variable de interés es normal, por lo que no es necesario aplicar
el teorema central del limite, o bien definir una variable con distribucion exponencial
cuando el modelo adecuado es Poisson. Por ejemplo: Estimar la probabilidad de falla

en la produccion de chocolate Costa™, el alumno sefiala:

“Sea X1,Xz,...,X12 la cantidad de maquinas en la empresa “COSTA”, en todo chile y sea X:
“cantidad de productos con falla por mes” variable aleatoria continua independientes que se

distribuye exponencial con promedio igual a 10 (por cien) y la varianza igual a 100 (por cien)”.

Ademas, se encontré un ejemplo de obtencién del tamafio de muestra aleatoria
para realizar inferencias sobre la media en poblaciones de distribuciones desconocidas
(CP8):

“Una Apicola quiere analizar el cuidado de las abejas con el fin de reducir las perdidas de
produccion de miel. Las proporciones de abejas muertas debido a las enfermedades es de un
11,5%, a condiciones climéaticas de un 1,5%. También se conoce la poblacién la cual es de 150
colmenas y cada colmena tiene aproximadamente 50.000 abejas, el promedio porcentual
poblacional de abejas muertas por ambas consecuencias es de 13%. Para comenzar a calcular
probabilidades e intervalos de confianza se necesita analizar un tamafio de muestra adecuado
para poder realizar una investigacion real y que sea significativa, si trabajamos con un 95% de
confiabilidad y un error pequefio que no sea mayor que 0,0005. Estudio 1, “Calcular un tamafio
de muestra adecuado para las 3 proporciones”.

Respecto a la estimacién por intervalos de confianza de la media y otros

parametros para muestras grandes (CP12) una alumna sugiere la siguiente situacion:

“Un ingeniero analiza el estado de un disco duro de un computador y piensa que al momento
de revisar los computadores mas del 30% de los discos duros se encuentran en buen estado.
Para comprobarlo se toma una muestra al azar de 5, 15 y 30 discos duros que hay distintas

oficinas de la empresa. Para determinar si la empresa necesita 0 no un mantenimiento en sus
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computadores se desea estimar a través de un intervalo de confianza del 99% qué proporcion de
los discos duros estan en buen estado a partir de una muestra de 75 discos duro, de los cuales

40 estan en buen estado”.

Un error respecto a este campo de problemas fue calcular un intervalo de
confianza para la media poblacional cuando se estaba trabajando con la estimacion de la
proporcién en una variable con distribucién binomial.

En el contraste de hipétesis de la media y otros pardmetros en poblaciones no
normales para muestras grandes (CP13) y de varianza poblacional desconocida, un error
fue usar la distribucion t-student al plantear una décima para un tamafio considerado

grande en la siguiente situacion:

“Analisis de la factibilidad de la pesca del pulpo, mediante un muestreo donde se sonded el
rendimiento de uno de los barcos destinados a la captura de pulpo, y se tomé el promedio
obtenido de pulpo durante cada semana por un afio. Nuestros datos se distribuyen en forma
normal con media 53,32 (ton/cesta) y varianza 7156,04. Para que la productividad de la
explotacion de este recurso sea favorable la media anual debe ser superior o igual a 60
(ton/cesta). Para comprobarlo se realizara una prueba de hipdtesis con nivel de significacion
del 5%”.

El siguiente ejemplo que situa el campo CP13, requiere una solucion de un

cuestionamiento informatico:

“Suponga que se seleccion6 al azar un tamafio de muestra n=50 variables de un conjunto de
programas en Pascal y entre ellas se registraron 8 variables de tipo vector. Queremos probar la
hipétesis de que Pascal es un lenguaje mas eficiente que Algol, en el sentido de que el 20% de
las variables 0 mas son de vector. Es decir, probaremos Hq: p=0,20 contra H;: p>0,20 donde p
es la probabilidad de observar una variable tipo vector en cada prueba. (Suponga que las 50

pruebas son independientes)”.

Lenguaje

Los términos y expresiones verbales fueron usados correctamente por un 66%
de los estudiantes siendo las expresiones mas utilizadas las siguientes: Variable
aleatoria, distribucion de probabilidad, distribucion normal, muestra aleatoria,
estadistico, distribucion muestral, teorema central del limite, suma de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuida, simulacion, histograma, intervalo

de confianza, dispersion, poblacién. Hubo errores al definir una sola variable en lugar
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de la suma de variables aleatorias, y no mencionar algunos de los términos anteriores
debido a que no reconocen la aplicacion del teorema como solucion.

En los proyectos, las notaciones simbolicas mas recurridas son: Xz, Xa,...X, para

. . n .
referirse a los datos de una muestra aleatoria, S, = > X; ~ bin(n, p) al enunciar la suma de
i=1

n variables aleatorias binomiales, X ~ n(u02/n) al describir la distribucion muestral de la

media de la muestra para n suficientemente grande, la formula de estandarizacion de la
Sn —np

Vnp(-p)

ya que so6lo un 39% lo escribieron acertadamente; otros alumnos contindan empleando

suma de v.a. zZ, = . El lenguaje simbélico fue el menos alcanzado por el grupo,

la notacion de una variable en el célculo de probabilidades de la suma, mezclan la
notacion de la suma o promedio de una muestra en el célculo, también denotan la
esperanza de una variable Poisson y calculan la de una exponencial.

En cuanto a las Representaciones gréaficas, muy usadas en las respuestas (72%),
las consideradas fueron: Grafico de barras, histograma, poligono de frecuencia, curva
densidad normal y distribuciones clasicas de probabilidad. Hubo algunas respuestas
descontextualizadas en que presentan sélo un grafico de barras de poblacién binomial,
sin indicar la aplicacion a que se refieren. En la simulacion se trabajé con la planilla
Excel y el programa estadistico @risk. Un ejemplo de grafico producido se incluye en
la Figura 7.5.1.

Figura 7.5.1. Simulacion gréfica producido por un estudiante
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Enunciados

Se enuncia el teorema central del limite para especificar la suma de variables

aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (E4), como el siguiente caso:
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““Se eligi6 una distribucién Poisson, ya que las variables discretas aleatorias Poisson:

X1, Xo, ...,X; son independientes entre si, toman valoren enteros y tienen una media comin p.
Ademés por el teorema central del limite, sabemos que la distribucion S,=2 X; es
aproximadamente normal con media ny y varianza np, siempre y cuando n sea lo

suficientemente grande. X ~ P(u = 13) — S, ~ N(ny, np)™.

Otros alumnos describen el teorema de forma general (E5), apoyandose en que,
sea cual sea la distribucion de la poblacion, la media muestral es aproximada por una

normal para un n grande. Un ejemplo es el siguiente:

“ Xi: es el tiempo que tarda una persona en comer en una mesa de comida rapida Doggis. La
variable se distribuye exponencial con parametro 4=0,033. Utilizando el teorema central del

limite para n= 32 aproximamos el estimador de la media muestral a la distribucién normal:

X~e(l) = X ~N (%:30, 4:918,27) ”

También se han recogido enunciados intuitivos del teorema mediante
dispositivos didacticos (E6). Registramos 58 respuestas por medio grafico con @risk.

Un ejemplo (poblacién exponencial) se muestra a continuacion:

““Para mejorar el servicio de atencion al cliente en distintas sucursales del banco Estado en
horas de 12:00 a 14:00 y evitar las aglomeraciones de clientes se definid la variable. X :

Tiempo que se demora una cajera en atender a un cliente. Para comenzar con el estudio, el
Gerente tomo varios parametros y muestras de clientes que llegan al Banco en la hora punta
para cada grupo de cajeras que hay en las sucursales y analizd las gréficas mediante el teorema
central del limite. Se denota: n = ndmero de clientes (tamafio muestral), r = nimero de cajeras
(réplicas) y el pardmetro A en minutos™.

Los errores de enunciar el teorema fueron varios, como considerar la poblacién
de origen con distribucion normal, utilizar la distribucion t-student (en vez de la normal)
en el teorema o simplemente trabajar las probabilidades s6lo con la distribucion de

origen y no mencionar el teorema, es decir, no usar la aproximacion normal.
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Procedimientos

El algoritmo mas reiterativo que utilizaron los estudiantes en la resolucion de su
situacion-problema fue definir la variable aleatoria a la ingenieria, generar una matriz de
datos, representar por un histograma la distribucién muestral de la media muestral o
suma de variables aleatorias, interpretar graficas por ejemplo el histograma, obtener
distribucion de probabilidad clasica asociada, calculo de parametros de la distribucién
de probabilidad escogida, obtener la distribucion de muestreo de la media muestral
cuando la poblacion no es normal, comparar valores tedricos esperados con su
correspondiente valor empirico y calculo de probabilidad en intervalos de la
distribucion normal.

Los alumnos usan con correccion el calculo y transformacion algebraica de
variables aleatorias (AP1). Igualmente realizan la tipificacion o su operacion inversa
(AP2) y el calculo de probabilidades utilizando el teorema con calculadora o programa
de ordenador (AP3). Uno de los pocos errores fue no considerar la correccion de
continuidad (P12), como se muestra en el siguiente ejemplo, donde, sin embargo se

usan correctamente los elementos anteriores:

¢Cudl es la probabilidad de que a lo mas 70 alumnos de ingenieria civil estén en la condicion de
“pérdida de carrera” para una muestra de 170 alumnos?
E[X]=nxp=714; V[X] =nxp xqg=170 x 0,42 x 0,58=41,41;

70-714

P(X<170) =P(Z < W

)=P(Z <-0,21) = 0,4168

Otra de las equivocaciones se presento al plantear y calcular la probabilidad de

la variable normal estandar mezclada con la media muestral:

Se quiere estimar el intervalo en que flucta el tiempo que demoran en revisar un motor de
automovil cuya distribucion es gamma con parametros conocidos « y S, y de media y varianza
E(X)= axp=(17)%(3,5)=59,5, V(X)=208,25. Se observd el tiempo que tardan 40 mecénicos de
distintos talleres en revisar un motor. ¢Cual es la probabilidad que los 40 mecanicos se
demoren més de 6 horas en revisar un motor? Entonces:

6-59,5

{208,25/40

P(X 26)=1-P(X<6)=1-P(Z< )=1- ¢(-3,71)=1-0=1

Los errores producidos son sugerir que la interrogante debiera ser ;cual es la

probabilidad que el tiempo promedio que un mecanico de la muestra tarda en revisar un
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motor sea superior a 6 horas ? Otro error es anotar el pardmetro de localizacion a=17
en vez de 1,7; por lo tanto induce a error en la transformacion algebraica (AP1), la
tipificacion (AP2) y el calculo mediante la calculadora y tabla estadistica (AP3), cuyo

valor correcto es 0,33.

Propiedades

Bastantes alumnos calculan correctamente la media de la distribucion
aproximada de una suma de variables aleatorias como la suma de las medias (P1), asi
como la varianza de la distribucion aproximada de la suma de variables aleatorias como
suma de las varianzas (P2). Dichas propiedades P1y P2 fueron utilizadas correctamente
por 35 alumnos. Un error fue mezclar las distribuciones unifome y binomial al aplicar

estas propiedades:

“El precio S, de cada paquete comprado es una v.a.i. distribuida uniformemente entre 100
dolares y 200 dolares, de media 150 y varianza 833,3. El precio total de los 10 paquetes
comprados se distribuye seglin una distribucion normal con media nxp = 1500 y varianza 8333
(utilizando el teorema de Laplace). Para estimar la probabilidad de que ganemos dinero,
calculamos: Z = (1300-1500) / 8333 =-0,024. Usando correccidn de continuidad:

P (S, >1300) =P (Z>-0,024) =1- P (Z<-0,476) =1-0,3156 = 0,6844

Hubo ocho alumnos que usaron la propiedad de que la media aritmética de una
m.a. de tamafio suficientemente grande sigue una distribucion aproximadamente normal
(P3). Otra de las propiedades méas usadas (57 alumnos) fue que la aproximacion de la
suma de variables aleatorias a la distribucion normal mejora con el nimero de

sumandos (P4).

“Al aumentar la muestra, la distribucion Poisson se aproxima de mejor manera a una normal,
su grafica toma forma de campana”, "El valor 1 al aumentar mejora la aproximacién a una
distribucién normal™.

Algunos alumnos aproximan una distribucion discreta por una continua (P7).
Son los alumnos que situaron su problema en el campo CP1, utilizando la distribucion
binomial como poblacion de origen, y mencionaron el teorema de Laplace De-Moivre.

Un ejemplo en el estudio de defectos de computadores que fue resuelto simulando para
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varias muestras es el siguiente: Para el caso de n=30 la aproximacion de la distribucién
binomial a la distribucion normal seré buena ya que np y ng son mayoresque 5y py q

no son demasiado pequefos. El alumno incluye los siguientes graficos:
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Se aproximan algunas distribuciones clasicas a la distribucién normal (P8). Los
modelos probabilisticos estimados mas comentados fueron la Poisson (15 casos) para
variables discretas y la exponencial (20 casos) para variables continuas. Un alumno uso
correctamente la propiedad de que los estimadores de maxima verosimilitud tienen
distribucion asintética normal (P10).

Respecto a la correccion de continuidad (P12), que se aplica sumando en este
caso 0,5 al comienzo del célculo de la probabilidad para luego estandarizar la variable
Sy, fue empleada en las distribuciones binomial y Poisson. Un ejemplo de error al

considerar esta propiedad en el calculo de P (S; > 15) fue usar 14,5 en lugar de 15,5:

S;: El nimero de compradores de la computadora que adquieren el paquete de software de 80
clientes con probabilidad de éxito p=0,2. Para calcular la probabilidad la distribucién binomial
la podemos aproximar a una normal mediante el teorema central del limite porque nuestro
tamafio de muestra es grande. Ademas, debemos utilizar correccion por continuidad por que
estoy aproximando de una distribucién discreta a una continua.

S;~ N (U=nxp=16; o?>=nxpxq=12,8);

P(S;>15)= P(5:>14,5) = 1-P((S:- W/ ¢ < (14,5-16)/3,57) =1-P (Z< -0.42) = 0,66.

Argumentos

Fueron 30 los alumnos que argumentan y realizan el célculo correcto de los
promedios muestrales o de una suma de variables (A1), como se muestra en el siguiente
ejemplo de aplicacion correcta de los algoritmos AP1, AP2 y AP3y propiedades P1, P2
y P12:

“Un ingeniero toma una muestra de 50 memorias RAM, y quiere determinar la confiabilidad de
obtener, a lo mas 10 memorias defectuosas. Se define la v.a. X: numero de memorias RAM

defectuosas obtenidos de las 50 extracciones consecutivas. Entonces X~Bin(n=50, p=1/2),
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E(X)=nxp=25, V(X)=nxpxq=12,5. Utilizando el teorema de Laplace-DeMoivre se tiene que X se
10,5-25
Ji25
= 0,000020548939. La confiabilidad de obtener a lo mas 10 memorias defectuosas de una muestra

de 50, es de un 0,002%.

aproxima a la normal: P(X<10)=P(X<10,5). Por c.c. P(X<10,5)=P(Z < ) =P(Z<-4,10)

Veinte alumnos razonan el teorema como caso especial de un resultado general
(A2), aplicandolo a la aproximacion de la distribucion binomial, que validaron como
caso particular del teorema.

La validacion del teorema por medio de la simulacién grafica con ordenador
(A4) fue la mas empleada y alcanzada por un 80% del grupo. En el siguiente ejemplo,
de bioingenieria se justifica visualmente mediante la funcion logistica la variacion de las
varianzas, que es la segunda propiedad citada por Méndez (1991) sobre la comprensién

del teorema central del limite:

“La sustentabilidad de la merluza de cola, se verifica por la talla (longitud total), a objeto de
saber cuando se debe extraer el recurso y en que latitudes de Chile. La variable es la longitud
maxima que alcanza esta especie para su primera madurez sexual. Es importante mencionar que
graficamente se observa que la varianza, para un n pequefio, es mucho mayor que para un n
grande (nos indicaria de alguna forma que al aumentar n deberian variar menos los datos que
es lo que generalmente se espera), esta distribucion podria de alguna forma representar muy
bien a muestras de poblaciones grandes en donde es importante ver en que medida estan
variando los datos™.

Otro ejemplo argumentado por las representaciones graficas es la que sigue:

“En el gréafico con n=520, se representa el pedido del gerente. Se puede ver claramente la
prueba de que se puede utilizar el teorema central del limite para apreciar como la distribucién
de Poisson de los promedios muestrales se aproxima a una distribucion normal cuando el n es
suficientemente grande. Ademas, la media de esta simulacion, es la que mas se asemeja a la
media tedrica planteada en el ejercicio 2 = 13. Con la simulacién de @RISK se puede ver que
una distribucion de Poisson estara sesgada a la derecha cuando A es pequefia y se aproximara a
la simetria al crecer”.
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También, se justifica el teorema mediante la comprobacion de ejemplos y
contraejemplos sin pretension de generalizar (A5). Se observaron 26 respuestas
utilizando este argumento, una de las cuales compara las probabilidades exactas y

aproximadas del teorema para la distribucion Poisson:

“En la compra de 520 chips para el uso de su empresa, que sigue la distribucién Poisson donde
aparecen 2 chips defectuosos de 40, se tiene como variable el nimero de chips defectuosos en un
lote de 520 chips. Sea X ~ P(u = 0,025) de parametro p = 2/80 = 0,025 de 520. Se sabe que el
gerente sélo puede recibir a lo mas 5 chips defectuosos de su pedido de 520, por lo tanto p =
520x2/80 = 13 0 sea 13 defectuosos de 520 chips. Se calcula la probabilidad de que X <5, para
saber la probabilidad de que en el pedido se encuentre a lo mas 5 chips defectuosos. P(X<5) =

X -13
Zl3x—|e =1,0731x102. Como se ve la Probabilidad exacta de que en el pedido se encuentre
X!

a lo mas 5 chips defectuosos es de 1,07%. Aproximando a una Normal: X ~ P(u = 13) — S, ~
50-13

J13

N(hy, np); P(X <5)=P(Z < )=P(Z <-2,22) =0,0132".

Veintiseis alumnos obtienen una conclusién o toman una decision en base a
resultados del teorema (A6). Un ejemplo en estimacion de tiempos de espera de

atencion se muestra en lo que sigue:

“En su estudio se da cuenta de que para un g =2 minutos, para los distintos tamafios de

muestras y replicas, las cajeras se demoran alrededor de 2 a 3 minutos en atender a un cliente.

Para un B =5 minutos, para los distintos tamafios de muestras y replicas las cajeras se
demoran alrededor de 5 a 6 minutos en atender a un cliente. Para un g =8 minutos, para los

distintos tamafios de muestras y replicas las cajeras se demoran alrededor de 7 a 9 minutos en
atender a un cliente. Por lo tanto, lo mas conveniente para el Banco Estado y para los clientes

es considerar el parametro S =2 minutos™.

La Tabla 7.6.1 muestra los resultados obtenidos al analizar los proyectos

presentados por los estudiantes en cuanto a los diferentes procedimientos,
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argumentaciones y lenguajes de representaciones graficas, simbolicos y expresiones

verbales usadas. Se observa que los campos de aplicacion del teorema mas requerido

son los que provienen de poblaciones binomiales, de distribuciones de la suma de

variables continuas y discretas con participacion respectiva de 31%, 28% y 18%.

También, un 15% estimd parametros por intervalos de confianza. En conjunto han

aparecido todos los campos de problemas incluidos en la ensefianza, en general con uso

correcto.

Tabla 7.6.1. Frecuencias (y porcentajes) de elementos de significado del problema abierto (n=83)

Elementos usados Incorrecto  Correcto
Campos de problemas
CP1: Obtener una aproximacion de la dist. binomial para valores grandes de n 2(2,4) 26 (31,3)
CP2: Determinar la distribucion de la suma de variables aleatorias discretas i.i.d. 6 (7,2) 15 (18,1)
CP4: Determinar la distribucion de la suma de variables aleatorias continuas i.i.d 8(9,6) 23 (27,7)
CP8: Obtener del tamafio adecuado de una m.a. de poblaciones desconocidas 0(0,0) 1(1,2)
CP12: Estimar por intervalos de confianza la media y otros parametros para 1 (1,2) 12 (14,5)
muestras grandes
CP13: Establecer pruebas de hipotesis de la media y otros pardmetros para 2 (2,4) 1(1,2)
muestras grandes
Lenguaje
Términos y expresiones verbales 2(2,4) 55 (66,3)
Notaciones y simbolos 9(10,8) 32(38,6)
Representaciones graficas 3(3,6) 60 (72,3)
Enunciados
E4: Enunciado del teorema para la suma de variables independientes idénticamente 0 (0,0) 20 (24,1)
distribuidas
E5: Enunciado del teorema de forma general 1(1,2) 7(8,4)
E6: Enunciado intuitivo del teorema 5 (6,0) 58 (69,9)
Procedimientos
AP1: Calculo algebraico y transformacion de variables aleatorias 3(3,6) 37 (44,6)
AP2: Tipificacion /Destipificacion 9(10,8) 30(36,1)
AP3: Calculo de probabilidades con calculadora, tablas u ordenador 3(3,6) 35 (42,2)
AP4: Calculo de probabilidades a partir de la simulacion 3(3,6) 66 (79,5)
Propiedades
P1: La media de la distribucion aproximada de una suma de variables aleatorias es 5 (6,0) 35 (42,2)
la suma de las medias
P2: La varianza de la distribucion aproximada de la suma de variables aleatorias es 5 (6,0) 35 (42,2)
la suma de las varianzas
P3: La media aritmética de una m.a. de tamafio suficientemente grande sigue una 0 (0,0) 8 (9,6)
distribucién aproximadamente normal
P4: La aproximacion de la suma de variables aleatorias a la distribucion normal 1 (1,2) 57 (68,7)
mejora con el nimero de sumandos
P7: Aproximacion de una distribucion discreta por una continua 0(0,0) 20 (24,1)
P8: Aproximacion de algunas distribuciones clasicas a la distribucion normal 4 (4,8) 18 (21,7)
P10: Los estimadores de maxima verosimilitud tienen distribucion asintética 0 (0,0) 1(1,2)
normal
P12: Correccion de continuidad 5 (6,0) 15 (18,1)
Argumentos
Al: Demostraciones formales algebraicas y/ o deductivas 9(10,8)  30(36,1)
A2: Presentacion del teorema como caso especial de un resultado general 1(1,2) 20 (24,1)
Ad4: Simulacion grafica con ordenador del teorema 3(3,6) 66 (79,5)
A5: Comprobacidn de ejemplos y contraejemplos sin pretension de generalizar 0(0,0) 26 (31,3)
AB: Obtener una conclusion o tomar una decision en base al teorema. 7(8,4) 26 (31,3)
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Este proyecto por ser abierto, llevd a que los estudiantes se expresardn con
diverso lenguaje, con un 66% de uso correcto de la terminologia verbal y un 39% en
notacion simbdlica. La de mayor uso, con un 72%, fue la de representaciones graficas,
donde la experiencia de trabajar el teorema mediante la simulacion con el computador
resultd positiva. Las respuestas de los estudiantes muestran que aprendieron a utilizar el
programa @risk, obteniendo tablas de la distribucion de la suma de variables aleatorias
con muestras de distintos tamafios muestrales y la grafica de barras e histograma como
un medio de validar la forma simétrica de la distribucién de la media muestral y
aproximacién a la normal a medida que aumenta el tamafio muestral; propiedades
propuesta por Méndez (1991).

La forma de enunciar intuitivamente el teorema fue la més utilizada con un 70%,
seguido de la suma de variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas
(24%) y un 8% declaré el teorema de forma general.

En cuanto a los procedimientos usados para resolver los problemas planteados,
un promedio de 40% usO correctamente las estrategias del calculo algebraico,
tipificacion y calculo con calculadora, tablas estadisticas o programa de ordenador. La
frecuencia de uso incorrecto de los procedimientos fue pequefia; no todos los alumnos
usan los procedimientos algebraicos, pues algunos plantean los problemas y hacen un
estudio mediante simulacion (en lugar de usar un procedimiento algebraico). No se
habia considerado este elemento como objeto de estudio, pero muchos estudiantes han
resuelto el problema considerado por medio de la simulacion, y por ello lo incluimos
ahora como procedimiento.

En cuanto a las propiedades, los estudiantes en general utilizan el tipo de
variables aleatorias para identificar la distribucion clasica de probabilidades y luego
aplicar algunas propiedades de aproximacion a la distribucion normal. Las de mayor
reconocimiento son: P4, que la aproximacion mejora al aumentar el nimero de variables
(69%), P1 y P2, la media y varianza de la distribucion aproximada de la suma de
variables aleatorias es la suma de las medias y varianzas respectivamente (42%), P7,
aproximacion de una distribucion discreta por una normal (24%), y con un 22% la
propiedad P8 de aproximacion de distribuciones clasicas a la distribucion normal. Los
alumnos que trabajaron en muestras de poblaciones con distribucion discreta, un 18%
uso correctamente la correccion de continuidad P12 con un 6% de error en la aplicacion.

S6lo un 10% aplicé que la media de la muestra se aproxima a una distribucion normal
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para un tamafio muestral grande, P3. Observamos errores en algunos estudiantes que
confunden una variable discreta con una continua, como es el caso de la distribucion
Poisson con la distribucion exponencial.

Fueron varias las argumentaciones en los distintos problemas de aplicacion; la
validacion del teorema de mayor éxito fue la simulacion grafica con ordenador (80%),
seguida de formas algebraicas (36%), la comprobacion de ejemplos de célculo de
probabilidades y esperanzas tanto empiricas como tedricas (31%) y un 24% lo
argumentd como caso especial de un resultado general. Muy pocos estudiantes llegan a
una conclusion final correcta en el contexto del problema, relacionando gran parte de
los elementos de significados, realizando un analisis de cada propiedad y concluyendo
con una sintesis. Solo un 31% concluye con una decision de contexto basado en el
teorema.

Una sintesis del nimero de elementos de significados del teorema correctamente
e incorrectamente empleados en este problema por los estudiantes (entre los 29
identificados en la Tabla 7.6.1), se expone en lo que sigue. Se observa en el gréfico de
caja (Figura 7.6.1) que el numero de elementos correctamente utilizados por alumno en
la solucion varia de 0 a 20, mientras que el nimero de elementos incorrectamente
utilizados va de 0 a 10. También se destaca la superioridad de los cuantiles
correspondientes a los elementos correctos en el 50% central de la distribucion y la
mediana en relacién a las respuestas incorrectas. Ademas, se percibe que las medias
poblacionales de puntuaciones totales de elementos correctos e incorrectos podrian ser

distintas ya que no se produce un traslape de la informacion central.

Figura 7.6.1. Nimero de elementos correcta e incorrectamente usados en el proyecto

L oo= + s
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En la Tabla 7.6.2 se presentan los estadisticos del nimero de elementos de
significado del teorema correcto e incorrecto en la prueba de ensayo, analizando la
diferencia entre los alumnos participantes. Se observa que el nimero promedio de
respuestas correctas es altamente mayor de las respuestas incorrectas, con una media de
10,6 elementos de significados por alumno y 1 incorrecto del total de los 29
especificado en la Tabla 7.6.1, siendo ambas de respuestas heterogéneas (coeficientes de

variacion superior a 35%) con desviaciones tipicas muy distintas.

Tabla 7.6.2. Estadisticos del nimero de elementos correctos e incorrectos en el problema de ensayo

Media  Desviaciontip.  Error tip. de la media
Correctos 10,6026 5,95293 67404
Incorrectos 1,1795 2,19056 ,24803

Los comentarios anteriores son confirmados mediante la inferencia en un
contraste T de diferencias de medias en muestras relacionadas, resultados presentes en
la Tabla 7.6.3 cuyo valor de probabilidad es 0,000 y se calcularon el intervalo de
confianza del 95% de confianza para la diferencia de medias en muestras relacionadas.
Se puede apreciar que la diferencia promedio entre respuestas correctas e incorrectas
por alumno es altamente significativa, con un intervalo de confianza dentro de los
valores positivos entre 7,8 y 11,1; lo cual permite rechazar la hip6tesis de igualdad de
las medias. Ello indica que los alumnos en su conjunto utilizan mas elementos de
significado correctamente que incorrectamente en la resolucién del proyecto de

aplicacion contextualizado del teorema central del limite.

Tabla 7.6.3. Contraste e intervalo de confianza de la diferencia de elementos correcto e incorrecto en el
problema de ensayo

Sig.
Diferencias relacionadas t gl (bilateral)
Desviacion  Errortip. de  95% Intervalo de confianza para
Media tip. la media la diferencia
Inferior Superior
9,42308 7,23361 ,81905 7,79215 11,05400 11,505 77 ,000

7.7. RESUMEN DE RESULTADOS EN LAS TRES PRUEBAS ABIERTAS
Como resumen, se realiza un estudio comparativo del nimero de elementos de
significado usados correcta o incorrectamente por cada estudiante en el total de las tres

pruebas abiertas.
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En relacion a la diferencia entre el numero de elementos de significado correcto
e incorrectamente empleados por los alumnos al resolver los tres problemas abiertos, el
analisis indica una divergencia respecto a los resultados de aplicacion del teorema en las
tres situaciones. En la Figura 7.7.1 se puede valorar que el nimero de elementos
correctos es mayor que el nimero de elementos incorrectos, ya que el recorrido de los
elementos correctos que va de 0 a 45, mientras que para los incorrectos varia de 0 a 19.
También, la mediana es visiblemente superior (16 y 7 respectivamente), al igual que el
50% central de puntuacion total; de elementos de significados correctos comprendido en
el intervalo (9; 25), y el intervalo (5; 10) para los elementos incorrectos. Se muestra
claramente que las medias poblacionales de las puntuaciones correctas e incorrectas

pueden ser distintos.

Figura 7.7.1. Ndmero de elementos correcta e incorrectamente
usados en las tres pruebas

Las afirmaciones anteriores son fortalecidas por el resumen de los estadisticos de
posicion y dispersion establecidos en la Tabla 7.7.1. La media de elementos adquiridos
correctamente por los alumnos es casi el triple del valor de elementos incorrectos,
ademas en las dos distribuciones con coeficientes de variacion heterogénea muy

similares (59,3% y 62,5% respectivamente).

Tabla 7.7.1. Estadisticos del nimero de elementos correctos e incorrectos usados
en las tres pruebas (n = 134)

Media N Desviaciontip.  Error tip. de la media
Total correctos 17,2519 134 10,22487 ,88002
Total incorrectos 6,2000 134 3,87645 ,33363
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Una forma de consolidar las observaciones anteriores es mediante un contraste
de hipdtesis de la diferencia entre puntuaciones medias de elementos correctos e
incorrectos para muestras relacionadas, obteniendo un resultado altamente significativo
(significacion de 0,000). El intervalo de confianza para la diferencia de medias tiene
unos limites comprendidos entre 9,1 y 12,9 indicando que los estudiantes usaron
correctamente entre 9 y 13 elementos de significados del teorema central del limite mas
que el nimero de elementos en que presentaron errores, entre los establecidos en las
Tablas 7.5.1.1,7.5.2.1y 7.6.1.

Tabla 7.7.2. Contraste e intervalo de confianza de la diferencia de elementos correcto e incorrecto en los
tres problemas abiertos

Sig.
Diferencias relacionadas t gl (bilateral)
Desviacion  Error tip. de 95% Intervalo de confianza
Media tip. la media para la diferencia
Inferior Superior
11,05185 11,37050 ,97862 9,11632 12,98739 11,293 133 ,000

Los resultados obtenidos ponen de manifiesto la gran diversidad de elementos
que el alumno debe usar para resolver los problemas y las tareas planteadas y la
diferencia del proyecto abierto planteado con las tareas tradicionales incluidas en los
libros de texto. El alumno debe reconocer los campos de problemas del teorema central
del limite, elegir un lenguaje adecuado para representar sus datos, y operar con ellos
mediante una serie de procedimientos que le producen resultados numéricos o graficos.
Estos resultados han de ser interpretado adecuadamente, estableciendo correspondencias
semioticas pertinentes entre los mismos y los objetos matematicos y sus propiedades
que intervienen en el teorema y en las tareas.

Finalmente, debe ser capaz de ligar todos estos resultados por medio de una
argumentacién pertinente. Es muy importante a la hora de planificar una ensefianza,
tener en cuenta todos los elementos previos que el alumno debera conocer y manejar
para poder adquirir de manera coherente el significado global del teorema central del
limite. En lo que sigue comparamos el significado personal de los estudiantes, evaluado
mediante el conjunto de pruebas, con el significado institucional de referencia

implementado.
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7.8.  CONCLUSIONES SOBRE EL SIGNIFICADO PERSONAL DE LOS
ESTUDIANTES

Al finalizar el proceso de estudio del teorema central del limite se han analizado
las respuestas a varios instrumentos de evaluacion, un cuestionario y tres problemas
abiertos. A continuacién se hace una sintesis de las principales tendencias en el grupo

en cuanto al significado personal de los estudiantes.

7.8.1 CONCORDANCIAS ENTRE SIGNIFICADO PERSONAL Y SIGNIFICADO
IMPLEMENTADO

Una gran variedad de los elementos de significados del teorema ha sido aplicado
en forma correcta por los alumnos, tanto en el cuestionario, como en las pruebas
abiertas. Los campos de problemas mas intuitivos en los items del cuestionario fueron
obtener un estimador para la media muestral (CP12, 76% en item 11), aproximacion
binomial a la normal CP1, (59% en item 1), el reconocimiento del teorema para la suma
de variables independientes idénticamente distribuidas (CP2, CP4, item 5 parte a), b) y
¢)) y aproximacion de distribuciones clasicas continuas (CP4, 89% la distribucion T en
item 12).

En los problemas abiertos estos campos fueron menos reconocidos, pues algunos
alumnos transforman el problema en otro correspondiente a la distribucién de Poisson o
normal. No obstante un porcentaje de estudiantes reconoce el campo CP1 en el
problema 2 relativo a la aproximacion binomial y el CP2 en el problema 1. A diferencia
de los problemas parciales anteriores, el problema 3 destaca el reconocimiento de otros
cuatro campos de problemas en que se utiliza el teorema (CP4, CP8, CP12 y CP13); en
total hay 6 campos de problemas reconocidos (un 94% de estudiantes reconoce alguno
de ellos). Parece que fue mas sencillo para el estudiante idear él mismo un problema que
pudiese resolverse mediante el teorema central del limite que identificar el teorema
como solucion de un problema previamente planteado.

El lenguaje simbolico fue, en general, sencillo, para los estudiantes, con algunas
excepciones. En los problemas abiertos, observamos que en la aplicaciéon del teorema
mediante la distribucion de probabilidad Poisson (problema 1) se ha mostrado una
comprension de la representacion algebraica con distintos porcentajes de logros (66%
en problema 1, 42% en problema 2, 39% en el problema 3); también se afiade con
fuerza en este ultimo problema el uso correcto de la representacion grafica (72%).

Los procedimientos mejor utilizados han sido las estrategias algebraicas AP1
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(94% correcto en problema 1y 59% en problema 2, 45% en el proyecto), la tipificacion
y destipificacion AP2 (67% correcto en problema 1, 43% en problema 2, 36% en el
proyecto) y el calculo de probabilidad con tablas AP3 (71% en problema 1, 53% en
problema 2). En el proyecto abierto ademas, se incorpora la simulacién como resolucion
del problema de aplicacion (70% de uso correcto).

Las propiedades mas sencillas fueron la condicion del tamafio muestral P4 (93%
en item 6 b)), la media de la suma de variables aleatorias P1 (81% en problema 1, 56%
en problema 2, 42% en el proyecto), la varianza de la suma de variables aleatorias P2
(69% en problema 1, 43% en problema 2, 42% en el proyecto), el uso de la correccion
de continuidad a nivel declarativo P12 (74% en item 2) y la convergencia de la
distribucion binomial en el centro del rango de la distribucion P7 (66% en item 3). Lo
siguen las propiedades de la distribucién de origen y condiciones de la convergencia
para la suma de variables, propiedades no incluidas en el significado institucional de
referencia (entre 58 y 67% de aciertos en los apartados a) y c¢) del item 6; 69% en el
proyecto). Asimismo, se reconoce la convergencia para valores pequefios de n de
algunas distribuciones (entre 72 y 84% de aciertos en diferentes partes del item 7). Se
maneja a nivel declarativo el concepto de distribucion muestral (82% en item 8) y se
conoce la forma de su grafica (59% en item 10).

De las cinco maneras convenientes de validar el procedimiento de analisis,
sobresale la simulacion gréfica con ordenador (A4) en el proyecto (80%), la
aproximacion a la distribucion binomial como caso especial del teorema (A2, 66% en
items 1 y 2) y la simulacion manipulativa (A3, 77% en item 7). Se emplea
correctamente el argumento de conclusion especifica en base al resultado (A6), aunque
la frecuencia de uso correcto no alcanza el 50% en los problemas abiertos.

Respecto a las configuraciones empleadas en el proceso de estudio, en el
cuestionario fueron positivos los resultados (frecuencia de éxito) en los items 1y 6
relacionados con configuracion manipulativa (un promedio de respuestas correctas de
69,2%), por ejemplo en la comprension de la convergencia binomial por una
distribucion continua. Una tasa de aciertos de 72,1% en la configuracion simulacion
computacional (items 3, 7, 9, 10, 11 y 12) y en la configuracion algebraica de 42,9%
(items 2, 4, 5y 14). Por lo tanto, las tres configuraciones epistémicas instauradas en la
primera evaluacion (cuestionario) han sido robustecidas la configuracion algebraica en
los problemas 1y 2y la configuracion de simulacion e intuitiva en la tarea de contexto a

la ingenieria. Se observa también la mayor dificultad de la configuracion algebraica
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respecto a las manipulativas y computacional, por lo que la ensefianza con dicha

configuracion sélo debiera abordarse, alcanzada la comprensién de las dos primeras.

7.82. DIFERENCIAS ENTRE  SIGNIFICADO PERSONAL Y  SIGNIFICADO
IMPLEMENTADO
Por otro lado, no todos los elementos de significado han sido aplicados con la

misma frecuencia ni todos resultaron igualmente sencillos, habiendo una gama de
dificultad, desde preguntas acertadas por todo el grupo hasta otras con un porcentaje de
aciertos muy bajo. Dentro de las caracteristicas generales que hemos podido determinar
en las resoluciones de los alumnos, los errores mas comunes se describen a
continuaciéon. Una parte importante de estos errores podrian deberse a conflictos
semidticos, aunque este punto deberéa ser investigado mas adelante, pues en este trabajo
no hemos llevado a cabo un analisis semidtico detallado de las respuestas de los
estudiantes.

Reconocer los campos de problemas donde el teorema es una herramienta de
andlisis no fue siempre sencillo para los estudiantes; en el primer problema abierto solo
el 46% reconoce la aproximacion de variables discretas no acotadas correctamente
(CP2). En el problema 2 s6lo 26% reconoce la aproximacion a la distribucion binomial
(CP1) y el 16% la distribucion de la suma de variables discretas (CP2). En estos
problemas los alumnos resuelven un problema diferente al planteado mediante la
distribucién exacta de Poisson o binomial, respectivamente.

Solo una cuarta parte del grupo inspecciona aproximaciones de estadisticos que
provienen de poblaciones ya sea discreta o continua y su inferencia en intervalos de
confianza y contraste de hipotesis (CP11 y CP12). Se entiende que una dificultad de los
estudiantes es identificar la distribucion de probabilidad apropiada que modela la
variable estadistica situada en la ingenieria. Es por ello que hubo mejores respuestas
correctas en el problema 1, donde se indica que el problema de transporte ha sido
modelado por la distribucién Poisson. También se presentan errores al extender
indebidamente el teorema para n pequefio en el caso de la proporcion (CP1, item 13 con
solo 21% de respuestas correctas e item 15 con solo 12% de respuestas correctas),
resultados que se explican por la heuristica de la representatividad.

El lenguaje menos utilizado es el de téerminos y expresiones verbales debido a la
gran cantidad de palabras relacionadas con teorema central del limite y que el alumno

prefiere expresarse en lenguaje simbolico; en general, cuando se usa se hace
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correctamente, pero también se producen errores. Destaca el proyecto abierto, donde
hay un uso correcto del lenguaje en el 66% de los estudiantes.

Fue dificil el procedimiento de estandarizacion (AP2) a nivel declarativo (item
4) pues algunos estudiantes confunden la desviacién tipica de la media y de la
proporcion o comenten errores en el manejo de desigualdades. Cerca de un 25% de los
estudiantes tienen problemas con la tipificacion y este porcentaje fue mas alto en el item
4 con un 62,7% al confundir la tipificacion de la suma de variables aleatorias con la
correspondiente a la media aritmetica.

Aungue, en general, los alumnos usan la mayor parte de los enunciados del
teorema, les resulto dificil identificar un enunciado incorrecto (sélo 47% en item 5)
aunque el error se relaciona con el olvido de la desviacion tipica para la proporcion. En
el problema 1 sélo el 40% reconocen el enunciado para la suma de variables aleatorias
(E4), debido a la falta de reconocimiento del campo de problema CP2. Lo mismo ocurre
en el problema 2 con un 28% y un 20% en plantear el teorema de forma intuitiva (E6) y
muy pocos lo declaran de manera general (E5). Por el contrario, en el proyecto abierto
el 70% usa correctamente el enunciado intuitivo (E6).

En las propiedades hubo un 81% de error al comparar las medias del estadistico
y de la poblacion (item 14) (P1) formulada en términos verbales de la distribucién
muestral. Resalta que no utilicen la correccion de continuidad en el procedimiento
algebraico (P12) en las distintas situaciones de estimacion de distribucion discreta por
una continua; de los que la utilizaron esta propiedad un 9,1% lo hicieron mal y sélo un
21,4% en promedio lo aplicé correctamente. S6lo el 33% la usa correctamente en el
problema 1. En cambio en el item 2 del cuestionario s6lo un 26,1% expresd
simbdlicamente mal la correccion, haciendo notar al alumno que el propdsito de la
pregunta era aplicar la propiedad. Tampoco alcanz6 el 25% del uso correcto de las
propiedades de la media aritmética (P3), aproximacion de una distribucion discreta por
una continua (P7) y de otras distribuciones clasicas (P8), a diferencia de la aplicacion de
la media de la suma de variables aleatorias (P1) y varianza de la suma de variables
aleatorias (P2).

Por Gltimo, la unién de todos los elementos de significado del teorema central
del limite presentes no fue consolidada en una buena argumentacién por el grupo; un
promedio de 38% concluye en base a la simulacion grafica (A4) o forma algebraica
(Al) determinando una decision, asi también es alto el porcentaje de errores de la

argumentacion deductiva (Al) (sélo 26% de razonamientos deductivos correctos en el
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problema 1, 32% en el problema 2 y 36,1% en el proyecto abierto). También hay
dificultad al obtener una conclusion a partir del analisis (A6) (s6lo 37% lo hacen
correctamente en el problema 1 y 45% en el problema 2). Sin embargo, en el proyecto
abierto la simulacién se usa con éxito en la argumentacion en un 80% de los

estudiantes.

7.9. CONCLUSIONES SOBRE LA IDONEIDAD DEL PROCESO DE ESTUDIO

Ademas de estudiar con detalle la comprension adquirida por los estudiantes
sobre los diferentes elementos de significado incluidos en el proceso de estudio, se
plante6 analizar el punto hasta el cudl el proceso de instruccion ha sido eficaz. Para ello
se baso en el andlisis de los criterios de idoneidad definidos por Godino, Contreras y
Font (2006).

Idoneidad epistémica

Se refiere al grado de representatividad de los significados institucionales
implementados (o previstos), respecto de unos significados de referencia. Incluye
también las conexiones 0 apertura hacia otras configuraciones epistémicas que
constituyen la trayectoria correspondiente (Godino, Contreras y Font, 2006).

En el estudio la idoneidad epistémica ha sido muy alta, como se pone de
manifiesto en el analisis realizado en los capitulos 5 y 6 sobre el proceso de estudio
disefiado e implementado y al compararlo con el estudio historico y en analisis de libros
de texto realizados en los capitulos anteriores. El estudio de libros de texto revelé que
existe diversidad de significados en los libros de estadistica para ingenieros en la forma
de presentacion del teorema central del limite, aunque el énfasis general se pone en la
resolucion de ejercicios rutinarios, bien descontextualizados o contextualizados a la
ingenieria, pero con datos que en ningun modo son reales. Ademas, la presentacién del
teorema se restringe a la distribucion de la media de la muestra (en el mejor de los casos
a la suma de variables aleatorias) y se hace poco uso de la herramienta informatica.

En la propuesta se han ampliado notablemente los campos de problemas, para
incluir practicamente todos los encontrados en el estudio historico, incluyendo, desde la
aproximacién de la distribucion binomial a las aplicaciones a estimacion y obtencién
del tamafio de muestra. El significado implementado (Capitulo 6) ha reforzado la
aplicacion del teorema central del limite a variables discretas, problemas enfocados a

varias especialidades con dispositivo de simulacion y resolucion justificada. Se inicia la
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introduccién del teorema en la leccion 1 a partir de la aproximacion de una distribucion
de probabilidades particular (utilizada para generar algunos modelos probabilisticos
clasicos), comprometiendo al estudiante a observar distintos acercamientos de la
distribucion muestral de varios estadisticos tomados de datos reales recogidos por los
estudiantes e incorporando la informatica.

Respecto a la forma de argumentacion, se ha ampliado las formas tradicionales,
que consisten esencialmente en el razonamiento formal deductivo. La experiencia de
ensefianza ha permitido otras formas de argumentacién que incluyen expresar el
teorema como caso particular de un resultado general, exponer la simulacion con
ordenador, formularla mediante ejemplos y contraejemplos y tomar una decision en
base a los resultados. Especialmente importante ha sido la argumentacion basada en la
simulacion y visualizacion con ordenador. La facilidad de simulacion de experimentos
aleatorios hizo posible a los alumnos la experimentacion y exploracion del teorema
central del limite, variando los tipos de distribuciones y sus parametros y observando
como depende la convergencia de ellos, de una forma interactiva. De este modo el
"objeto" teorema central del limite pierde su caracter abstracto, proporcionando una
experiencia estocastica que no es facil alcanzar en la vida real (Biehler, 1991, 1997;
Tauber, 2001).

Por tanto los elementos de significado presentados en el proceso de estudio son
una muestra representativa de los que se detallaron en el significado de referencia,
puesto que se han incluido todos los campos de problemas pretendidos, asi como los
procedimientos pertinentes, propiedades relacionadas, enunciado y lenguaje. De los 45
elementos de significado del teorema, hubo dos elementos (CP7: campo de problema de
la suma de variables aleatorias dependientes y E1: presentacion del teorema como
convergencia de sucesiones de v.a.) no tomados en el disefio debido a su excesiva
dificultad para los estudiantes a que iba dirigido el estudio. Se han establecido también
conexiones hacia otros objetos matematicos (configuraciones epistémicas), en particular
hacia las distribuciones muestrales de la media y proporcion y hacia sus aplicaciones en

la construccion de intervalos de confianza y contrastes de hipotesis.

Idoneidad cognitiva
Expresa el grado de proximidad de los significados implementados con respecto
a los significados personales iniciales de los estudiantes, o, de manera equivalente, la

medida en que el "material de aprendizaje" esté en la zona de desarrollo potencial de los

331



Capitulo 7

alumnos (Godino, Contreras y Font, 2006). Puesto que un grupo de estudiantes siempre
es variado, respecto a sus capacidades, conocimientos previos, interés y esfuerzo
durante el proceso de estudio, este tipo de idoneidad nunca sera completa (en el sentido
de que todos los estudiantes alcancen todos los objetivos educativos). Por consiguiente,
se habra de dar un juicio respecto al grado en que se ha conseguido en relacion con el
esfuerzo hecho por el estudiante e identificar criterios de mejora para futuras
implementaciones del proceso.

En relacion a los fines de la ensefianza, una primera evidencia de idoneidad
cognitiva es el aprendizaje mostrado por el estudiante, evidenciado en las diferentes
pruebas de evaluacion. El aprendizaje de los diferentes elementos de significado fue, sin
embargo, desigual, como se ha mostrado al analizar las concordancias y diferencias del
significado implementado y personal de los alumnos y en las diferencias de porcentajes
de respuestas correctas a diferentes items del cuestionario. Cada estudiante responde
correctamente en promedio 12-13 items correctamente, de un total de 20 en el
cuestionario y la mayor parte de los items tienen una alta tasa de respuestas correctas
(aunque en unos pocos casos, como en el item relacionado con la heuristica de la
representatividad los estudiantes en su mayoria dan la respuesta incorrecta).

La idoneidad cognitiva también se manifiesta en el hecho de que al resolver los
problemas abiertos y el proyecto los alumnos utilizan mas elementos de significado
correctamente que incorrectamente en cada una de estas tareas y en su conjunto (el
nimero de elementos correctamente utilizados duplica al de usados con errores).
Ademads, casi todos los estudiantes aprendieron a manejar la planilla Excel y el
software @risk, son capaces de simular experimentos y el 62% realizaron un proyecto
opcional en el que fueron capaces de idear un contexto de la ingenieria donde se pueda
aplicar el teorema central del limite. Dichos estudiantes mostraron una alta capacidad de
manejos de procedimientos y la mayoria de las propiedades, variando los campos de
problemas y enunciados presentados. Aln asi muchos de ellos no llegan a interpretar
todos los resultados de su proyecto, limitandose a proporcionar los resultados numéricos
sin interpretacion.

Esta dificultad (la interpretacion) junto con la identificacion de los campos de
problemas (en los problemas abiertos 1 y 2) fueron los puntos menos alcanzados. Los
estudiantes dominan los procedimientos, lenguaje y propiedades y son capaces de
inventar un problema que involucre al teorema cuando asi se les pide. Es mas dificil

para ellos reconocer un problema relativo al teorema central del limite (si no se les
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indica explicitamente) o interpretar los resultados en un contexto de ingenieria.

También la lectura de los capitulos 5 y 6 nos hace reflexionar sobre que
posiblemente hubo diferencia de intensidad de implementacion de los diferentes
elementos de significado, dedicandose menos tiempo a estas actividades. No se
emplearon con la misma frecuencia los cinco tipos de argumentacion, posiblemente se
priorizd la simulacion, célculo y desarrollo algebraico, que también es frecuente en las
asignaturas previas de Calculos y Probabilidades. Son estos los puntos en que hay que
mejorar la idoneidad cognitiva del proceso de estudio, posiblemente con mas tiempo
dedicado al tema y sobre todo, con mas experiencia de los estudiantes en aplicacion del

teorema en su futura vida profesional.

Idoneidad semidtica

Tiene en cuenta las posibilidades que ofrece una configuracion didactica para
identificar conflictos semioticos potenciales y de resolverlos mediante la negociacion
de significados (Godino, Contreras y Font, 2006).

El dispositivo didactico implementado permitié identificar muchos de estos
conflictos, tanto a través de las evaluaciones intermedias y finales, como mediante las
preguntas planteadas por los estudiantes a la plataforma EV@. A lo largo del Capitulo
6 se describieron algunos de estos conflictos, aungque no se ha descrito con detalle la
forma en que fueron resueltos colectivamente en la clase, o bien, individualmente en
las tutorias implementadas por el profesor. Los resultados de la evaluacion final, en
todo caso, muestra la resolucion de una parte importante de los mencionados
conflictos.

Por ejemplo, lo mismo que ocurridé en la investigacion de Tauber (2001), en
nuestro curso los alumnos mostraron variados conocimientos previos, y mostraron
conflictos semioticos en relacion a la interpretacion de histograma y célculo de area
dentro de un intervalo, y el hecho de que una variable cuantitativa discreta puede ser
aproximada por una distribucién continua. Estos conflictos fueron resueltos a lo largo
de la ensefianza. Otros conflictos detectados en la ensefianza y resueltos fueron debidos
a la ejecucion de situaciones de estudio mediante la simulacion. En los casos de estudio
de la sensibilidad paramétrica para la convergencia en distribucion de probabilidad
detectamos y resolvimos en algun grado otros conflictos de diferenciacion en los tipos
de asimetria, diferenciacion entre modelos tedrico y datos empiricos, y entre estadistico

y pardmetro.
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El tiempo disponible no permitié resolver todos los conflictos presentados, lo
cual seria utdpico para un objeto matematico de tal complejidad. Por ejemplo, no se
logro identificar algunos de los campos de problemas o bien no aplicar (o aplicar
incorrectamente) la correccion de continuidad. Otro de los conflictos fue reconocer y
describir la distribucion de probabilidades de la poblacién, que concuerda con lo
indicado por Vallecillos (1999) quien indica que muchos alumnos tienen dificultad con
las distribuciones muestrales y su influencia en los procedimientos inferenciales. Sin
embargo, el hecho de que el proceso haya permitido identificarlos indica, por un lado
un grado de idoneidad semiotica. Por otro, proporciona los medios para aumentar
dicha idoneidad en futuras experimentaciones del material, donde se puede tener en
cuenta los conflictos semidticos identificados y tenerlos en cuenta en la revision y

mejora del proceso de estudio.

Idoneidad mediacional

Es el grado de disponibilidad de los recursos materiales y temporales necesarios
para el desarrollo de la actividad (Godino, Contreras y Font, 2006). El proceso de
estudio analizado tiene una alta idoneidad mediacional, pues permiti6 a los estudiantes
el trabajo con el teorema central del limite desde tres configuraciones didacticas
diferenciadas: manipulativa, computacional y algebraica, para facilitar la comprensién
progresiva y generalizacion del teorema central del limite.

En otros cursos de estadistica, las clases se desarrollan solo en el aula
tradicional, presentando a los estudiantes generalmente actividades de problemas y
ejercicios con desarrollo algebraico y demostraciones de propiedades deducidas de los
teoremas y corolarios. Los modelos probabilisticos, presentados cominmente en forma
matematica, y el estudio de su comportamiento en aplicaciones a la ingenieria, no es un
tema facil para los estudiantes, que manifiestan sus dificultades y errores en las distintas
evaluaciones implementadas en un semestre académico.

Las actividades propuestas en este caso contemplan un rango de dificultad,
variedad de procedimientos y formas de exploracion bastante mayor que la forma
tradicional presentada en los textos de estadistica para ingenieros. La simulacion y
posibilidades graficas de software permitio a los estudiantes, sobre todo con applets en
los informaticos, explorar y visualizar conceptos y propiedades complejas, en el caso
de los modelos probabilisticos, analizar las familias de distribuciones de probabilidad

mediante el estudio de sus parametros y las caracteristicas de la convergencia. En
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nuestro proceso de estudio, las actividades planificadas en las tres lecciones guian de
forma inductiva la introduccion del teorema central del limite, la comprension de la
variabilidad y busqueda de soluciones a problemas del disefio experimental de
situaciones a la ingenieria.

Las tres configuraciones didacticas implementadas permitieron ampliar
mediante la representacion del teorema con ordenador la parte algebraica, conectando
los modelos de probabilidades con su experimentacion. No obstante, si bien, las
actividades realizadas con el ordenador han complementado la construccion del
significado del teorema, ha implicado un coste cognitivo al alumno (Garfield y delMas,
1989), ya que deben asimilar distintas formas de comunicacion en un tiempo limitado
de su carga académica del semestre.

La plataforma puesta a disposicion de los estudiantes, permitio, asimismo,
ampliar sus posibilidades de trabajo en el tema, fuera de las lecciones programadas. El
Gnico punto limitado fue el tiempo disponible que, aunque amplio para algunos de los
alumnos fue insuficiente para que otros llegaran a asimilar todos los objetivos

programados.

Idoneidad emocional

Describe el grado de implicacion (interés, motivacion) de los alumnos en el
proceso de estudio. La idoneidad emocional estd relacionada tanto con factores que
dependen de la institucion como con factores que dependen basicamente del alumno y
de su historia escolar previa (Godino, Contreras y Font, 2006).

Para valorarla, hay que tener en cuenta la caracterizacion del estudiante de
ingenieria cuyas competencias matematicas son débiles y su ingreso a esta Universidad
no ha sido la primera opcién. Los métodos tradicionales que se han estado aplicando en
la Universidad conlleva altos grados de reprobacion de estos estudiantes en cursos de
Probabilidades y de Estadistica, observando una desmotivacion. Los alumnos expresan
su preocupacion por la cantidad y complejidad de conceptos y propiedades que han de
asimilar. Una primera medida de la idoneidad emocional fueron los resultados de la
encuesta de evaluacion del desempefio docente en el aula de estadistica, en los que la
etapa de implementacién del proceso de estudio fueron bien evaluados, con un alto
porcentaje favorable a la pregunta si realizaria el curso con el mismo profesor.

En este proceso de estudio se tratd de ampliar la idoneidad emocional mediante

un disefio cuidadoso de las aplicaciones presentadas en diversas areas de la ingenieria.

335



Capitulo 7

Ello llevé a una implicacion bastante alta de los estudiantes, puesto de manifiesto en el
numero de proyectos presentados (83 de un total de 106 estudiantes que se presentaron
al examen final, hubo otros alumnos que no la rindieron por tener nota de presentacion a

examen calificada de bueno), asi como en las tematicas elegidas para los mismos.
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CAPITULO 8.
CONCLUSIONES

8.1. INTRODUCCION

En esta memoria se ha presentado un estudio tedrico y experimental sobre la
ensefianza del teorema central del limite en el contexto de las carreras de ingenieria,
basado en el enfoque ontosemiotico desarrollado por Godino y colaboradores, que se
recogen en las referencias citadas a lo largo de la investigacion y publicadas de 1994 a
2007. El marco tedrico ha permitido analizar sistematicamente el significado de
referencia del teorema central del limite como objeto matematico y comparar el
significado institucional pretendido con el implementado por el profesor. También se ha
intentado evaluar criterios de idoneidad didactica del proceso de estudio disefiado y el
significado personal adquirido por estudiantes de ingenieria en una asignatura de
Estadistica del éarea de Ciencias Basicas, comparandolo con el significado
implementado.

A continuacion, se presentaran las principales conclusiones desprendidas en los
diferentes capitulos. Se comienza describiendo las conclusiones respecto a los objetivos
e hipdtesis de la investigacion y presentando las aportaciones mas relevantes. Se finaliza
indicando las implicaciones de los resultados de esta memoria para la ensefianza de la
estadistica en la educacion universitaria y su alcance para futuras lineas de

investigacion.

8.2. CONCLUSIONES EN RELACION A LOS OBJETIVOS

En el Capitulo 1 se plante6 un objetivo general y varios objetivos especificos. El
objetivo general propuesto se dirigié a fundamentar, disefiar y evaluar un proceso de
ensefianza y aprendizaje del teorema central del limite, que describiése la
implementacién de dicho proceso y el aprendizaje de los estudiantes, en la misma linea
de otras investigaciones realizadas en la Universidad de Granada sobre educacién
estadistica y principalmente de la tesis de Tauber (2001). Este objetivo se expreso en los

siguientes términos:
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Disefiar y evaluar un proceso de estudio dirigido sobre el teorema central del
limite a estudiantes de ingenieria, que tenga en cuenta la evolucion histérica del
teorema, el contexto educativo y tipos de estudiantes junto con el marco teorico en que

se basa la investigacion.

Se ha intentado responder a este objetivo mediante el disefio y evaluacién de un
proceso de estudio fundamentado por un riguroso analisis de tipo teorico y
experimental. EI marco tedrico permitié desglosar el objeto "teorema central del limite"
en componentes especificos, que han sido estudiados desde el punto de vista
institucional y personal con exhaustividad. Este objetivo general se divide, en otros
especificos, cuyos resultados se describen a continuacion, tratando de justificar el grado

de cumplimiento en cada cuestion.

Objetivo 1

Realizar un analisis epistemoldgico de la evolucion historica del teorema
central del limite desde el punto de vista de su significado, identificando los diversos
campos de problemas abordados, asi como las diversas formulaciones (enunciados) del

mismo.

Este objetivo se abord6 en el Capitulo 2 (Seccién 2.3) donde se estudia la
historia del teorema central del limite, identificando siete campos de problemas,
comenzando por la necesidad de aproximar la distribucion binomial para valores
grandes del parametro n, hasta llegar a la generalizacion del teorema para la distribucion
de la suma de variables aleatorias dependientes. También se describieron otros campos
consistentes en el estudio de las condiciones necesarias y suficientes para su aplicacion.
El interés de matematicos de prestigio (desde Laplace a Lévy) en el desarrollo del
teorema (1733 a 1937), asi como sus numerosas aplicaciones, dan cuenta de su
relevancia en la teoria de la probabilidad y estadistica matematica (ver Tabla 2.3.8.1).
La descripcion de los progresivos campos de problemas permitio posteriormente, dirigir
el disefio del proceso de estudio sobre el teorema, de acuerdo a los estudiantes de
ingenieria, considerando tres campos de problemas con intensidad progresiva en la

abstraccion de los contenidos y manteniendo el orden de la evolucion historica.
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El desarrollo histérico permitio también describir diferentes enunciados del
teorema y caracterizar las herramientas matematicas usadas en su demostracion. Dichas
herramientas incluyen temas asequibles a los estudiantes de ingenieria, como la
distribucion normal, transformaciones algebraicas, tipificacion de variables aleatorias y
calculo de probabilidades. Pero también contienen otros, como la funcion generatriz de
momentos, desarrollo en serie 0 método de momentos que, si bien es cierto podrian
estar al alcance de estos estudiantes, se hacen inviables en el tiempo disponible de
estudio. La caracterizacion de estos procedimientos condujo al desafio de implementar
otras dos herramientas previas (configuraciones manipulativa y de simulacién) para
sustituir dichos procedimientos formales y lograr un grado de comprension aceptable
del teorema central del limite. Con todo ello, se ha establecido una primera parte del
significado institucional de referencia del teorema central del limite.

Los resultados de este estudio se publicaron en Alvarado (2004c) y Alvarado y
Batanero (2006a).

Objetivo 2

Describir el significado que se presenta del teorema central del limite en los
libros de estadistica para ingenieros, identificando los campos de problemas, lenguaje,
procedimientos, enunciados, propiedades y argumentos usualmente utilizados en la
ensefianza a ingenieros en una muestra representativa de libros de texto destinados a

estos estudiantes.

Este objetivo se aborda en el Capitulo 4, mediante un estudio de la presentacion
del teorema en una muestra de dieciséis libros de textos universitarios especificos que se
presentan en la Tabla 4.2.1. Mediante el analisis de contenido (Weber, 1985; Ghiglione
y Matalon, 1991) se ha identificado y caracterizado las diferentes categorias de los
elementos de significado mas comunes del teorema central del limite en estos libros,
revelandose la complejidad del significado del teorema y su enlace con otros conceptos
estadisticos importantes. Este estudio, que ha enriquecido y complementado el estudio
histdrico, ha sido la base del proceso de estudio, teniendo presente en el disefio los
posibles conflictos para una correcta aplicacion del mismo.

En el estudio de los libros surgieron algunos nuevos campos de problemas de
aplicacion y se mostro que el aparato avanzado formal de demostracion es sustituido en

los textos por una aproximacién menos rigurosa pero mas adecuada al tipo de alumnos,
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donde se emplean otras formas de argumentacion como el estudio de ejemplos y
contraegjemplos. El analisis también permiti6 mostrar la escasa presencia de las
representaciones graficas y simulaciones, medios que consideramos relevantes para el
estudio del teorema. También se observé falta de relacion del teorema central del limite
con los subsiguientes temas de inferencia, asi como la no diferenciacion del teorema en
la aplicacion a la media 0 a la suma de variables aleatorias y poco estudio de las
condiciones de convergencia para familias usuales de distribuciones, como la
distribucion uniforme o binomial.

Los resultados obtenidos se han presentado en Alvarado (2004a) y Alvarado y
Batanero (2005b).

Objetivo 3

Seleccionar los elementos de significados méas adecuados a la construccion de la
propuesta didactica, contextualizandolos en campos especificos de problemas con
aplicacion a la ingenieria y definiendo las configuraciones didacticas adecuadas para
abordar su ensefianza. Secuenciar y organizar estos elementos y configuraciones en un
proceso de estudio viable para la ensefianza del teorema central del limite a ingenieros
y analizar esta propuesta con objeto de determinar el significado de referencia
pretendido en el proceso de estudio.

La propuesta del proceso de estudio del teorema, analizada en el Capitulo 5, se
baso en el estudio previo historico y de libros de textos organizandose en tres lecciones,
incorporando también otra sobre conceptos previos acerca de la distribucion de
estimadores que provienen de poblaciones con distribucion normal. Estas lecciones
complementan los simbolos, procedimiento algebraico en la resolucion de problemas,
presentacion de forma general del teorema para la media muestral, presentes en los
textos analizados junto con otros procedimientos, lenguaje y argumentos del teorema,
que no estan destacados en textos de estadistica para ingenieros.

El estudio previo de una muestra amplia de textos con distintos enfoques,
permitio guiar en el disefio al estudiante para un acercamiento progresivo al teorema,
presentandose mas de una forma de comunicacion e incorporandose situaciones de
aplicacion a la ingenieria, con justificacion paso a paso en los procedimientos,
argumentando el teorema mediante simulacién, tomando decisiones en base a la

utilizacion del teorema y haciendo notar la diferencia de la convergencia en distribucion
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para la suma de variables aleatorias y para el promedio muestral. Ademas, se establecen
varias formulaciones matematicas del teorema y sobre todo el recurso tecnoldgico
(plataforma virtual, applet y software estadistico) que se pone a disposicion de los
estudiantes y profesores.

El disefio, construido en orden creciente de dificultad y de acuerdo al desarrollo
histdrico, permitio ir ampliando el alcance de aplicacion de esta proposicion segun la
naturaleza de las variables, comenzando con su aplicacién a la distribucion binomial,
luego a variables discretas y finalmente a variables continuas. Para ello, se tuvo presente
varios factores, como el tiempo dedicado a la ensefianza en las distintas sesiones por
semana y las exigencias del programa de la asignatura de Estadistica para ingenieros.
Tambien se incorporaron tres configuraciones epistémicas (manipulativa, algebraica y
computacional) como recurso para la resolucion de una situacion-problema.

En las distintas secciones de cada leccion se consideraron la idoneidad afectiva;
incluyendo campos de problemas accesibles a los estudiantes, contextualizados en
aplicaciones a la ingenieria y con bastantes actividades a resolver individual y
colectivamente, tanto en la clase como fuera del aula y estableciendo las funciones
especificas del alumno como también del profesor. Asi, se determiné el significado
institucional de referencia pretendido del teorema central del limite, resumido en la
Tabla 5.7.1, constatdndose una buena idoneidad epistémica al considerar los elementos
de significado mas importantes del teorema. Ademas, este disefio aporta una base
consistente para compararlo con el significado personal que construyeron los
estudiantes sobre el teorema (idoneidad cognitiva).

Todo este proceso de estudio es analizado con detalle, para cada sesion y
actividad, en el Capitulo 5, proporcionando como conclusion una descripcion del
significado de referencia pretendido, que se resume en la Tabla 5.7.1. Los resultados de

esta fase se han publicado en Alvarado y Batanero (2006b).

Objetivo 4
Experimentar el proceso de estudio, observacion del mismo y evaluar su

idoneidad potencial para los fines pretendidos.

En el Capitulo 6 se describe la experimentacion y observacion del proceso de
estudio disefiado en un curso de Estadistica dirigido a ingenieros, en el que participan

134 estudiantes aunque, como en cualquier curso universitario, no todos estan presentes
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en todas las sesiones. La observacion se lleva a cabo mediante un estudio cualitativo y
diferentes metodologias, que incluyen la observacion en el aula y el analisis de las
producciones escritas de los estudiantes dentro y fuera del aula, asi como una breve
evaluacion al finalizar cada una de las tres lecciones.

Como resultado de esta observacion se ha evaluado positivamente la
implementacion del proceso de estudio, destacando una alta idoneidad epistémica, al
considerar la mayoria de los elementos de significado pretendido del teorema. Se
observa una alta idoneidad afectiva al implementar la exploracién del teorema en
distintas distribuciones de probabilidades en campos de problemas que interesaron a la
mayoria de los estudiantes. Las nuevas aplicaciones del teorema con apoyo
principalmente de dispositivos de simulacion aumentaron la idoneidad mediacional y
didactica, plasmada en el compromiso de entrega oportuna de las variadas actividades.

La comprension del teorema que se deduce de la observacion y analisis de
actividades y evaluaciones en general se estima, aunque también permitio describir los
conflictos semioticos observados mediante las evaluaciones continuas parciales
realizadas, durante y al finalizar cada una de las tres lecciones. La experiencia sugiere
que la idoneidad cognitiva debe ser revisada en futuras experiencias de ensefianza. En
particular, se podria mejorar la conexion de contenidos tedricos y aplicaciones con las
situaciones, procedimientos y argumentos establecidos anteriormente, asi como insistir
en el uso de la correccion de continuidad. En consecuencia, la idoneidad interaccional
fue positiva, pero no suficiente, al detectarse la mayoria de los conflictos semidticos

solo una vez finalizada la experiencia didactica.

Objetivo 5
Evaluar el significado personal de los estudiantes al finalizar el proceso de

estudio y compararlo con el significado institucional implementado.

Este ultimo objetivo fue analizado en el Capitulo 7, por medio de los resultados
de la evaluacioén llevada a cabo al finalizar la ensefianza, mediante un cuestionario y
varios problemas abiertos desarrollados por los estudiantes. En base al andlisis a priori
del significado evaluado, se caracterizd la comprension lograda por los futuros
ingenieros, describiéndose los problemas identificados en forma pertinente, ademas de
los procedimientos, lenguaje, propiedades y argumentos del teorema usados

correctamente.
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En base a los resultados podemos decir que, en general fueron positivos en
cuanto a reconocer campos de problemas especificos, elegir un lenguaje adecuado y
trabajar los algoritmos numeéricos y graficos enlazando estos elementos en una
argumentacion aceptable.

En particular, los estudiantes de ingenieria han mostrado una mejor
comprension, del analisis de la distribucion aproximada de la media muestral de
variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas, que provienen de
poblaciones binomiales. Esto es corroborado por un numero importante de problemas
creados por los alumnos, utilizando correctamente esta poblacion de origen en la prueba
abierta de ensayo. Tampoco tuvo mayor dificultad el lenguaje simbdlico, con algunas
excepciones en los problemas algebraicos abiertos. El procedimiento algebraico y la
tipificacion fueron los mejor utilizados en general, asi como la simulacion en la
resolucion del proyecto contextualizado con apoyo de Excel. Se destaca la apropiacion
de las propiedades de la media y varianza de la suma de variables aleatorias y en el
proyecto, la argumentacion via simulacién gréafica.

Por otro lado, fueron varios los elementos de significado del teorema que no han
sido aplicados correctamente en los diferentes instrumentos de evaluacion, evidenciando
la dificultad de identificacion de algunos campos de problemas e identificacion de la
distribucion de probabilidad que modela la variable estadistica en una aplicacion a la
ingenieria. Los principales elementos que dan origen a conflictos semioticos en una
proporcion importante de los alumnos son los siguientes: No reconocer campos de
problemas en problemas especificos de aplicacion a la ingenieria, expresion verbal
incorrecta en una gama de palabras relacionadas con el teorema, errores de
estandarizacion al confundir la suma de variables aleatorias con el promedio, no aplicar
la correccion de continuidad y no ser capaces de dar una decision en base al analisis del
teorema central del limite.

El grado de comprension del teorema en las pruebas de evaluacién sugiere de
nuevo, que la idoneidad cognitiva fue positiva pero desigual en el aprendizaje. EI grupo
de alumnos, utilizé en promedio y significativamente méas elementos de significado del
teorema en forma correcta que incorrecta. Sin embargo, habra que implementar
acciones de mejora en los elementos menos alcanzados. Como se ha indicado también,
la idoneidad semiética fue insuficiente para resolver cada uno de los conflictos
detectados y ha de ser mejorada. Parte de los resultados se han publicado en Alvarado y
Batanero (2007).
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8.3. CONCLUSIONES EN RELACION A LAS HIPOTESIS
En relacion a las expectativas iniciales que se tenian sobre lo que se esperaba
confirmar con esta investigacion, han sido analizadas en las siguientes hipétesis del

trabajo:

Hipdtesis 1

H1: El significado del teorema central del limite tiene un caracter complejo,
debido a la multiplicidad de elementos y su interrelacion, y ha ido surgiendo
lentamente a lo largo de la historia. Diversos campos de problemas dieron lugar a

enunciados diferenciados del teorema.

Esta hipotesis fue analizada en el estudio histérico, que mostré los variados
campos de problemas de los que surge el teorema central del limite, la diversidad de
objetos asociados y su aparato analitico altamente formalizado. La deduccion de las
diferentes versiones del teorema ha evidenciando una sofisticada argumentacién
algebraica para llegar a la generalizacion de diversos tipos de variables y estudiar las
condiciones de validez y alcance de aplicaciones en determinados campos de
problemas. Una primera consecuencia es que la ensefianza de este teorema en cursos de
servicio, tales como los de ingenieria, requeria un gran esfuerzo didactico para

simplificar la presentacion y hacerla asequible a los estudiantes.

Hipétesis 2

H2: Asimismo, es complejo el significado del teorema central del limite
presentado en los textos de estadistica dirigido a ingenieros y se encontrara una
variedad de enfoques y aproximaciones. En relacién a los campos de problemas, se
descubrirdn nuevos campos de aplicacion y faltaran los campos mas complejos. Las
herramientas para resolver los problemas seran de menor complejidad que las usadas
en el estudio historico, lo que conllevard una menor rigurosidad en las demostraciones

del teorema.

La hipotesis 2, que esta en relacion con el objetivo 2, y que se deduce de la
anterior, fue corroborada por el analisis de una muestra de libros de textos de estadistica
para ingenieros y otros libros con enfoque clasico, que presentan fundamentos

probabilisticos del teorema y tienen un nivel intermedio. El analisis mostrado en el
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Capitulo 4 verificd que los textos considerados minimizan las aplicaciones, dando
prioridad al procedimiento y argumentacion algebraica. También apoyan los resultados
de otras investigaciones sobre libros de texto de investigadores en Educacién Estadistica
(Tauber, 2001; Cobo, 2003) que sugieren posibles obstaculos en la presentacion de
otros conceptos previos necesitados, como medidas de posicion central o la distribucion

normal.

Hipotesis 3

H3: La introduccion de tres configuraciones epistémicas (manipulativa,
computacional y algebraica) permitira introducir elementos originales en el significado
de referencia pretendido en la investigacion. En particular, la introduccion del
ordenador permitira variacion en los campos de problemas, lenguaje y modos de

argumentacion.

Esta hipdtesis es justificada por los resultados obtenidos en el analisis a priori
del proceso de estudio (Capitulo 5), donde se describe el significado institucional
pretendido. En dicho analisis es visible un abanico amplio de aplicaciones del teorema
central del limite apoyado en las tres configuraciones epistémicas descritas.

Algunos de los elementos originales son la simulacién gréafica en forma
dinamica utilizada, tanto como procedimiento de exploracion y resolucién de
problemas, como para ampliar los tipos de argumentacion. El uso de la configuracion
manipulativa incorpora y pone en relacion con el teorema central del limite objetos
como los de variable estadistica y su distribucion o la concepcion frecuencial de la
probabilidad. El lenguaje gréfico se amplia notablemente mediante la configuracion
computacional, tanto en variedad como en posibilidad de ejecucion répida por parte del
estudiante. Los problemas pueden ser mas reales al utilizar conjuntos de datos y poder
realizar los célculos de una forma automatica.

Finalmente se destaca la alta correspondencia en la implementacion de muchos
de los elementos de significado del teorema presentado en el disefio (significado

pretendido e implementado).

Hipotesis 4
H4: A lo largo de la ensefianza surgiran conflictos semidticos, algunos de los

cuales se haran explicitos a través de las preguntas de los estudiantes en clase o de las
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respuestas a actividades escritas. La gama de dificultades y conflictos planteados
ampliara los resultados de las investigaciones previas sobre el teorema central del

limite.

El analisis de las interacciones observadas en algunas de las actividades
realizadas en clase, asi como de las respuestas escritas en la evaluacion continua y
tareas realizadas fuera de la clase (Capitulo 6), apoyo esta hipotesis. Es visible de la
descripcion hecha en este capitulo (asi como de lo previsto en el analisis a priori del
Capitulo 5) los numerosos conflictos y dificultades de los estudiantes en las tareas y
actividades planteadas. La comprensién observada fue desigual, dependiendo de los
elementos de significado, en que algunos fueron retroalimentados oportunamente,
Ilegando a solucionar el conflicto y en otros (como obtener una conclusion basada en el
teorema central del limite) no fue posible, debido principalmente al factor de tiempo.

Los resultados también corroboran los conflictos descritos en las investigaciones
de Méndez (1991) y Kahneman y cols. (1982) por ejemplo, la confusion de parametro y
estadistico o la heuristica de la representatividad. Se encontraron nuevas dificultades, no
descritas en la investigacion previa, como definir inadecuadamente la variable que
modeliza el experimento o el problema situado a la ingenieria y reconocer parcialmente
la distribucion de probabilidad asociada, no diferenciar una variable discreta de una
continua por ejemplo, la distribucién Poisson de la distribucion exponencial y
considerar en el calculo de probabilidades la varianza de la suma de variables aleatorias
en la tipificacion en lugar de la desviacion estandar. Otros conflictos son no considerar,
ademaés del tamafio muestral, la naturaleza de la distribucion de probabilidades en una
convergencia Optima del teorema y en el caso de la suma de variables discretas,
confundir el nimero de ensayos de un experimento con el tamafio de la muestra.
Muchos de estos conflictos corresponden a conocimientos previos de la asignatura de
Probabilidades.

Hipotesis 5

H5: Se espera también que una parte importante de estas dificultades y
conflictos quede superada al finalizar la ensefianza y que los estudiantes usen
correctamente un gran abanico de elementos de significado del teorema central del
limite en sus respuestas a las tareas de evaluacion, incluso en el caso en que no lleguen

a una respuesta totalmente correcta.
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La hipdtesis fue corroborada por los resultados descritos en el Capitulo 7. Por un
lado, cuantitativamente se observa una diferencia estadisticamente significativa en el
numero de elementos de significado usados correcta o incorrectamente en cada una de
las pruebas abiertas asi como en su conjunto. Por otro, se describen con detalle dando
frecuencias los elementos especificos cuya comprension se observa en los estudiantes,
tanto en las pruebas abiertas como en el cuestionario de opciones maltiples.

La comprension en las actividades y ejercicios de las lecciones, sobre todo del
lenguaje grafico, fue aceptable en general, permitiendo la generalizacion del teorema a
otras distribuciones importantes en ingenieria por medio de situaciones de contexto. A
partir de las representaciones gréficas dinamica con applets y software estadistico, los
alumnos interactuaron con la simulacion y efecto de los pardmetros sobre la
aproximacion y llegaron a una version intuitiva del teorema, favorecida por dispositivos
didacticos. El estudio del teorema para el caso de la suma de variables continuas se basé
principalmente en actividades algebraicas en que la mayoria de los estudiantes
dominaron el calculo de la esperanza y varianza de la suma de variables aleatorias.
Tampoco tuvieron problemas con la estandarizacion y el calculo de probabilidades con

tablas de la distribucion normal y mediante calculadora.

Hipotesis 6
H6: Analizada la multidimensionalidad de las respuestas de los alumnos al
cuestionario, se espera describir tipologias de estudiantes que correspondan a

significados personales diferenciadas sobre el teorema central del limite.

Las técnicas de analisis univariantes y multivariantes utilizadas en el Capitulo 7
han apoyado en gran medida este supuesto, en que logramos definir cuatro grupos de
estudiantes, en relaciéon al tipo de comprension lograda del teorema, que podemos

describir como configuraciones cognitivas diferenciadas y son los siguientes:

e Alumnos que consideran el problema de aproximacion de la distribucion binomial a
la normal (CP1) y de la convergencia de la media muestral (CP12) como casos
particulares del teorema central del limite e identifican los diferentes enunciados del
teorema y condiciones de convergencia;

e Alumnos que no incluyen en el teorema central del limite los anteriores campos de

problemas, aunque identifican sus diferentes enunciados y las condiciones de
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convergencia y que constituyen dos grupos que se diferencian entre si por errores en
algunos conceptos relacionados y en la correcta /incorrecta tipificacion, es decir, en
algunos errores procedimentales;

e Alumnos que, aunque incluyen el caso de la aproximacion de la distribucion
binomial a la normal (CP1) como un caso particular del teorema central del limite,
no comprenden las condiciones de la convergencia y confunden los diferentes

enunciados.

8.4. PRINCIPALES APORTACIONES DE LA INVESTIGACION

El trabajo presentado a lo largo de esta memoria presenta algunas contribuciones
a la Didactica de la Estadistica a nivel universitario y en particular, al estudio de la
ensefanza del teorema central del limite, que se reflejan también en las diferentes
publicaciones citadas a lo largo de este capitulo y en la lista de referencias.

En primer lugar, se presentd una descripcién pormenorizada de la evolucion
histdrica del teorema central del limite, que permite clasificar sus campos de problemas
y describir algunas de las herramientas analiticas empleadas en su resolucion.

Asimismo, se hace un estudio exhaustivo analitico de la presentacion del
teorema central del limite en una amplia muestra de libros de texto adecuados para la
ensefianza de ingenieros, clasificando los diversos tipos de elementos de significado y
estudiando su presencia en los mismos. Con todo ello se describe el significado de
referencia del teorema en esta investigacion, que puede ser la base para otras
investigaciones sobre el teorema central del limite a nivel universitario.

Otro punto a destacar, es el disefio de un proceso de estudio sobre el teorema
central del limite dirigido a ingenieros, fundamentado en la evolucién histérica del
teorema y analisis de los libros de texto, cuya estructura permite distintos acercamientos
hacia la comprension del teorema. Se ha complementado la forma tradicional de
ensefianza del teorema basada principalmente en el razonamiento formal deductivo, con
una metodologia inductiva, basada en la simulacion manual y computacional,
aminorando el caracter abstracto de la presentacion del teorema central del limite.

También se ha elaborado un cuestionario de evaluacion, basado en items de
opciones mdltiples y problemas abiertos. Estos instrumentos, aunque adn poco
validados, junto con el conjunto de actividades y ejercicios planteados en las tres
lecciones, podrian servir para construir otros instrumentos de evaluacion. Ademas, se

pone a disposicion de profesores e investigadores una medida del grado de comprensién
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adquirido por los estudiantes, analizando el acuerdo y desacuerdo entre el significado
previsto y el adquirido por los estudiantes.
Finalmente, el exhaustivo estado de la cuestion es una base para la investigacion

posterior en el tema.

8.5. IMPLICACIONES PARA LA ENSENANZA DEL TEOREMA CENTRAL
DEL LIMITE EN UN CURSO DE ESTADISTICA UNIVERSITARIA

La investigacion realizada también proporciona algunas conclusiones de cara a
la docencia. Cada dia hay mas consenso que la problematica de aula debe estar centrada
en determinar y secuenciar los elementos prioritarios que debe establecer el profesor
para una ensefianza eficaz. Si bien hay esfuerzos en describir las caracteristicas de los
estudiantes universitarios en relacion a su rendimiento académico escolar y
competencias matematicas previas al ingreso, son pocas las investigaciones que se
centran en avanzar en la mejora de los procesos de ensefianza aprendizaje, evaluando
criterios de idoneidad de procesos de estudio o los conflictos presentados en las
evaluaciones.

Este trabajo proporciona evidencia de los distintos factores que deberian tenerse
presente al momento de preparar la leccién del teorema central del limite, considerando
por un lado, més de una forma de comunicar el objeto matemaético-estadistico y por
otro, incorporando los recursos tecnoldgicos a la ensefianza. Ademas de variadas formas
de argumentacion, se analiza la validez del teorema, segun la naturaleza de las
distribuciones de probabilidades (discretas o continuas), que no es contemplada en la
mayoria de los libros de texto de estadistica para ingenieros.

Todo ello podria ayudar a revisar el curriculum de la asignatura de estadistica,
respecto a una de las proposiciones fundamentales en esta materia, rica también en

aplicaciones a distintas areas del conocimiento.

8.6. PERSPECTIVAS FUTURAS DE INVESTIGACION

Finalmente, como en cualquier investigacion didactica, este trabajo tiene
limitaciones ldgicas, debido a los necesarios procesos de muestreo (tipo y ndmero de
estudiantes, tiempo limitado de ensefianza, nimero limitado de items de evaluacion). Se
espera por tanto, que otros investigadores puedan completar este estudio, modificar

algunas de las variables y estudiar si las hipdtesis formuladas se mantienen en otras
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experiencias educativas. Algunos puntos concretos en que la investigacion podria

continuarse manteniendo este marco tedrico, son los siguientes:

Repetir el proceso de estudio con estudiantes de otras caracteristicas académicas
(por ejemplo, ingenieros en otras universidades o estudiantes de otras
especialidades) para evaluar si se repiten los resultados;

Mejorar el proceso de estudio para que permita superar los conflictos semidticos
descritos en esta investigacion y que no fueron resueltos o que permitan identificar
otros nuevos;

Disefar, implementar y evaluar variaciones del proceso de estudio con diferente
software estadistico y estudiar las consecuencias del cambio;

Mejorar los instrumentos de evaluacion, para incluir el estudio de la comprension
del teorema para la distribucion de la suma de variables aleatorias independientes
no idénticamente distribuidas (CP3), que esta al alcance de los futuros ingenieros y
que no fueron analizados. Incorporar también transformaciones de variables
aleatorias con distribucion de probabilidades clésicas, como las que se presentan en
la propiedad P8 del Capitulo 4;

Continuar el estudio de la comprension de las aplicaciones del teorema central del

limite en la construccidn de intervalos de confianza y contrastes de hipotesis.
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