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En este trabajo reflexionamos sobre el interés ate paradojas para organizar
situaciones didacticas en la enseflanza de las m@tasn Un caso particularmente
relevante es la probabilidad, pues en su desartultdrico aparecen numerosas
paradojas que se reproducen, a veces, en lasiomescerroneas de los estudiantes.
Analizamos una de estas paradojas, el dilema dérdgsprisioneros, mostrando los
contenidos de probabilidad que pueden emplearseabhjar con la misma y los

posibles razonamientos erréneos de los estudiantes.

1. Introduccion

Una de las tareas fundamentales del profesor ediZac recursos didacticos de
interés para la enseflanza de la materia que impagtee le permita motivar a sus
estudiantes. Estos recursos son especialmentetanfes en la clase de matematicas,
donde la abstraccidon de los temas o las ideaseaconitiitivas que, a veces, presentan
los estudiantes plantean un reto didactico parprioiesores.

Es por ello que el profesor de matematicas requieee gama muy variada de
conocimiento y experiencia, que Ball, Lubienski yewborn (2001) denominan
conocimiento matematico para la ensefarnzgue incluye, el conocimiento de como
los estudiantes piensan, saben, 0 aprenden catienichty conocimiento del curriculo
y de las estrategias instruccionales.

El objetivo de este trabajo es contribuir a refoste conocimiento del profesor,
con unas reflexiones sobre el valor de las paradefala clase de matematicas y el
analisis detallado de un ejemplo, que puede utdean la clase de probabilidad, tema
en que con frecuencia aparecen situaciones aparemte paraddjicas para los
estudiantes, que pueden ser retomadas por el prgdasa transformarlas en recurso
didactico.

2. Los contenidos de probabilidad en el curriculo espeol

El curriculo espafiol vigente potencia la ensefiaezia probabilidad. La principal
novedad es su presencia explicita a lo largo destéak niveles educativos y cursos
desde los 6 aflos (MEC, 2006).

Podemos incluso ubicar el inicio de la ensefianZa déeatoriedad desde segundo
ciclo de Educacion infantil (4-5 afios), en el ateaconocimiento del entorno, donde se
pretende desarrollar, entre otras, la capacidadntpretar situaciones y hechos
significativos mostrando interés por su conocingeasi como la iniciacion en las
habilidades mateméticas (MEC, 2007a). A modo dege cabe citar el desarrollo del
curriculo correspondiente a la Educacion Infantil Andalucia donde se considera
relevante que los niflos y las nifas se enfrentesituaciones con interrogantes o
incégnitas cuya resolucion exige la reflexion sadlas y la aplicacion de esquemas de
pensamiento. Para ello se plantea la necesidaa edgida de datos, la organizacion
de los mismos vy la reflexion sobre los resultadoemidos donde se pueda discernir,
desde una terminologia cercana y comprensible,ufisi situacion es probable o



improbable.” (Consejeria de Educacién, 2008a, p.33)

Ya en la Educacion Primaria (6-11 afos), dentroRlefue Tratamiento de la
informacion, azar y probabilidadiel area de Mateméticas se incluyen, en el primer
ciclo (6-7 afios) las ideas de azar y probabilideldcaracter aleatorio de algunas
experiencias, la distincién entre lo imposibleséguro y aguello que es posible pero no
seguro, y la utilizacion en el lenguaje habituad, ekpresiones relacionadas con la
probabilidad. Se continla en segundo ciclo (8-9spfon la valoracion de los
resultados de experiencias en las que interviemgag para apreciar que hay sucesos
mas 0 menos probables y la imposibilidad de predeni resultado concreto e
introduccion al lenguaje del azar. Se completa eenet ciclo (10-11 afios) con la
estimacion del grado de probabilidad de un suceso.

Estos contenidos se contindan en la Ensefianza @&e@urObligatoria (12-15
afos; MEC, 2007b), donde se refuerza el calculprdeabilidades mediante la regla de
Laplace y estimacion de las mismas mediante sindulacexperimentacion; diagramas
de caja, fases de un estudio estadistico, expagemompuestas, uso de tablas de
contingencia y diagrama en arbol en el calculo debabilidad compuesta y
condicionada en cuarto curso.

Las orientaciones metodolégicas incluidas en loxr&es de Ensefianzas
Minimas insisten en conectar la Estadistica corida cotidiana y realizar actividades
qgue impliquen otras areas de conocimiento. Des@&llecacion Primaria (MEC, 2006)
se sugiere enfatizar el aspecto interpretativoidinale forma significativa en la
comprension de las informaciones de los mediodrinicacion, y ayudar a valorar el
beneficio que los conocimientos estadisticos piponan ante la toma de decisiones,
dando especial importancia a los contenidos aatiales.

Se indica, que abordando contextos funcionalesresgupira en el alumno un
aprendizaje progresivo hacia conocimientos mas t®oyp partiendo de sus
experiencias y conocimientos previos. Es por elle ips nuevos conocimientos de la
etapa de Educacion Secundaria Obligatoria se at@wrdareferiblemente desde
situaciones intuitivas y cercanas al alumno quempan retomar los contenidos
introducidos en la etapa precedente desde nuevisspde vista que afiadan elementos
de complejidad, todo ello de forma gradual y c&(RIEC, 2007b).

Se da también importancia a las experiencias aiasty las predicciones sobre
las mismas, que deben ser revisadas a la luz datos. Mediante juegos y actividades
variables el alumno podra explorar los conceptosada y determinismo. Como
herramienta para ayudar a ir construyendo intuesorsobre la probabilidad se
recomienda el uso del diagrama en arbol. Se recataiambién el uso de la tecnologia
para evitar célculos rutinarios. Recomiendan aderefigzar las intuiciones de los
estudiantes y su razonamiento probabilistico, @auie seria importante proporcionar a
los profesores actividades que les sirvan paravaroft sus alumnos y ayudarles a
enfrentarse con algunas de sus intuiciones errpre@agiempo que les aporten
informacion sobre las posibles dificultades dedlosnnos (Stohl, 2005).

En cuanto a la enseflanza en Bachillerato (16-18,af&C, 2007c), en la
asignaturaMateméticas |, modalidad de Ciencias y Tecnologe, incluyen la
probabilidad condicional y teorema de Bayes, distriones binomial y normal. Estos
contenidos se tratan de modo mas amplios en laasig déMatematicas aplicadas a
las Ciencias Sociales €n lamodalidad de Humanidades y Ciencias Sociafelkemas
en la asignaturMatematicas aplicadas a las ciencias socialesi dicha modalidad,
se profundiza en la probabilidad condicionada yréea de Bayes y se introduce el
Teorema Central del limite, las distribuciones nnaéss de las medias y proporciones,
los intervalos de confianza y el contraste de legiétpara medias y proporciones.



Basandonos en estas orientaciones curriculareslgsesugerencias sobre el uso
de diversos contextos (no solo juegos de azargrsugs la presentacion de paradojas
relacionadas con la toma de decision y previsitos &studiantes de ultimos afios de la
Educacion Secundaria Obligatoria y Bachillerato adagie favorecen el estudio de
situaciones similares a problemas a los que tangqu& enfrentarse a lo largo de la
vida. En lo que sigue analizamos las caracterssti las paradojas como recurso
didactico.

3. Valor didactico de las paradojas en la clase de mamaticas

Son varios los autores que justifican el interésitilizar paradojas sencillas para
plantear situaciones motivadoras en el aula quegmubeneficiar el desarrollo de la
motivacion y meta cognicion de los estudiantesgeHtas descubrir conexiones entre la
historia y la vida cotidiana. Una paradoja es wultado o idea que, aparentemente, es
opuesta a la opinién general, porque lleva imgliciha contradiccion logica que, a
primera vista, no se percibe. Una vez resueltagrgémente se produce un aprendizaje,
bien de un concepto que no se conocia 0 de uradmelantre conceptos que aparecia
oculta en el problema.

Lesser (1998) indica que el uso inteligente de dqmas en la clase de
matematicas apoya una pedagogia constructivistamguiendo un aprendizaje
profundo a partir de las creencias previas y dahgwofesor el papel de facilitador del
aprendizaje.

Falk y Konold (1992) afirman que el analisis deadajas requiere, por parte del
gue analiza, una conciencia de sus propios penstgjdo que es tan importante como
el aprendizaje de la solucion correcta y un pagal \para alcanzar la capacidad
matematica abstracta. Konold (1994) destaca etaefaotivador al obtener resultados
sorprendentes en la resolucién de paradojas, gueamlos estudiantes a explorar el
problema mas formalmente.

En el caso particular de la probabilidad no e<itliéincontrar ejemplos sencillos
de tareas con soluciones contra-intuitivas, ya lgudistoria de la probabilidad y
estadistica esta repleta de episodios y problenmasagultaron en su tiempo desafiantes
y que muestran que la intuicién estocastica coruérecia nos engarfia. La construccion
de la teoria de la probabilidad ha sido lenta, w@e el esfuerzo y el aprendizaje a
partir del andlisis de los propios errores, lo i) al progreso de la misma (Batanero,
Henry y Parzysz, 2005). Estos problemas fueronet@®) en su mayoria, mediante un
cambio de punto de vista sobre la situacion dadanygeneral, implicaban la
introduccion de nuevos conceptos. Muchas de estaglojas se describen en el libro
de Székely (1986) y permiten crear situaciones gtenaizaje donde se fomente la
reflexion de los alumnos sobre sus propias intogsancorrectas.

Un proceso similar se desarrolla en el aprendidajdos alumnos que deben
construir su conocimiento mediante un proceso @lada partir de sus errores y
esfuerzo. Si el profesor de matematicas, que desefiar probabilidad a sus alumnos,
no es consciente de esta problematica, dificiimegobera comprender algunas
dificultades de sus estudiantes, quienes encuemntrinlargo de su aprendizaje las
mismas paradojas y situaciones contraintuivas gaeesaieron en el desarrollo historico
del célculo de probabilidades. Aunque las teor@assituctivistas sugieren la necesidad
de que el alumno sea protagonista de su propindigege, el profesor debe guiar al
alumno a lo largo de este proceso ayudandole aaulps obstaculos que se les puede
presentar y proporcionandoles las herramientas sages para crecer en su
comprension de la probabilidad.

Los estudiantes se pueden beneficiar al desarrsllamotivacion y meta-



cognicion, descubriendo las conexiones entre leoiasy la vida cotidiana. Esto es
importante, pues en los documentos curriculareafiedgs se incluye el componente
histérico como bloque transversal en el curriciarthtematicas, tanto en la educaciéon
secundaria obligatoria como en el bachillerato €&gria de Educacion, 2007; 2008).

En lo que sigue describimos el dilema de los tmesigmeros, mostrando una
posible solucién correcta y analizando los conthithatematicos que se trabajan en la
solucién de esta paradoja. Mostramos también adgdoanulaciones diferentes y
posibles soluciones a las mismas. Analizamos lasibles dificultades de los
estudiantes al trabajar con este problema y fiaalas con algunas implicaciones
didacticas.

4. Un ejemplo de probabilidad: El dilema de los prisimeros

Esta paradoja es una variante de la conocida cpanadoja de la caja de
Bertrand, formulada por Joseph Bertrand (1822-1900), matemdtancés del siglo
XIX, que trabajé entre otros temas la teoria déabdidades. En su libroCélcul des
probabilités (Bertrand, 1889), describe el siguiente problehm@y conocido como la
“Paradoja de la caja de Bertrand”, una de cuyamblessformulaciones es la siguiente:

Tenemos tres cajas y cada caja tiene dos cajonesica moneda cada una: una caja
contiene dos monedas de oro, otra caja dos mongelaéata, y la caja final con una de
cada tipo. Después de elegir una caja al azar seatain cajon al azar, y resulta por
ejemplo que contiene una moneda de oro. ¢ Cual ggdbhabilidad de que la otra
también sea de oro?

El “dilema del prisionero” fue propuesto por Hard{t968). Uno de los
enunciados mas conocidos es el siguiente:

Tres prisioneros esperan encarcelados su juicioleSanforma que a uno de ellos se
les condenara a muerte y que a los otros dos skbieiara. Cuando cada prisionero
piensa en las posibilidades que tiene de salvatspiez informa al primer prisionero
que el tercero sera liberado, preguntandole si piigtercambiar su suerte con el
segundo. ¢ Qué debe hacer el prisionero?

La paradoja se produce porque, cuando se propotee pEeblema a los
estudiantes, la mayoria forma el espacio muesteal sdcesos asociado a este
experimento sin considerar la informacion proparaaa por el juez, que afecta a las
probabilidades. Si no se conoce que el terceromeso se salva, e indicando los
prisioneros con las letras B y V, las posibilidades de vida y muerte de los prisios
serian las indicadas en la Tabla 1, por lo queitivimente se piensa que la
probabilidad de que el prisionefomuera es de 1/3 ya que s6lo moriria en el supuesto
1.

Tabla 1. Supuestos posibles en el dilema de legptisioneros
PrisionercA PrisioneroB PrisioneroC
Supuesto 1  Muere Libre Libre
Supuesto 2 Libre Muere Libre
Supuesto 3 Libre Libre Muere




Una vez el juez informa al prisionerd que el prisioneroC se salva,
aparentemente solo quedan dos supuestos (1 y 12)p e la respuesta mas usual
seria asignar A y B la misma probabilidad (1/2) de morir, y pensar guprisioneroA
no le merece la pena intercambiar su suerte cdaBa Sin embargo, este razonamiento
es incorrecto.

4.1. Solucién correcta y contenidos matematicos utilizaaks

Una solucion correcta se obtendria comparandortdsapilidades de que mueran
A y B, sabiendo que se sal¥a SeanMA, MB y MC los sucesos de que mueran,
respectivamenté, By Cy SA SBy SClos sucesos consistentes en que se salven. Para
calcular P(MA|SC) habria que aplicar la férmula de la probabilidashdicional, es

decir: P(MA| Q) = P(MAN SO
P(SO
Como sabemos que se salvaP(SO=1,y la probabilidad pedida es igual a la del
numerador, P(MAn SC). Utilizando la férmula de la probabilidad compaest

P(MA n SC) = P(MA) x P(SC| MA) .
Al salvarse siempre C: P(SC|MA)=P(SC)=1, por tanto,
P(MAN SC) = P(MA) :}é, de donde:

P(MAN S
P(MA| sQ) = P(MAN SO CEé:%
P(SO 1
La probabilidad de que muerB, conociendo que se salv@, seria la
complementaria de la anterior, pues sabemos guenoebsegundo o el tercero han de

morir, por lo que dicha probabilidad seria(MB | SC) =1- P(MC | SC) 2%.Luego al

primer prisionero no le conviene intercambiar serticon el segundo, ya que asi

tendria el doble de posibilidades de morir, lo @saparaddjico.

En el trabajo en el aula con esta paradoja semugagdicita o explicitamente los

siguientes objetos matematicos (en la clasificad®&odino, Font y Wilhelmi, 2008):

* Lenguaje matematico:Se utilizan expresiones verbales y numéricas de la
probabilidades de los sucesos implicados, asi denguaje simbdlico para calcular
dichas probabilidades. Podria también utilizarse diagrama en arbol para
visualizar la situacion.

e ConceptosEn esta paradoja los alumnos trabajan la ideaxgerimento aleatorio,
suceso, suceso simple y compuesto, complementiim duceso, espacio muestral,
probabilidad simple, compuesta y condicional, dépegia e independencia.

» Propiedades: Algunas propiedades que aparecen en la resolud®nestos
problemas son la diferencia entre probabilidad mmelada y simple, la relacion
entre probabilidad condicionada, conjunta y simialeglacion entre la probabilidad
de un suceso y la de su complementario, asi comaelglas de la union y del
producto.

» ProcedimientosAlgunos procedimientos que podemos encontrar eedalucion
de estas paradojas son el célculo de probabilidaieples, compuestas y
condicionadas. También se podria utilizar un diagr&an arbol para representar el
espacio muestral y los pasos en la solucién.

* ArgumentosiLa actividad permite usar el razonamiento dedacgiva realizacion
de conjeturas y refutaciones.



También podemos observar los siguientes procestesmaacos (Godino, Font y

Wilhelmi, 2008):

1. Procesos de materializacion - idealizacipasar de algo que se percibe a algo que
no se percibe). Por ejemplo, los prisioneros yasitin de supervivencia a los que
hacen referencia la paradoja son objetos imagimagoe podemos materializar, si
por ejemplo, llevamos a cabo una simulacién deleerento o incluso con la
notacion elegida.

2. Procesos de particularizacion — generalizacidas cuando pasamos de un caso
particular a uno general, generalizando a una edagi de un conjunto o viceversa.
Por ejemplo, sabemos que la suma total de todgxddsbilidades de los sucesos
en un experimento es la unidad. En el trabajo cste@ @roblema podemos
particularizar esta propiedad que es general Yleagr a las probabilidades de los
sucesos dados. Asi sabemos que la suma de la picddhlde supervivencia y
muerte ha de ser una en cada caso sin tener cqueack.

3. Procesos de representacion — significacidms procesos de representacion y
significacién aparecen continuamente en el trabmagiematico, pues como no
podemos operar directamente con objetos idealpsgesentamos las operaciones
sobre los mismos por medio de simbolos u otrostahjd’or ejemplo, el objeto
“probabilidad” lo representamos por la lefPala probabilidad de un suceso que
denominamog lo representamos mediarREA).

4. Procesos de descomposicion — reificacidti: alumno que trata de resolver el
problema tiene que pasar constantemente de coasiddijetos elementales
(unitarios) a considerar objetos compuestos deowvambjetos elementales
(sistémico): por ejemplo, cada suceso de un expatinaleatorio es elemental,
pero el espacio muestral del experimento es sistemi

4.2. Otras formulaciones del problema

Son muchas las formulaciones de este problemawsceas, pequefios cambios,
influyen en la solucion. Una version de Gardneb@%s la siguiente, de enunciado
muy similar al problema de Monty Hall (Batanerofrf@éndes y Contreras, 2009).

Tres prisioneros, A, B y C han sido condenados ertau El gobernador ha
seleccionado uno de ellos al azar para ser perdondd prisionero A pide al
gobernador: "Si B es el perdonado, dame el nomler€dSi C es el perdonado, dame
el nombre de B, y si voy a ser perdonado, lanza moaeda para decidir si dar el
nombre de B o C".

El juez le dice a A que B se va a ser ejecutadse Alegra, creyendo que, tanto su
probabilidad de supervivencia, como la de C han emtado de 1/3 al 1/2. El
prisionero A comunica a C la noticia. Pero C razogae A todavia tiene una
posibilidad de 1/3 de ser el perdonado, y en carshiprobabilidad (la de C) es ahora
2/3. ¢ Quién tiene razén?

Como vemos, esta formulacién es ligeramente diferggues en este caso, son
dos los prisioneros que mueren. Al igual que eprilmera version, seaBA SBy SC
los sucesos consistente en que se salven, respaetiteA, By C; y MA, MB y MC
gue el gobernador informe que muere el correspataliAplicando el teorema de
Bayes tenemos:
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En consecuencia con la informacién dada por el,j#eziene ahora una
probabilidad de salvarse igual a 1/3, mientras@tiene una probabilidad de 2/3, al ser
las dos probabilidades complementarias. Por t@ritene razon.

Otra variante del problema de los prisioneros eprégorcionada por Arriojas
(2004):

Tres prisioneros A, B y C, saben que dos de edodnsliberados. Puesto que no se
tiene ningun criterio para decidir quién es libemadA pide al juez el nombre de uno de
los prisioneros (distinto de €l mismo), a ser ldw. El juez se niega con el siguiente
argumento: "En este momento tu probabilidad deliberado es de 2/3. Sin embargo,
si te digo el nombre de uno de los prisionerosspré liberado tu probabilidad de salir
libre se reducira a 1/2. Como no quiero perjudieano te diré nada". ¢ Tiene razon el
juez?

El cambio de este enunciado respecto a los ardgsrieonsiste en que estamos
pensando en qué ocurriria, antes de saber el nateluwso de los prisioneros liberados,
mientras que en las formulaciones anteriores canuzs este nombre. Para analizar
esta nueva situacion, utilizamos de nuevo la miswiacion: MA, MB y MC para
designar los sucesos de que mueran, respectivarAedey C y SA SBy SC los
sucesos consistentes en que se salven. El espaesiral del experimento descrito en
el enunciado tiene tres resultados posibl&x{( SB, (SA, S¢, (SB, S¢. Como
asumimos que los prisioneros liberados se escdgerag en ausencia de informacion,
cada uno de estos posibles resultados debe tenesiaa posibilidad de ocurrir y, por
tanto, la probabilidad de que quede libre el pnisioA, en ausencia de informacion, es
igual a 2/3.

SeaA el prisionero que hace la pregunta. Para teneuenta la informacion dada
por el juez, debemos considerar un experimento aesip de dos: (a) la pareja de
presos liberada; y (b) la informacién que dariguekz. Por tanto tendremos cuatro
posibles sucesos:

O,= {(SA, SB), el juez informa a A que B sera liberddo
O,= {(SA, SC),el juez informa a A que C sera libergdo
O,= {(SB, SC),el juez informa a A que B seré liberddo
O,={(SB, SC) el juez informa a A que C serd liberddo

Observamos quA es liberado si ocurr®,uQ,, pues el juez nunca dirdfasu

propio nombre, mientras que si son liberaBosC, el juez dira el nombre dgo C al
azar. En consecuenci(O,) = P(SA, SB)= 1/3. Analogament( O, )=P(SA, SC)=1/3.

Por tanto la probabilidad de géesea liberado, una vez se dispone de la informacion
del juez sigue siendo 1/3+1/3= 2/3. Por consigeidatinformacion que dé el juez en el
futuro no altera en este momento las posibilidagegueA salga libre.

4.3. Posibles dificultades en la actividad
Aunque la paradoja de los tres prisioneros y sucgmh es aparentemente simple,
su complejidad se muestra en el andlisis realizidims objetos matematicos y de los



procesos que se utilizan, asi como al ver que [Fegueambios en su formulacién
afectan al razonamiento correcto y requieren uhgigm diferente.

Es interesante resaltar que, si la pregunta ef@atpar el prisioneré en el caso
anterior hubiese sido "¢ Se ejecutara al prisioB@p entonces la respuesta, "Bisera
ejecutado” de daria lugar a una probabilidad del&/2alvarse A. Pearl (1988) utilizé
una variante de este ejemplo para mostrar queckaslaaciones de los grados de
creencia deben depender no sélo en los hechosvallssr sino también de la
informacion a priori sobre las condiciones del expento (en el ejemplo, la consulta
gue se hace).

También en la literatura relacionada con este proal se han descrito las
siguientes dificultades:

Percepcion de la independencia

La primera dificultad que podrian tener los estigia es no percibir la
dependencia de los sucesivos experimentos (maaharse) y (nombre dado por el
informante). Es decir, o bien no se visualiza lauetura del experimento compuesto o
se suponen los sucesivos experimentos como indepgées] atribuyendo una
propiedad (independencia) que no tienen los exeertos.

A primera vista parece obvio que da igual cambiaro, pues no se percibe la
forma en que la informacion proporcionada afecka robabilidad inicial de salvarse
que, sin esta informacion, es 1/3. Es dificil rexmmr que se puede condicionar la
probabilidad de un suceso, sabiendo que ocurreqoiecse produce con posterioridad,
pero, a pesar de ello, puede cambiar la probadikitth suceso anterior a él. Este error
de razonamiento es explicado por Falk (1986), nmeelita “falacia del eje temporal”
gue consiste en que las personas creen erroneameateina informaciéon actual
(informacidn sobre un prisionero que se salva) uedp afectar a la probabilidad de un
suceso que ocurrio con anterioridad a la mismel (giisionercA habia sido indultado).
Sin embargo, hemos visto en las soluciones conaief&irmacion repercute sobre la
probabilidad dada, lo mismo que ocurre en las @sieliagnosticas, en que el resultado
de un analisis clinico (que es posterior) afedtapobabilidad de tener una enfermedad
(anterior al andlisis). Esta falacia puede estasada, en parte, por la confusion entre
condicionamiento y causalidad

Desde el punto de vista de la probabilidad, siugesoA es la causa estricta de
un sucesd, siempre que suceds suceder@, por lo queP(B/A)=1, es decir, si un
suces es causa de otro sucddcentonces\ es dependiente d& Pero el contrario no
siempre se cumple, segun Falk (1986), pues un cécpsede ser dependiente de otro
sucesd sin que uno sea la causa del otro. Por ejempkalse que el cancer de pulmén
depende del habito de fumar; pero fumar en si misones siempre la causa del cancer.

Incorrecta percepcion del espacio muestral

Otra posibilidad de error en este problema es upariecta enumeracion del
espacio muestral en uno o varios de los experirsequie intervienen. La intuicion nos
dice que, una vez salvado al prision€osélo quedan dos posibles sucesos, que se
salve A y que se salvdB. En este razonamiento se esta realizando unaréutar
enumeracion del espacio muestral, pues todaviaigbmero que sabemos se salva
interviene en el espacio muestral para el calcidal fde las probabilidades, y los
sucesivos experimentos descritos en cada formulaéista dificultad de enumerar el
espacio muestral al calcular la probabilidad candeda, fue descrita por Gras y
Totohasina (1995) y ocurre porque hay una erréesaainposicibn-composicion de los
sucesivos espacios mueéstrales en los diferentesiegntos.



5. Implicaciones para la ensefianza

En esta paradoja se muestra la influencia de laencras subjetivas en la
asignacion de probabilidades. El azar esta presmtla vida cotidiana en muchos
contextos en los que aparecen nociones de incentiicl) riesgo y probabilidad, como
los mostrados en la paradoja. En estas situacionakjuier persona ha de reaccionar a
la informacion disponible, para tomar decisiones tpupueden afectar, emitir juicios
sobre relacidon entre sucesos o efectuar infereggasdicciones.

En estos contextos, la probabilidad no es una edagi objetiva de los sucesos
que nos afectan (como seria, por ejemplo, el medor, superficie o temperatura) sino
una percepcion o grado de creencia en la verotuhille la persona que asigna la
probabilidad sobre la plausibilidad de ocurren@bsticeso (que ocurrird o no). Por ello
la vision subjetiva de la probabilidad seria ma®pipda que la frecuencial o clasica.
Sin embargo, aunque las concepciones clasicas cyeineial se contemplan en la
ensefianza, apenas se tiene en cuenta la concspbjétiva o los contextos en que esta
concepcion podria aplicarse.

La paradoja analizada sugiere la importancia de Ruesnseianza de la
probabilidad sirva para educar el razonamientoairiistico necesario para enfrentarse
al azar en la vida cotidiana y mejorar las intnei® de los estudiantes. Como sostuvo
Fischbein (1975) la distincion entre el azar y @mukcible no se realiza espontanea y
completamente al nivel de las operaciones formglesjue esta influenciada por las
tradiciones culturales y educativas de la sociedaderna, que orientan el pensamiento
hacia explicaciones deterministas. La investigaagdndidactica de la probabilidad
muestra la prevalencia de estas intuiciones ersdfdemes, 2005).

El estado actual de la tecnologia permite las siaiohes y los experimentos, que
ayudan a los estudiantes a resolver las parado@seajpresentan incluso en problemas
de probabilidad aparentemente sencillos y podremirspara explorar situaciones
probabilisticas de la vida real, sin necesidadrdgran nivel de formalizacion.

Por supuesto que un enfoque experimental puro denkefanza de la
probabilidad no es suficiente. Incluso cuando hausicion nos ayuda a encontrar la
solucion de problemas de probabilidad que surgea gi@a real, no puede probar que
esta solucion es la mas adecuada, porque la sidnlaizpende de las hipotesis
establecidas de antemano y del modelo teéricomgpkmentamos en el ordenador. Un
conocimiento genuino de probabilidad solo se aleanan el estudio de alguna
probabilidad formal, aunque este estudio debe Iselugl y apoyado en la experiencia
estocastica de los estudiantes. Es importante émbbostrar aplicaciones que vayan
mas alla de la teoria de juegos; en Godino, Batarye€afizares (1987) presentamos
una variedad de aplicaciones reales de la prodadilcon actividades sencillas que
permite introducir los conceptos de una maneraugtlad lo largo de la educacion
obligatoria.

Autores como Leo6n (2009) indican que la historialalgorobabilidad presenta
situaciones muy atractivas que pueden conduciilexrenar sobre la presencia del azar
en la cotidianidad ademas de servir de motivaciéciahel estudio por parte de los
alumnos. Gonzalez (2004) también sefala que etleda historia con fines didacticos
depende del conocimiento historico del profesan \ngiativa para adaptar este saber a
los intereses y necesidades del grupo. El estuglila dhistoria de la probabilidad y de
las paradojas asociadas a la misma sera entoncesnuponente importante en la
preparacion de los profesores.
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