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RESUMEN

En este trabajo analizamos la forma en que los estudiantes de Bachillerato definen la
probabilidad condicional e independencia y los ejemplos que proponen de ellas, asi como
su resolucion de un problema relacionado con la probabilidad condicional El trabajo se
fundamenta con el estudio de las orientaciones curriculares sobre el tema, el marco tedrico
(enfoque ontosemiotico) y el estudio de las investigaciones previas que nos informa de
las dificultades y errores de los estudiantes. Las respuestas de 52 estudiantes de
Bachillerato a un cuestionario se analizan y comparan con las investigaciones previas. Se
finaliza este trabajo con posibles lineas futuras y aportaciones de este trabajo, asi como
las conclusiones extraidas de éste.

ABSTRACT

In this paper we analyse the way in which high school students define conditional
probability and independence and the examples they propose of these concepts, as well
as their resolution of a problem related to conditional probability. The work is based on
the study of curricular guidelines for the subject, the theoretical framework (ontosemiotic
approach) and the study of previous research that informs us of the students’ difficulties
and errors. The responses by 52 high school students to a questionnaire are analyzed and
compared with previous research. This work concludes with possible future research
topics and contributions of this work, as well as with the conclusions drawn from it.
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INTRODUCCION

En este trabajo analizamos la forma en que los estudiantes de Bachillerato definen
la probabilidad condicional e independencia y los ejemplos que proponen de ellas, asi
como su resolucion de un problema relacionado con la probabilidad condicional.

Hemos elegido estos conceptos por constituir, segun Heitele (1975) ideas
estocasticas fundamentales, debido a su papel en el desarrollo del calculo de
probabilidades, a su caracter contra intuitivo y, paraddjicamente, a la posibilidad de ser
ensefiadas a estudiantes de diversas edades, variando el grado de formalizacion.

Como veremos en el estudio curricular incluido en el Capitulo 1, estos conceptos
se introducen desde el primer curso de la Educacion Secundaria Obligatoria y su estudio
se va profundizando progresivamente, aunque no siempre de una forma explicita y
dandose poca importancia a su definicidon, que se supone sencilla. Su comprension es
necesaria para la de otros contenidos estadisticos; por ejemplo, los de correlacion y
regresion, el muestreo y la inferencia (Contreras, 2011). Sin embargo, como se analiza
en el Capitulo 2, son muchos los errores de comprension de este concepto.

Las anteriores razones y mi interés personal como profesora de matematicas me
decidieron realizar este estudio, para analizar el significado que los estudiantes otorgan
a estos conceptos y como los diferencian de otros, asi como los ejemplos que proponen
de los mismos y la forma en que los aplican.

La parte principal del estudio realizado en esta Memoria Fin de Méster consiste
en el andlisis de las respuestas escritas a un cuestionario de una muestra de estudiantes
de Bachillerato, cuyos resultados se presentan en el Capitulo 3 de esta memoria. Dicho
estudio de evaluacion se completa con dos capitulos de tipo teorico:

e Enel primero de ellos comenzamos con la justificacion del interés del trabajo, tanto
desde el punto de vista de la estadistica, como para la formacion del estudiante.
Seguidamente se analizan los contenidos relacionados con estos temas en las
orientaciones curriculares y se incluye la descripcion del marco teodrico utilizado.
Finalizamos el primer capitulo con la exposicion de los objetivos y las hipdtesis de
la investigacion.

e En el segundo capitulo se describen los antecedentes del trabajo. Se comienza por
exponer los trabajos relacionados con la comprension intuitiva de la probabilidad
condicional e independencia. A continuacion se sigue con los que analizan la
comprension de la diferencia entre dependencia, condicionamiento y relacion causa

y efecto, la falacia del eje temporal y de conjuncidn, situaciones diacrénicas y
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sincronicas, junto con otros sesgos de razonamiento- Se completa con
investigaciones centradas en la comprension de la independencia, la definicion de
probabilidad condicional y se hace balance de todas estas investigaciones

extrayendo conclusiones.

Se recogen al final de la Memoria las conclusiones generales de la investigacion

y la lista de referencias citadas en el trabajo.



CAPITULO 1. EL PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1 INTRODUCCION

En este capitulo se dedica a contextualizar el problema de investigacion. Para
ello vamos a justificar el tema elegido, estudiando la importancia de la probabilidad
condicional, tanto en la propia estadistica, como en la formacién del estudiante.

Seguidamente analizamos los contenidos relacionados con la probabilidad
condicional e independencia en el curriculo de la Educacion Secundaria Obligatoria y
Bachillerato. Para ello trabajaremos con los documentos del Ministerio de Educacion y
la Junta de Andalucia, que nos ayudaran a describir los contenidos relativos a la
probabilidad y probabilidad condicional que se encuentran en el curriculo.

Analizaremos a continuacion el marco teérico usado, que es el enfoque
ontosemidtico de la didéctica de la matemaética; en particular trabajaremos las ideas de
significado institucional y personal de un objeto matematico, objetos matematicos y sus
facetas, funcion semiotica y conflicto semidtico. Finalmente, expondremos los

objetivos e hipdtesis de este trabajo de investigacion.

1.2 JUSTIFICACION DEL TEMA

En la actualidad la ensefianza de la probabilidad comienza, de acuerdo a las
directrices curriculares, desde la educacion primaria y continta, practicamente en todos
los cursos en la Educacion Secundaria Obligatoria y el Bachillerato. Sin embargo,
debido a falta de tiempo, la probabilidad y la estadistica son de los pocos temas que no
suelen verse durante el curso escolar (Batanero, Ortiz, Roa y Serrano, 2013). Quizas
esta sea una de las razones por la que algunos autores, como Gal (2005), sugieren que
la probabilidad es la rama de las mateméticas la menos comprendida; sin embargo, no
es por eso menos importante. Tal es su importancia, que la mayoria de las carreras
universitarias (medicina, psicologia, periodismo,...) contienen como minimo una
asignatura relacionada con la estadistica y probabilidad. En lo que sigue desarrollamos

estas ideas.



1.2.1 IMPORTANCIA PARA EL ESTUDIANTE
En primer lugar, la probabilidad es importante para la formacion personal del

estudiante, por diversos motivos. En la actualidad, autores como Gal (2005) reclaman
la alfabetizacion probabilistica de los estudiantes, es decir el desarrollo de sus
conocimientos, competencias y actitudes para desenvolverse frente al azar.

No son pocas las situaciones de la vida cotidiana en que encontramos fenomenos
aleatorios o debemos tomar decisiones en las que hay presente incertidumbre, y con
frecuencia se toman decisiones aleatorias, sin haber razonado y calculado
probabilidades antes, para poder decidir la mejor opcion (Batanero, Contreras y Diaz,
2012). También en los periddicos, Internet u otros medios de comunicacion aparecen
noticias sobre encuestas u otras informaciones de probabilidad, que un estudiante que
no tenga conocimientos de probabilidad dificilmente comprendera.

Es por todo ello bueno tener una base en esta parte de las matematicas, porque
nos dota de un razonamiento critico por lo que se podra abordar las mencionadas
situaciones. Ademas, la probabilidad se debe utilizar en practicamente todas las
profesiones, por lo que es fundamental que el estudiante tenga conocimientos previos a
la etapa universitaria, o en caso de que no quiera seguir estudios universitarios, en su
etapa profesional. Por ejemplo, en medicina, sabiendo que una madre es portadora de
una enfermedad X, nos puede interesar la probabilidad de que su bebé también lo sea.
Ejemplos similares encontramos en el prondstico del tiempo, el estudio de las
cotizaciones en la bolsa o la evolucion del empleo o la produccion. En otras palabras,
la importancia de la probabilidad se debe a que nos proporciona medios para predecir
0 estimar situaciones inciertas.

Finalmente, desde un punto de vista social, son muchos los ejemplos de
actividades en los cudles la probabilidad esta presente, empezando por los cuentos, asi
como en los juegos de azar, como la loteria o incluso en juegos infantiles como la oca

o el parchis.

1.2.2 IMPORTANCIA EN EL METODO ESTADISTICO
Las anteriores consideraciones pueden extenderse en particular a las ideas de

independencia y probabilidad condicional, porque estas dos ideas se emplean
frecuentemente, tanto en la toma de decisiones personales y profesionales, como en la
inferencia. La probabilidad condicional y la independencia son dos de los conceptos

mas importantes para poder entender la estadistica. Conforme recopilamos mas



informacion sobre sucesos aleatorios, se mejora la probabilidad y por tanto nuestra
creencia; ello nos permite aplicar el concepto de probabilidad condicional.

Diaz (2004) afirma que la probabilidad condicional forma parte de muchos
conceptos relacionados con inferencia. Veamos unos cuantos ejemplos:

a. En la metodologia del contraste de hipotesis de Fisher, la probabilidad
condicional aparece cuando se define el valor-p, el nivel de significacion, la
distribucion muestral del estadistico, la region critica y en la aplicacion de la
logica de contraste.

b. En el contraste de hipotesis en la metodologia de Neymann y Pearson, aparece
en las definiciones de los errores de tipo [ y II y en la region de aceptacion, asi
como en el concepto de potencia.

c. En la inferencia Bayesiana, la probabilidad condicional aparece en las
definiciones de la probabilidad a posteriori y las de verosimilitud asi como en
el teorema de Bayes.

d. En la metodologia de intervalos de confianza podemos encontrarla en la
construccion del intervalo y en el concepto de nivel de confianza.

e. En el estudio de la correlacion y regresion y modelos lineales, también esté
presente, pues todos ellos se definen por medio de la probabilidad condicional.
La independencia aparece como contrapunto a la idea de correlacion en estos

estudios.

Por otro lado, de acuerdo a Batanero y Borovcnik (2016), la idea de
independencia es un requisito indispensable para comprender la probabilidad, desde el
punto de vista frecuencial, pues en dicho punto de vista la probabilidad se estima a
partir de la frecuencia relativa en ensayos que han de ser independientes unos de otros.

Ademés, al elegir una muestra aleatoria, se supone que los elementos de cada
muestra son independientes unos de otros, para poder aplicar métodos de inferencia;
por ejemplo, para aplicar el teorema central del limite y determinar la distribucion de la
media o la proporcion muestral.

En consecuencia, la comprension deficiente de estos conceptos, por ejemplo, no
saber diferenciar probabilidad simple de la condicional o0 no comprender razonamientos
basados en la l6gica condicional han causado malas interpretaciones de los conceptos

anteriores (Diaz, 2004; 2007, Vallecillos, 1994). Es por ello importante asegurar su



comprension por parte de los estudiantes para prepararles para el estudio de los temas

citados.

1.3 ORIENTACIONES CURRICULARES

Como hemos indicado, un cambio importante que se ha producido en el curriculo
de educacién primaria en la tltima década es la incorporaciéon de contenidos de
probabilidad desde el primer ciclo (por ejemplo, en NCTM, 2000 o MEC, 2006). La
probabilidad condicional e independencia aparecen actualmente en las orientaciones
curriculares de Ensefianza Secundaria Obligatoria, Educacion Secundaria Obligatoria y
Bachillerato.

Si analizamos el Real Decreto 1105/2014 por el que se establece el curriculo
basico, MECD (2015), podemos observar los contenidos de estadistica y probabilidad
que deben darse en estos cursos, que pueden variar de acuerdo a la orientacion de la
ensefanza, académica o aplicada. En la Educacion Secundaria Obligatoria existen unos
bloques relacionados con la Estadistica y la probabilidad: Bloque 5.

Veamos algunos de los contenidos que estdn incluidos en estos bloques en
funcion del curso (MECD, 2015, p.381-422). En la Tabla 1.1 se presentan los
contenidos de Educacion Secundaria Obligatoria, donde hemos marcado con cursiva
los temas que se relacionan con la probabilidad condicional o independencia.
Observamos que se comienza desde primer curso con la probabilidad, tanto en su
enfoque clasico como frecuencial y es en el cuarto curso cuando se incluye el estudio
de la probabilidad condicional, compuesta y la independencia. En tercer curso,
ensefnanzas aplicadas no hay ningin contenido que trate la probabilidad, a diferencia
del orientado a las ensefianzas académicas, donde aparecen temas de muestreo y de
combinatoria. Puesto que la combinatoria se relaciona con el muestreo, indirectamente
también con la probabilidad condicional e independencia.

En relacion al curriculo autondémico, podemos observar en la Consejeria de
educacion de la Junta de Andalucia (2016) (p. 189-211) se citan contenidos
relacionados con este bloque, como ejemplo, en 3°ESO de aplicadas debe darse el
diagrama de caja y bigotes o en 3°ESO de académicas se debe aprender a interpretar de
forma conjunta la media y la desviacion tipica, asi como contenidos trasversales que

pueden usarse para trabajar este tema y que son los siguientes:



Tabla 1.1. Contenidos de estadistica y probabilidad en la Educacion Secundaria

Obligatoria

1°y 2°ESO

3° ESO,
Matematicas
orientadas a
las ensefnanzas
académicas

4° ESO,
Matematicas
orientadas a
las ensefnanzas
académicas

4° ESO
Matematicas
orientadas a
las ensefnanzas
aplicadas

Organizacion en tablas de datos recogidos en una experiencia.
Fendémenos deterministas y aleatorios.

Formulacion de conjeturas sobre el comportamiento de fendmenos aleatorios
sencillos y diserio de experiencias para su comprobacion.

Frecuencia relativa de un suceso y su aproximacion a la probabilidad
mediante la simulacion o experimentacion.

Sucesos elementales equiprobables y no equiprobables.

Espacio muestral en experimentos sencillos. Tablas y diagramas de arbol
sencillos.

Célculo de probabilidades mediante la regla de Laplace en experimentos
sencillos

Fases y tareas de un estudio estadistico. Poblacion, muestra. Variables
estadisticas: cualitativas, discretas y continuas.

Meétodos de seleccion de una muestra estadistica. Representatividad de una
muestra.

Experiencias aleatorias. Sucesos y espacio muestral.

Calculo de probabilidades mediante la regla de Laplace. Diagramas de drbol
sencillos. Permutaciones, factorial de un nimero.

Utilizaciéon de la probabilidad para tomar decisiones fundamentadas en
diferentes contextos.

Introduccion a la combinatoria: combinaciones, variaciones y permutaciones.

Célculo de probabilidades mediante la regla de Laplace y otras técnicas de
recuento.

Probabilidad simple y compuesta. Sucesos dependientes e independientes.

Experiencias aleatorias compuestas. Utilizacion de tablas de contingencia y
diagramas de darbol para la asignacion de probabilidades.

Probabilidad condicionada.

Utilizacion del vocabulario adecuado para describir y cuantificar situaciones
relacionadas con el azar y la estadistica.

Azar y probabilidad. Frecuencia de un suceso aleatorio.
Calculo de probabilidades mediante la Regla de Laplace.

Probabilidad simple y compuesta. Sucesos dependientes e independientes.
Diagrama en arbol.

e Eluso de los recursos TIC en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas, las

calculadoras y el software especifico deben convertirse en herramientas habituales

para la construccion del pensamiento matematico.

e El uso de materiales cotidianos como revistas y articulos de prensa, facilitan el

estudio de tablas y graficas estadisticas.



e Para todos los bloques, hay que destacar la importancia del uso de juegos

matematicos como cartas, dominos, bingos, juegos de mesa, ruletas y dados.

Tabla 2.2 Contenidos de la probabilidad en Bachillerato

1 o
Bachillerato,
Matematicas |

1°Bachillerato,
Matematicas
aplicadas a las
Ciencias
Sociales

20
Bachillerato,
Matematicas
11

20
Bachillerato,
Matematicas
aplicadas a las
Ciencias
Sociales:

Distribuciones condicionadas.

Independencia de variables estadisticas. Estudio de la dependencia de dos
variables estadisticas. Representacion grafica: Nube de puntos.

Dependencia lineal de dos variables estadisticas. Covarianza y
correlacion: Cdlculo e interpretacion del coeficiente de correlacion lineal.

Regresion lineal. Estimacion. Predicciones estadisticas y fiabilidad de las
mismas.

Distribuciones condicionadas.

Medias y desviaciones tipicas marginales y condicionadas.

Independencia de variables estadisticas.

Dependencia de dos variables estadisticas. Representacion grdfica: Nube
d puntos.

Dependencia lineal de dos variables estadisticas. Covarianza y
correlacion: Cdlculo e interpretacion del coeficiente de correlacion lineal.
Sucesos. Asignacion de probabilidades a sucesos mediante la regla de
Laplace ya partir de su frecuencia relativa. Axiomatica de Kolmogorov.
Experimentos simples y compuestos. Probabilidad condicionada.
Dependencia e independencia de sucesos.

Variables aleatorias discretas. Distribucion de probabilidad. Media,
varianza y desviacion tipica.

Distribucion binomial. Caracterizacion e identificacion del modelo.
Cdlculo de probabilidades.

Calculo de probabilidades mediante la aproximacion de la distribucion
binomial por la normal.

Sucesos. Asignacion de probabilidades a sucesos mediante la regla de
Laplace y a partir de su frecuencia relativa. Axiomatica de Kolmogorov.
Experimentos simples y compuestos. Probabilidad condicionada.
Dependencia e independencia de sucesos.

Teoremas de la probabilidad total y de Bayes. Probabilidades iniciales y
finales y verosimilitud de un suceso.

Variables aleatorias discretas. Distribucion de probabilidad. Media,
varianza y desviacion tipica.

Distribucion binomial. Caracterizacion e identificacion del modelo.
Calculo de probabilidades.

Distribucion normal. Tipificacion de la distribucion normal. Asignacion de
probabilidades en una distribucion normal.

Calculo de probabilidades mediante la aproximacion de la distribucion
binomial por la normal.

Profundizacion en la Teoria de la Probabilidad. Axiomatica de
Kolmogorov. Asignacion de probabilidades a sucesos mediante la regla de
Laplace y a partir de su frecuencia relativa.
Experimentos simples y compuestos.
Dependencia e independencia de sucesos.
Teoremas de la probabilidad total y de Bayes. Probabilidades iniciales y
finales y verosimilitud de un suceso.

Probabilidad condicionada.
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Centrémonos de nuevo en los contenidos de probabilidad, ahora para la ensefianza
en Bachillerato hemos incluido un esquema en la Tabla 1.2 en la que vemos la amplitud
de contenidos relacionados con la probabilidad condicional e independencia o que se
basan en ella, que son practicamente todos los que aparecen en los dos cursos de
Bachillerato. Es por ello importante asegurar la comprension de estos conceptos basicos

por parte de los estudiantes.

1.4 MARCO TEORICO

En este apartado vamos describir algunos elementos de nuestro marco tedrico
(enfoque ontosemiotico); en particular vamos a trabajar sobre los significados
institucional y personal que poseen los objetos matematica, asi como sobre los tipos
diferenciados de objetos matematicos y la funcion semidtica con los conflictos

semioticos relacionados.

1.4.1 SIGNIFICADO DE UN OBJETO MATEMATICO. SIGNIFICADO
PERSONAL E INSTITUCIONAL
La existencia de los objetos matematicos se debe al conjunto de practicas de la

actividad matematica al tratar de resolver problemas, bien de la propia matematica, o
bien de aplicacion de la misma. Dichos objetos se expresan mediantes notaciones o
simbolos y pueden verse como entidades culturales que aparecen debido a los usos que
las personas e instituciones hacen de ellos. Por ejemplo, el objeto probabilidad
condicional existe porque culturalmente lo nombramos y le asociamos una serie de
propiedades, que han surgido al resolver diferentes problemas. Estos objetos van
cambiando conforme pasa el tiempo en la actividad de resolucion de problemas, tanto
histéricamente, pues han ido evolucionando, como en la comprension del estudiante,
que va ampliando su comprension del mismo (Godino, 2002; 2003).

Para empezar a definir qué es realmente un objeto matematico, debemos primero
explicar qué es una practica matematica. Se definen estas practicas matematicas como
las actuaciones o expresiones que hace un individuo o que se realizan o llevan a cabo
dentro de una institucion para poder resolver un problema matematico, exponer su
solucion y que permita generalizarlo a otros problemas o contextos. Por ejemplo, al
considerar la probabilidad simple, una practica comun es listar todos los elementos del

espacio muestral (casos posibles) e identificar los que favorecen a un suceso (casos
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favorables) y determinar la probabilidad como cociente entre el nimero de casos

favorables y posibles. Se llamaran practicas institucionales a aquellas que son realizadas

por un grupo de personas que estan interesadas en resolver el mismo problema; por
ejemplo, en la institucion matematica o en la institucion escolar.

Una vez se ha definido la practica matematica, ya podemos definir objeto
matematico, o mas bien el significado del mismo, el cual es el conjunto de practicas
asociadas a la resolucion de problemas prototipicos de dicho objeto. Asi el significado
de la probabilidad condicional seria el conjunto de practicas relacionadas con este
concepto.

Veamos en qué se divide el significado institucional de un objeto matematico
(Godino, 2003; Godino, Batanero y Font, 2007); esta division es interesante para definir
con claridad los objetivos de una investigacion:

a. Referencial: es aquel sistema de practicas que considera el investigador o profesor
para elaborar una investigacion o una programacion. Para realizarlo se apoya en
fuentes necesarios (libros de texto, experiencias propias, orientaciones
curriculares,...). Mediante este estudio se obtiene un significado global matematico,
su origen, desarrollo, etc. Si nos centramos en el significado de probabilidad, el
referencial es la unién de los distintos significados (axiomatico, clasico,
subjetivo,...).

b. Pretendido: es el sistema de practicas que se encuentra en la planificacion del
proceso de ensefianza y aprendizaje que se realiza sobre cierto objeto matematico o
el que se quiere investigar en una investigacion. Por ejemplo, en nuestro caso podria
ser el fijado en las orientaciones curriculares.

c. Implementado: es el sistema de practicas que el profesor ha usado con el estudiante
para el estudio del objeto matematico y es fundamental para el disefio de las
evaluaciones. Puede variar en cada aula, dependiendo de la programacion del
profesor.

d. Evaluado: es el sistema de practicas seleccionado por el propio profesor mediante
una serie de tareas o pautas de observaciones que le ayudaran a evaluar el
significado personal del alumno sobre el objeto matematico estudiado, o el
significado que evaltia un investigador dentro de su trabajo. Este es el significado
que nos interesa en nuestro trabajo, donde nos centramos en las definiciones y

ejemplos que proponen los estudiantes.
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En cuanto al significado personal de un objeto mateméatico podemos distinguir
tres tipos distintos:

e Global: es el sistema de practicas que el propio estudiante es capaz de llevar a cabo
respecto a un determinado objeto matemdtico. Generalmente no lo podemos
observar totalmente, al ser muy extenso.

e Declarado: es el sistema de practicas que un estudiante pone de manifiesto en una
evaluacion. Es el que analizaremos en nuestro estudio.

o Logrado: sistema de practicas que el alumno hubiera puesto de manifiesto,
consideradas correctas por la institucion. Es decir, la parte correcta del significado

declarado.

1.4.2 TIPOS DE OBJETOS MATEMATICOS
Como hemos indicado el significado de un objeto matematico es el conjunto de

practicas relacionadas con el objeto. En estas précticas intervienen otros objetos que
son necesarios para este trabajo matematico, segiin Godino, Batanero y Font (2007), y
estos son:

a. Situaciones-problemas: la resolucion de los problemas da lugar a las practicas
matematicas correspondientes. Para el caso de la probabilidad, los problemas
pueden referirse a prevision de la esperanza de natalidad o mortandad, por
ejemplo.

b. Lenguaje: son las palabras, simbolos o representaciones graficas o tabulares que
se usan para poder operar con los datos del problema y expresar su solucion. En
nuestro estudio podremos observar el tipo de representaciones que usa el
estudiante para dar su definicidn; por ejemplo, si usa formulas, simbolos o algin
tipo de grafico.

c. Conceptos: son los objetos matematicos que se usan implicita o explicitamente
al resolver una actividad matematica y es posible definirlo. Nos interesamos
concretamente en este trabajo por los conceptos de probabilidad condicional e
independencia, pero también el estudiante los puede confundir con los de
probabilidad simple y compuesta o con la dependencia.

d. Proposiciones o propiedades: son objetos que se encargan de relacionar los
conceptos y regulan las practicas que realiza el estudiante. Nos interesa ver las

propiedades que se asignan a los conceptos estudiados.
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e. Procedimientos: son algoritmos y técnicas de calculo que se aplican en la
resolucion de problemas. Propondremos un problema y veremos los
procedimientos usados por el estudiante.

f. Argumentos: objetos que sirven para justificar las soluciones de los problemas
o las propiedades usadas en su resolucion. Igualmente analizaremos estos

argumentos.

1.4.3 FUNCION SEMIOTICA Y CONFLICTOS SEMIOTICOS
Se va a trabajar con un tltimo concepto tedrico conocido como funcidén semiotica

(Godino, 2002; Godino, Batanero y Font, 2007), la cual sirve para resaltar aquellos
procesos de interpretacion que se utilizan en el desarrollo de la actividad matematica,
dentro de los cuales pueden aparecer conflictos de interpretacion entre los alumnos y el
profesor.

La funcion semidtica es toda correspondencia entre un antecedente y un
consecuente establecida por una persona o institucion. En matematicas esta
correspondencia suele estar implicita, aunque es posible que se incluyan instrucciones
para la interpretacion de los recursos. Por ejemplo, escribimos P(A|B) y nos referimos
a una probabilidad condicional, donde B es la condiciéon y A es el suceso cuya
probabilidad se calcula. Independientemente de si existen o no esas instrucciones, €s
posible que el estudiante que estd usando ese recurso no entienda como funciona o no
sepa interpretar de forma adecuada los resultados que se producen. Si estas
interpretaciones no son las que el profesor espera, por ejemplo, si el estudiante supone
que A es la condicion, entonces nos encontramos frente a un conflicto semiotico.

El antecedente o expresion y la consecuente o significado de una funcion
semiotica no son siempre conceptos, sino puede ser cualquiera de los objetos
matematicos vistas anteriormente o incluso teorias o sistemas conceptuales. Esto
explica las dificultades de interpretacion de las matematicas que puedan encontrar los

estudiantes.

1.5 OBJETIVOS E HIPOTESIS DEL TRABAJO

Teniendo en cuenta lo expuesto en las secciones anteriores, pasamos a detallar
los objetivos de nuestro trabajo, que van a ser los siguientes:
Objetivo 1. Analizar la forma en que los objetos matematico ‘’probabilidad

condicionada’’ e “independencia” se presentan en el curriculo de Educacion Secundaria
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Obligatoria y Bachillerato. Para lograrlo se ha realizado el andlisis curricular contenido
en este capitulo. El fin es comenzar la construccion de un significado institucional que
sirva de base a nuestro trabajo, asi como a posteriores propuestas de ensefianza o de
evaluacion del tema.

Objetivo 2. Obtener una primera vision de la investigacion en psicologia y
educacion relacionada con la probabilidad condicionada. Para ello en el segundo
capitulo se presentara un resumen de los trabajos relacionados con el tema y que se han
realizado con anterioridad al nuestro.

Objetivo 3. Realizar un estudio exploratorio de evaluacion. Para ello se construye
un cuestionario corto y se analizan las respuestas que han dado los alumnos al
cuestionario. Mas concretamente, trataremos de identificar las dificultades que tienen
los alumnos acerca de la definicion de probabilidad simple y condicionada y de sucesos
dependientes e independientes y qué tipo de ejemplos proponen. Asimismo se les
propondrd un problema corto para estudiar las estrategias de resolucion y las
representaciones que proponen.

Podemos también formular algunas hipétesis (entendidas como expectativas, mas
que como hipdtesis estadisticas) sobre lo que se espera encontrar en el trabajo.

Hipdtesis 1: Se espera encontrar en el curriculo numerosos contenidos que se
relacionan de algin modo con las ideas de probabilidad condicional e independencia.
Esta hipotesis ya se confirma en el estudio curricular, aunque la discutiremos con mas
detalle en el capitulo de conclusiones.

Hipotesis 2: La investigacion previa indica muchas dificultades con las ideas de
probabilidad condicional e independencia. Nos basamos en lo expresado en los trabajos
de sintesis que nos sirven para construir los antecedentes y la analizamos en el Capitulo
2.

Hipotesis 3. Esperamos que una parte de los estudiantes de la muestra den
definiciones imprecisas o incorrectas de la probabilidad condicional e independencia.
Esta hipotesis se sustenta en las investigaciones previas, aunque han sido realizadas con
otro tipo de estudiantes.

Hipotesis 4. Esperamos que la mayoria de ejemplos proporcionados por los
estudiantes sean sobre juegos de azar. Esta conjetura se debe a que este contexto es el

mas frecuente en los libros de texto.
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CAPITULO 2. INVESTIGACIONES PREVIAS

2.1 INTRODUCCION

En este capitulo vamos a analizar las investigaciones que describen las
dificultades de los estudiantes con las definiciones de probabilidad condicional e
independencia y aquellas que analizan los errores que suelen tener los estudiantes con
estos conceptos. Resumimos para ello los articulos de Diaz, Batanero y Contreras
(2010) y Diaz y de la Fuente (2005), completados con resumenes de los trabajos de
sintesis incluidos en Contreras (2009) y Diaz (2007). También se tienen en cuenta
algunos trabajos posteriores a estos articulos.

Se divide este capitulo en los siguientes apartados: En primer lugar se analizan
las investigaciones que tratan de evaluar la comprension intuitiva de la probabilidad
condicional e independencia, seguido de las que estudian la comprension de la
diferencia entre dependencia, condicionamiento y relacion de causa y efecto. También
se describen los estudios que trabajan en los errores comunes que se tienen sobre estos
conceptos, por lo que se trataran la falacia del eje temporal, situaciones diacronicas y
sincronicas asi como otros sesgos de razonamiento. Se trabajara sobre la comprension
de la probabilidad condicional y de la independencia. Finalmente se extraerdn todas las

conclusiones que se han podido obtener de los anteriores apartados de este capitulo.

2.2 COMPRENSION INTUITIVA DE LA PROBABILIDAD
CONDICIONAL E INDEPENDENCIA.

Los conceptos de probabilidad condicional e independencia son aparentemente
muy sencillos, pero, tanto en la historia de la probabilidad, como en la resolucion de
problemas por parte de los estudiantes se han descrito numerosas dificultades
(Borovcnik, 2012; Huerta y Arnau, 2017),

Dependiendo del grado de formalizacion, encontramos varias definiciones de la
probabilidad condicional. Si la definimos de manera intuitiva, la probabilidad
condicional P(A|B) de un suceso 4 dado otro suceso B es la probabilidad del suceso 4,

cuando se da informacion sobre el suceso B. Una definiciéon mas formal se puede dar
P(ANB)
P(B) ’

demostrar que esta ultima definicion cumple los axiomas de la probabilidad (ver, por

utilizando la expresion P(A|B) = siempre que P(B) > 0. De hecho, se puede

ejemplo, Feller, 1957).

17



La independencia esta ligada a la probabilidad condicional, ya que dos sucesos
son independientes si y solo si la probabilidad de uno de ellos no cambia si se
condiciona por el otro; es decir, dos sucesos 4 y B son independientes si y solo si
P(A|B) = P(A) y P(B|A) = P(B), o lo que es lo mismo, P(4|B) = P(A) - P(B).
Veamos que si usamos la formula de la probabilidad condicionada, suponiendo que 4

es independiente a B, estas definiciones son equivalentes:
P(AnB) P(A).P(B)
P(B) =~ P(B)

A pesar de que matematicamente la comprension de estas definiciones parece

P(AIB) = = P(4)

intuitiva y la obtencion de la probabilidad condicional no quiere calculos complicados,
desde el punto de vista psicologico y didactico son dificiles, sobre todo si se aplica a la
resolucion de problemas, donde muchas investigaciones, por ejemplo, las de Contreras
(2011), Huerta y Arnau (2017) y Huerta, Cerdan, Lonjedo y Edo (2011) han mostrado
el gran nimero de errores de los estudiantes.

Maury (1985) realiza una de las primeras investigaciones para analizar la
comprension intuitiva de la probabilidad condicional con una muestra de 374
estudiantes preuniversitarios y de Bachillerato. Al analizar las respuestas a un problema
sobre probabilidad condicional, s6lo el 25% de los estudiantes de su muestra encontro
la solucién correcta, frente a un 60% que pudo resolver un problema de probabilidad
simple. Sin embargo, Maury afirma que en su trabajo la dificultad del problema no
estuvo relacionada con la probabilidad condicional, sino con el hecho de que los dos
sucesos del espacio muestral considerado no fuesen equiprobables. En otro problema
de independencia el 70% de los chicos lo resuelven correctamente; la autora piensa que
es debido a que pidio6 a los estudiantes listar en primer lugar todos los elementos del
espacio muestral y esto les sirvid de ayuda en la resolucion del problema.

Sin embargo, otros autores obtienen resultados diferentes. Para hacernos una idea
de lo intuitiva que puede ser la probabilidad condicional, citamos a Totohasina (1992),
quien hace un estudio con 67 alumnos de edades preuniversitarias que habian estudiado
probabilidad pero no probabilidad condicionada. En su estudio pidi6 a los alumnos que
resolviesen un problema de probabilidad total y otro de Bayes. El 60% de los
estudiantes contestd correctamente a los problemas, muchos ayudados por
representaciones con diagrama en arbol o tablas de doble entrada. Otros estudiantes

confundieron la probabilidad conjunta con la probabilidad condicional.
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2.3 COMPRENSION DE LA DIFERENCIA ENTRE DEPENDENCIA,
CONDICIONAMIENTO Y RELACION DE CAUSA Y EFECTO

Una relacion de causa y efecto es muy frecuente en la vida diaria y por ello los
estudiantes extienden indebidamente este tipo de relacion a otras situaciones (Diaz,
2004). Esta autora indica que si se da una relacion causal, esto implica que los sucesos
tratados son dependientes, pues si un suceso 4 es la causa de otro, B, entonces, cuando
ocurre 4 también ocurre B, por lo que P(B|A) = 1. Por ejemplo, sabemos que el agua
hierve a 100 grados; si llamamos al suceso 4 estar el agua a 100°C y al suceso B que el
agua hierva, entonces P(B|A) = 1.

Sin embargo, dos sucesos pueden ser dependientes sin que uno de ellos sea la
causa del otro. Por ejemplo, supongamos que vamos de viaje en avion. Tomemos como
suceso A tener un accidente de avion en el viaje y B morir en el transcurso del viaje. Es
claro que B estd condicionado a 4, sin embargo A puede no ser la causa de B, porque
puedes sobrevivir al accidente y después morir una vez te has bajado del avion por
causas ajenas de ¢l, como atropellado por un taxi. Que exista relacion condicional
implica que la relacion causal puede ocurrir, pero no esta asegurada.

Segun Pollatsek, Well, Konold. y Hardiman (1987), dependiendo del contexto, la
persona que realiza un ejercicio de probabilidad condicional P(A|B) entre dos sucesos
Ay B percibe dos relaciones muy distintas entre el suceso 4 y el suceso B. Estos
investigadores proponen a sus estudiantes el siguiente problema:

¢Cudal de los siguientes sucesos es mds probable? a) Que una mujer tenga cancer de
mama si su madre tuvo cancer de pecho. b) Que una madre haya tenido cancer de pecho
si su hija lo tiene. ¢) Los dos sucesos son igual de probables.

Pueden ocurrir dos situaciones:

a. Si se entiende por el contexto que B es causa de 4, en ese caso el problema
descrito en la parte a) describe una relacion causal, por lo que el suceso A4 es que
la hija tenga cancer de pecho y B que la madre tenga también lo haya tenido,
siendo A efecto y B la causa.

b. Si se entiende por contexto que 4 depende de B, en este caso estamos frente a
una relacion diagnostica. El suceso 4 es que la madre haya tenido el cancer de
pecho y el suceso B es que la hija lo tenga. Dada una mujer con cancer, se desean

conocer los antecedentes familiares.
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A pesar de que ambos enunciados matematicamente se resuelven del mismo
modo, los estudiantes resuelven mas facilmente los problemas que implican relaciones

causales que aquellos que implican relaciones diagnosticas.

2.3.1 LA FALACIA DE LA CONDICIONAL TRANSPUESTA
Existen varios errores comunes en cuanto a lo referido con la probabilidad

condicional. Por ejemplo, asumir que P(A|B) = P(B|A) es algo muy comun para quien
no conoce la probabilidad. Falk (1986) denominé a esta confusion falacia de la
condicional transpuesta, pues los estudiantes asumen la propiedad conmutativa en la
probabilidad condicional (Contreras, 2011). La propiedad conmutativa aparece en
muchas operaciones aritméticas, como la suma o el producto y los alumnos la extienden
indebidamente a la probabilidad condicional, donde no se aplica.

Por ejemplo se puede pensar que hay la misma probabilidad de tener una prueba
médica positiva cuando se tiene cancer, que tener cancer cuando la prueba médica es
positiva, aunque esta segunda probabilidad es mucho menor que la primera (Borovcnik,
2012).

Vallecillos (1994) encontr6é esta misma confusién en una amplia muestra de
estudiantes universitarios, al interpretar el nivel de significacion « en los contrastes de
hipdtesis. Dicho nivel de significacion es la probabilidad condicional de obtener un
resultado estadisticamente significativo cuando la hipdtesis nula Ho es cierta, pero se
interpreta como la probabilidad de que la hipotesis nula sea cierta, cuando se ha
obtenido un resultado estadisticamente significativo. Este error también se mostrd en

muchos estudiantes en la investigacion de Diaz (2007).

2.4 LA FALACIA DEL EJE TEMPORAL

Consiste en la dificultad que tiene para algunos estudiantes calcular
probabilidades condicionales cuando la condicidon que se pone ocurre después del
suceso cuya probabilidad se calcula. Sin embargo, esta situacion aparece al aplica el
Teorema de Bayes, que, como sabemos, tiene el siguiente enunciado:

Sea {A4;,4A,, ... 4;, ... A} un conjunto de sucesos incompatibles dos a dos, tales
que la probabilidad de cada uno de ellos es distinta de cero. Sea B un suceso cualquiera

del que se conocen todas las probabilidades condicionadas P(B|A4;). Entonces, la

P(B|A4;)P(4;)

probabilidad P(4;|B) = )

, donde P(A;) son las probabilidades a priori,
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P(B|A4;) es la probabilidad de B en la hipdtesis A;, y por ultimo, P(4;|B) son las
probabilidades a posteriori.
Si tuviésemos solo dos sucesos, 4 y B, y conociésemos P(A), la cual es no nula,

P(B) y P(A|B), podriamos ver el Teorema de Bayes de la siguiente manera:

P(A|B)P(B)
P(4)

P(B|A) =

En la resolucion de problemas que involucran el teorema de Bayes hay algunos
tipos de errores identificados por Gras y Totohasina (1995) en una muestra 75
estudiantes de 17 y 18 afios, que son los siguientes:

1. Interpretar la probabilidad condicional P(A|B) como una relacion temporal,
donde el suceso B siempre precede al suceso 4. Aparece en el 63% de
estudiantes de esta investigacion. Sin embargo, se puede condicionar una
probabilidad por un suceso que ocurre posteriormente: por ejemplo, en las
pruebas de paternidad calculamos la probabilidad de que una persona sea padre
de un hijo, dado el resultado de la prueba, donde ésta se realiza mucho después
de haber nacido el hijo.

2. Interpretar P(A|B) como una relacion causal implicita, donde el suceso B es la
causa y el suceso 4 es la consecuencia (28% de estudiantes); es decir, no se
consideran las probabilidades diagndsticas.

3. Interpretar P(A|B) como la proporcion Card (ANB)/Card(B), que solo es
correcta si tenemos un espacio muestral finito equiprobable. Otro error es
suponer que P(A|B) es la proporcion Card(4)/Card(B), lo cual es falso siempre.

Estos autores piensan que las dos primeras situaciones erréneas son de tipo
cognitivo, sin embargo la ultima relacionada con el cardinal es debida a una mala
ensenanza.

Particularmente, como se ha indicado un error muy comun es suponer que el
suceso condicionante en la probabilidad condicional tiene que preceder temporalmente
al condicionado, conocido como falacia del eje temporal. Este error fue trabajado por
Falk (1986); veamos uno de sus ejemplos.

Una urna contiene dos bolas blancas y dos bolas negras. Extraemos a ciegas dos bolas

de la urna, una detras de otra, sin reemplazamiento.

a. (Cual es la probabilidad de extraer una bola negra en segundo lugar, habiendo
extraido una bola negra en primer lugar?

b. (Cudl es la probabilidad de extraer una bola negra en primer lugar, sabiendo que
hemos extraido una bola negra en segundo lugar?
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Las dos preguntas son matematicamente equivalentes, pero no se ven de esta
manera. Resulta muy curioso que en la investigacion de Falk la primera pregunta fuese
respondida sin dificultad, pero muchos estudiantes no pudieron responder
correctamente la segunda pregunta. En esta se da incluso la respuesta de 'z, teniendo en
cuenta unicamente la composicion inicial de la urna sin utilizar el dato del resultado
posterior Otros estudiantes indican que no se puede calcular esta probabilidad.
Resultados similares fueron obtenidos por Contreras (2011) en una muestra de futuros
profesores de matematicas de educacion secundaria, lo que da idea de la extension de

esta falacia,

2.5 SITUACIONES DIACRONICAS Y SINCRONICAS

Otro error comun es no relacionar el experimento compuesto con experimentos
simples simultaneos, sino suponer que en un experimento compuesto, todos los
experimentos simples han de ir uno detras del otro. En un experimento compuesto se
distinguen dos situaciones, las diacrdnicas y las sincronicas.

a. La situacion diacronica consiste en la realizacion de varios experimentos seguidos
en el tiempo, diferencidndose cada uno del anterior. Pongamos un ejemplo, donde
la separacion en el tiempo se ve claramente; cada experimento es una extraccion de
la urna:

En un cuenco hay 4 caramelos de limén y dos de naranja. Cogemos uno de limén y nos
lo comemos. Volvemos a coger otro caramelo, esta vez al azar. ;Cual es la probabilidad
de que el segundo caramelo sea de limén nuevamente?

b. La situacion sincronica trata de una serie de experimentos que no suceden uno
detras de otro, sino que ocurren al mismo tiempo. Veamoslo mejor en un ejemplo,
donde hay dos experimentos simultdneos: a) ver el color de la aceituna y b) mirar
s tiene hueso.

Tenemos un cuenco con 20 aceitunas verdes con y 10 sin hueso, 15 aceitunas negras
con hueso y 10 sin hueso. Si cogemos una aceituna al azar, ;cual es la probabilidad de
que sea negra y tenga hueso?

Lo importante del célculo de probabilidades condicionadas es cambiar el espacio
muestral al suceso condicionante. Sin embargo, en las situaciones sincronicas los
estudiantes a veces no perciben el experimento compuesto. Algunos autores como
Totohasina (1992) indican que se puede ayudar a diferenciar los experimentos simples

en el experimento compuesto con la ayuda del diagrama en arbol.
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2.6 LA FALACIA DE LA CONJUNCION

Pollatsek, Well, Konold y Hardiman (1987) indican que los enunciados que usan
la conjuncion “y” pueden llevar a confundir la probabilidad conjunta y la probabilidad
condicional, como ocurri6 en su investigacion donde la mitad de los sujetos del estudio
interpretaron la interseccion como condicionamiento.

Un error relacionado es la falacia de la conjuncion (Tversky y Kahneman, 1982)
o creencia de que es mas probable la interseccion de dos sucesos que la de uno de ellos
por separado o la de su unidn, cuando uno de ellos es muy probable. Sin embargo,
puesto que la probabilidad de la interseccion se obtiene multiplicando dos
probabilidades, que son nimeros menores o iguales a la unidad, el resultado de esta
multiplicacion nunca puede ser mayor que la de uno de los factores.

Diaz (2007) evalua de la falacia de la conjuncion en su cuestionario indicando
que el problema de la falacia de la conjuncién se dio en forma similar en todos los

grupos de estudiantes. Esta falacia también aparece en el trabajo de Contreras (2011)

con futuros profesores.

2.7 OTROS SESGOS DE RAZONAMIENTO

Otro tipo de dificultad que tienen los estudiantes se debe a como se ha enunciado
el problema y que el contexto del que resuelven les sea conocido; por ejemplo, la
confusion entre probabilidad condicional y conjunta aparece sobre todo en el contexto
médico (Huerta y Arnau, 2017; Huerta et al., 2011).

Por otro lado es importante el formato en que se dan los datos. Pollatesk et al,
(1987) proponen el mismo problema a un grupo de alumnos, con la diferencia que uno
era enunciado con probabilidades y otro con porcentajes y concluyen que los
estudiantes respondieron mas correctamente al problema con los datos dados en
porcentajes. En relacién con este punto Gigerenzer (1994) realiza una investigacion
sobre un grupo de estudiantes en la que se debe usar el Teorema de Bayes, pero los
datos los propone en forma de frecuencias absolutas, y con esos términos, el porcentaje
de respuestas favorables es mayor que si los datos estuviesen dados en forma
probabilidades o incluso de porcentajes. Este autor sostiene que cuando la informacién
la obtenemos en términos frecuenciales, el calculo de probabilidades es mas sencillo y
mas claro, porque en la vida diaria contamos los sucesos con frecuencia y no con

fracciones (probabilidad) o porcentajes. En el mismo sentido, Lonjedo y Huerta (2005)
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clasifican los problemas de probabilidad condicional atendiendo a diferentes variables:

tipos de datos (probabilidad, frecuencias absolutas, razén o una combinacion de los

anteriores. Sus resultados indican que la resoluciéon de los problemas no depende de
recordar las férmulas, sino de interpretar bien los datos del enunciado.

Otros errores se cometen debido a la mala comprension del Teorema de Bayes,
debido a que no distinguen cudl es la secuencia de los sucesos, provocando confusion
entre probabilidad condicional y conjunta, o invierten el condicionado y el
condicionante. Diaz y de la Fuente (2006) propusieron una serie de problemas en que
hay que aplicar el teorema de Bayes a estudiantes de Psicologia, antes y después de la
ensefanza de la probabilidad condicional. Su estudio se basa en otro de Tversky y
Kahneman (1982) que estudian la denominada falacia de las tasa base. Denominan de
este modo a ignorar la probabilidad a priori del suceso en la poblacién en problemas
que involucran el teorema de Bayes, es decir, a tratar los problemas de Bayes como
problemas de probabilidad simple o compuesta. Estas autoras describen los siguientes
pasos que se requieren para resolver los problemas de Bayes:

a. Identificar los datos del problema: Se han de identificar las probabilidades simples
y compuestas en el enunciado,

b. Construir una representacion adecuada: El segundo paso es construir un diagrama
de arbol adecuado para representar el experimento y la particion de la poblacion.
Esta representacion debe servir al estudiante para reconocer el conjunto de sucesos
posibles.

c. Identificar la probabilidad condicional por la que se pregunta: Es necesario
identificar la probabilidad que se pide en el problema, que es una probabilidad
inversa.

d. Calcular el denominador de la formula de Bayes usando la férmula de la
probabilidad total.

e. Calcular la probabilidad inversa, aplicando el teorema de Bayes.

2.8 COMPRENSION DE LA INDEPENDENCIA

Se han realizado varias investigaciones en alumnos sobre la comprension de la
independencia, que no resulta tampoco un concepto sencillo de aplicar, aunque, como
hemos visto la definicidon matematica no revista dificultad. Asi en la investigacion de
Sanchez (1996) con 88 profesores en activo de matemadticas en secundaria observo

muchas dificultades. Una de ellas es confundir sucesos independientes y sucesos
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mutuamente excluyentes. El autor pregunta a los sujetos si, al sacar una carta de una
baraja ordinaria, los sucesos “ser reina” y “ser una carta de corazones” son o no
independientes. So6lo 39 profesores dieron una respuesta correcta al problema
planteado, mientras el resto dice que no son independientes pues existe la reina de
corazones; solo cuatro profesores utilizaron la regla del producto para justificar su
solucion. Otro error encontrado por este autor es pensar que para que dos sucesos sean
independientes tienen que pertenecer a experimentos aleatorios diferentes, aunque esto
no es necesario en general.

En un trabajo mas reciente, D’Amelio (2004) propone un problema sobre
probabilidad e independencia en una clase de estadistica de una carrera de
humanidades, ya que se habia observado que, a pesar de aprobar los examenes, se
detectaban errores con estos dos conceptos. Los errores mas comunes que se extraen de
esta investigacion son la confusion del uso de la regla de la multiplicacion con la regla
de la adicion para probar la independencia. Los estudiantes usan la siguiente formula
errénea: P(AU B) = P(A) - P(B), en la que usa la union en vez de la interseccion, para
probar la independencia; igualmente relacionan sucesos mutuamente excluyentes con
independientes.

Esta autora realiza un estudio sobre la historia y la epistemologia en relacion a la
independencia estocastica, y se apoya en el estudio hecho por Steinbring (1986), quien
afirma que la dificultad en la comprension de la independencia se encuentra en entender
a la vez la definicién matematica y las representaciones intuitivas, las cuales nos ayudan
a comprender si los sucesos son independientes entre si.

También cita a Von Mises (1964) que da ejemplos de situaciones que en
matematicamente los sucesos son dependientes pero que las personas no consideran
dependientes, pues se perciben como sucesos que no tienen influencia mutua; un
ejemplo de ello son las situaciones en las que se aplica la falacia temporal. Por otro lado
Feller (1983) expone que, en general, nuestra intuicion sobre si dos sucesos son 0 no
independientes es correcta, pero existen situaciones en las que para saber si dos sucesos
son independientes o no hay que usar la formula matematica de la independencia.

Otro estudio reciente sobre la independencia es el de Kataoka, Hernandez y Borim
(2010), que contaba con 34 alumnos de master y 22 estudiantes de universidades de
Brasil y 27 estudiantes de institutos de México. Las preguntas fueron las mismas para
todos; entre ellas en una se pedia que se explicase el significado de un suceso

independiente. También se dieron ejemplos de sucesos que consistian en lanzar dados,
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en los que el estudiante tenia que decidir si eran o no independientes. En general las
respuestas fueron que eran independientes porque lo Gnico que se hacia era lanzar el
dado. Las respuestas se clasificaron en correctas, incorrectas, imprecisas, correctas,
pero informales y correctas con justificacion matematica. Las conclusiones extraidas
de este trabajo dejan ver que no se entiende el concepto de independencia
correctamente, incluso en personas con estudios relacionados con probabilidad e
independencia de sucesos. Los errores frecuentes que se detectaron es usar solo la
definicion de independencia asociada a los experimentos sucesivos, o no saber la
diferencia entre independencia e incompatibilidad. Resultados muy simulares fueron

obtenidos en las investigaciones de Cordani y Wechsler (2006) y Tari y Diblasi (2006).

2.9 COMPRENSION DE LA DEFINICION DE PROBABILIDAD
CONDICIONAL

Algunos trabajos han preguntado directamente a los estudiantes que den la
definicion de la probabilidad condicional. Es el caso de Diaz (2007), quien hace esta
pregunta a una muestra de 600 estudiantes de psicologia, que han explicar en sus
propias palabras la diferencia entre una probabilidad simple y una probabilidad
condicional. Aunque la mayoria de los alumnos define correctamente las dos
probabilidades o al menos una, la tercera parte de los alumnos no da respuesta o tiene
errores en una o las dos definiciones.

En una investigacion realizada en el contexto de formacion de futuros profesores
(Batanero, Cafiadas, Contreras y Diaz, 2013) se estudia las respuestas dadas por una
muestra de 196 estudiantes de Matematicas y del Méaster de formacion de Profesorado
de diversas universidades espafiola a un cuestionario de comprension de la probabilidad
condicional. Una de las preguntas pide definir los conceptos de probabilidad
condicional y probabilidad simple. Las respuestas se clasifican diferenciando entre
definiciones correctas, incorrectas e imprecisas.

Consideran que las definiciones aportadas por los sujetos del estudio son
correctas si siguen las condiciones especificadas por Leikin y Winicki-Landman
(2001): las definiciones dan nombre a los conceptos y establecen sus condiciones
necesarias y suficientes; deben incluir un nimero minimo de tales condiciones y se
basan en otros conceptos previamente definidos. Solo 15,8 % de los participantes define
correctamente las dos probabilidades simple y condicional. Estas definiciones correctas

son las que son completas y pueden darse ya sea a través del uso correcto de la férmula
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(4,1%) o verbalmente (11,7%). Si desglosamos, el 20% de los estudiantes de
matematicas contesto correctamente frente un 11,8% que lo hizo de los estudiantes de
Master.

Entre las definiciones incorrectas los autores encuentran errores en las formulas,
al definir la probabilidad condicional mediante su férmula, intercambiar la definicién
de probabilidad condicional y simple o conjunta o definir uno de estos conceptos
incluyendo el propio concepto en la definicion. El porcentaje de alumnos con errores
formales es del 5,6%, por confusion de conceptos 3,1% y por errores en formulas 1%,
Desglosando, un 11,6% es perteneciente a los estudiantes de matematicas y un 24,7 %
a los de Master.

Consideran que las definiciones son imprecisas si se afiade mas condiciones de
las requeridas al definir el concepto, si se asume que un suceso es dependiente del otro
al definir la probabilidad condicional, o usa un ejemplo correcto en vez de dar la
definicion. El porcentaje de error en este apartado es del 3,1%, siendo un 4,2% el
porcentaje de estudiantes de matematicas que lo han cometido y un 2,0% de Master.

Si define bien solo la probabilidad condicional hacen otra clasificacion,
dependiendo de si olvida definir la probabilidad simple, pero define la condicional de
forma verbal, sin formulas (2,0%), no define la probabilidad simple pero la condicional
si lo hace, pero con féormulas (2,0%) o por ultimo, definen bien la probabilidad
condicional pero la simple la definen apoyandose en el concepto de independencia
(2,0%), dando un total del 6,0%. En este bloque tenemos a un 4,2% de los estudiantes
de matematicas y un 8% de los de Méster.

Si no define ninguna de las probabilidades de forma correcta la clasificacion se
divide en seis grupos segun el error cometido: suponer que el suceso condicionante
ocurre antes del condicionado, es decir, muestran la falacia del eje temporal (17,3%),
suponer que el suceso condicionante es dependiente (25%), usar formulas incorrectas
para definir alguna de las probabilidades (4,6%), definir dando las diferencias entre las
probabilidades pero de forma imprecisa (5,1%), dar ejemplos en vez de definicion o no
distinguir bien entre si la probabilidad simple o condicional o confundir alguna de ellas
con la conjunta (4,6%). En este bloque tenemos un total del 56,7%, mas de la mitad,
donde, si hacemos distinciones, el 60% de los estudiantes de matematicas cometieron
ese error frente a un 53,3% de los alumnos del Master. Por tltimo, un 8,7% dejo las

preguntas en blanco.
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Con este trabajo se concluye que definir correctamente la probabilidad
condicional no es fécil incluso para futuros profesores, por lo que deberian reforzarse

estos conceptos en las distintas carreras y en el propio Méster de profesorado.

2.10 CONCLUSIONES SOBRE LAS INVESTIGACIONES PREVIAS

Entender la probabilidad condicional y la independencia no es una tarea sencilla,
incluso para las personas que estudian temas relacionados con ello. Hay que reforzar
no solo a los alumnos, de cada curso correspondiente, sino a los propios profesores, ya
que se ha detectado un continuo error en esta parte de la matematica, y se cree que
debido a estas inseguridades estos temas no suelen darse en la etapa de ESO con
profundidad asi como en Bachillerato.

La mayoria de las investigaciones se lleva a cabo con estudiantes universitarios,
aunque la probabilidad condicional y la independencia se estudian actualmente en la
educacion secundaria y el Bachillerato. En concreto, ninguna de las investigaciones que
hemos encontrado con estudiantes de estos niveles se interesa por ver si los estudiantes
comprenden las definiciones de los conceptos. Es claro que si no comprenden estas
definiciones o la diferencia con otros conceptos dificilmente podran resolver con éxito
los problemas.

Esta carencia nos lleva a realizar un estudio de evaluacion con estudiantes de
Bachillerato donde tratamos de ver su grado de comprension de estas definiciones, lo
que haremos pidiéndoles tanto que nos describan la diferencia de estos conceptos con
otros relacionados, como que nos proporcionen ejemplos de los mismos. Se
complementa el estudio con la resolucion de un problema. Los resultados de este

estudio se exponen en el Capitulo 3.
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CAPITULO 3. ESTUDIO DE EVALUACION

3.1 INTRODUCCION

En este tercer capitulo se describe el estudio de evaluacion realizado con grupos
de estudiantes de Bachillerato de distintos centros. Por tanto, en las siguientes
secciones presentaremos el cuestionario que se entregd a los sujetos, y cuyas respuestas
permitirdn analizar su comprension intuitiva de los conceptos de probabilidad,
probabilidad condicional e independencia, conocer los ejemplos que de cada uno de
estos conceptos proporcionan, asi como los recursos que utilizan al resolver un
problema en que intervienen dichos conceptos.

Se introducira la muestra elegida y su contexto y se realizara un analisis detallado
del cuestionario de evaluacién, Por ultimo, analizaremos las respuestas de los
estudiantes en cada una de las preguntas propuestas, relacionandolas con las
investigaciones previas. Finalmente se expondran las propias conclusiones extraidas de

este estudio.

3.2 CUESTIONARIO UTILIZADO

El cuestionario propuesto esta formado por un total de seis preguntas, dos de ellas
teoricas y tres de respuesta abierta. La primera pregunta pide al estudiante explicar con
sus propias palabras la diferencia entre una probabilidad simple y una probabilidad
condicionada. Pretendemos con esta pregunta que el estudiante defina cada uno de estos
conceptos, indicando sus diferencias. Esta pregunta fue tomada de la investigacion de
Batanero, Contreras, Diaz y Canadas (2013). Siguiendo a estos autores, se evaluaran
como correctas las respuestas donde el sujeto, o bien da una definicién correcta,
estableciendo sus condiciones necesarias y suficientes (Leikin y Winicki-Landman,
2001) o pone un ejemplo adecuado de cada una de las probabilidades. También se
tomaran como correctas las respuestas que indican las diferencias entre los conceptos o
ejemplos en que se vean claramente las diferencias.

La segunda pregunta pide explicar son sus propias palabras las diferencias que se
observan entre sucesos independientes y dependientes. Esta pregunta es de elaboracioén
propia e con ella tratamos que el estudiante defina cada uno de estos conceptos. Al igual
que en la anterior se tomaran como correctas las definiciones que dan las condiciones

necesarias y suficientes (Leikin y Winicki-Landman, 2001) o ponen ejemplos
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adecuados, indican las diferencias entre los conceptos o mostrando claramente las
diferencias.

En las preguntas 3, 4 y 5 se pide exponer dos ejemplos que se encuentren en la
vida real o diaria en las que se use la probabilidad simple, otros dos en la que se use la
probabilidad condicionada, dos sucesos independientes y dos dependientes. Con ellas
tratamos de valorar la fenomenologia que los estudiantes asocian a cada uno de estos
conceptos y especificamente ver si son capaces de citar aplicaciones mas alla de los
juegos de azar.

La sexta y ultima pregunta estd orientada a la aplicacion de los conceptos

anteriores en una situacion practica y se solicita que se resuelva el siguiente problema:

Problema: Una urna A contiene 4 bolas blancas y 2 negras y otra urna B contiene 1 blanca y 3
negras. Se extrae una bola al azar de la urna A y se introduce en la B. Después se extrae de la urna
B una bola al azar.

a. Calcular la probabilidad de que la bola extraida de la urna B sea blanca.

b. En el supuesto de que la bola extraida de la urna B ha sido blanca, calcular la probabilidad de

que la bola extraida de la urna A también fue blanca

Una de las formas mas sencillas de resolver el primer apartado de este problema
es mediante diagrama de arbol presentado en la Figura 3.1, donde se visualizan las

posibilidades que se pueden realizar en las diferentes extracciones. Podemos observar
que la probabilidad de sacar blanca de la urna A es %’ por lo que al meter una bola blanca
en la urna B, esta pasa a tener dos bolas blancas y 3 negras. En consecuencia, la
probabilidad de sacar una bola blanca es de E y % de sacar una bola negra.

Sin embargo, si de la urna A extraemos una bola negra, esa probabilidad es de

alN

= g Al introducir la bola negra en la urna B, tendremos una bola blanca y 4 negras,
por lo que hay una probabilidad de % de sacar una bola blanca de la urna B y una

probabilidad de % de sacar una bola negra.
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Figura 3.1. Solucion del problema mediante diagrama en arbol

Recordemos que si queremos calcular la probabilidad de un suceso elemental en
un experimento compuesto como es el de este problema, esta probabilidad se calcula
multiplicando las probabilidades que se encuentran en las ramas del diagrama de arbol
que llevan hasta dicho suceso. Es por eso que la probabilidad de sacar una bola blanca

de la urna B, habiendo sacado blanca de la urna A, puede calcularse de la siguiente

manera% . g = 5—0 = f—s. La probabilidad de sacar blanca de la urna B habiendo extraido

2 12 1 . :
-.==—=—.Como en el primer apartado se quiere

una bola negra de la urna A es
6 5 30 15

calcular la probabilidad de extraer bola blanca de la urna B, se sumarian ambas

5

1 1 )
4+ — = — = =, Este es el razonamiento
15 15 3

4

probabilidades, por lo que el resultado es: =

que se espera que hagan los estudiantes tras hacer el diagrama de arbol.
Otra forma de razonamiento para realizar este apartado es usando el teorema de
la probabilidad total, que indica lo siguiente:

Sea A4, 4,, ..., A, una particion sobre el espacio muestral y sea B un suceso
cualquiera del que se conocen las probabilidades condicionales P(B|4;), entonces la
probabilidad del suceso B viene dado por la expresion:

P(B) = X7 P(BIA})P(A)

En nuestro problema tenemos dos particiones, A =
sacar bola blanca de laurna A y A, = sacar bolanegra de la urna A. Como
queremos calcular la probabilidad de sacar bola blanca de la urna B (esto seria nuestro

suceso B),

P(B) = Y. P(BIADP(4) = P(B|A)P(Ay) + P(BIA;)P(4;)

31



Sabemos que P(4;) = % P(4,) = g P(B|4,) = gy por ltimo P(B|4,) = ;1

Sustituyendo en la férmula de la probabilidad total tenemos que:
4022 1_ 4 1 _ 5 1

6 56 5 15 15 15 3’

El segundo apartado, se puede, en primer lugar, resolver de manera intuitiva,
partiendo de la solucion hallada en el diagrama en arbol representado en la Figura 1.
Sabemos que dentro de dicho diagrama de arbol, el suceso sacar blanca sabiendo que

se ha extraido otra bola blanca de la urna A nos sitia en la primera rama. Sabemos que

la probabilidad de sacar bola blanca de la urna B puede ser 14—5 si se ha extraido bola

blanca de la urna A o bien 1—15 si se ha extraido bola negra de la urna B. En este modo de
resolucion, el problema se podria ver como un calculo de probabilidad sencillo, donde
la probabilidad de extraer bola blanca de la urna B es %, y la probabilidad de extraer

bola blanca de la urna B habiendo extraido previamente una bola blanca de la urna A,

la cual corresponde a una probabilidad de — Por tanto el resultado final es E % = %‘

Otro modelo de solucion es si el estudiante observa que se pide calcular una
probabilidad condicionada, y utiliza directamente su formula de célculo de la siguiente
manera:

Sea C el suceso sacar blanca en la urna B y sea D el suceso sacar blanca en la
urna A (no se espera que el estudiante escriba con detalle esto Ultimo). Usando la
formula de la probabilidad condicionada:

42 4
= 12 4

P(D|C)_4252 =TT T
sstes 3

La tercera forma de resolverlo seria usando el Teorema de Bayes, el cual
recordemos dice lo siguiente:

Sea {A;,4,,...,A4,} un conjunto de sucesos mutuamente excluyentes y
exhaustivos y tales que la probabilidad de cada uno de ellos es distinta de cero. Sea B
un suceso cualquiera del que se conocen las probabilidades condicionales
P(B|A;). Entonces, la probabilidad P(A;|B) viene dada por la expresion:

P(B|A)-P(4)

P(4;lB) = LE0L
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En este ejercicio lo que queremos es calcular P(A,|B), y como hemos calculado

en el apartado primero P(B|4;) - P(4;) y P(B) cuando se ha usado el Teorema de la

SIS
o | &

R~
@l |

_4
T s

w8

probabilidad total, podemos concluir que: P(4;|B) = & =
3

3.3 MUESTRA Y CONTEXTO UTILIZADO

Ya hemos tratado en el primer capitulo que la poblacion sobre la que se realizaria
este trabajo estd constituida por los estudiantes de Bachillerato. La muestra esta
formada por un total de 52 estudiantes de los cuales 21 son de primero de Bachiller y
31 de segundo de Bachillerato, de tres centros distintos de la provincia de Malaga que
se encontraban estudiando durante el curso 2016-2017, uno privado y dos publicos. Los
publicos son de la localidad de Alhaurin de la Torre, mientras que el privado se
encuentra situado en la capital malaguena.

El motivo de elegir estudiantes de Bachillerato era asegurarnos diferentes tipos
de respuestas, ya que se han tomado cursos en los que se habia dado el tema de
probabilidad recientemente y/o en el curso anterior. Las edades de los estudiantes se
encuentran entre los 16 y 19 afios. Siendo mas especificos, 23 estudiantes tienen 16
aflos, 25 tienen 17 y cuatro tienen mayoria de edad, tres de ellos con 18 afios y uno con
19.

La recogida de datos ha sido temporalmente distinta, dependiendo del instituto,
ya que queriamos que ese cuestionario se hiciese después de iniciado el tema, y cada
profesor encargado de dar la asignatura de Matematicas se organizo el temario de forma
distinta. Sin embargo, todas ellas coinciden en que se hicieron en horario de
matematicas, como una actividad mas de la asignatura, por lo que el profesor se
encontraba presente.

El cuestionario tomd un periodo de 25-35 minutos, se ha hecho de forma
individual en cada uno de los institutos y ha sido el mismo para todos,
independientemente del curso. Se agradece la colaboracion de los centros que han

participado en esta investigacion, profesores, directores y estudiantes.

3.4 METODOLOGIA DE ANALISIS

El disefio de esta investigacion es mixto, ya que se trabaja con andlisis
estadisticos los datos que se han extraido de las respuestas dadas por los estudiantes a

un cuestionario. Sin embargo, la clasificacion de sus respuestas se basa en el analisis de
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contenido que estudia la naturaleza del discurso y que se utiliza para el andlisis
sistematico de documentos escritos (Porta y Silva, 2003). En nuestro caso, las
respuestas de los estudiantes se han clasificado en categorias, mediante varias
revisiones y comparacion de unas con otras, siguiendo el proceso ciclico tipico de la
investigacion cualitativa (Sandin, 2003). Incorporamos también en nuestro analisis
algunos ejemplos de los estudiantes y, en consecuencia, podemos clasificar la
metodologia de la investigacion como mixta.

En dichos ejemplos se tendran en cuenta las respuestas con indicios de sesgos de
razonamiento que se repitan en los estudiantes, y nos permitan evaluar mejor su

conocimiento. A continuacion, se exponen los resultados.

3.5 DEFINICIONES

3.5.1 DEFINICION DE PROBABILIDAD SIMPLE
En esta pregunta se analiza la definicion dada de probabilidad simple por los

estudiantes. Su clasificacion serd por correcta, incorrecta, correcta pero imprecisa o en
blanco.

Para considerarla correcta y segun Leikin y Winicki-Landman (2001) Ia
definiciéon ha de establecer las condiciones necesarias y suficientes; deben incluir un
nimero minimo de tales condiciones y puede incluir otros conceptos previamente
definidos. Como ejemplo de definicion correcta de probabilidad simple podemos
exponer el siguiente caso, donde se incluyen conceptos previos (resultado). Incluye una
condicidn suficiente (que no se haga depender de otro suceso). Sin embargo, el lenguaje

utilizado por el estudiante es informal.
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La definicion es imprecisa cuando cumple las condiciones de Leikin y Winicki-
Landman (2001) al incluir todas sus condiciones necesarias o suficientes, pero es

confusa o bien afiade condiciones no necesarias.
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Como ejemplo de definicidon correcta, pero imprecisa tenemos la siguiente
respuesta, donde el estudiante no es capaz de dar la definicion sin recurrir al ejemplo;
en la investigacion de Batanero, Contreras, Diaz y Canadas (2013) el 4,6% de

participantes da un ejemplo en vez de la definicion, y en nuestro caso ese porcentaje

corresponde al 15,4%:

Las respuestas imprecisas se deben a que el estudiante afiade la idea de que todos
los sucesos tienen la misma probabilidad en todos los casos. Serian los estudiantes que
expresan el sesgo de equiprobabilidad, descrito por Lecoutre (1992), que consiste en
considerar equiprobables todos los resultados de cualquier experimento aleatorio.

La definicion seria incorrecta cuando no describe adecuadamente el concepto,
pues falta alguna de sus condiciones necesarias o suficientes o se confunden conceptos
implicados en las mismas. Uno de los fallos ha sido confundir la probabilidad simple
con compuesta, al igual que ocurri6 en el trabajo de Batanero et al. (2013) o dar
ejemplos ajenos al célculo de la probabilidad simple. En el siguiente ejemplo se

confunde la probabilidad con el fendmeno que se estudia:

P R T R e T N

Tabla 3.1. Resultados en la definicion de la probabilidad simple
1° Curso 2° Curso Total

Correcta 2 21 23
Correcta pero imprecisa 2 6 8
Incorrecta 11 1 12
Blanco 6 3 9

En la Tabla 3.1 se presentan los resultados en este apartado, donde el porcentaje
de respuestas correctas es del 44,2%, aproximandose a la mitad de los estudiantes. Por
otro lado, en el trabajo de Batanero et al. (2013) el 9,7% da una definicioén incorrecta
de la probabilidad simple, y en nuestra investigacion ese porcentaje sube hasta llegar al

23,1%, lo que es logico al tratarse de estudiantes. Hay que destacar el porcentaje de
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17,1% correspondiente a los que han dejado la definicion sin contestar la pregunta,
frente al 8,7% del trabajo de Batanero et al. (2013). Observamos mucho mejores

resultados en el segundo curso.

3.5.2 DEFINICION DE PROBABILIDAD CONDICIONADA
En esta pregunta, en primer lugar hemos analizado si la definicion es correcta,

correcta pero imprecisa o incorrecta, basandonos en el trabajo de Leikin y Winicki-
Landman (2001). Se tendran en cuenta también las respuestas en blanco.

En el articulo de Batanero (2013) se clasifican las respuestas correctas en dos
modalidades: no usa formulas y usa féormulas. En nuestro trabajo tan solo una persona
ha dado la definicién usando la férmula de probabilidad condicionada, por lo que no
tendremos en cuenta estas dos categorias y nos basaremos en comprobar que las
definiciones son correctas segun Leikin y Winicki-Landman (2001). Como ejemplo de

definicion correcta podriamos poner el siguiente ejemplo:
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Cuando la definicion cumple las condiciones de Leikin y Winicki-Landman
(2001) al incluir todas sus condiciones necesarias o suficientes, pero es confusa o bien
afiade condiciones no necesarias estamos ante un caso de definicion correcta pero
imprecisa. Las imprecisiones pueden ser debidas a fallos comunes en el uso del lenguaje
o suponer que los sucesos tienen cierta dependencia. En este ejemplo que sigue no
aparece la palabra suceso, y no se explica bien, aunque se puede sobreentender que el

estudiante tiene cierto conocimiento de lo que quiere decir:

La definicidon es incorrecta cuando no describe adecuadamente el concepto, pues
falta alguna de sus condiciones necesarias o suficientes (Leikin y Winicki-Landman,

2001) o se confunden conceptos implicados en las mismas. En el siguiente ejemplo de

36



definicidon de probabilidad condicionada, vemos que el estudiante ha caido en el error
de asumir que el suceso condicionante tiene que ser anterior al condicionado,
apareciendo la falacia del eje temporal (Gras y Totohasina, 1995; Tversky y Kahneman,

1982):

Tabla 3.2. Resultados en la definicion de la probabilidad condicionada

1°Curso 2° Curso Total

Correctas 3 22 25
Correcta pero impreciso 3 3 6
Incorrecta 9 4 13
Blanco 6 2 8

En la Tabla 3.2 se muestran los resultados obtenidos en este apartado, donde las
definiciones que podemos considerar como correctas son de un 48,1%, rozando la mitad
de los estudiantes encuestados. Podemos observar que en el trabajo de Batanero et al.
(2013) alrededor del 50% da una definicion incorrecta o imprecisa de la probabilidad
condicionada. En las definiciones imprecisas en nuestra investigacion ese porcentaje
baja hasta 36,5%. Por otro lado, el 15,4% ha dejado la pregunta sin contestar y las
definiciones correctas. Como en el caso anterior las respuestas mejoran mucho en los

estudiantes de segundo curso.

3.5.3 DEFINICION DE SUCESO DEPENDIENTE E INDEPENDIENTE
Como en la pregunta anterior, hemos clasificado las definiciones, dependiendo

de las respuestas dadas para las dependientes y para las independientes. Como en los
casos anteriores, para considerar la definicion correcta y segin Leikin y Winicki-
Landman (2001) la definicién debe incluir las condiciones necesarias y suficientes; y
suelen incluir otros conceptos previamente definidos. Veamos un ejemplo que muestra
un caso de definicion correcta tanto de independencia como de dependencia. El
estudiante incluye una condicidon necesaria y suficiente (que un suceso incluye en la

probabilidad del otro); ademas incluye los conceptos previos de suceso y probabilidad:
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La definicién es imprecisa cuando cumple las condiciones de Leikin y Winicki-
Landman (2001) al incluir todas sus condiciones necesarias o suficientes, pero es
confusa o bien anade condiciones no necesarias. Un ejemplo de definicion del
significado de dependencia correcto pero impreciso, teniendo en cuenta el vocabulario
matematico de estos estudiantes, es el siguiente, aunque el de independencia es

correcto:

Un ejemplo de definicion correcta pero imprecisa de independencia, es el que
sigue. El estudiante indica que los sucesos no tienen relacion (lo que es una condicion
suficiente), pero ha afiadido una caracteristica que no es cierta, que es que la

dependencia no se deduce del enunciado:

La definicion seria incorrecta cuando no describe adecuadamente el concepto,
pues falta alguna de sus condiciones necesarias o suficientes o se confunden conceptos
implicados en las mismas. Un ejemplo de definicion incorrecta de dependencia y de
independencia, debido a que ha cometido errores a la hora de querer usar la formula en
la definicion se reproduce a continuacion. El estudiante indica que la probabilidad de
la unién es igual a la probabilidad del suceso; sin embargo, la condicion seria que la
probabilidad condicionada fuese igual a la probabilidad simple o bien que la

probabilidad de la interseccion fuese igual al producto de probabilidades:
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La Tabla 3.3 refleja los resultados para las respuestas dadas a la definicion de
sucesos dependientes, donde podemos observar que el 38,5% responde correctamente
y el 17,3% lo hace de manera imprecisa. A esto le afiadimos el 23,1% que responden
incorrectamente y el 21,1% de definiciones en blanco. No tenemos patron de
comparacion para esta pregunta con investigaciones previas y observamos de nuevo
mejores resultados en segundo curso. Sin embargo, hacemos notar que no hemos
encontrado en las definiciones la confusion entre sucesos independientes y sucesos
mutuamente excluyentes que Sanchez (1996) describe en su investigacion.
Interpretamos este hecho porque nosotros hemos pedido al estudiante dar la definicion,
mientras el autor les propuso ejemplos de sucesos independientes y mutuamente

excluyentes que sus estudiantes no discriminaron.

Tabla 3.3 Resultados en la definicion de suceso dependiente

1° Curso 2° Curso Total

Correctas 4 16 20
Correcta pero impreciso 4 5 9
Incorrecta 5 7 12
Blanco 8 3 11

Tabla 3.4 Resultados en la definicion de suceso independiente

1° Curso 2° Curso Total

Correctas 7 22 29
Correcta pero impreciso 3 3 6
Incorrecta 3 4 7
Blanco 8 2 10

La Tabla 3.4 refleja los resultados obtenidos para las definiciones de sucesos
independientes. La definicion que tiene mayor porcentaje es la de respuestas correctas
con un 55,8%. En cuanto a las respuestas correctas pero imprecisas representan el

11,5% y las incorrectas el 13,5% siendo el porcentaje mas bajo en el resto de
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definiciones contestadas de forma incorrecta. Por ultimo, han contestado en blanco un

19,2%. Igual que en los casos anteriores los resultados son mejores en el segundo curso.

3.6 EJEMPLOS

En las preguntas 3 a 5 del cuestionario se pidi6 a los estudiantes proporcionar
ejemplos de los diferentes conceptos, para comprobar si los han comprendido y la
fenomenologia que les asocian. Hemos clasificado los ejemplos dados en correctos,
incorrectos e imprecisos. Ademas, se ha hecho una clasificacion paralela de los
ejemplos segun si estan relacionados con juegos de azar o corresponden a alguno de los

contextos considerados en el informe PISA (OECD 2013).

3.6.1 EJEMPLOS DE PROBABILIDAD SIMPLE
Podemos ver una clara diferencia entre los estudiantes de primero y de segundo

de bachiller a la hora de responder a estas preguntas y dar ejemplos, el grupo de segundo
proporciona mayor nimero de ejemplos para la probabilidad simple. Destacamos que
en estos ejemplos, proporcionalmente los estudiantes de primero han puesto ejemplos
mas relacionados con la vida cotidiana que con juegos de azar.

El ejemplo presentado a continuacion, que hemos considerado correcto, esta
relacionado con la vida cotidiana, aunque expresado con poca precision (entendemos
que el estudiante quiere decir probabilidad de elegir una cierta camiseta de entre las que
se tiene, o comida de entre las que posibles que hay, recordamos que la correcciéon no

ha sido estricta en ese aspecto ni en la correccion de posibles faltas de ortografia):

El siguiente ejemplo se ha puntuado como incorrecto, ya que no se entiende como

se puede aplicar la probabilidad cuando va a comprar el pan.
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En la Tabla 3.5 podemos ver la recopilacion de todos los datos, donde hay casi
un 60% de respuestas correctas, 5,7% de correctas pero imprecisas y un 15,3% de
responder solo una bien, siendo el porcentaje mas alto en cuanto a correccion en esta
categoria. En cuanto al porcentaje de ejemplos dados con todo incorrecto tan solo hay
un 3,8% y las respuestas en blanco son un 15,3%. Si observamos la Tabla 3.6, 3.7 y 3.8
y la comparamos con la 3.5 podemos observar que es la que tiene un nimero mas
elevado de estudiantes que han dado ambos ejemplos correctamente, siendo un total de

31 estudiantes los que lo hicieron.

Tabla 3.5. Resultados en los ejemplos de probabilidad simple

1°Curso 2° Curso Total

Dos ejemplos correctos 6 25 31
Correctos pero imprecisos 2 1 3
Un so6lo ejemplo correcto o impreciso 7 1 8
Dos ejemplos incorrectos 1 1 2
Blanco 5 3 8

3.6.2 EJEMPLOS DE PROBABILIDAD CONDICIONADA
Esta cuestion ha sorprendido por el hecho de ser la pregunta que menos han

respondido los estudiantes de ambos cursos, de manera que mas de la mitad de los
estudiantes de primero han dejado la pregunta en blanco. También se ha producido un
cambio, y es que los estudiantes de segundo se han animado mas a poner ejemplos no
relacionados con juegos de azar.

La forma de evaluar esta pregunta ha sido la misma que para la pregunta anterior
de ejemplos de probabilidad simple: correcto, impreciso, uno bien, todo incorrecto y en
blanco. El ejemplo siguiente seria un ejemplo correcto, relacionado con la vida

cotidiana:

El siguiente es un ejemplo donde es impreciso, ya que no deja claro el uso de la
probabilidad condicionada, pero se entiende que el estudiante ha querido referirse a la
probabilidad de escoger un tipo de ropa sabiendo como van a ir vestidos el resto de sus

familiares.
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En este ejemplo ultimo mostramos un caso donde se ha puntuado como
incorrecto, ya que lo que propone el estudiante no es un ejemplo de probabilidad
condicionada, sino de probabilidad simple, pues se refiere a un unico suceso sin poner

ninguna condicion:

En la Tabla 3.6 se puede ver la recopilacion de todos los resultados en esta
pregunta. Observamos que un 34,6% dan dos ejemplos correctos, pero estos solo
pertenecen a estudiantes de segundo de Bachiller, un 3,8% los proporcionan, pero lo
hacen de forma imprecisa, un 7% responde solo un ejemplo bien y un 13% responden
de forma incorrecta. Finalmente, un 40,8% deja la pregunta en blanco. Se aprecia que
ninguno de los estudiantes de primero de Bachillerato supo contestar correctamente a
la pregunta, siendo la pregunta de este cuestionario que obtiene mas respuestas en
blanco por este grupo de estudiantes. Sin embargo, algunos de ellos dieron definiciones
correctas o imprecisas de la probabilidad condicional; por tanto, vemos la mayor

dificultad de proporcionar ejemplos comparada con la de dar una definicion.

Tabla 3.6. Resultados en los ejemplos de probabilidad condicionada

1° Curso 2° Curso Total

Dos ejemplos correctos 0 18 18
Correctos pero imprecisos 1 1 2
Un sdlo ejemplo correcto o impreciso 1 3 4
Dos ejemplos incorrectos 3 4 7
Blanco 16 5 21

3.6.3 EJEMPLOS DE SUCESOS DEPENDIENTES
Hemos clasificado los resultados de la misma forma que en los apartados

anteriores. A continuacion, analizamos algunas respuestas de los estudiantes.
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El siguiente estudiante ha respondido con ejemplos correctos de dependencia e

independencia, usando un ejemplo de la vida cotidiana, dando sélo uno del primer tipo:

En el siguiente ejemplo se muestra un estudiante que ha respondido de forma
incorrecta pues los sucesos propuestos (ser rey y ser espadas) son independientes, ya
que la probabilidad del suceso “rey de espadas” es igual a 1/40 que es el producto de la
probabilidad “ser rey (1/4)” y “ser espada (1/10). Este ejemplo es precisamente el
utilizado por Sanchez (1996) en su cuestionario y la respuesta de este estudiante indica

que confunde independencia y se mutuamente excluyentes:

Este otro estudiante ha respondido de forma incorrecta en el primero de los dos
ejemplos dados, ya que generalmente no depende un examen de otro. El segundo

ejemplo seria una respuesta correcta pero imprecisa.

En la Tabla 3.5 muestra un porcentaje de un 26,9% de estudiantes que sugieren
dos, ejemplos correctos; los que dan ejemplos correctos pero imprecisos son un 1,9%.
El porcentaje de los que dan solo un ejemplo correcto es un 7% y de las repuestas
incorrectas son un 11,5%. Podemos apreciar que hay mayoria de respuestas en blanco
con un porcentaje del 51,9%, confirmando que es mas dificil dar un ejemplo que la

definicion del concepto. Por otro lado, el nimero de respuestas en blanco de primero
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de Bachiller no es el mayor si comparamos con la Tabla 3.6, y lo mismo ocurre con los
de segundo de Bachiller.

Tabla 3.7 Resultados en los ejemplos de sucesos dependientes

1°Curso 2°Curso Total

Dos ejemplos correctos 3 11 14
Correctos pero imprecisos 0 1 1
Un so6lo ejemplo correcto o impreciso 2 2 4
Dos ejemplos incorrectos 1 5 6
Blanco 15 12 27

3.6.4 EJEMPLOS DE SUCESOS INDEPENDIENTES
Como en el resto de preguntas anteriores, hemos vuelto a clasificar los resultados

en la misma forma: dos ejemplos correctos, correctos pero imprecisos, uno solo bien,
todo incorrecto o en blanco. El siguiente ejemplo de un estudiante proporciona dos
ejemplos incorrectos El primero de ellos es impreciso porque no indica si el
experimento se hace con o sin reemplazamiento; si hubiese sido con reemplazamiento

seria independiente, El segundo es correcto:

Tabla 3.8 Resultados en los ejemplos de sucesos independientes

1°Curso 2° Curso Total

Dos ejemplos correctos 4 12 16
Correctos pero imprecisos 0 2 2
Un sdlo ejemplo correcto o impreciso 1 1 2
Dos ejemplos incorrectos 4 3 7
Blanco 12 13 25

Observando la Tabla 3.8 podemos afirmar que el porcentaje de ejemplos correctos
es del 30,7%, de correctas pero imprecisas es un 3,8%, coincidiendo este porcentaje
con el de respuestas en las que tan solo hay un ejemplo correcto. En cuanto a respuestas

incorrectas el porcentaje es de 1,4%. Podemos resumir los datos obtenidos a partir de
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la tabla 3.8, confirmando que los sucesos dependientes e independientes son los que
menos se ha respondido, con un total del 48% de respuestas en blanco. Afiadimos que
los ejemplos de sucesos independientes y los ejemplos de probabilidad condicionada

son los que tienen el porcentaje mas alto de respuestas incorrectas.

3.6.5 CONTEXTOS PROPUESTOS EN LOS EJEMPLOS
Se ha analizado los contextos recogidos en las pruebas de evaluacion PISA,

organizadas por la OCDE (Organizacion para la Cooperacion y el Desarrollo
Economico) (MCD, 2013, p. 11). En dichas pruebas participan estudiantes de 15 afios
de 65 paises, incluida Espaina; por lo tanto, seria deseable que los contextos sugeridos
en PISA también se tengan en cuenta en los ejemplos. Los contextos considerados han
sido: personal, profesional, social y cientifico. Se afiade el de juego de azar por su peso
en el célculo de probabilidades. A continuacion se presenta cada uno de los contextos
junto a un ejemplo extraido de las respuestas.

e Situacion personal: Son problemas relacionados con las actividades del dia a dia
del propio individuo, su familia y su grupo de iguales. Como ejemplo, podria ser la
practica de deporte, familia, juegos, salud o transporte personal, deportes, o viajes.
Asi, el siguiente ejemplo se ha clasificado en esta categoria, pues pertenece a la vida
personal del estudiante (aprobar una asignatura es algo que le concierne
directamente).
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e Situacion profesional: Son problemas que se centran en el mundo laboral que el
estudiante encontrara en el futuro o que conoce por sus padres o maestros. Se trata
de problemas sobre medida, control o coste de un proceso de produccién o una
construccion, sobre disefio en carpinteria, arquitectura o jardineria; coste o salario
de mano de obra, etc. El ejemplo que reproducimos en lo que sigue pertenece a este
contexto, ya que el estudio de mercado y de produccion se usa en las empresas para

saber si ese producto tendré o no el éxito que se pretende.

e Situacion Social: En este caso, se incluyen los problemas que el estudiante podria

encontrar en su comunidad mas amplia que la familiar (comunidad de vecinos,
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ayuntamiento o ciudad, su pais, etc.). El siguiente ejemplo es uno de los mas
frecuentes en el contexto social. Cuando una pareja esta esperando un hijo, todos
quieren saber el género del bebé, y antes de ir a la consulta suelen hacer predicciones
sobre el género del nifio que se espera..
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Hemos separado dentro de este contexto los juegos de azar como la loteria, los
juegos de cartas, experimentos con bolas en urnas, etc., y otros juegos que aparecen
en los medios de comunicacion. Por un lado, son muy frecuentes en los libros de
texto, pues tienen espacios muestrales finitos y permiten aplicar en forma sencilla
la probabilidad. Por otro es el contexto en que se origind historicamente el calculo
de probabilidades (Batanero, Henry y Parzys, 2005). Los dos siguientes ejemplos

son de sucesos dependientes e independientes usando bolas de colores.
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Situacion Cientifica: Los problemas clasificados en la categoria cientifica estan
relacionados con la aplicacion de las matematicas en ciencia y tecnologia. Algunos
problemas relacionados con la ciencia tratan de la meteorologia, ecologia, medicina,
genética, o fisica. Esta situacion es mas abstracta que el resto, ya que implica la
comprension de un proceso tecnoldgico, una interpretacion tedrica o un problema

matematico.
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En la Tabla 3.9 se muestra el numero total de ejemplos propuestos en cada

contexto. Como se puede observar, el 34,6% de los ejemplos dados esta relacionados

con juegos de azar, ocupando el porcentaje mas alto de respuestas. El porcentaje de

respuestas dadas en el contexto personal es del 27,5% y el mas bajo corresponde al

contexto profesional, al que le pertenece un porcentaje del 9,1%. Los ejemplos en el
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contexto social y cientifico estan aproximados, siendo un 15,6% y un 13%

respectivamente.

Tabla 3.9: Numero total de ejemplos propuestos en cada contexto

1° Curso 2° Curso Total

Juegos de azar 24 40 64
Personal 15 36 51
Profesional 0 17 17
Social 4 25 29
Cientifico 1 23 24

Se puede observar que en ambos cursos los contextos mas usados han sido los
juegos de azar y personal, mientras que el profesional no ha sido usado por los
estudiantes de primero de Bachiller y el cientifico muy poco. Observamos también una
media global de 3,6 ejemplos por estudiante; ello se debe que, aunque se les pidieron
en total ocho ejemplos, muchos estudiantes, como hemos visto en las tablas anteriores,
dejan en blanco la pregunta por no saber proponer ninguno. Para mas detalle, vamos a
desglosar estos resultados, en funcién de si el ejemplo es de probabilidad simple,
condicionada o suceso dependiente o independiente. Para ello representamos los datos

para cada curso en las figuras 3.2 y 3.3.

W Cientifico

Social

Profesional

W Parsonal

WJuegosde azar

Figura 3.2. Contextos sugeridos por los estudiantes de 1° en sus ejemplos
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Figura 3.3. Contextos sugeridos por los estudiantes de 2° en sus ejemplos

Observamos que la mayoria de los ejemplos proporcionados por los estudiantes
de 1° curso son en el contexto de juegos de azar, especialmente en el caso de sucesos
independientes, seguido por el contexto personal que es bastante frecuente para la
probabilidad simple y condicionada, constituyendo casi la mitad de los ejemplos. Sin
embargo, no han sido capaces de dar muchos ejemplos de dependencia o independencia
en su vida personal. El contexto profesional no aparece y apenas el cientifico o social.

Los estudiantes de 2° curso muestran una mayor variedad en los contextos
sugeridos en sus ejemplos, con mucho menor predominio de los juegos de azar. El
contexto cientifico aparece en los cuatro conceptos y el profesional en la probabilidad
simple, condicionada y dependencia. Al contrario que los estudiantes de 1° son capaces

de sugerir bastantes ejemplos de dependencia o independencia en su vida personal.

3.7 RESOLUCION DEL PROBLEMA

Este problema consta de dos apartados, para los cuales vamos a categorizar las
respuestas en cada uno de los en funcidn de las siguientes categorias: solucion correcta,
error en alguna operacion, error en la férmula, error al interpretar los datos o el

enunciado, otros errores y respuesta en blanco.

3.7.1 RESULTADOS EN EL PRIMER APARTADO
Un ejemplo de respuesta correcta se reproduce a continuacion, donde podemos

observar que el estudiante se ha guiado correctamente del diagrama en arbol para

resolver este apartado. El estudiante ha identificado correctamente los datos y la
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probabilidad pedida aplicando la regla de la probabilidad total (aunque no lo
especifica), pues obtiene la probabilidad de obtener una bola blanca en la urna B como
la suma de los sucesos excluyentes haber obtenido blanca o negra en la primera

extraccion, lo que da lugar a diferentes posibles urnas en la segunda.

En las respuestas de error por operacion hemos incluido aquellas en las que el
estudiante ha planteado una férmula correcta para resolver el problema o ha utilizado
un diagrama en arbol, que estaba bien construido, pero a la hora de calcular
probabilidades se ha cambiado algin nimero, dando un resultado erréneo. En el
siguiente ejemplo, el estudiante comienza correctamente la resolucion del problema,
planteando, al igual que el ejemplo anterior, las dos posibles urnas que se pueden tener
en la segunda extraccion, dependiendo de la primera.

Sin embargo, se ha confundido al formar el segundo sumando en la regla de la
probabilidad total, ya que no hay error en la identificacion de los datos en el diagrama
de arbol. Pero los productos que incluye en el segundo sumando no corresponden a las
probabilidades del arbol; por ello se confunde en el resultado. Podemos ver que sabe

que aplico la regla de la probabilidad total en el ejercicio:

En los errores al interpretar hemos anadido aquellos que construyen un diagrama
en arbol incorrecto, aunque segun el arbol que han disefiado, las respuestas estarian
correctas. Otro error comun de interpretacion ha sido el de intercambiar la probabilidad
de sacar bola blanca en la urna A, con el de sacar bola negra en la urna A. Al no

interpretar correctamente el enunciado, los calculos arrastran errores pero se comprueba
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que el estudiante sabe responder guidndose por el diagrama. Es el caso del siguiente

ejemplo:
e A o B
b
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Otro error comun de interpretacion es responder que la probabilidad de sacar
1 . . . .
blanca es e obviando la urna A y teniendo en cuenta sélo la urna B. También hay

ejemplos en los que el estudiante ha sefialado las probabilidades de blanca o negra en
las urnas o ha escrito el diagrama de arbol pero no ha sabido completar el apartado. El
siguiente estudiante ha calculado la probabilidad de obtener blanca y negra en cada
urna, pero no ha sabido relacionar la urna A con la B, por lo que las probabilidades que
ha calculado son las de sacar blanca y negra en cada urna. Este estudiante no llega a
deducir la regla de la probabilidad total.

En otras respuestas el estudiante Unicamente ha sido capaz de construir el
diagrama en arbol y ha dado un error distinto a los descritos. También se incluyen los
casos en que el problema estd mal resuelto pero no se especifica claramente el proceso
seguido.

La Tabla 3.10 muestra las respuestas dadas por los estudiantes en funcion de las
categorias ya mencionadas con anterioridad. Se obtienen s6lo un 15,3% de respuestas
totalmente correctas, y todas ellas corresponden a respuestas dadas por estudiantes de
segundo de bachillerato. Un 7,7% ha tenido errores de operaciones o calculo.
Unicamente un estudiante se ha equivocado en la férmula, ya que ha usado para
responder a este apartado es la regla de Laplace, nicamente, sin usar la regla del
producto. El 28,8% ha tenido errores al interpretar el enunciado, y otro 7,7% ha tenido
otro tipo de errores. El porcentaje de respuestas en blanco ha sido del 38,4%, y como
se puede apreciar, el porcentaje de los estudiantes de segundo de bachillerato que han

dejado la respuesta en blanco es del 45,1% mientras que los de primero han sido del
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28,5%. Una posible explicacion es que los primeros han recurrido méas a métodos
intuitivos y los segundos tratando de encontrar una férmula no la han hallado.

Tabla 3.10 Resultados del primer apartado

1°Curso 2°Curso Total

Respuesta correcta 0 8 8
Error solo en operaciones 2 2 4
Error en formula 1 0 1
Error en la interpretacion del enunciado 10 5 15
Otros 2 2 4
Blanco 6 14 20

3.7.2 RESULTADOS EN EL SEGUNDO APARTADO
Hay estudiantes que han dado una respuesta correcta a este enunciado, como es

el caso del siguiente, que identifica que se esta pidiendo una probabilidad condicional
y aplica correctamente su formula, para lo cual ha tenido que identificar correctamente

las probabilidades implicadas:

El siguiente ejemplo contiene un error de operacion, consecuencia de relacionar
el apartado primero con el segundo (ya analizamos anteriormente su respuesta al
primero). Aunque el estudiante también identifica correctamente la probabilidad
condicional y su formula, ya que el primer apartado se equivocé en el célculo de la

probabilidad, ese error se arrastra al segundo apartado.

Uno de los errores mas encontrados en el apartado b) ha sido error de formula,
ya que, algunos estudiantes identifican la a probabilidad condicionada, pero en vez de

aplicar su féormula aplican la regla del producto. Este es el caso siguiente, en el que el
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estudiante responde bien al primer apartado pero en el segundo aplica la formula de la
probabilidad conjunta, a pesar de sefialar que reconoce que es una probabilidad

condicionada al escribir P(B|B):

by £(8/8) - L =

El error mas frecuente ha sido el error de interpretacion del enunciado, ya que
no todos los estudiantes han entendido el enunciado de este apartado. Por ejemplo, el
siguiente ha entendido que le pedian la probabilidad de extraer una bola blanca de la

urna A.
9 L 0

Si ya se observd en el primer apartado que los resultados no han sido
favorecedores, al corregir el segundo el resultado es peor. Como se muestra en la Tabla
3.11 los unicos en responder de forma correcta han sido los estudiantes de segundo de
bachiller. Sin embargo en este caso el porcentaje desciende al 9,6%. Los errores en
operaciones también decrecen en un estudiante por lo que su porcentaje es del 5,7%.
Los errores en el uso de la férmula de la probabilidad condicional son del 13,4%, debido
siempre a que se han olvidado del denominador. El 17,3% no ha sabido interpretar bien
el enunciado y el porcentaje restante, 53,8% corresponde a las respuestas dadas en
blanco, la cual nos advierte de que mas de la mitad de los estudiantes no ha sabido como
responder a este apartado. Estos resultados confirman, por tanto los de las

investigaciones de Contreras (2011) y Huerta, Cerdan, Lonjedo y Edo (2011).

Tabla 3.11 Resultados del segundo apartado

1°Curso 2°Curso Total

Respuesta correcta 0 5 5
Error solo en operaciones 1 2 3
Error en formula 2 5 7
Error en la interpretacion del enunciado 7 2 9
Otros 0 0 0
Blanco 11 17 28
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Estrategias y representaciones empleadas

Los estudiantes se han enfrentado a este problema de varias maneras.
Analizaremos en este apartado las tres categorias que hemos encontrado: diagrama de
arbol, féormula y esquema de urnas.

La gran mayoria de los estudiantes ha usado el diagrama de arbol, y es que a
pesar de que no hayan respondido a un apartado correctamente, no son pocos los
estudiantes que han empezado a escribir el diagrama de arbol o incluso lo han planteado
correctamente pero no han continuado el ejercicio. El siguiente ejemplo es un buen
ejemplo de buena resolucion de ambos apartados usando diagrama de arbol. El
estudiante lo ha construido de forma correcta y los célculos de probabilidades estan
bien descritos. En este caso el diagrama ha sido un recurso productivo para el

estudiante, como sugiere Fischbein (1975).

Sin embargo, el siguiente estudiante ha cometido dos errores al realizar la

construccion del diagrama de arbol. El primero ha sido suponer que la probabilidad de
sacar negra de laurna A es %, cuando de 2 ; por tanto se trata de un error de identificacion

de los datos del problema, lo que lleva a un diagrama en arbol incorrecto, error también
presente en la investigacion de Diaz (2004). El segundo error que ha cometido el
estudiante ha sido intercambiar las probabilidades de extraer blanca y negra en la urna

B, por lo que el calculo de probabilidades no ha sido el correcto.

En probabilidad el uso de férmulas es constante, y en este problema, aunque nos
guiemos por diagramas y no se indique, estamos aplicando el producto de probabilidad,
regla de Laplace o formula de probabilidad condicionada. Veamos algunos ejemplos en

los que el estudiante ha querido explicar qué formulas ha usado en este problema.
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El siguiente ejemplo es de un estudiante que ha presentado la formula correcta de

la probabilidad condicionada, identificando los datos del problema.

- @"ﬁf‘f ﬁli-:l.t a El-_,;"‘.'. 'F:{.-‘E' & Rli:..rﬁ: R P"} =

P{i’ri)m:-.r

— 7

El siguiente estudiante intenta escribir la formula de la probabilidad
condicionada, pero comete varios errores. El primero ha sido escribirla en el apartado
a), donde se pedia la probabilidad total cuando el calculo de la probabilidad
condicionada corresponde al apartado del b). El segundo es que la fraccion solo tiene
los sucesos escritos, les falta anadir al numerador y al denominador el simbolo de
probabilidad, indicando que se esta calculando la probabilidad de la interseccion del
suceso B con b, y en el denominador indica que se calcula la probabilidad del suceso
B, siendo b el suceso sacar bola blanca de la urna B y B sacar bola blanca de la urna A.

Por tanto seria un error de notacion.

El siguiente estudiante ha querido calcular en el apartado a) la probabilidad de
extraer bola blanca de la urna B, sin tener en cuenta la urna A. Para ello ha usado la
Regla de Laplace, indicandolo de la siguiente manera, donde la férmula es correcta,

pero no corresponde al enunciado:

El esquema de urnas no es mas que hacer un pequefio dibujo que representar las
urnas indicando las bolas de cada color que hay en cada una y el total en cada una de
ellas, bien de forma escrita o bien dibujando circulos rellenos (representando las bolas
negras) o sin colorear (representando asi las bolas blancas). El siguiente ejemplo
muestra un uso correcto del esquema de urnas, donde el estudiante se ha guiado
unicamente por la representacion de ambas urnas, y de forma escrita ha indicado el

numero de bolas.
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Sin embargo, el siguiente estudiante a pesar de usar un esquema de urnas similar,

la primera pregunta no la ha respondido correctamente, ya que ha calculado la

probabilidad de sacar blanca en la primera urna.

3.8 CONFLICTOS SEMIOTICOS

Como se indico en la seccion 1.4, en este estudio nos interesamos por los

conflictos semiodticos mostrados en las respuestas de los estudiantes, que segin Godino

(2002), se interpretan como disparidad entre el significado asignado a una expresion

matematica por un estudiante respecto al significado institucional Los conflictos

semioticos encontrados tras analizar las respuestas tomadas como correctas pero

imprecisas e incorrectas, son los siguientes:

Suponer que la probabilidad simple implica que los sucesos sean equiprobables.
Pensamos que este conflicto aparece por el énfasis excesivo en ejemplos de
probabilidad clasica y podria implicar el sesgo de equiprobabilidad, descrito por
Lecoutre (1992).

Falacia del eje temporal, descrita por Gras y Totohasina (1995). Es decir, suponer
que el suceso condicionante en la probabilidad condicional tiene que preceder
temporalmente al condicionado -

Relacionar probabilidad condicionada con dependencia de sucesos. Este conflicto
puede implicar la confusion entre condicionamiento y causacion citada por Diaz y
de la Fuente (2005):

Confusion de la formula asociada a los sucesos independientes A y B, siendo la
usada la siguiente: P(AU B) = P(B) + P(A) . Detras de este conflicto puede

haber una confusion entre producto y suma de probabilidades.
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e No saber diferenciar entre probabilidad simple y condicionada. Es decir, definir
la probabilidad simple como si fuese la condicionada, asi como dar ejemplos de
probabilidad condicionada cuando se piden los de la probabilidad simple. Ocurre lo
mismo en el problema, los estudiantes no son capaces de entender que se pide el
calculo de una probabilidad condicionada en el segundo apartado.

o No saber distinguir entre probabilidad compuesta y probabilidad simple a la hora
de hacer el problema. Este conflicto aparece en la investigacion de Contreras
(2011).

o Confundir los conceptos de probabilidad simple y condicionada con sucesiones

geométricas y aritméticas. No lo hemos encontrado descrito anteriormente.
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e Suponer que la probabilidad simple implica la repeticion de un mismo suceso. No

lo hemos encontrado descrito anteriormente.

e Confusion en la formula de la probabilidad condicionada. En este ejemplo el
estudiante ha calculado bien el primer apartado del problema y ha reconocido la
probabilidad condicionada en el segundo apartado, sin embargo, no ha dividido

entre la P(B).

3.9 CONCLUSIONES SOBRE EL ESTUDIO

Como broche final a este tercer capitulo, dedicamos este apartado a presentar las
conclusiones extraidas tras el estudio y correccion de las pruebas propuestas a los

estudiantes.
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Como se observaron en las tablas, la definicion correcta mas usual ha sido la de
suceso independiente y la menos frecuente la de suceso dependiente. La que ha obtenido
mas respuestas correctas pero imprecisas ha sido la de suceso dependiente y la que
menos la de independencia y probabilidad condicionada. El resto de los casos han
predominado las respuestas incorrectas o en blanco. Se destaca que solo la definicion
de suceso independiente tiene un porcentaje mayor al 50% en respuestas correctas,
aunque el resto se aproxima. Seria por tanto importante que el profesor organice
momentos del proceso didactico en que se pida al estudiante definir los diferentes
conceptos con sus propias palabras para favorecer, por un lado, la comprension de los
conceptos y por otro su capacidad de uso del lenguaje matematico.

En cuanto a los ejemplos propuestos, se destaca el contexto de juegos de azar.
Aunque reconocemos la importancia de los mismos en el desarrollo del calculo de
probabilidades (Batanero et al., 2005), y su alta presencia en los libros de texto (Ortiz,
2002), se debe tratar de presentar ejemplos mas variados en el aula, para que el
estudiante aprecie la aplicabilidad del calculo de probabilidades.

Hacemos notar también el nimero de ejemplos propuestos de la vida personal,
que superan en los estudiantes de primero de bachillerato a los de segundo de
bachillerato. Son menos frecuentes los otros contextos, en particular el profesional. Por
otro lado, a pesar de no ser la definicion correcta la mas frecuente, la probabilidad
simple ha sido la que mas ejemplos correctos ha obtenido y los ejemplos de sucesos
dependientes la que menos. Seria importante mostrar al estudiante ejemplos de este
concepto.

El problema propuesto resulté muy dificil, pues solo los estudiantes de segundo
de bachillerato han sabido resolverlo. El primer apartado ha obtenido mejores
resultados, siendo el mas contestado; el porcentaje de respuestas en blanco del primer
apartado fue muy alto, sobre todo en el segundo apartado. Una posible causa es que los
estudiantes no hayan hecho suficientes problemas de probabilidad con sucesos
dependientes y de probabilidad condicionada, ya que no han sabido afrontar el
problema, incluso aunque muchos intentan construir un diagrama en arbol.

Resumiendo, las preguntas mas dificiles han sido el segundo apartado del
problema y los ejemplos de suceso dependiente e independiente y las mas sencillas la
definicion de probabilidad condicionada y simple, y los ejemplos de probabilidad
simple. Los resultados de los estudiantes de segundo de bachillerato han sido mejores

que los de los estudiantes de primero.
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CAPITULO 4. CONCLUSIONES

4.1 INTRODUCCION

Este ultimo capitulo se dedica a formular las conclusiones obtenidas tras elaborar
este Trabajo Fin de Master, que hemos organizado en varios apartados. En primer lugar
se exponen nuestras conclusiones sobre los objetivos y las hipotesis iniciales.
Seguidamente analizamos lo que, a nuestro juicio, son las principales aportaciones que
hemos realizado.

Para finalizar se hara una exposicion de las posibles lineas nuevas de
investigacion que podrian llevarse a cabo tras la realizacion de este trabajo, para poder

completar los resultados obtenidos.

4.2 CONCLUSIONES SOBRE LOS OBJETIVOS E HIPOTESIS

El inicio de este trabajo se debe al interés por analizar el significado personal que
los estudiantes de Bachillerato asignan la probabilidad condicionada y la
independencia. Entendimos el significado personal en el sentido de Godino, Batanero
y Font (2007), como el conjunto de précticas relacionadas con el objeto que es capaz
de realizar el estudiante.

Respecto a trabajo, en el primer capitulo se plantearon una serie de hipotesis y
objetivos previos a la construccion del cuestionario. Una vez finalizado nuestro trabajo
y analizado la informacion obtenida, vamos a reflexionar sobre los resultados obtenidos

relacionados con los objetivos y las hipotesis presentados en el primer capitulo.

Conclusiones respecto a los objetivos
Objetivo 1. Analizar la forma en que los objetos matematico “probabilidad
condicionada’’ e “independencia” se presentan en el curriculo de Educacion
Secundaria Obligatoria y Bachillerato.

Para lograr este objetivo, en el Capitulo 1, Seccion 1.3 se realizo un estudio de
las orientaciones curriculares de estadistica y probabilidad en estas etapas educativas,
mostrando que la probabilidad condicional e independencia aparecen actualmente en
las orientaciones curriculares de Ensefianza Secundaria Obligatoria, Educacion
Secundaria Obligatoria y Bachillerato. El anélisis nos sirve para comprender mejor cuél

es el significado institucional pretendido para cada curso sobre estos temas.
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Objetivo 2. Obtener una primera vision de la investigacion en psicologia y
educacion relacionada con la probabilidad condicionada
Este objetivo se ha cumplido tras analizar las investigaciones previas a este
trabajo, las cuales se encuentran en el segundo capitulo de este trabajo, que se
clasificaron seglin diferentes tematicas. Se afiaden también los conocimientos obtenidos
tras cursar las asignaturas de Fundamento de la educacion estadistica, Didactica de la
probabilidad y Didactica de la estadistica, pertenecientes al Master de Didactica de la
Matematica, las cuales daban una vision general de la investigacion sobre la didactica
de la estadistica y probabilidad, asi como las relacionadas con la psicologia. Dicho
estudio mostr6 que son pocas las investigaciones realizadas con estudiantes de
Bachillerato y ninguna se interesa por las definiciones que construyen los estudiantes o

los ejemplos que proporcionan.

Objetivo 3. Realizar un estudio exploratorio de evaluacion.

Respecto a este objetivo, se ha llevado a cabo en el Capitulo 3, con el estudio de
evaluacion descrito. Cada ejercicio propuesto en el cuestionario que se resolvio en
cursos de primero y segundo de Bachillerato, nos ha servido para confirmar que los
estudiantes presentan los mismos errores descritos por Borovenik (2012), Contreras
(2011), Diaz, Batanero y Contreras (2010), Pollatsek, Well, Konold y Hardiman (1987),
entre otros. En particular se ha encontrado el sesgo de equiprobabilidad (Lecoutre,
1992), confusion entre probabilidad condicional y compuesta, entre condicionamiento
y causacion y falacia del eje temporal (Gras y Totohasina, 2005). Ademas se ha
encontrado confusion entre suma y multiplicacion de probabilidades y dificultades en
la realizacion del diagrama en arbol. Ademas se han analizado la correccion de las

definiciones dadas y los ejemplos presentados, asi como sus contextos.

Conclusiones sobre las hipotesis
Hipotesis 1: Se espera encontrar en el curriculo numerosos contenidos que se
relacionan de algun modo con las ideas de probabilidad condicional e
independencia.
Esta hipotesis se confirma una vez se han analizado los documentos curriculares
vigentes para toda Espaifia y los concretos de Andalucia. Ambos textos coinciden en
una introduccién progresiva de las ideas que se deben de tener para una buena

comprension de los conceptos.
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Hipotesis 2: La investigacion previa indica muchas dificultades con las ideas de
probabilidad condicional e independencia.

Tras trabajar en el Capitulo 2 sobre las dificultades previamente encontradas
sobre probabilidad condicionada e independencia, hemos comprobado que los
estudiantes presentan una gran diversa variedad de dificultades en estos conceptos.

Las investigaciones previas revelan dificultades en la comprension de problemas,
algo que hemos podido corroborar con nuestro cuestionario, debido al porcentaje de
respuestas correctas tan bajo, 15,3%, que hemos encontrado tras la correccion del
problema propuesto, a pesar de que aproximadamente la mitad de los estudiantes han
sabido dar una buena definicién de la probabilidad condicionada.

De las investigaciones previas se han encontrado similitudes en los errores
encontrados, como se indicd en el Capitulo 3. Entre ellas estan la falacia del eje
temporal, relacionar probabilidad condicionada con la dependencia de sucesos, asi
como no saber distinguir entre probabilidad compuesta y simple, o simple y

condicional, ya comentado.

Hipotesis 3. Esperamos que una parte de los estudiantes de la muestra den
definiciones imprecisas o incorrectas de la probabilidad condicional e
independencia.

Esta hipdtesis es cierta solo en parte pues un 48,1% de los estudiantes ha sabido
definir correctamente la probabilidad condicionada, y tan solo un 11,5% lo hace de
forma imprecisa; un 25% lo hace de forma incorrecta.

En cuanto a las definiciones de sucesos dependientes e independientes, los
sucesos independientes han sido contestados correctamente por un 55,8%, mientras que
las respuestas correctas pero imprecisas e incorrectas tienen un total del 25%. Podemos
afirmar que mas de la mitad de los estudiantes ha sabido dar una buena definicion, y
que no se ha tenido un porcentaje alto en las respuestas incorrectas e imprecisas.

Sin embargo en la definicion de suceso dependiente los resultados obtenidos son
completamente distintos, bajando el nivel de respuestas correctas a un 38,5% y un
40,4% lo hace de manera imprecisa o incorrecta y el resto no responde.

Por tanto podemos concluir que los estudiantes en general han dado una buena
respuesta de probabilidad condicionada y suceso independiente, pero no de suceso

dependiente.
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Hipotesis 4. Esperamos que la mayoria de ejemplos proporcionados por los
estudiantes sean sobre juegos de azar.

Tras analizar los tipos de ejemplos dados por los estudiantes en el cuestionario,
hemos podido corroborar esta hipdtesis. Los contextos clasificados fueron juegos de
azar, personal, profesional, social y cientifico, y tanto en los ejemplos dados por los
estudiantes de primero de Bachillerato como los de segundo, el contexto més usado en
los ejemplos ha sido el de juegos de azar. El orden viene seguido después por el personal

(con una diferencia del 7,1%), social, cientifico y profesional.

4.3 PRINCIPALES APORTACIONES DEL TRABAJO

En este trabajo podemos considerar varios tipos de aportaciones: En primer lugar,
como se ha indicado, apenas hay estudios sobre la comprension de la probabilidad
condicionada e independencia con estudiantes de Bachillerato, por lo que aportamos
una primera informacion en este punto.

Junto con ello, el andlisis de las definiciones que son capaces de dar sobre los
cuatro conceptos considerados (probabilidad simple, condicional, sucesos dependientes
e independientes) y los ejemplos que pueden presentar son puntos originales en el
trabajo.

Tanto las definiciones como ejemplos constituyen parte de las practicas que los
estudiantes pueden realizar a proposito de la probabilidad condicional e independencia.
Afiadido a esto las soluciones obtenidas al problema y las representaciones utilizadas
(diagrama en arbol, formulas o esquemas de urna) nos informan de una parte del
significado personal de los estudiantes.

Una tultima aportacion es la lista de conflictos semidticos encontrados que

confirma los de otras investigaciones.

4.4 LINEAS DE INVESTIGACION FUTURAS

Este trabajo se ha centrado en los conceptos de probabilidad simple y
condicionada tnicamente para estudiantes de Bachillerato, debido a que en estos cursos
es donde el estudiante ha podido trabajar sobre estos conceptos en mayor profundidad.
Como en toda investigacion, encontramos limitaciones que también permiten definir

lineas futuras de trabajo.
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Por ejemplo, en tercero de secundaria se estudia la probabilidad simple y los
diagramas de arbol y en cuarto aparece la probabilidad condicionada, asi como los
conceptos de sucesos dependientes e independientes, por lo que se podria proponer un
cuestionario similar, cambiando el nivel del problema para ambos cursos para
simplificarlo, en tercero para saber qué posible idea se hacen de lo que son los sucesos
dependientes e independientes y en cuarto para comprobar si han comprendido o no
estos conceptos.

Aparte de evaluar el conocimiento del estudiante también serviria para evaluar
las clases de probabilidad del profesor. Si gran parte de los estudiantes no han entendido
estas ideas, habria que trabajar sobre como podrian mejorar los estudiantes estas
nociones, guiados por el profesor. Actividades nuevas o usar aprendizaje por proyectos
podrian servir para que afiancen estas concepciones nuevas.

Las peores respuestas ha obtenido ha sido el problema, por lo que otra posible
linea de investigacion podria ser centrarse en la comprension de problemas de
probabilidades usando diagramas de arbol o urnas, con la finalidad de poder mejorar
estos resultados. También formaria parte de esta investigacion analizar hasta qué punto
los estudiantes reconocen cudndo se formulan preguntas relacionadas con probabilidad
condicionada, ya que a pesar de saber explicar qué es una probabilidad condicionada,
no han sabido dar buenos ejemplos y no han sabido reconocer la condicién en el
segundo apartado del problema.

Por otra parte, los adolescentes siempre quieren saber donde va a poder usar la
informacion que recibe, estos conceptos para qué van a servirle, qué utilidad tienen.
Tras la correccion de los ejemplos se ha observado que més de la mitad de ellos eran
sobre juegos de azar, por lo que seria bueno poder trabajar con los estudiantes la teoria
sin tocar el tema del azar. Quizés seria interesante disefiar una unidad didactica con
ejemplos distintos a los que se acostumbran a trabajar en el aula, excluyendo los juegos
de azar, y después de exponer el tema en clase de esta manera, pasar el cuestionario y

ver como responden a las preguntas y observar si hay o no cambios en los ejemplos.
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