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Resumen

El objetivo de este trabajo es caracterizar la presentacion de la regresion en los libros de texto espafioles de
Bachillerato. Para ello se analizan y clasifican los campos de problema, procedimientos, conceptos y propiedades
asociados a la regresion en dieciséis libros de texto de Bachillerato utilizados en Espafia, ocho de la modalidad de
Ciencia y Tecnologia y ocho de la modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales. En el caso de los conceptos, se
estudia si su definicién es operacional, estructural o mediante ejemplo. Los resultados indican que no hay grandes
diferencias en la presentacion de estos objetos matematicos en los textos dirigidos a las dos modalidades de
Bachillerato. Encontramos amplia variedad del nimero y tipo de propiedades presentadas y no se suele incluir la
valoracion de la bondad de ajuste o la construccion de modelos no lineales. Estos resultados proporcionan criterios
para mejorar la presentacion de la regresion en los textos de Bachillerato.
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Abstract

The aim of this paper is to characterize the presentation of regression in Spanish high-school textbooks. To achieve
this aim we analyse the problem-fields, procedures, concepts and properties linked to regression in sixteen high
Spanish textbooks, eight in the modalities Humanities and Social Sciences, and another eight directed to Science
and Technology. We classify the concepts identified according to their definition (operational, structural or using
examples). Results show no much difference between the textbooks directed to the two high school modalities. We
found a wide variety of number and type of properties presented. The assessment of the goodness of fit and the
building of non linear models is hardly included. These results provide criteria to improve the presentation of
regression in high school textbooks.
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1. INTRODUCCION

La regresion es un concepto fundamental por su utilidad en la modelizacion y prediccion de fenémenos diversos
(Engel y SedImeier, 2011). Junto a la correlacién, extiende la dependencia funcional a variables aleatorias. En
Espafia se estudia en el primer curso de Bachillerato, siendo el primer tema que se incluye en el bloque de
contenidos sobre Estadistica y Probabilidad. Dicho bloque es uno de los cuatro que configuran la asignatura de
matematicas en la modalidad de Ciencias y Tecnologia y de los tres que la conforman en la modalidad de
Humanidades y Ciencias Sociales. Los alumnos de este curso tienen una edad entre 16 y 17 afios, siendo obligatoria
la ensefianza de las matematicas en ambas modalidades.

Este contenido aparece en las orientaciones curriculares de Espafia, segin el Ministerio de Educacion y Ciencia
(MEC), de forma similar en ambas modalidades en la forma siguiente: “Distribuciones bidimensionales. Relaciones
entre dos variables estadisticas. Regresion lineal” (MEC, 2007: 45449). También se especifica; “Se pretende
comprobar la capacidad para estimar y asociar los parametros relacionados con la correlacion y la regresion con
las situaciones y relaciones que miden” (MEC, 2007: 45450).

La investigacion didactica sobre este tema se centra preferentemente en la correlacion, describiéndose dificultades
como no apreciar la correlacion inversa, tener un sentido determinista o local de la correlacion o identificar
correlacion con causalidad (Estepa y Batanero 1995; Estepa, 2008; Zieffler y Garfield, 2009). No ha habido tanto
interés por la regresion o por la forma en que se ensefia 0 se presenta en los libros de texto, que son un paso
intermedio en la ensefianza, pues desarrollan las directrices curriculares (Herbel, 2007).

El libro de texto es un soporte curricular, a través del cual se vehicula el conocimiento que las instituciones
educativas han de transmitir (Escolano, 2009). La presentacion del tema y los problemas propuestos se basan con
frecuencia en los presentados en ellos (Shield y Dole, 2013). Ello explica el interés que recibe la investigacion sobre
textos de matematicas por la comunidad internacional (e.g., Fan y Zhu, 2007). En Espafia, los libros de texto son
escritos por equipos de profesores con prestigio entre sus comparieros, deben ajustarse a los contenidos fijados por el
curriculo y son revisados por el Ministerio de Educacion. Tanto alumnos como profesores se apoyan en el libro de
texto que, con frecuencia, determina el contenido de la materia. Los profesores de matematicas son en su mayoria
licenciados en matematicas; en algunos casos licenciados en ciencias o ingenieros. En los Ultimos afios, para ser
profesor de matematicas se requiere también poseer un Master especifico orientado a la formacion de estos
profesores.

El objetivo de este trabajo es analizar los objetos matematicos asociados a la regresion en los libros de texto del
Bachillerato espafiol. Forma parte de un proyecto de investigacion mas amplio, en el que se analiza tanto la
regresion como la correlacion en los mismos textos utilizados en el estudio; posteriormente, se utilizan los resultados
obtenidos para disefiar talleres formativos dirigidos al profesorado (Gea, 2014). Algunos resultados del mismo
proyecto se han publicado en Gea, Batanero, Cafiadas y Contreras (2013), Gea, Batanero, Arteaga, Cafadas y
Contreras (2014) y Gea, Batanero, Fernandes y Gémez (2014).

2. MARCO TEORICO

Nos basamos en el enfoque Onto-semidtico (EOS) (Godino y Batanero, 1994; Godino, 2002; 2012), donde, las
matematicas se conciben como respuesta a situaciones problematicas extra o intra matematicas. En este marco
tedrico el término “objeto matematico” tiene un significado muy amplio; se le asigna una entidad cultural y puede
verse desde el punto de vista institucional (por ejemplo, una institucion de ensefianza) o personal (de cada persona).
Los objetos matematicos surgen de las practicas (acciones u operaciones) para resolver campos de problemas
especificos. Segun los autores, un objeto matematico es cualquier entidad o cosa a la cual nos referimos, o que
interviene de algin modo en la actividad matematica. EI EOS clasifica los objetos matematicos en situacion-
problema, lenguaje, conceptos, proposiciones, procedimientos, y argumentos.

En el marco tedrico, el significado de un objeto, que seria el conjunto de practicas asociadas al campo de problemas
de donde surge dicho objeto; puede variar en distintas instituciones y por tanto, tiene un caracter relativo. De ello se
deduce la importancia de analizar la ensefianza y los recursos utilizados en ella, como los libros de texto, ya que la
progresiva construccion del significado personal del estudiante depende directamente de los objetos que se describan
y apliquen en su quehacer matematico, y el libro de texto se utiliza en este sentido.

En este trabajo nos centramos en las situaciones-problemas, procedimientos, conceptos y propiedades que
intervienen en el trabajo con la regresion. Los dos primeros constituyen el conocimiento procedimental y los dos
altimos el conceptual. Ambos tipos de conocimiento son polos de un continuo, siendo el conocimiento conceptual
mas flexible y generalizable, pues incluye la comprension implicita o explicita de los principios de un dominio dado
y sus interrelaciones (Rittle-Johnson, Siegler y Alibali, 2001).



También tendremos en cuenta las ideas de Sfard (1991), quien describe un concepto como constructo
correspondiente al universo matematico formal y diferencia entre su definicién estructural (describiendo sus
condiciones o propiedades) y la operacional (cuando se define mediante una expresién o formula). Skemp (1993)
indica que los nuevos conceptos no pueden ser comunicados simplemente a traves de una definicién, sino que seria
necesario proporcionar una coleccion apropiada de ejemplos, apoyados en los conceptos que ya se conocen. Joyce y
Weil (1996) consideran varios aspectos a tener en cuenta en la ensefianza de un concepto: (a) su hombre o etiqueta,
que puede ser una palabra o simbolo; (b) sus atributos esenciales, o propiedades especificas, que lo diferencian de
otros conceptos; (c) los ejemplos y contraejemplos del concepto; y (d) la regla de definicion, que es una afirmacion
sintética y precisa elaborada a partir de los atributos esenciales que lo caracterizan. Vergnaud (1990), por su parte,
considera el concepto matematico como una tripleta formada por el conjunto de situaciones que lo hacen
significativo; el conjunto de invariantes que lo constituyen; y las representaciones simbolicas asociadas. En este
trabajo analizaremos los invariantes asociados al concepto, dados por su definicién, y las propiedades que se asocian
a éstos; las representaciones fueron analizadas en un trabajo previo (Gea, Batanero, Fernandes y Gomez, 2014).

3. ANTECEDENTES

Una investigacion destacada entre las relacionadas con la comprension de la regresion es la de Estepa (1994), quien
seflala como puntos importantes la comprension de la diferencia entre variable dependiente e independiente.
Sanchez Cobo (1999) identifica la confusion de muchos estudiantes entre las dos rectas de regresién y sus
dificultades en la interpretacion de los coeficientes de regresion, y su relacion con la pendiente de la recta y tipo de
correlacion. Eisenhauer (2003) encuentra estudiantes que diferencian los casos en que debe aplicarse 0 no una recta
de regresion que cruce el origen de coordenadas. Otro error frecuente al interpretar la regresion, en una situacion en
que se realizan dos pruebas sucesivas sobre los mismos sujetos, es interpretar como efecto de un tratamiento el
hecho de que cualquier valor atipico en la primera medida suele tender hacia el centro de la distribucién en la
segunda (efecto de regresion hacia la media; ver Engel y Sedimeier, 2011). Por otra parte, Agnelli, Konic, Peparelli
y Flores (2009) indican que algunas de estas dificultades pueden estar ligadas al estudio previo de la funcién lineal
gue se generaliza excesivamente.

La investigacion sobre libros de texto de mateméticas es amplia, siendo menor el analisis de contenidos de
estadistica, aunque encontramos algunos ejemplos como los de Cobo y Batanero (2004) y Diaz-Levicoy (2014).
Respecto a la regresion, destacamos las investigaciones de Sanchez Cobo (1999), quien estudia las definiciones de
conceptos relacionados con la regresion en once libros de texto de Bachillerato, publicados entre 1977 y 1990,
clasificandolas segun se definan explicitamente o bien mediante una férmula, o bien una mezcla de las anteriores.
En su estudio a veces no diferencia entre conceptos y propiedades por lo que éste sera un punto original de nuestro
trabajo, ademas de presentar una actualizacion de su estudio a libros publicados recientemente.

Lavalle, Micheli y Rubio (2006) analizan la ensefianza de la regresion en siete textos argentinos de Bachillerato,
considerando los conceptos y procedimientos asociados, asi como sus relaciones. Encuentran distintos niveles de
profundidad en el tratamiento del tema. Solo un texto define el concepto de recta de regresion; cuatro incluyen la
ecuacion de la recta, siendo Unicamente dos los que ademas utilizan funciones de ajuste distintas a la lineal. En la
mayoria de los textos analizados por las autoras se trata también la estimacién de la variable dependiente utilizando
la funcidn de ajuste.

Por su parte, Gea y cols. (2013) realizan un estudio empirico de algunas variables, como tipo e intensidad de la
correlacion en los problemas de correlacion y regresion propuestos en una muestra de libros textos de Bachillerato
de Ciencias Sociales. En Gea, Batanero, Fernandes y Gémez (2014) analizan, en estos mismos libros de texto, las
representaciones grafica y tabular de la distribucion bidimensional; tema que el estudiante aprende antes de
comenzar el estudio de la regresion. En Gea, Batanero, Arteaga, Cafiadas y Contreras (2014) se estudia el lenguaje
simbdlico, expresiones algebraicas y verbales que utilizan los libros de texto en los temas de correlacion y regresion.
En este articulo se complementan los anteriores, estudiando las situaciones-problemas, procedimientos, conceptos y
propiedades asociados a la regresion en los textos mencionados y otros ocho textos de Bachillerato de Ciencia y
Tecnologia.

4. METODOLOGIA

Se analizaron 16 libros de texto de primer curso de Bachillerato en la modalidad de Humanidades y Ciencias
Sociales y de Ciencia y Tecnologia, posteriores al Decreto de Bachillerato (MEC, 2007). Los libros se eligieron por
ser los mas utilizados en la ensefianza publica en la Comunidad Auténoma de Andalucia (después de una consulta a
la Consejeria de educacion sobre el tema) Yy estar publicados en editoriales de gran tradicion y prestigio. En el
Anexo 1 se presentan los libros analizados junto con un cédigo utilizado a lo largo del trabajo; dicho codigo sera



H1, H2, etc. para los textos correspondiente a Humanidades y Ciencias Sociales y T1, T2, etc. para los textos
dirigidos a Ciencia y Tecnologia.

Resaltamos el hecho de que todos han estado vigentes hasta la fecha. De cada editorial se tomaron los libros
dirigidos a las dos modalidades de Bachillerato citadas. Se realizé un anélisis de contenido, que difiere de otras
técnicas de estudio documental (por ejemplo, del método histérico), porque sustituye en lo posible las
interpretaciones y subjetividad del estudio de documentos por procedimientos estandarizados, con el fin de convertir
en datos los contenidos analizados en los documentos (Leon y Montero, 2002). Se siguieron los siguientes pasos:

e En primer lugar se categorizan todos los problemas presentados, identificando dos tipos principales de
situaciones problemas.

e Se identifican los procedimientos presentados, bien porque se introduzcan explicitamente, explicando el
procedimiento paso a paso, 0 bien porque sea necesario para resolver los problemas propuestos.

e Se identifican todos los conceptos implicados en el tratamiento de la regresion. Para cada uno de ellos se
analizo la forma en que se describe o presenta el concepto, que puede ser mediante ejemplos (E) o mediante
una definicién explicita formal (F); que de acuerdo a Sfard (1991) puede ser operacional (O) o bien
estructural (S), o bien mezclando varios de estos tipos de definiciones. Se ha tenido también en cuenta si los
ejemplos se proponen antes de la definicion, como es sugerido por Skemp (1993).

e Seguidamente se consideran las propiedades asociadas a cada uno de los anteriores conceptos, que no fueron
consideradas en trabajos previos.

5. RESULTADOS

Con la metodologia descrita se analizaron cada uno de los textos de la muestra, identificando la presencia o ausencia
de los objetos matematicos identificados. A continuacidn se presentan estos resultados, describiendo las categorias
consideradas e introduciendo un ejemplo, cuando sea necesario, para la mejor comprension. Se finaliza cada una de
las secciones con tablas en las que se resumen los resultados y con las conclusiones respecto a la forma en que los
textos presentan los campos de problemas, procedimientos, conceptos y propiedades ligados a la regresion.

5.1. CAMPOS DE PROBLEMAS

En nuestro marco tedrico, los problemas son el origen o razon de ser de la actividad matematica; se postula que el
resto de objetos matematico emergen de las practicas, personales o institucionales, realizadas para resolverlos (ver,
por ejemplo, Godino, 2002; Godino y Batanero, 1994). Al analizar la actividad matematica interesan, mas que
ejemplos particulares de problemas, clases o campos de problemas, relacionados con cada objeto matematico. El
concepto de “problema” es muy amplio, pues incluye cualquier situacion o tarea que requiera actividad matematica.
Por ello, en el analisis de los libros de texto, hemos englobado como “problemas”, tanto los problemas en si, como
los ejercicios, tareas o actividades. El analisis de todos ellos sirvi6 para identificar dos clases o campos de problemas
principales referidos a la regresion, que se ejemplifican en la Figura 1 y que se describen a continuacién, asignando
a cada uno de ellos un codigo: CP1y CP2.

El alcalde de un pueblo ha constatado una reduccién

del nimero de nacimientos de nifios, y ha encargado

realizar un estudio.

Ano 86 | 89 1929 |98 |01 ]| 04| 07

Nacimientos | 50 | 54 | 40 | 33 | 34 | 23 | 21 17

a) ;Puede establecerse, de forma fiable, una férmula que
relacione el afio con el nimero de nacimientos?

b) ;Cudntos nacimientos pueden estimarse en 2008?
iY en 20107 ;Qué puede estimarse para 20507

c) ;Esfiable esta dltima estimacion?
Razona la respuesta.

Figura 1. Ajuste de un modelo a los datos y estimacion mediante el modelo de regresion. ([H7]: 262)

CP1. Ajuste de un modelo a los datos bivariantes. Los problemas que hemos incluido en esta categoria piden
a los estudiantes ajustar una funcion a los datos bivariantes, obteniendo su expresion algebraica (pregunta (a) en la
Figura 1). Otras veces se sugiere trazar en forma aproximada la recta de regresion sobre un diagrama de dispersion.



En menor medida, encontramos algunas situaciones donde se pide comprobar propiedades del modelo de regresion
lineal, asignar una recta entre varias dadas a un diagrama de dispersion, o determinar el angulo que forman las dos
rectas de regresion. . En los textos analizados, estos problemas usualmente sélo proponen el modelo de regresién
lineal, que es el mas sencillo y asequible para los estudiantes.

CP2. Realizar estimaciones de un valor de la variable dependiente, a partir de un modelo de regresiéon. Una
vez calculada la funcion de ajuste a la distribucidn bidimensional, los textos proponen problemas estimacion; por
ejemplo, el mostrado en el apartado (b) de la Figura 1. Son muchos los problemas donde, una vez calculada la
funcidn de ajuste, se pide realizar una estimacion en valores de la variable independiente incluidos (interpolaciones)
y excluidos (extrapolaciones) en el rango de los datos. Sdnchez Cobo (1999) encontrd en su andlisis este mismo tipo
de problemas. Al igual que Lavalle, Micheli y Rubio (2006), algunos textos son imprecisos ([H6], [T6], [H4] ¥y
[T4]), porque no sefialan que el valor estimado a partir de la ecuacion de regresion es un valor esperado o promedio.
Hemos incluido en esta categoria las tareas que piden al estudiante analizar la bondad del ajuste del modelo de
regresion (pregunta (c) en la Figura 1), que el alumno ha de resolver mediante el calculo del coeficiente de
determinacion. Otro ejemplo de este campo de problemas es la siguiente tarea: “;Cudl seria la fiabilidad de un
ajuste bidimensional con r = 0,7? ([T6]: 187).

En la Tabla 1 se resume el andlisis realizado de los campos de problemas. En todos los libros se presentan los
dos campos de problemas descritos, que aunque con frecuencia similar, es algo mas alta para el campo P1, que
supone, aproximadamente el 52,6% del total de problemas presentados en los textos de Humanidades y Ciencias
Sociales y el 52,7% en los de Ciencias y Tecnologia. Estos porcentajes varian segun los textos, pues unas editoriales
proponen mas problemas tipo CP1 (ajustar una recta a los datos): [H1], [H4], [H5], [H7], [H8], [T1], [T4], [T5],
[T7],[T8],y el resto al contrario. No hay mucha diferencia entre los dos textos de la misma editorial.

Tabla 1. Frecuencias (y porcentaje) de campos de problemas por texto

Campo Total
H2 H3 H4 H5 H6 H7 H8
de problemas
CP1 44(57,9) 26(39,4) 26(42,6) 26(59,1) 50(51,0) 28(45,2) 59(54,6) 60(65,9) 319(52,6)
CP2 32(42,1) 40(60,6) 35(57,4) 18(40,9) 48(49,0) 34(54,8) 49(45,4) 31(34,1) 287(47,4)
Total 76 66 61 44 98 62 108 91 606
Total
Tl T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8
CP1 45(58,4) 26(39,4) 22(47,8) 26(59,1) 53(54,1) 28(45,2) 56(54,9) 47(58,8) 303(52,7)
CP2 32(41,6) 40(60,6) 24(52,2) 18(40,9) 45(45,9) 34(54,8) 46(45,1) 33(41,3) 272(47,3)
Total 77 66 46 44 98 62 102 80 575

5.2.PROCEDIMIENTOS

Los procedimientos que describen los textos para resolver los anteriores problemas de ajuste y prediccion se
describen a continuacién, identificados por un cédigo P1 a P6.

P1. Ajuste de la recta de minimos cuadrados. EI modelo de regresidn usualmente presentado es el ajuste
lineal, utilizando el criterio de minimos cuadrados (es decir, la recta que hace minima la suma de los cuadrados de
las diferencias entre los valores observados de la variable bidimensional y los estimados por la recta). Se presentan
dos procedimientos de calculo, que requieren el céalculo previo de las medias, varianzas, desviaciones tipicas y
covarianza. El primer procedimiento es la ecuacion punto-pendiente, o ecuacién de la recta que pasa por el centro de
gravedad y tiene como pendiente el coeficiente de regresion de Y sobre X (andlogamente para la recta de regresion
de X sobre Y):

o2
Coeficiente de regresionde Y sobre X: by, = —y2X =r—=
UX

Rectade regresiénde Y sobreX : y—;/ =Dy, (x—>_<)

Otros textos, plantean la ecuacion de la recta a partir de la ordenada en el origen (analogamente para la recta
de regresion de X sobre Y:



Ordenada en el origen a=y-b, -x; Rectaderegresion de Y sobre X: y=a+b, -x

P2. Ajuste de otros modelos de regresion. Tan sélo [H8] y [T8] incluyen procedimientos para ajustar otros
modelos de regresién. En primer lugar, mediante un ejercicio resuelto, explican el procedimiento desarrollado por
Tukey para ajustar la recta de regresion respecto a la mediana, que se utiliza cuando los datos muestran una
tendencia lineal fuerte, y aparecen datos atipicos. También, mediante un ejercicio resuelto, introducen el método de
cambio de variable para ajustar una funcién no lineal a los datos (en [H8] los datos presentan una dependencia
exponencial, y en [T8] una parabdlica). También se pide comparar estos modelos de ajuste con el lineal y justificar
la eleccion del mejor modelo, tarea que ayudara al estudiante a comprender mejor la regresion.

P3. Calculo del coeficiente de determinacién R? Pocos textos incluyen el procedimiento de calculo del
coeficiente de determinacion, que en el caso de la regresion lineal coincide con el cuadrado del coeficiente de
correlacion. Este coeficiente mide el porcentaje de la varianza de la variable dependiente que es explicada por el
modelo de regresion. En caso de tomar su valor maximo (1) los datos de la variable dependiente se ajustarian
perfectamente al modelo, siendo la relacion entre las variables de tipo funcional. A pesar de su importancia, s6lo en
[H5] vy [T5] se define este coeficiente y el método de calculo, que es un complemento al estudio de la correlacién, al
permitir valorar la bondad del ajuste. Como vemos, en la presentacion, se explican las propiedades de este
coeficiente:

Si multiplicamos r® por 100, se obtiene el porcentaje de cambio de Y explicado por X. Asi, si r = 0, los cambios en la
variable X explican el 0% de los cambios en la Y, o sea, las variables X e Y son linealmente independientes. Y sir=1 (0
r = -1), la variacion en la Y se explica al 100%, por la variacion de la X; en este caso, las variables X e Y son linealmente
dependientes. Fuera de estos casos limite, el porcentaje explicado es 100-r? ([T5]: 363).

P4. Valorar la bondad del ajuste del modelo de regresion. El coeficiente de determinacién permite valorar la
bondad del ajuste del modelo de regresion, es decir el grado en que los puntos se aproximan al modelo (funcién) de
regresion. Habra un buen ajuste cuando los puntos estén proximos a la funcion elegida de ajuste. En algunos textos
se valora el ajuste interpretando Unicamente el coeficiente de determinacion como proporcion de la varianza, como
hemos visto en el ejemplo anterior, pero no se indica si los puntos se aproximan o no a la funcién de ajuste.

P5. Determinar una prediccion. En todos los textos se plantean procedimientos de estimacion, utilizando la
recta de regresion, que se reducen a la sustitucion de valores en su ecuacion. En su mayoria no se explicita de modo
formal, sino mediante un ejercicio resuelto. En algunos textos, como [H1], [H2], [T1] y [T2], se indica que, si el
coeficiente de correlacion es alto, podria utilizarse una sola recta para establecer predicciones (las pendientes de las
rectas de regresion son practicamente las mismas, y poseen un punto en comun: el centro de gravedad) pero, aungue
esta propiedad sea cierta, se debe tener cuidado en que el estudiante no generalice indebidamente.

P6. Valorar la bondad de la prediccion. Cuando se calculan estimaciones utilizando el modelo de regresion es
importante que se razone sobre los resultados obtenidos, ya que para algunos valores de la variable independiente la
prediccién de la dependiente tendria un gran error. El procedimiento que se suele utilizar para analizar la fiabilidad
de la estimacién de valores es comprobar si los valores de la variable independiente que se utilizan para realizar la
estimacion son cercanos a la media, y si el valor del coeficiente de correlacion esta proximo a 1, en valor absoluto,
como el ejemplo siguiente:

« Las predicciones realizadas a partir de una recta de regresion no son fiables si entre X e Y no hay un alto grado de
correlacion lineal, es decir, si r no es, en valor absoluto, cercano a 1.

- La fiabilidad de una recta de regresion es mayor cuanto mayor sea el nimero de datos considerados para calcularla. Las
predicciones obtenidas para valores proximos al punto medio de la distribucién son mas fiables que las obtenidas para
valores muy alejados. ([H3]: 227).

En la Tabla 2 observamos que en todos los textos se incluyen los procedimientos de ajuste de la recta de
regresion por el método de minimos cuadrados y los relativos al calculo de predicciones y la valoracion de fiabilidad
de prediccién. En cuanto a otros procedimientos, encontramos diferencias, principalmente en los textos de cada
editorial; por ejemplo, el texto [T8] presenta procedimientos relativos al calculo del coeficiente de determinacion y
la bondad del ajuste del modelo de regresion, mientras que en [H8] no se incluyen.

La valoracién de la bondad del ajuste del modelo, asi como el calculo del coeficiente de determinacién no se
suele incluir en los textos analizados. Tan s6lo [H5], [T5] y [T8] tratan ambos procedimientos, y en [H6] y [T6] la
bondad del ajuste del modelo, sin el célculo del coeficiente de determinacién. En la investigacion de Lavalle,
Micheli y Rubio (2006), de siete libros analizados por estas autoras la ecuacion de la recta de regresion aparece



Unicamente en cuatro, la estimacién de valores en cinco y la valoracion de la bondad de las mismas en tres. En
cuanto a procedimientos de ajuste de otros modelos de regresion no lineales, los resultados son similares a los
Nuestros.

Tabla 2. Procedimientos de anélisis de regresion
Procedimientos H1 H2 H3 H4 H5 H6 H7 H8
P1.Ajuste de la recta de regresion X X X X X X X
P2.Ajuste de otros modelos de regresion
P3.Célculo del coeficiente de determinacion
P4.Valorar la bondad del ajuste del modelo de regresion
P5.Determinar una prediccion
P6.Valorar la fiabilidad de la prediccion

X X X X

T1 T2 T3 T4 TS5 T6 T7 T8

P1.Ajuste de la recta de regresién X X X X X X X X
P2.Ajuste de otros modelos de regresion X
P3.Célculo del coeficiente de determinacion X X
P4.Valorar la bondad del ajuste del modelo de regresion X X X
P5.Determinar una prediccion X X
P6.Valorar la fiabilidad de la prediccion X X X X

5.3.CONCEPTOS

En primer lugar describiremos todos los conceptos implicados en el tratamiento de la regresion hallados en el tema,
en cada uno de los textos analizados. Seguidamente analizamos la forma en que se describe o presenta el concepto,
gue puede ser mediante ejemplos (E), usualmente utilizando implicitamente una definicién operacional, o mediante
una definicion explicita formal; que de acuerdo a Sfard (1991) puede ser operacional (O) o bien estructural (S), o
bien mezclando varios de estos tipos de definiciones. Se ha tenido también en cuenta si los ejemplos se proponen
antes de la definicién, como es sugerido por Skemp (1993). Cada concepto tendra un cédigo C1 a C6.

C1. Variable dependiente e independiente. En la expresion Y = f(x), los valores de la variable independiente x seran
fijados; la variable dependiente Y es la que tratamos de predecir mediante un modelo, por ejemplo, la recta de
regresion. Su diferencia ocupa un lugar central en la regresion (Estepa, 1994), con objeto de expresar una variable en
funcion de otra. Una definicion explicita se encuentra en [H8]: “La variable dependiente es aquella que se quiere
estimar, y la variable que se utiliza para ello se denomina variable independiente” (p. 254). Implicitamente se
describe este concepto al resaltar que existen dos rectas de regresion.

C2. Regresioén. Se conoce como tal el método que permite elegir, dentro de una familia de funciones, la que mejor se
ajusta a un conjunto de datos, siguiendo ciertos criterios; por ejemplo, la recta de regresién es, entre todas las
funciones lineales, la que mejor se ajusta a los datos, cuando el criterio es minimizar la suma de los cuadrados de las
desviaciones de los datos a la recta. Este concepto suele tratarse de modo implicito. Una definicion explicita es: “Al
analisis que pretende determinar la curva que mejor aproxima un diagrama de dispersion se le llama regresion”
([H3]: 226).
C3. Modelos de regresion. En regresion consideraremos un modelo a cualquier funcion de ajuste, pues, como todo
modelo matematico permite representar en forma simplificada (mediante una ecuacion) el fenémeno en estudio. El
concepto de modelo es fundamental en el tratamiento de la regresién, pues permite diferenciar la funcién de ajuste
(modelo) de los datos observados. Sin embargo, raramente aparece explicitado en los textos. En algunos casos, no se
define pero queda implicito, por ejemplo:

Si existe una correlacion fuerte entre las variables X e Y, el analisis de la regresion permite encontrar la ecuacion de la

funcién matematica que mejor se ajusta a la nube de puntos. Esta puede ser una recta, una parabola, una exponencial,

una cubica, etc. ([H4]: 226).

La situacion es parecida a la descrita por Lavalle, Micheli y Rubio (2006), donde s6lo dos de los siete textos
incluyen esta idea. Otros textos plantean tareas donde el modelo de ajuste mas indicado es no lineal, sin definir la
idea de modelo, al igual que en cinco de los libros analizados por Sdnchez Cobo (1999).



C4. Coeficientes de regresion lineal. Una vez decidido utilizar el modelo lineal de regresion, es necesario
determinar los parametros de la recta de regresion, es decir, la ordenada en el origen y la pendiente. Las pendientes
de las rectas de regresion se conocen como coeficientes de regresion lineal. Existen dos coeficientes de regresion
que corresponden a las pendientes de las dos rectas de regresion asociadas a cada conjunto de datos. Sanchez Cobo
(1999) no los analiza. En nuestro estudio, algunos libros los definen en forma parcialmente correcta pues sélo
definen el coeficiente de regresion de Y sobre X:

- O _
La recta que hace minima la suma Zdiz tiene por ecuacion: y = y+—X2y( - x)
X

Se llama recta de regresion de Y sobre X. A la pendiente, % , se la llama coeficiente de regresion ([H1]: 230).
2
O-X

C5. Rectas de regresion. Todos los textos analizados la definen y describen el método de minimos cuadrados. Se
encuentran también enunciados imprecisos como el siguiente donde no se indica cuél es la variable dependiente y
cual la independiente.

La tabla adjunta da los alargamientos de una barra metalica por efecto de cambios en la temperatura. Calcular la recta
de regresion y hacer algunas estimaciones ([H1], p.231).

Tan sélo [H8] alude a la influencia de los datos atipicos sobre la recta de regresion y sugiere en estos casos usar la
metodologia de Tukey para obtener la recta de regresion respecto a la mediana. En cuanto a la utilidad predictiva de
la recta de regresion, sélo la mitad de los textos analizados la resaltan. Estos resultados coinciden con los de Sanchez
Cobo (1999), quien sefala que se suele incluir el procedimiento de ajuste a los datos (siete de los once textos) sin
discutir su utilidad predictiva (tres de los once textos). Aparentemente, la finalidad de la recta de regresion es
calcularla, sin utilizarla posteriormente.

C6. Bondad de ajuste. Coeficiente de determinacion. Estas nociones, ya descritas, ayudan al estudiante a dotar de
significado al andlisis de regresion. A pesar de ello, los textos analizados no suelen definirlos; tan s6lo encontramos
estas definiciones en [H5] y [H6], siendo parcial en [H6], que define la bondad de ajuste, pero no el coeficiente de
determinacion. Por otro lado, se presenta en forma confusa la diferencia entre fiabilidad del modelo y fiabilidad, que
no son nociones equivalentes. La primera se refiere a la fiabilidad global de la prediccidn y la segunda se reduce a la
de un punto particular.

En la Tabla 3 se resume la forma de definicion de estos conceptos, observando un predominio de definiciones
acompafiadas de ejemplos, siguiendo entonces las recomendaciones de Skemp (1993) y Joyce y Weil (1996). Las
excepciones son los conceptos de coeficiente de regresion y variable dependiente e independiente, cuya definicion
no se suele acompafiar de ejemplos.

La recta de regresién se define en todos los libros, acompafiada de ejemplos; en la mitad de los textos estos ejemplos
se presentan antes de la definicién y en el resto después de la misma. Generalmente se introduce de modo
estructural, describiendo sus propiedades y caracteristicas (Sfard, 1991). Los ejemplos presentados se apoyan
graficamente en diagramas de dispersion, a los que se afiade la recta de minimos cuadrados y con algunas
representaciones que resaltan la diferencia entre las coordenadas de los puntos observados y las estimadas por
medio de la recta (Ver ejemplo en Figura 2). Estos graficos permiten también mostrar la tendencia de la variacion
conjunta. Finalmente, se ofrece la definicién operacional de la misma, introduciendo las ecuaciones de las rectas.
Esta misma tendencia se observa en la investigacion de Sanchez Cobo (1999), donde por lo general, la recta de
regresion se introduce mediante ejemplos en que el diagrama de dispersién muestra la recta de ajuste a los datos.
Ademas, se muestran los dos tipos de definicidn, estructural y operacional, mientras en otros conceptos se limitan a
uno de estos tipos de definiciones.
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Figura 2. Coordenadas observadas de los puntos en el diagrama de dispersion y valores estimados mediante la recta
de regresion ([T5]: 364)

Tabla 3. Conceptos asociados a la regresion y forma de introduccién

Conceptos H1I H2 H3 H4 H5 H6 H7 HS8
C1l.Variable dependiente e independiente @) )
C2.Regresion ES SE

C3.Modelos no lineales de regresion SOE SOE
C4.Rectas de regresion ESO EOS SO SOE SOE SOE SOE SO
C5.Coeficientes de regresion O SO O

C6.Bondad de ajuste. Coef. de determinacion SOE OE

TL T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8

C1l.Variable dependiente e independiente 0O

C2.Regresion ES SE

C3.Modelos no lineales de regresion SOE SOE

C4.Rectas de regresion ESO EOS SO SOE SOE SOE SOE SO
C5.Coeficientes de regresion O SO O

C6.Bondad de ajuste. Coef. de determinacion SOE OE SOE

E= Definicion mediante ejemplo; O = Definicion operacional, S =Definicidon estructural

El concepto general de regresion o la variable dependiente e independiente apenas se definen, en unos pocos textos.
Igual ocurre con la bondad del ajuste y los coeficientes de regresién; estos ultimos con un tratamiento meramente
operacional de la regresién, pudiendo asi olvidar la importancia de sus aspectos estructurales y con ello, un
aprendizaje mas significativo.

5.4.PROPIEDADES

Los libros de texto suelen presentar atributos o propiedades de los conceptos definidos, cuya naturaleza es
epistémica, y por tanto institucional. Se han encontrado las siguientes (designadas como P1 a P11):

P1. La recta de regresion hace minima la suma de los cuadrados de las desviaciones de los puntos de la
distribucién bidimensional a la recta (diferencia de ordenadas o diferencia de abscisa, segun la recta de regresion
gue se trate). Todos los textos la incluyen, generalizando asi una propiedad de la media que los alumnos ya conocen
(la media es el valor que minimiza la suma de desviaciones de los datos).

P2. Existen dos rectas de regresion diferentes. En todos los textos se indica implicitamente que hay dos rectas de
regresion diferentes, aunque algunos lo hacen explicito. Como Sanchez Cobo (1999), creemos que si se presenta esta
propiedad se podria prevenir que los estudiantes obtuvieran una de las rectas despejando la variable de la otra recta
calculada previamente, lo cual es un error. Se indica generalmente que la estimacion de cada variable se realiza con
su correspondiente recta de regresion. Algunos textos sefialan que si el coeficiente de correlacién es proximoa 1 o -
1, se puede utilizar una Unica recta de regresion para predecir cualquiera de las variables del estudio. Un ejemplo de
esta propiedad es:

Las rectas de regresion de Y sobre X y de X sobre Y son distintas, por eso hay que saber qué variable es la dependiente,
pues X e Y no son intercambiables. (Es posible que tenga sentido deducir la variable Y a partir de la X, mientras que
deducir la X a partir de la Y carezca de significado) ([H5]:.258).

P3. Propiedades del coeficiente de determinacién y varianza explicada. La principal propiedad que se introduce es
que el coeficiente de determinacién informa de la fiabilidad del ajuste lineal. Otros textos analizan la relacion del
coeficiente de determinacion con la proporcion de varianza de la variable dependiente explicada por la recta:



En ocasiones, con el fin de calcular la calidad o bondad del ajuste realizado mediante la recta de regresion y, por tanto,
la fiabilidad de las predicciones que con ella se puedan realizar, se utiliza la expresion (r’100) % que nos da el
porcentaje en el que la variable Y se justifica por el valor de la variable X ([H6]: 185).

P4. La recta de regresion permite estimar valores de la variable dependiente a partir de la independiente. Las
estimaciones obtenidas con la recta de regresion son aproximaciones, en términos de probabilidad, al valor real. No
se suele resaltar el caracter aproximado de la estimacién, aunque en la mayoria de los libros se usa de modo
implicito, pues se indica que, al contrario que en la dependencia funcional, para cada valor de la variable
independiente, corresponden varios valores de la dependiente, siendo el valor proporcionado por la recta de
regresion el promedio de todos ellos. Asi:

Las estimaciones siempre se realizan aproximadamente y en términos de probabilidad: es probable que si x = x,

entonces y valga, aproximadamente, Y (X,) ([H1], p-230).

P5. La recta de regresion pasa por el centro de gravedad de la distribucion. Es decir, el punto que tiene como
coordenadas las medias de las dos variables (x, y)es un punto incluido en la recta y por tanto satisface su ecuacion.
En el estudio de Sanchez Cobo (1999), siete de los once textos citan esta propiedad, aunque dos lo hacen de modo
implicito. En nuestro estudio aparece en la mayoria de los textos.

P6. Las estimaciones con la recta de regresion son mejores en valores cercanos a la media de la variable
independiente. Un ejemplo es: “Las predicciones obtenidas para valores proximos al punto medio de la distribucion
son mas fiables que las obtenidas para valores muy alejados” ([H3]: 227). No suele aparecer en muchos textos ya
que, por lo general, la fiabilidad de la prediccidn se juzga por la proximidad del coeficiente de correlaciona 1 o -1,
aunque esta condicidn es insuficiente.

P7. La fiabilidad de la prediccidn con la recta de regresién aumenta con el tamafio de muestra. Se presenta en
pocos de los textos analizados a pesar de su utilidad. Un ejemplo es: “La fiabilidad aumenta al aumentar los datos.
Una recta obtenida a partir de pocos datos genera grandes riesgos, aunque r sea muy alto”. ([H5]: 260).

P8. Intensidad de correlacion y angulo de las rectas de regresion. Dependiendo de si las variables presentan
dependencia funcional o independencia, las rectas de regresién son coincidentes o perpendiculares, respectivamente.
No es muy habitual encontrar esta propiedad geométrica sobre el angulo que forman las rectas en funcion del valor
del coeficiente de correlacion.
P9. Recta de regresion, covarianzay correlacion. Se interpreta la covarianza segun la proximidad de los puntos a la
recta de regresion, y se relaciona el signo y los coeficientes de regresion, o pendiente de las rectas de regresion. En
el estudio de Sanchez Cobo (1999) ninguno de los textos los incluye:
Segun donde esté situado (x;,y;) respecto a (x,y), el area (x; —x)-(y; — y) Seré positiva o negativa. Si los puntos
estdn proximos a una recta de pendiente positiva, los sumandos son casi todos positivos y la covarianza es grande
([H1]: 228).

De la pendiente de la recta de regresion se puede deducir igualmente el signo de la correlacion:

Si la pendiente de la recta de regresién es positiva 0 negativa, la correlacion se llama positiva 0 negativa,
respectivamente ([H1]: 227).

P10. El producto de los dos coeficientes de regresion es r®. Esta proposicion se encuentra en la mayoria de los
textos, y también en los de Sanchez Cobo (1999).

P11. Relacion entre las estimaciones con la recta de regresion y el coeficiente de correlacion. La mayoria de los
textos relacionan ambos conceptos como por ejemplo:

La fiabilidad de los célculos obtenidos mediante las rectas de regresion sera tanto mayor cuanto mayor sea el valor
absoluto del coeficiente de correlacion lineal r.

Si r estd muy préximo a cero, no tiene sentido realizar ninguna estimacion o prevision.
Sirestapréximoaloa-1, los valores reales seran, probablemente, proximos a nuestras estimaciones.
Sir=1o0r=-1, los valores reales coincidiran con las estimaciones efectuadas ([H4]: 226)



En la Tabla 4 presentamos un resumen de las propiedades que se incluyen en el tema. Todos los textos menos [H4] y
[T4] incluyen la propiedad de que la recta de regresion es aquella que minimiza la suma de cuadrados, que
igualmente se presenta en la investigacion de Sanchez Cobo (1999) en diez de los once textos que analiza.
Igualmente, la mayoria de los textos indican la posibilidad de realizar predicciones a partir de ella (s6lo la omiten
[H8] y [T8]), y la existencia de dos rectas diferentes de regresion se presenta en la mayoria. Observamos diferencia
en los textos, desde algunos que incluyen casi todas las propiedades citadas (como [H3] y [T3]) hasta otros como
[H4] y [T4] que presentan pocas. Son también estos dos textos los Unicos que omiten que el centro de gravedad es
un punto de la recta de regresion y la relacion entre la fiabilidad y proximidad del punto a dicho centro de gravedad.

La relacion que menos se establecen se refieren a la discusion de la importancia del tamafio de la muestra en el
ajuste del modelo predictivo. El resto de propiedades también aparece con baja frecuencia.

Tabla 4. Propiedades de la regresion

H1 H2 H3 H4 H5 H6 H7 H8
PR1. Propiedad de minimos cuadrados X X X X X X X
PR2. Dos rectas de regresion diferentes X X X X
PR3. Porcentaje de varianza explicada (r?)
PR4. Estimacion usando la recta de regresion
PR5. Centro de gravedad y recta de regresion
PR6. Fiabilidad de la estimacion y centro de gravedad
PR7. Fiabilidad de la estimacién y tamafio muestral
PR8. Intensidad de correlacién y angulo de las rectas
PR9. Recta de regresion, correlacion y covarianza
PR10. Producto de los coeficientes de regresion
PR11.Coficiente de correlacion y fiabilidad de prediccién

x
X X X X X X X X
X X X X X X
X X X X X
x

X X X X

T1 T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8

PRL1. Propiedad de minimos cuadrados X X X X X X X
PR2. Dos rectas de regresion diferentes X X X X X X
PR3. Porcentaje de varianza explicada (r2) X X

PR4. Estimacion usando la recta de regresién X X X X X
PR5. Centro de gravedad y recta de regresion X X X

PR6. Fiabilidad de la estimacion y centro de gravedad X X X X X X
PRY7. Fiabilidad de la estimacion y tamafio muestral X X

PR8. Intensidad de correlacién y angulo de las rectas X X X
PR9. Recta de regresion, correlacion y covarianza X X X X

PR10. Producto de los coeficientes de regresion X X X
PR11.Coficiente de correlacion y fiabilidad de prediccibn x X X X X X X

No encontramos diferencias en los textos dirigidos a cada modalidad, salvo en [H8] y [T8], siendo éste Gltimo
mucho mas completo en cuanto a las propiedades que incluye. La razon principal es que este texto define el
coeficiente de determinacidn, por lo que incluye mas propiedades referidas a la regresion.

6. CONCLUSIONES

El andlisis realizado permite cumplir el objetivo de este trabajo, que fue caracterizar la presentacion de la regresion
en los libros de texto espafioles de Bachillerato. Para ello se han analizado los campos de problemas,
procedimientos, conceptos y propiedades, comparando entre textos de la misma modalidad de Bachillerato y entre
las dos modalidades.

Todos estos andlisis completan los estudios previos. Ademas de actualizar el estudio de Sanchez Cobo (1999),
nuestro trabajo estudia en forma diferenciada los conceptos y propiedades, encontrando dos que no aparecen en los
textos analizadas por este autor: la relacion entre signo de la covarianza, correlacion y la pendiente de las rectas de



regresion y el hecho de que el producto de los dos coeficientes de regresion es igual al coeficiente de correlacion al
cuadrado. Lavalle, Micheli y Rubio (2006) no analizan las propiedades incluidas en los textos y ademas su estudio
se ha realizado sobre textos argentinos. Otro punto original en nuestro trabajo es la clasificacién de las definiciones
los conceptos siguiendo la propuesta de Sfard (1991) (estructural u operacional).

Completamos nuestros trabajos previos sobre las variables incluidas en las situaciones problema de correlacion y
regresion (Gea, Batanero, Cafadas y Contreras, 2013), la distribucién de datos bidimensional (Gea, Batanero,
Fernandes y Gdmez, 2014) y el lenguaje de la correlacion y regresion (Gea, Batanero, Arteaga, Cafiadas y Contreras,
2014). En ninguno de ellos se analizan los conceptos, propiedades y procedimientos ligados a la regresion.

Los resultados de nuestro estudio muestran que los textos contemplan los dos campos de problemas considerados en
el andlisis; siendo aproximadamente la mitad de los problemas, ejercicios y actividades propuestas dirigidas a ajustar
un modelo de regresién y el resto a realizar estimaciones con dicho modelo. Consecuentemente, todos los textos
incluyen los procedimientos de ajuste de la recta de regresion por el método de minimos cuadrados y los necesarios
para realizar calculo de predicciones y valorar la fiabilidad de la prediccion de valores aislados de los datos.

También hemos encontrado algunas carencias que resumimos a continuacion y que nos permiten dar una serie de
recomendaciones para mejorar la presentacion de la regresion en los libros de texto.

e Una primera recomendacion seria incluir los procedimientos de calculo del coeficiente de determinacion, asi
como su interpretacion, tanto para valorar la bondad global del ajuste del modelo como para medir el porcentaje
de varianza explicado por la regresion. Son muy pocos los libros que incluyen estos procedimientos, que
consideramos fundamentales para comprender la utilidad de la regresion.

e Sugerimos también ampliar el nimero de conceptos que se definen explicitamente en los textos, donde hemos
encontrado muy pocas definiciones, exceptuando la de la recta de regresiéon. Una explicacion de esta escasez de
definiciones podria ser la amplitud que se dedica en los textos al estudio de la correlacién. Pensamos que es
importante que los textos den la relevancia debida a la regresidn, pues una vez aceptada una correlacion entre las
variables, la verdadera utilidad de la misma esta en tratar de ajustar un modelo de regresion a los datos.
Recomendamos consecuentemente incluir las definiciones de regresion, modelo de regresién, modelos no
lineales y coeficientes de regresion, que sélo son incluidos en algunos libros.

e Recomendamos, cuando sea posible, dar relevancia a la definicion estructural de los conceptos pues
encontramos, en los conceptos que se definen, un énfasis en los aspectos operacionales, sin poner atencion al
significado y aspectos interpretativos.

e Seria util que las propiedades de la regresién se expliciten en los textos. En general, los textos analizados cubren
todas las propiedades importantes relativas a la regresién; la variedad y cantidad de estas propiedades y
relaciones muestra la gran complejidad semidtica del tema. Sin embargo, la mayoria de las veces las
propiedades no se discuten explicitamente, sino que Unicamente se presentan implicitamente y pueden quedar
ocultas para el estudiante. Asi, por ejemplo, se presentan los calculos para determinar cada una de las rectas de
regresion, pero no se analizan a fondo las propiedades que relacionan la regresion con la correlacion o el
significado de los coeficientes de regresion.

e Seria importante, en particular, que los libros resalten la relacion entre coeficiente de correlacion y regresion
lineal para que los estudiantes lleguen a comprender que es posible un coeficiente de correlaciéon bajo o
moderado en un diagrama de dispersion de dependencia alta pero no lineal (por ejemplo, parabdlica).

Finalizamos indicando que el libro de texto es s6lo una de las herramientas que el profesor usa en su labor docente;
el impacto sobre el aprendizaje del estudiante depende no sélo del mismo libro, sino de los conocimientos previos
del estudiante, asi como de la forma que el profesor usa el texto en el aula (Lowe y Pimm, 1996). En este sentido, es
importante que las propiedades y relaciones entre conceptos no se presenten de forma apresurada, sino que el
profesor en la clase organice un debate y reflexion en torno a las mismas. Este serd el modo de conseguir un
aprendizaje significativo, para evitar posibles errores como no diferenciar las dos rectas de regresion (Sanchez Cobo,
1999) y las concepciones incorrectas identificadas por Estepa (1994).
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