RELACION ENTRE LOS SIGNIFICADOS
CLASICO Y FRECUENCIAL DE LA
PROBABILIDAD: UN ESTUDIO CON FUTUROS
PROFESORES

Rafael Eduardo Parraguez Angulo

Trabajo Fin de Master
Master en Didactica de la Matematica
2016

Universidad de Granada
Facultad de Ciencias de la Educacion
Departamento de Didactica de la Matematica

Tutoras:
Dra. Carmen Batanero Bernabeu

Dra. M* Magdalena Gea Serrano



AGRADECIMIENTOS

Desde que fui un estudiante de Licenciatura en educacion matematica, y luego, ya
como profesional titulado, deseaba y sofiaba seguir mis estudios de post grado en el
area de la didactica de la matematica, y mas aun, en Espafia, un pais en un continente
tan lejano. No fue facil el camino, el estar lejos de mi pais, familia, amigos, hacian que
esto fuese mas dificil. Pero hoy estoy cerrando este ciclo en mi vida, y debo agradecer a

muchas personas que de algin modo me apoyaron para concretar este suefio.

En primer lugar, a la Doctora Carmen Batanero Bernabeu, por confiar en mi,
guiarme y apoyarme para concretar este trabajo. Muchas gracias profesora, por su ayuda

y todo lo que me ensefid en este tiempo aqui en Granada.

A la Doctora Maria Magdalena Gea Serrano, por sus consejos y ayuda en la

correccion de este TFM.

A todos los profesores del Master en Didactica de la Matematica de la
Universidad de Granada, por todos los conocimientos entregados en cada uno de los

cursos impartidos.

A mi familia, que a pesar de la distancia, me enviaban sus buenos deseos y apoyo

incondicional desde Chile.

A mi amigo Danilo Diaz Levicoy, por ayudarme y aconsejarme en todo este

proceso estudiantil.

A mi compaiero y amigo Cristian Ferrada, Norma su esposa, Laurita, Joaquin y

Mariano sus hijos, por ser mi familia aqui en Granada.

A mis amigos de la vida, aquellos que conoci en este lugar y fueron parte de este
proceso, en especial a: Caro, Cami, Ronald, Carito, Nicolds G, Rubén, Federica, Nico
Panda, Seba, Valeria, Valeska, Dafne, Magdalena, Lara, Tere, Pauli, Cota, Eli, Simén y

Lucy. Gracias por aceptarme y ser mis amigos en este lugar del mundo.
Y por supuesto a Dios porque jamas me ha dejado solo en el caminar de mi vida.
A todos ustedes.
Gracias.

Rafa.



INTRODUCCION

1. PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1. Introduccion

1.2. Marco teorico

1.2.1. Significados institucional y personal de los objetos matematicos
1.2.2. Configuraciones de objetos que intervienen en las practicas matematicas
1.3. Los significados cléasico y frecuencial de la probabilidad

1.3.1. Significado clésico

1.3.2. Significado frecuencial

1.4. La probabilidad en la educacion primaria en Espaiia

1.5. Objetivos del trabajo

1.6. Hipotesis

2. FUNDAMENTOS

2.1. Introduccién

2.2. Algunos modelos del conocimiento del profesor

2.2.1. Modelos del conocimiento del profesor en el EOS

2.3. Antecedentes

2.3.1. Investigaciones sobre la dimension matematica del conocimiento de la
probabilidad

2.3.2. Investigaciones sobre la dimension didéactica del conocimiento de la
probabilidad

2.3.3. Investigaciones sobre experiencia de formacion de profesores

3. ESTUDIO DE EVALUACION CON FUTUROS PROFESORES
3.1. Introduccion

3.2. Metodologia

3.2.1. Muestra y contexto educativo

3.2.2. Tareas planteadas

3.2.3. Método de analisis de datos

3.3. Resultados

3.3.1. Analisis del juego desde el significado clasico

O o0 O L i W

10
12
14
18
19

20
20
20
23
24
25

28

33

35
35
35
35
37
48
48
49



3.3.2. Comparacién con datos obtenidos en la repeticion del experimento
3.3.3. Estimacion del valor esperado mediante el enfoque frecuencial
3.3.4. Comparacion de los significados clasico y frecuencial

3.3.5. Comprension de la idea de simulacion

3.4. Conclusiones

4. CONCLUSIONES
4.1. Introduccion
4.2. Conclusiones respecto a los objetivos e hipotesis

4.3. Posibles puntos para completar el trabajo

REFERENCIAS

ANEXO. Comunicacion aceptada para presentacion en EDEPA V

55
59
63
65
69

72

72

72

75

77

82



INTRODUCCION

Un cambio importante que se ha producido en el curriculo de educacion primaria
en la ultima década es la incorporacion de contenidos de probabilidad desde el primer
ciclo (por ejemplo, en NCTM, 2000 o MEC, 2006). La principal razén que apoya este
cambio es que vivimos en un mundo con fuerte presencia del azar, por lo que hemos de
preparar a los nifios para afrontar dichas situaciones y tomar decisiones correctas. Asi,
autores como Gal (2005) reclaman la alfabetizacion probabilistica de todos, como
conjunto de conocimientos, capacidades y actitudes que permiten al ciudadano
desenvolverse frente a los fendmenos aleatorios.

Pero la ensefianza de la probabilidad a los nifios no es tarea sencilla. En sus
investigaciones, Fischbein (1975) resalt6 la fuerza de las intuiciones probabilisticas, y
sugirid que dichas intuiciones no se desarrollan correctamente, a menos que la
ensefianza sea adecuada.

Serd entonces necesario proporcionar una formacion adecuada a los futuros
profesores que han de impartir estos contenidos. Dicha formacion ha de considerar las
caracteristicas especificas de la probabilidad, y ha de englobar su conocimiento
matematico, ademas del conocimiento didactico sobre la misma.

En este trabajo de iniciacion a la investigacion, nos hemos interesado por esta
problematica y mas concretamente, por analizar la forma en que los futuros profesores
de educacion primaria relacionan los significados clasicos y frecuencial de la
probabilidad y las dificultades que puedan tener en diferenciar dichos significados y
ponerlos en relacion.

Al ser un trabajo limitado, tanto por el tiempo disponible, como por la extension
fijada para este documento en las directrices para su elaboracion, nos limitamos a un
estudio exploratorio sobre una muestra pequeia de estudiantes.

La parte principal del estudio consiste en el andlisis de las respuestas escritas a
una actividad practica resuelta por una muestra de estudiantes de Magisterio,
especialidad de educacion primaria. Dicha actividad se ha tomado de un trabajo previo
de Rivas y Godino (2015), quienes también la utilizaron en la formacion de profesores.
Nuestro andlisis completa el suyo, puesto que en la experiencia de los autores citados la
actividad fue realizada en la pizarra por el profesor, y en su trabajo se describe este
proceso de resolucion colectiva, junto con las sugerencias esporadicas de alumnos

aislados.



En nuestro caso, estudiaremos las respuestas en un pequeio grupo de estudiantes

que las resuelven individualmente por escrito y las compararemos con otro grupo que

las resuelven trabajando en parejas. Los resultados se presentan en el Capitulo 3 de esta

memoria. Dicho estudio de evaluacion se completa con dos capitulos de tipo tedrico:

En el primero de ellos comenzamos con la justificacion del interés del trabajo, la
descripcion del marco teodrico utilizado, el analisis de los significados clasico y
frecuencial de la probabilidad y del curriculo de probabilidad espafiol para la
educacion primaria; finalizando con la exposicion de los objetivos y las hipotesis de
la investigacion.

En el segundo capitulo se describen los fundamentos que la sustentan. Se comienza
por exponer algunos modelos sobre el conocimiento del profesor utilizados en
educacion estadistica y el propio del enfoque ontosemiotico. A continuacidn, se
utiliza este ultimo para clasificar la investigacion sobre formacion de profesores
para ensefiar probabilidad. Se finaliza con la descripcion de algunas investigaciones
sobre experiencia de formacion de profesores.

Con todo ello completamos, aunque sea en forma breve y limitada, un proceso

completo de investigacion, identificando un problema, justificdndolo, fundamentandolo,

recogiendo y analizando datos y finalmente aportando nuestras conclusiones. Se

recogen al final de la Memoria las conclusiones y referencias, junto con una

comunicacion que sintetiza el trabajo y que ha sido aceptada para presentacion en el V

EDEPA, que se celebrara en Diciembre de 2016 en Cartago, Costa Rica.



CAPITULO 1. PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1. INTRODUCCION

Para comenzar la Memoria, en este capitulo se precisa el problema de
investigacion abordado y se justifica su interés didactico. Como hemos indicado, nos
interesamos por las dificultades que los futuros profesores de educacion primaria
presentan al diferenciar y relacionar los significados clasico y frecuencial de la
probabilidad.

Comenzamos el capitulo con una descripcion del marco teorico utilizado,
consistente en algunos elementos del enfoque ontosemiotico propuesto por el profesor
Godino y sus colaboradores (Godino, 2002; 2003; Godino y Batanero, 1994: Godino,
Batanero y Font, 2007). A continuacién se realiza una descripcion muy resumida de los
significados de la probabilidad abordados en el trabajo, analizando su importancia para
la ensefanza y la controversia filosofica relacionada con dichos significados.
Seguidamente describimos la forma en que la probabilidad se contempla en el curriculo
de educacion primaria en Espana, para justificar la necesidad de que lo futuros
profesores alcancen una comprension suficiente de los significados clasicos y
frecuencial de la probabilidad.

Finalmente planteamos los objetivos e hipdtesis del trabajo y la forma en que se

trata de alcanzar los citados objetivos.

1.2. MARCO TEORICO

En este apartado del trabajo de fin de master, analizamos los significados
institucionales y personales de los objetos matematicos, elementos del enfoque onto-
semiotico sobre el conocimiento y la instruccion matematica (EOS). Dicho enfoque
asume que el conocimiento matematico surge de las practicas realizadas por personas o
en instituciones para resolver problemas de matemadticas (Godino, 2002; 2003; Godino
y Batanero, 1994; Godino, Batanero y Font, 2007). En el caso de la probabilidad, puesto
que tanto los problemas, como las practicas asociadas a los enfoques cléasico y
frecuencial son diferentes, nos permite considerarlos como significados parciales del

objeto matematico probabilidad (Batanero y Diaz, 2007).



1.2.1. SIGNIFICADOS INSTITUCIONALES Y PERSONALES DE LOS
OBJETOS MATEMATICOS

Los objetos matematicos, que, como se ha dicho, surgen del conjunto de practicas
de la actividad matematica, se conciben como simbolos de unidades culturales que
nacen de los usos que hacen de los mismos las personas e instituciones y que
evolucionan con el paso del tiempo en la actividad de resolucion de problemas (Godino,
2002; 2003).

Segun Godino y Batanero (1994) las practicas matematicas se definen como las
actuaciones o expresiones que realiza una persona o se llevan a cabo dentro de una
institucion para resolver un problema matematico, comunicar la solucion y generalizarla
a otros problemas o contextos. Estas practicas pueden ser personales o institucionales.
Las practicas institucionales son las realizadas por un grupo de personas interesadas en
resolver una misma situacion problematica.

El significado de un objeto matemadtico seria el conjunto de practicas asociadas a
la resolucion de problemas prototipicos de dicho objeto. Por ejemplo, a la pregunta
(Qué significa probabilidad?, el EOS la responde como el sistema de practicas utilizado
por una persona, o institucion, para resolver situaciones problematicas en donde existe
la necesidad de cuantificar la incertidumbre de un suceso y de las que surge el objeto
matematico probabilidad. Como se ha descrito anteriormente, histéricamente ha sido
posible diferenciar varios significados asociados al objeto matematico probabilidad
(Batanero y Diaz, 2007) y en nuestro trabajo consideraremos el significado cléasico y el
frecuencial. En el primer caso, la probabilidad surge de las practicas realizadas en
resolucion de problemas relacionados con los juegos de azar, donde los sucesos
elementales son equiprobables. En el segundo, del estudio de las frecuencias relativas en
series largas de ensayos de un mismo experimento, como por ejemplo, para fijar polizas
de seguros de vidas o estimar la esperanza de vida de una persona.

Segun Godino y cols. (Godino, 2003; Godino, Batanero y Font, 2007) en el
significado institucional de un objeto matematico se distinguen, a efectos de llevar a
cabo una investigacion, los siguientes tipos:

e Referencial: es el sistema de practicas considerado por el profesor o el investigador
para la elaboraciéon de una investigacion o de una programacion de aula. Para
determinarlo, se utilizardn las fuentes necesarias, ya sea, libros de texto,
orientaciones curriculares, objetivos institucionales y experiencias propias. Con esto

se obtiene un significado global del objeto matematico, su origen, evolucion, los
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contextos en los que se utiliza, etc. Para el caso de la probabilidad, el significado
referencial seria la unién de los diferentes significados clasico, frecuencial,
axiomatico, subjetivo, etc. descritos en trabajos de sintesis como Batanero (2005),
Batanero y Borovcnik (2016), Batanero, Chernoff, Engel, Lee y Sanchez (2016) o
Batanero y Diaz (2007).

Pretendido. es el sistema de practicas plasmado en la planificacion del proceso de
ensefianza y aprendizaje que se realizara sobre cierto objeto matematico. O bien, el
que se pretende investigar en un trabajo de investigacion.

Implementado: es el sistema de practicas efectivamente desarrollado por el profesor
en la clase de matematicas, el que utilizé con el estudiante para el estudio del objeto
matematico y serd fundamental para el disefio de las evaluaciones que a futuro
debera rendir como parte del proceso de ensefianza — aprendizaje.

Evaluado: es el sistema de practicas que selecciona el profesor, mediante un
conjunto de tareas y/o pautas de observaciones, con el fin de evaluar el significado
personal del alumno sobre el objeto matematico estudiado. O bien, el significado

que evalua un investigador dentro de su trabajo.

Figura 1.2.1.1. Tipos de significado (Godino, 2003, p. 140)

Por otra parte, en el significado personal de un objeto matematico se distinguen

los siguientes tipos:



Global: es el sistema de practicas que un estudiante puede ser capaz de realizar,
respecto a un determinado objeto matematico.

Declarado: es el sistema de practicas que un estudiante pone de manifiesto en una
evaluacion, como por ejemplo, la propuesta por su profesor.

Logrado: es el sistema de practicas, que hubiera puesto de manifiesto el estudiante,
que se consideran correctas por la institucion.

En la Figura 1.2.1.1 se pueden observar los tipos de significado implicados en el

proceso de ensefianza y aprendizaje, donde, en la ensefianza de un objeto matematico, el

estudiante participa en una comunidad de practicas en el que se apropia del significado

institucional. En nuestro estudio consideraremos el significado evaluado en el

instrumento utilizado y el significado declarado por el estudiante, diferenciando en este

el logrado, del no logrado.

1.2.2. CONFIGURACIONES DE OBJETOS QUE INTERVIENEN EN LAS

PRACTICAS MATEMATICAS

En nuestro trabajo también nos interesamos por los diferentes tipos de objetos

que, de acuerdo a Godino, Batanero y Font (2007), juegan un papel fundamental en las

practicas realizadas al resolver problemas matematicos y que son los siguientes:

Situaciones-problemas: como hemos dicho, su resolucion lleva a las
correspondientes practicas matematicas. En el caso de la probabilidad, dichos
problemas pueden referirse a la estimacion de resultados o apuesta justa en juegos
de azar, la prevision de esperanza de vida, de consumo o de cualquier otra variable
aleatoria, etc.

Lenguajes: en la resolucion de problemas es necesario utilizar palabras, simbolos o
representaciones graficas o tabulares para poder operar con los datos del problema y
expresar su solucion; estas representaciones también tienen un papel operatorio, ya
que, con frecuencia, operamos con ellas.

Conceptos: son los objetos matematicos que se utilizan implicita o explicitamente
en la resolucion de una actividad matematica y se pueden definir. Por ejemplo, en
nuestro caso, en las actividades propuestas a los futuros profesores pondran en juego
conceptos como aleatoriedad, casos favorables y posibles, probabilidad y frecuencia,
o valor esperado, entre otros.

Proposiciones o propiedades: ligan los conceptos y regulan las practicas que realiza



el estudiante; en nuestro trabajo puede aparecer la proporcionalidad entre
probabilidad y casos favorables, la equiprobabilidad de sucesos elementales, la
convergencia de la frecuencia relativa a la probabilidad o la aditividad de la
probabilidad de sucesos disjuntos.

e Procedimientos: son los algoritmos y técnicas de célculo que se aplican en la
resolucion de problemas. Por ejemplo, las operaciones aritméticas o la construccion
del diagrama en arbol.

e Argumentos: sirven para justificar las soluciones de los problemas o las propiedades
utilizadas en su resolucion.

Los anteriores objetos matematicos estan relacionados, entre si, formando

configuraciones de objetos, que pueden ser epistémicas o cognitivas segun se refieran a

una institucion o a una persona.

1.3. LOS SIGNIFICADOS CLASICO Y FRECUENCIAL DE LA
PROBABILIDAD

Una vez expuestas las ideas tedricas que nos sirven de base, en esta seccion las
utilizamos para analizar los significados clasico y frecuencial de la probabilidad.

El concepto de probabilidad en el transcurso de tiempo ha tenido, y tiene en la
actualidad, diversas interpretaciones. Esto lo lleva a ser objeto de debate, en filosofia y
estadistica, que se centra sobre todo en su naturaleza misma, que se concibe de forma
dual, bien como una propiedad objetiva de un suceso o como un grado de creencia
personal subjetiva en la verosimilitud del mismo (Batanero, 2005; Hacking, 1995).

Dentro de los diversos significados que se derivan de estas dos visiones, en
nuestro trabajo nos centramos unicamente en las definiciones de probabilidad clésica y
frecuencial y su papel en el curriculo de educacion primaria. Cada una de ella involucra,
segin Batanero (2005) y Batanero y Diaz (2007), diferentes configuraciones de objetos
matematicos, por lo que constituyen significados diferenciados del concepto. El
aprendizaje de la probabilidad, seglin estas autoras, no puede reducirse a uno de los dos
significados, sino que ambos han de ser comprendidos por los estudiantes y en nuestro
caso, los futuros profesores, quienes deben ponerlos en relacion.

Es por ello que en este apartado del Trabajo de Fin de Master, presentamos las
definiciones de probabilidad desde estos dos puntos de vista, analizamos sus
caracteristicas y describimos las controversias producidas por cada una de ellas. Para

realizar este andlisis, utilizamos y complementamos los trabajos de Batanero (2005;
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2013), Batanero y Diaz (2007) y Gémez (2011). Otros significados de la probabilidad

que no consideramos en este trabajo se resumen en estos articulos.

1.3.1. SIGNIFICADO CLASICO

El punto de partida de la teoria de probabilidad es el estudio de los juegos de azar,
que se han practicado desde la antigiiedad en todas las culturas, tanto en occidente como
en oriente, desde muchos siglos antes de Cristo.

Esta costumbre extendida y la relevancia social de los juegos de azar a lo largo de
los siglos contrasta con el hecho de que el concepto de probabilidad sea relativamente
reciente, en comparacion con otros conceptos matematicos (Batanero, 2005; 2013;
Batanero, Henry y Parzyz, 2005; Batanero et al., 2016). No se han dado razones claras
para este desarrollo tan tardio, pues las herramientas matematicas requeridas, como el
algebra, estaban disponibles. Hacking (1995) sugiere que, ya que en las culturas
primitivas se ligaba el azar con creencias o ceremonias religiosas, no se tratd de estudiar
matematicamente estos fenomenos, puesto que se suponia que escapaban del control o
manipulacion humana.

Aunque se encuentran menciones aisladas a los juegos de azar y a la posibilidad
de obtener uno u otro resultado en documentos antiguos, la correspondencia entre
Pascal y Fermat en la década de 1650, en la cual resolvian problemas de reparto o
ganancia esperada en juegos de azar, se considera el primer estudio matematico de la
probabilidad, incluso cuando en esta correspondencia todavia no se presenta una
definicién del concepto.

Otros hitos importantes en la definicion clasica de probabilidad se encuentran en
los trabajos de Huygens (1657/1998 De Ratiociniis in Aleae Ludo) y de Jacques
Bernoulli (1713/1987 Ars Conjectandi) referidos a la ganancia esperada en un juego,
aunque tampoco en ellos se presenta una definicion de la probabilidad.

La primera definicion formal la entrega de Moivre (1718) en The Doctrine of
Chances:

Si constituimos una fraccion cuyo numerador es el numero de chances
(posibilidades) con la que el suceso podria ocurrir y el denominador el numero de
chances con las que puede ocurrir o fallar, esta fraccion sera una definicion propia
de la probabilidad de ocurrencia (p. 1).

Observamos que ninguno de los libros que hemos citado hasta este momento fue

un tratado de probabilidades en si mismo. Seguido a esto, Laplace (1814/1995) publica
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un texto sobre este tema, donde establecid la definicion que actualmente conocemos
como probabilidad clésica o regla de Laplace. Por tanto, en este momento, ya se
considera la probabilidad como un objeto de estudio en si misma. Para este autor, la
probabilidad de un suceso es “como una fraccion cuyo numerador es el nimero de casos
favorables y cuyo denominador el nimero de todos los casos posibles” (p. 28). Esta
definicion, desde su comienzo, no estuvo ajena a la controversia.

Segun Godino, Batanero y Caiiizares (1987), se trata de una definicion que no
ofrece una respuesta a la pregunta de cudl es la naturaleza de la probabilidad; sélo
describe un método para calcular las probabilidades de algunos sucesos sencillos;
aquellos cuyos elementos pueden considerarse equiprobables (Batanero, 2016). La
definicion es circular, pues el término “equiprobable” se incluye en la definicion de
probabilidad; no podemos saber qué queremos decir con la palabra “equiprobable” si la
probabilidad no se ha definido. Ademas, solo se puede aplicar esta definicion a
experimentos con un numero finito de posibilidades; ello se explica porque los
problemas de interés en ese momento eran problemas relacionados con los juegos de
azar, cuyos espacios muéstrales constan de sucesos equiprobables. Tampoco se puede
aplicar cuando no se cumple la equiprobabilidad, por ejemplo, si analizamos la
posibilidad de encestar en una canasta de baloncesto.

En la préctica de la estadistica esta definicion es muy importante, pues se usa en el
muestreo aleatorio (donde se eligen todos los elementos con la misma probabilidad) y
en el disefio experimental, donde se da la misma probabilidad de pertenecer al grupo
experimental o control a los participantes (Batanero, Henry y Parzysz, 2005).

En la escuela la definicion clasica ha sido usada habitualmente, porque a los nifios
les gustan los juegos y de este modo se les interesa por el tema. Pero el rango de
aplicaciones que se puede mostrar con este enfoque es muy pequeiio, por lo que, segin
Batanero (2013), los estudiantes pueden considerar a la probabilidad como una rama no
importante de las matematicas, un capitulo de la matematica recreativa. Al contrario de
esta creencia, la probabilidad se aplica hoy dia en la mayoria de los campos cientificos y
actividades de la vida social, profesional y politica. Por otro lado, de acuerdo a Godino,
Batanero y Cafizares (1987), para aplicar este enfoque se requiere calculo
combinatorio, que es complicado para los nifios, por lo que seria dificil avanzar con este

enfoque en la educacion primaria.
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1.3.2. SIGNIFICADO FRECUENCIAL

Al tratar de superar los inconvenientes y controversias filosoficas del enfoque
clasico, algunos autores definen la probabilidad desde un punto de vista frecuencial. Los
estudios sobre tablas de vida en Inglaterra, en que se recopilaron muchos datos sobre
edad y causas de muerte, habian hecho observar que la frecuencia relativa de un suceso
(por ejemplo, una causa de muerte) se estabiliza a la larga (Batanero, Henry y Parzysz,
2005). El primero en demostrar que la probabilidad de un suceso se puede estimar con
la precision que se desee, a partir de la frecuencia relativa observada en una serie grande
de ensayos del mismo experimento, fue Jacques Bernoulli (1987/1713).

Su demostracion de la primera ley de los grandes niimeros fue seguida por un
programa de investigacion, llevado a cabo por muchos matematicos, que estudian varios
teoremas de limite en probabilidad. La convergencia de la frecuencia relativa a la
probabilidad teorica se consider6 como un apoyo al caracter objetivo de la probabilidad
(Goémez, 2014). Pero hubo que esperar a Von Mises (1952/1928), quien fue el primero
en definir la probabilidad en su concepcion frecuencial, como el valor hacia el cual
tiende la frecuencia relativa en un gran numero de ensayos.

En esta definicion se observan dos caracteristicas importantes, de acuerdo a
Batanero y Diaz (2007). La primera de ellas es que se acepta la posibilidad de la
repeticion de un experimento en condiciones idénticas e independientes unas de otras,
cosa que tedricamente es posible, pero en la practica es muy dificil. Por ello, la
independencia se convierte en un concepto fundamental en probabilidad (Batanero y
Borovcenik, 2016). La segunda es que, aunque los resultados aislados son imprevisibles,
a mayor repeticion se puede observar mayor regularidad en la frecuencia relativa, si el
nimero de ensayos es suficientemente elevado.

La definicion frecuencial de la probabilidad aumenta mucho la posibilidad de
aplicar el calculo de probabilidades, pues no se exige la equiprobabilidad de los sucesos
elementales. Con ello, la estadistica y probabilidad comienzan a aplicarse en todos los
campos de las ciencias y ramas de la actividad humana (Godino, Batanero y Caiiizares,
1987). Sin embargo, esta definicion presenta algunos problemas.

El primero de ellos es que, al partir de la frecuencia relativa no obtenemos un
valor exacto de la probabilidad, sino, una estimaciéon de la misma; por tanto, puede
variar cada vez que tratamos de estimarla. Segundo, en la mayor parte de los casos es
imposible realizar los experimentos exactamente en las mismas condiciones y hay

circunstancias (por ejemplo, en medicina, en inversiones, etc.) donde con seguridad
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sabemos que las condiciones de una y otra repeticion son diferentes. Tercero, es dificil
comprender cudl es el nimero de experimentos que debemos realizar para que el valor
de la probabilidad estimado sea valido o considerado bueno (Batanero et al., 2016).

Segn estos autores, la ley débil de los grandes numeros establece que dado

Pq

20

€>0y a >0 tan pequefios como queramos, podemos encontrar un valor »n >

siendo p la probabilidad tedricay ¢ =1- p, de forma que se verifica que la diferencia

entre la frecuencia relativa s, en n ensayos y la probabilidad cumple que:

P

h,—pl<e)=l-a

Observamos que el teorema anterior solo nos dice que la probabilidad de
convergencia es tan grande como queramos, pero no nos da seguridad de la
convergencia, incluso en una serie larga de experimentos. La comprension de este
teorema supone una gran complejidad y est4 fuera del alcance de la educacioén primaria
o incluso secundaria, en las que tenemos que admitir como buena una comprension
parcial.

Segin Godino, Batanero y Cafiizares (1987), desde el punto de vista de la
ensefianza, el significado frecuencia permite establecer la union entre la estadistica y la
probabilidad, pues utiliza el concepto de frecuencia relativa de la estadistica aplicandolo
en el calculo de probabilidades. Los nifios pueden ver la relacion entre los dos temas y
su utilidad. Ademas, gracias a la tecnologia es muy sencillo aplicar este enfoque, usando
la simulacion para repetir un cierto experimento un nimero grande de veces y observar
empiricamente la convergencia. Se soslaya asi la dificultad de la ley de los grandes
nimeros, sustituyéndola por una aproximacion empirica e intuitiva.

Para resumir mejor la diferencia entre los enfoques clasicos y frecuencial de la
probabilidad, presentamos la Tabla 1.3.2.1, adaptada de Batanero (2005), considerando
los elementos caracteristicos de cada una de estas aproximaciones. Observamos que,
ademas, aparecen conceptos diferentes en cada uno de los dos enfoques, asi como

propiedades, procedimientos y elementos lingiiisticos especificos de cada una de ellas.
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Tabla 1.3.2.1. Configuraciones de objetos matematicos asociadas a los significados cldsico y

frecuencial de la probabilidad (adaptado de Batanero, 2005, p. 256)

Significado de la probabilidad

Clasica

Frecuencial

Campos de
problemas

Algoritmos y
procedimientos

Elementos
lingiiisticos

Definiciones y
propiedades

Algunos
conceptos
relacionados

- Calculo de apuestas o

riesgos en juegos de azar

- Combinatoria
- Proporciones
- Andlisis a priori de la

estructura del
experimento

- Triangulo aritmético

- Listado de sucesos

- Formulas combinatorias

- Representaciones graficas
- Cociente de casos

- favorables y posibles

- Equiprobabilidad

- Espacio muestral

- Esperanza

- Equitatividad

- Estimacion de parametros en

poblaciones.

- Registro de datos estadisticos a

posteriori

- Ajuste de curvas matematicas

- Analisis matematico

+ Simulacién

- Tablas y graficos estadisticos

+ Curvas de densidad

- Tablas de nimeros aleatorios

- Tablas de distribuciones

- Limite de las frecuencias relativas
- Caracter objetivo basado en la

evidencia empirica

- Frecuencia relativa
- Variabilidad de la frecuencia relativa
- Independencia de ensayos

* Variable aleatoria
- Distribucién de probabilidad

El futuro profesor que ha ensefiar en la educacion primaria con estos dos
enfoques, como recomienda el curriculo, ha de diferenciarlos claramente y dominar los
elementos que caracterizan a cada uno. También debe relacionarlos, comprendiendo las
exigencias de cada uno de ellos, asi como la diferencia entre estimacion a partir de la
frecuencia relativa y probabilidad tedrica. Esta comprension es la que tratamos de
evaluar en nuestro trabajo. Concretamente, las lineas correspondientes a los conceptos,
propiedades y elementos lingiiisticos, junto con algunos procedimientos de la Tabla
1.3.2.1, constituyen el significado de referencia en nuestro trabajo, que trataremos de
evaluar partiendo de un problema relacionado con un juego de azar y la recogida de

datos con dicho juego.

1.4. LA PROBABILIDAD EN LA EDUCACION PRIMARIA EN ESPANA
Puesto que nos centramos en los conocimientos de los futuros profesores de
educacion primaria, es conveniente justificar que el tema evaluado se tiene en cuenta en

el curriculo de esta etapa educativa.
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En la actualidad, nos encontramos con un cambio en la normativa curricular en
Espafia, que afecta a la educacion primaria, entre otros niveles educativos. En el
curriculo vigente hasta el curso pasado (MEC, 2006), se incluyeron contenidos
explicitos de probabilidad para cada ciclo de formacion; y también habia menciones en
otros bloques, en concordancia con el caracter integrador del curriculo. En cada uno de
los ciclos, la probabilidad estaba presente con los siguientes contenidos:

e Primer ciclo: Distincion entre lo imposible, lo seguro y aquello que es posible pero no
seguro, y utilizacion en el lenguaje habitual, de expresiones relacionadas con la
probabilidad (MEC 2006, p. 43098).

e Segundo ciclo: Valoracion de los resultados de experiencias en las que interviene el
azar, para apreciar que hay sucesos mas o menos probables y la imposibilidad de
predecir un resultado concreto. Introduccion al lenguaje del azar (MEC 2006, p. 43099).

e Tercer ciclo: Presencia del azar en la vida cotidiana. Estimacion del grado de
probabilidad de un suceso [...] Confianza en las propias posibilidades e interés por
utilizar las herramientas tecnoldgicas en la comprension de los contenidos funcionales
(MEC 2006, p. 43101).

Encontramos también en este documento los siguientes criterios de evaluacion,

relacionados con el tema:

o Primer y Segundo Ciclo: Se pretende evaluar si los nifios y las nifias estan
familiarizados con conceptos y términos bésicos sobre el azar: seguro, posible,
imposible... (MEC, 2006, p. 43098).

e Tercer Ciclo: Hacer estimaciones basadas en la experiencia sobre el resultado
(imposible, seguro, mas o menos probable) de situaciones sencillas en las que
intervenga el azar y comprobar dicho resultado. Se comprobard que se empieza a
constatar que hay sucesos imposibles, sucesos que con casi toda seguridad se producen,
0 que se repiten, siendo mas o menos probable esta repeticion. Estas nociones estaran
basadas en la experiencia (MEC, 2006, pp. 43101).

Por tanto, de acuerdo a Gomez (2014), se comenzaba en primer y segundo ciclo
con contenidos propios del significado intuitivo de la probabilidad, pasandose a
introducir elementos de los significados clasico y frecuencial en el tercer ciclo.
Reproducimos de esta autora la Tabla 1.4.1, donde se desglosan los objetos matematicos
propios de cada enfoque que se presentan en el Decreto (MEC 2006).

Posteriormente, segun el Real Decreto 126/2014, de 28 de febrero, por el que se
estableci6 el curriculo basico de la educacion primaria en Espana (MECD, 2014), se
produce una nueva regulacion del curriculo. En el caso de matematica, su eje principal
es la actividad matematica de identificacion y resolucion de problemas en contextos de
la vida diaria, para que el alumnado pueda, de esta manera, adquirir conocimientos mas

complejos que le preparen para la educacion secundaria obligatoria.
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Tabla 1.4.1.0bjetos matemdticos en el curriculo de educacion primaria

(Goémez, 2014, p. 46)

Probabilidad Objeto matematico 1° 2° 3°
Problemas  Clasica SPC. Prevision de probabilidad en juegos de azar X X
Frecuencial SPF. Prever tendencias en fenomenos aleatorios a partir X X
de datos observados
Conceptos  Clasica CCl1. Juego de azar X X
CC2. Casos favorables; casos posibles X X
CC3. Probabilidad X
Frecuencial CF1. Colectivo (poblacion); atributos X
CF2. Ensayo; ensayos repetidos X X
CF3. Frecuencia (absoluta, relativa) X X
CF4. Valor estimado de la probabilidad X
CF5. Simulacion X
Propiedades Clasica PC1. Numero de resultados finito y numerable X X
PC2. Equiprobabilidad de sucesos elementales X
PC3. C. favorables: resultados que favorecen X X
PC4. C. posibles: todos los resultados X X
PC5. Probabilidad: valor objetivo, calculable X X
PC6. Regla de Laplace X
Frecuencial PF1. Colectivo: semejantes que difieren en atributos X X X
observables
PF2. Atributos equiprobables o no X X X
PF3. Probabilidad: valor objetivo hipotético, estimable X
PF4. Simulacion: sustitucion de un experimento por otro X
equivalente
Procedi- Clasica PRCI. Analizar juegos de azar X X X
mientos PRC2. Enumerar o contar casos favorables y posibles X X
PRC3. Diferenciar casos favorables y no favorables X X
PRCA4. Distinguir sucesos elementales equiprobables X
PRCS5. Comparar probabilidades con razonamiento X X
proporcional
PRC6. Aplicar la regla de Laplace en experimentos X
simples
Frecuencial PRF1. Enumerar o discriminar atributos X X X
PRF2. Calcular frecuencias relativas a partir de X
observaciones o datos
PRF3. Representar distribucion de frecuencias en forma X X
tabular o grafica
PRF4. Leer e interpretar tablas de doble entrada X
(experimento compuesto)
PRFS5. Estimar la probabilidad a partir de ensayos X
repetidos
PRF6. Reconocer el caracter aproximado de la X
estimacion
PRF7. Simular con tecnologia un experimento aleatorio X

Los contenidos de matematicas estan organizados por el curriculo en cinco
bloques: (1) Procesos, métodos y actitudes en matematicas; (2) Numeros; (3) Medida;

(4) Geometria y (5) Estadistica y probabilidad.
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El primer bloque de contenidos se caracteriza por ser transversal, con respecto a
los cuatro siguientes, puesto que se espera que esté presente en el desarrollo diario del
trabajo del resto. En este bloque, se pretende preparar al alumno para describir y
analizar situaciones de cambio, encontrar patrones, regularidades y leyes matematicas
en contextos numéricos, geométricos y funcionales, valorando su utilidad para hacer
predicciones. Se sugiere que en esta etapa se trabaje en la profundizacion en los
problemas resueltos, planteando pequefias variaciones en los datos, formulando
preguntas diferentes, utilizando procesos de razonamiento y estrategias de resolucion de

problemas, realizando los calculos necesarios y comprobando las soluciones que se

obtengan.

Tabla 1.4.2 Contenidos relacionados con Probabilidad, bloque 5 (MECD, 2014, pag. 19392)

Contenidos

Criterios de evaluacion

Estandares de aprendizaje evaluables

- Caracter aleatorio

de algunas
experiencias.

- Iniciacion
intuitiva al
célculo de la
probabilidad de
un suceso.

3. Hacer estimaciones

basadas en la experiencia
sobre el resultado (posible,
imposible, seguro, mas o
menos probable) de
situaciones sencillas en las
que intervengan el azar y
comprobar dicho resultado.

4. Observar y constatar que

hay sucesos imposibles,
sucesos que con casi toda
seguridad se producen, o
que se repiten, siendo mas o
menos probable esta
repeticion.

5. Identificar, resolver

problemas de la vida
cotidiana, adecuados a su
nivel, estableciendo
conexiones entre la realidad
y las matematicas y
valorando la utilidad de los
conocimientos matematicos
adecuados y reflexionando
sobre el proceso aplicado
para la resolucién de
problemas.

4.1 Identifica situaciones de caracter
aleatorio.

4.2 Realiza conjeturas y estimaciones
sobre algunos juegos (monedas,
dados cartas, loteria...).

5.1 Resuelve problemas que
impliquen dominio de los
contenidos propios de estadistica y
probabilidad, utilizando estrategias
heuristicas, de razonamiento
(clasificacion, reconocimiento de las
relaciones, uso de contragjemplos),
creando conjeturas, construyendo,
argumentando, y tomando
decisiones, valorando las
consecuencias de las mismas y la
conveniencia de su utilizacion.

5.2 Reflexiona sobre el proceso de
resolucion de problemas: revisando
las operaciones utilizadas, las
unidades de los resultados,
comprobando e interpretando las
soluciones en el contexto,
proponiendo otras formas de
resolverlo.

Estos cinco bloques estan integrados por contenidos, criterios de evaluacion y
estandares de aprendizajes evaluables, que describen lo que se espera que el alumno sea
capaz de hacer al finalizar la etapa. En la Tabla 1.4.2 se presentan los correspondientes a

la probabilidad, que estan incluidos en el 5° bloque (MECD, 2014). Podemos observar,
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por un lado, que ahora no se especifican contenidos especificos para cada ciclo, por lo
que seran las comunidades autonomas quienes los fijen. Por otro lado, observamos un
contenido menos detallado para la probabilidad que en el anterior curriculo. Sin
embargo, este contenido se detalla mucho mas en los criterios de evaluacion, donde se
observa una tendencia preferente al significado frecuencial, basado en la experiencia y
toma de datos. Ademads, en los estdndares de aprendizaje evaluables se da un gran peso
a la actividad matematica de identificacion y resolucion de problemas, asi como a hacer

estimaciones y realizar conjeturas, todo esto llevado al contexto de la vida diaria.

1.5. OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION
En este apartado de nuestra investigacion exponemos los objetivos del trabajo,
que son los siguientes:

Ol. Iniciarme en la investigacion didactica, identificando un tema de interés actual.
Este objetivo se ha abordado a partir de los cursos de Master, tanto los relacionados
con la educacion estadistica, como aquellos que tratan de métodos de investigacion
y teoria de la educacién matematica. La experiencia recogida en los mismos, asi
como mi experiencia previa en la formacion de profesores de educacion primaria,
me han llevado a interesarme por el tema propuesto y a realizar una investigacion
exploratoria que se describe en este documento.

O2. Desarrollar una sintesis de las principales investigaciones previas centradas en la
formacion de profesores para enseniar probabilidad. Para alcanzar este objetivo se
ha realizado una btsqueda bibliografica en revistas de educaciéon matemadtica y en
Google Scholar, identificadndose los trabajos que se resumen en el Capitulo 2 de esta
Memoria. Esta sintesis me ha permitido comprender los temas abordados en los
trabajos previos y relacionarlos con el que actualmente nos ocupa.

03. Realizar un estudio exploratorio de evaluacion de la forma en que los futuros
profesores de educacion primaria relacionan los enfoques clasico y frecuencial de
la probabilidad. Para ello se analizan las respuestas escritas de una muestra de
futuros profesores a una actividad practica, que describe un juego que se puede
analizar mediante el significado clasico, y a la vez proporciona informacion
frecuencial sobre los resultados del juego en 100 repeticiones del mismo. Se
plantean varias preguntas a los futuros profesores, en las que deben mostrar su

conocimiento y puesta en relacion de los dos significados.
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1.6. HIPOTESIS

Se finaliza este capitulo exponiendo las hipdtesis de investigacion de nuestro

trabajo. Hacemos notar que entendemos las hipdtesis en el sentido de conjeturas sobre

lo que se espera encontrar en el estudio, pero no como hipoétesis estadisticas formales.

HI. En la actividad de evaluacion que se analiza en el Capitulo 3, se espera detectar en
una proporcion importante de futuros profesores de educacion primaria, algunos
sesgos de razonamiento en probabilidad, ya descritos por algunos autores en la
literatura previa. En concreto, se espera identificar el sesgo de equiprobabilidad
(Lecoutre, 1992), la heuristica de representatividad, la creencia en la ley de los
pequefios nimeros (Kahneman, Slovic y Tversky, 1982), y finalmente, el error de
orden (Navarro-Pelayo, Batanero y Godino, 1997).

H2. Se espera que los futuros profesores resuelvan los problemas apoyandose en
recursos intuitivos, como las tablas o el diagrama en arbol o bien otros esquemas
graficos, mas que en el uso de férmulas de céalculo de probabilidades.

Ambas hipotesis se sustentan en los resultados de investigaciones previas sobre el
conocimiento de la probabilidad en futuros profesores de educacion primaria en
Espana (Azcérate, 1995; Serrano, 1996; Batanero, Caiizares y Godino, 2005;
Contreras, 2011; Mohamed, 2012, Gémez, 2014; Rivas y Godino, 2015). Dichos
trabajos sugieren debilidades en el desarrollo de pensamiento probabilistico, la
preponderancia de aspectos procedimentales y errores por sesgos en la resolucion de
problemas sencillos.

H3. Finalmente, esperamos mayor nimero de respuestas correctas en los estudiantes
que trabajan en pareja, frente a los que trabajan aisladamente. Nos basamos para ello
en nuestra propia experiencia en la formacion de profesores y en el hecho de que al

trabajar juntos los estudiantes se pueden apoyar en su razonamiento.
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CAPITULO 2. FUNDAMENTOS

2.1. INTRODUCCION

En este capitulo se fundamenta nuestro trabajo de investigacion con el marco
tedrico y el resumen de las investigaciones previas. En primer lugar, incluimos una
breve descripcion de algunos modelos del conocimiento del profesor que consideramos
relevantes, por el uso que han tenido dentro de la educacion estadistica. Finalizamos
esta parte con un resumen del modelo de conocimiento didactico-matematico propuesto
en el EOS.

Continuamos con los principales antecedentes encontrados, referidos a la tematica
abordada en nuestro trabajo, que se clasifican de acuerdo a los diferentes componentes
del conocimiento didactico-matematico que se han analizado en dichas investigaciones.
Clasificamos las investigaciones que estudian la dimension matematica de dicho
conocimiento en dos grupos: a) las que trabajan con futuros profesores de educacion
primaria, y b) las relacionadas con el conocimiento de profesores de educacion primaria
en ejercicio. Respecto a la dimension didéctica, las investigaciones se clasifican segin
se tenga en cuenta las facetas epistémica, cognitiva, afectiva y mediacional-

interaccional.

2.2. ALGUNOS MODELOS DEL CONOCIMIENTO DEL PROFESOR

En nuestra investigacién analizamos el conocimiento de probabilidad de futuros
profesores y, por tanto, se incluye en los trabajos sobre conocimiento del profesor.
Dichos trabajos son en la actualidad muy numerosos, con libros especificos sobre el
tema (e.g., Even y Ball, 2009 o Wood, 2008); en educacion estadistica destacamos el de
Batanero, Burrill y Reading (2011).

Por otro lado, en los principales handbooks de investigacion en didactica de la
matematica se incluyen capitulos especiales sobre esta temadtica (e.g., Llinares y
Krainer, 2006; Kieran, Krainer y Shaughnessy, 2013). Asimismo, se organizan grupos
de trabajo especificos sobre el tema, tanto en congresos nacionales (como en los
Simposios de la Sociedad Espafnola de Investigacion en Educacion Matematica) como
en los internacionales (por ejemplo, en ICME). En Espafia destacan los trabajos de

Lorenzo Blanco, José Carrillo, Pablo Flores y Salvador Llinares.
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La preocupacion por el tipo de conocimiento requerido para una buena ensefianza
de las matematicas comienza con las investigaciones de Shulman (1986). Este autor
describio6 el “conocimiento pedagdgico del contenido” (PCK), como un conocimiento
especifico del profesor, que es diferente del que tiene cualquier otro profesional. El
PCK es necesario para la ensefianza de un tema, pues incluye aspectos como saber
manejar recursos instruccionales, identificar las dificultades de los alumnos, proponer
explicaciones alternativas cuando una es dificil para el estudiante, identificar buenos
ejemplos para cada tema, etc. Se desarrolla a partir de la formacioén inicial del profesor,
sus lecturas de resultados de la investigacion educativa y su experiencia profesional.

Shulman (1987) propuso dividir el conocimiento pedagogico del contenido en seis
categorias: (a) conocimiento del contenido a ensefiar, que seria, en nuestro trabajo, el
conocimiento de la probabilidad; (b) conocimiento pedagdgico general, que incluye
puntos como la gestion en el aula, del tiempo docente, de la disciplina, etc.; (c)
conocimiento del curriculo sobre el tema que se trate: en nuestro caso, el conocimiento
de los materiales didacticos y de las directrices curriculares sobre la probabilidad; (d)
conocimientos de sus alumnos y sus caracteristicas, sus estilo de aprendizaje, sus
formas de razonar sobre la probabilidad, sus dificultades y estrategias al resolver
problemas relacionados; (¢) conocimiento del contexto educativo, el entorno del aula, el
funcionamiento de la institucion escolar y de la comunidad a la que pertenece la
escuela; y (f) conocimiento de los fines y metas educativos sobre cada tema ensefiado y
sus fundamentos filoséficos e historicos.

Otros modelo importante del conocimiento del profesor es el desarrollado por Ball
y colaboradores, quienes lo denominan “Mathematical Knowledge for Teaching”

13

(MKT) o Conocimiento Matematico para la Ensefanza. Lo describen como “el
conocimiento matematico que utiliza el profesor en el aula para producir instruccion y
crecimiento en el alumno” (Hill, Ball y Schilling, 2008, p. 374). Estd compuesto por
dos grandes categorias: Conocimiento del Contenido y Conocimiento Pedagdgico del
Contenido.

El conocimiento del contenido matemdtico (en nuestro caso, sobre la misma
probabilidad) esta dividido en tres componentes:
e El Conocimiento Comun del Contenido (CCK), que es el conocimiento de un tema

que tiene cualquier alumno o persona; es decir, es el conocimiento que posee una

persona con una educacion basica y que le permite resolver problemas matematicos.
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En nuestro caso, seria el conocimiento elemental sobre probabilidad, que nosotros
interpretamos como el conocimiento de los contenidos de probabilidad que se deben
ensefiar en la educacion primaria.

El Conocimiento Especializado del Contenido (SCK), es mas amplio que el anterior
y especifico del profesor. Es el que aplica el profesor de matematica para articular
tareas de ensefianza. Incluye un conocimiento de formas alternativas de resolver el
mismo problema de probabilidad o de argumentos para probar una cierta propiedad
o solucion. También saber proponer tareas para el tema dado y saber analizar el
contenido matematico de una tarea.

El ltimo componente es el Conocimiento en el Horizonte Matematico, que es el
utilizado para establecer conexiones de un contenido particular con otros temas; en
el caso de la probabilidad podria incluir aspectos historicos y filoséficos de la

probabilidad, asi como las controversias relacionadas.

El Conocimiento Pedagdgico del Contenido (o conocimiento didéctico del

contenido) se divide en tres componentes:

El Conocimiento del Contenido y los Estudiantes (KCS), que segun Hill, Ball y
Schilling (2008, p. 375) es “el conocimiento de como los estudiantes piensan,
saben, o aprenden este contenido particular”. Consistiria en conocer los
razonamientos, estrategias, dificultades, actitudes, etc. de los estudiantes en relacion
a la probabilidad.

El Conocimiento del Contenido y la Ensefianza (KCT), es el conocimiento sobre los
procesos de ensefanza y evaluacion de un tema, y sobre como tratar errores y
concepciones erroneas de los estudiantes. Requiere conocer los recursos didacticos,
tipos de problemas, modos alternativos de explicar la probabilidad, etc.

Y el Conocimiento del Curriculo se refiere a las caracteristicas de las directrices
curriculares en los diferentes ciclos formativos y le permite al profesor articular sus
temas (en este caso, la probabilidad) con los de otras asignaturas o areas de la
matematica.

Este modelo ha sido usado en investigaciones sobre conocimientos de los

profesores para ensefiar probabilidad en nuestro grupo de investigacion, como los de

Contreras (2011), Mohamed (2012) y Gémez (2014).
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Por otro lado, algunos autores han tratado de hacer sugerencias sobre los
componentes del conocimiento que se necesitan para ensefiar probabilidad. Entre ellos
tenemos a Godino, Batanero y Flores (1999), que hacen énfasis en la competencia de
transformar la probabilidad formal para adaptarla a la ensefianza, el conocimiento de las
dificultades de los estudiantes y la forma en que razonan y de la metodologia de
ensefianza. Estos mismos conocimientos son citados por Batanero, Godino y Roa
(2004), junto con la capacidad de reflexion epistemolodgica, la actitud critica para

seleccionar materiales curriculares y para desarrollar instrumentos de evaluacion.

2.2.1. MODELO DEL CONOCIMIENTO DEL PROFESOR EN EL EOS
En nuestro trabajo utilizamos las ideas de Godino (2009), quien integra, organiza

y extiende los modelos anteriormente citados, en particular, el de Shulman y el de Ball y

colaboradores (Ball, y Bass, 2009; Ball, Thames, y Phelps, 2008; Hill, Ball y Schilling,

2008). El autor, basandose en el marco del enfoque onto-semidtico, propone considerar

el conocimiento diddctico-matematico del profesor (CDM). En este modelo se incluye,

por un lado, el conocimiento matematico sobre el tema, que incluye el conocimiento de
los problemas, lenguaje, conceptos, propiedades, argumentos y procedimientos y que
engloba el conocimiento comun y en el conocimiento en el horizonte del contenido (en
el modelo del MKT).

Sobre el conocimiento didactico propone seis facetas o componentes
diferenciadas:

e FEpistémica: Seria el conocimiento especializado sobre el contenido; en nuestro caso,
sobre la probabilidad y los objetos relacionados con ella.

e Cognitiva: Conocimiento de las formas de razonar del estudiante en el tema, sus
actitudes, desarrollo cognitivo, estrategias de resolucion de problemas, sus posibles
errores con la materia, etc.

e Afectiva: Aspectos afectivos del aprendizaje tales como interés, actitud, creencias
sobre el tema, o valoracion de su utilidad. Es parte del conocimiento del contenido y
el estudiante en el MKT, al igual que la faceta cognitiva.

e Mediacional: Implica el uso apropiado de recursos didacticos para facilitar el
aprendizaje de un tema.

e [Interaccional: Saber organizar el discurso en el aula, es decir, la comunicacion entre

alumnos y profesor asi como entre los alumnos. Estas dos facetas cubren el
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conocimiento del contenido y la ensefanza en el MKT.
e FEcoldgica: conocimiento de las relaciones del tema con otras materias, el curriculo y
la vida del estudiante. Es algo mas amplio que el conocimiento del curriculo en el

MKT.

En la Figura 2.2.1.1 podemos observar estas facetas, a las que se anade el
conocimiento sobre las normas que rigen el aula. Este modelo se ajusta bien a nuestro
trabajo puesto que, tanto en la dimensidon matematica como en las diferentes facetas de
la dimension didéctica, se tiene en cuenta el objeto matematico especifico; en nuestro

caso, la probabilidad.

Figura 2.2.1.1. Facetas del conocimiento didactico-matematico (Pino-Fan y Godino,
2015, p. 98)
Una vez descritos estos modelos incluimos un resumen de las investigaciones previas

relacionadas con la nuestra.

2.3. ANTECEDENTES

Como se ha indicado, la investigacion sobre el conocimiento del profesor es muy
amplia, por lo que no tratamos de abarcarla toda en nuestro trabajo, que se centra en los
conocimientos de probabilidad de los futuros profesores en formacion.

Por ello, en las secciones que siguen se realiza una sintesis de la investigacion

especifica sobre este tema, que es mucho mas restringida y, ademads, tenemos
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unicamente en cuenta los trabajos mds cercanos al nuestro. La dividimos en dos
apartados: en el primero de ellos estudiamos las investigaciones que, como la nuestra, se
centran en la dimensién matematica del conocimiento de la probabilidad, y en el
segundo, las que analizan la dimension didéactica del conocimiento de la probabilidad.
Partimos de los trabajos descritos en Batanero, Burrill y Reading (2011) y las sintesis
incluidas en las tesis de Contreras (2011), Mohamed (2012) y Gémez (2014), que son
los principales antecedentes de nuestra investigacion y que completamos con otros
trabajos no recogidos en ellas. También lo reorganizamos para tener en cuenta las
facetas consideradas en el modelo de conocimiento didactico-matematico de Godino
(2009). Somos conscientes de no abarcar toda la literatura relacionada; la muestra de
trabajos analizada es intencional, pero creemos constituye un fundamento suficiente

para nuestro trabajo, que, como se dijo anteriormente, es también limitado.

2.3.1. INVESTIGACIONES SOBRE LA DIMENSION MATEMATICA DEL
CONOCIMIENTO DE LA PROBABILIDAD

Estos trabajos analizan el conocimiento comtn y avanzado de la probabilidad en
varios colectivos de futuros profesores y profesores en ejercicio. La primera condicion
para ser un buen profesor es conocer el tema; por ello, varios autores se han interesado

por evaluar este conocimiento.

Investigaciones con futuros profesores de educacion primaria

Son varias las investigaciones que analizan los conocimientos de la probabilidad de
los futuros profesores de educacion primaria, todas las cuales indican dificultades en el
tema. Estas dificultades son hasta cierto punto razonables, ya que la probabilidad sélo se
ha incluido recientemente desde los primeros niveles en el curriculo escolar. Por ello, no
se consideraba necesario formar a los futuros profesores de educacion primaria sobre
este tema en las Escuelas de Formacion del Profesorado o las Facultades de Educacion.

La mas antigua de estas investigaciones es realizada por Azcarate (1995), que
estudia las respuestas a un cuestionario relativo a las concepciones de aleatoriedad y
probabilidad en un grupo de 57 futuros profesores de educacion primaria. Su conclusion
fue que muy pocos de estos futuros profesores comprendian las caracteristicas de los
fenémenos aleatorios; la mayoria relacionaron la aleatoriedad con causalidad, o no

comprendiendo la utilidad de la probabilidad para estudiar los fendmenos aleatorios.

25



También observo el predomino de esquemas causales y uso de heuristicas o sesgos de
razonamiento. Sus estudiantes solo aplicaron modelos probabilisticos en contextos de
juegos de azar y presentaron dificultades en el uso y comprension de informacion
frecuencial para la cuantificacion de probabilidades y en la idea de juego equitativo.

Serrano (1996) plantea a una muestra de 130 futuros profesores un cuestionario
para evaluar tres componentes de su conocimiento sobre la probabilidad: las
propiedades atribuidas a las secuencias de resultados aleatorios, la interpretacion de
enunciados de probabilidad frecuencial y el uso de heuristicas en la resolucion de
problemas probabilisticos sencillos. Encontrd una fuerte presencia de la heuristica de la
representatividad, consistente en juzgar la probabilidad de una muestra so6lo por su
parecido con la poblacion de donde se ha tomado (Kahneman, Slovic y Tversky, 1982)
y del enfoque en el resultado (Konold, 1989); es decir, interpretar un problema de
probabilidad en forma no probabilistica.

Batanero, Caiiizares y Godino (2005) estudian la influencia de actividades de
simulacion sobre el conocimiento comiin de la probabilidad. Para ello aplicaron un
cuestionario a 132 futuros profesores espafioles de educacion primaria y posteriormente
realizan actividades de simulacidn, analizando el cambio de sus concepciones. En las
respuestas de los participantes al cuestionario propuesto, los autores observaron sesgos
en su razonamiento; los principales fueron: a) la heuristica de la representatividad
(aparecid en el 60% de los sujetos); b) la heuristica de la equiprobabilidad (Lecoutre,
1992), consistente en suponer todos los sucesos aleatorios como equiprobables (60% de
los estudiantes); y c) el enfoque en el resultado (23% de los estudiantes).

Ortiz, Mohamed, Batanero, Serrano y Rodriguez (2006) evaluaron la capacidad de
comparar probabilidades en problemas de extraccion de bolas de una urna, en una
muestra de 102 futuros profesores espaiioles de educacion primaria, comparando sus
respuestas con las obtenidas en otro cuestionario aplicado a alumnos de educacion
primaria. Los resultados de los futuros profesores fueron mejores que los de los nifios,
pero mostraron errores al aplicar la proporcionalidad en el calculo de probabilidades;
otros participantes en este estudio dieron respuestas correctas con razonamiento
inadecuado; por ejemplo, usando comparaciones aditivas para calcular probabilidades.

Contreras (2011) y Contreras, Batanero, Diaz y Fernandes (2011) estudian las
respuestas de 183 futuros profesores de educacion primaria en tres tareas de calculo de

probabilidades en tablas de contingencia de 2x2. Con las respuestas abiertas obtenidas
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se realizd un analisis semidtico, en el que se pudo observar que la lectura de estas tablas
y el célculo de probabilidades a partir de ellas no es trivial para los futuros profesores de
primaria. So6lo el 66% calcul6 correctamente las preguntas de probabilidades simples, el
41% las de probabilidad compuesta y el 44% la de probabilidad condicional. Ademas,
aproximadamente el 25% dej6 en blanco al menos una pregunta. Los principales errores
encontrados fueron: dar probabilidades con valor mayor que uno, confusién entre
probabilidad simple y condicional, confusiéon con probabilidad compuesta con
condicionales o viceversa, confusion de probabilidad simple con la de un suceso
elemental y suponer independencia en datos que eran dependientes.

Mohamed (2012) aplico un cuestionario a 283 futuros profesores que cursaban la
Diplomatura de Magisterio en la Facultad de Educaciéon y Humanidades de Melilla.
Dicho cuestionario fue aplicado previamente a nifios de 10 a 14 afios y sus preguntas
fueron extraidas de las investigaciones previas (Green, 1983a, 1983b; Fischbein y Gazit,
1984 y Caiiizares, 1997). Las respuestas correctas en los futuros profesores estuvieron
entre el 77% y 90% para asignacion de probabilidades simples, probabilidad
condicionada, estimacién frecuencial de la probabilidad en el corto plazo y juego
equitativo en un experimento simple. Por otro lado, las tareas con menos porcentaje de
éxito fueron las relacionadas con variable aleatoria (12% correctas) y muestreo (s6lo
5%). Mientras que los principales errores fueron: confusién entre suceso seguro y
posible; falta de razonamiento combinatorio; ideas confusas sobre caracteristicas de los
fendmenos aleatorios, falta de percepcion de la independencia y dificultades con el
experimento compuesto.

El trabajo més completo sobre el tema es realizado por Gémez (2014). Con base a
un estudio detallado del curriculo y los libros de texto, asi como de los diferentes
significados de la probabilidad, construye un cuestionario con una metodologia
rigurosa. Este cuestionario evala el conocimiento comin, ampliado (denomina asi al
conocimiento en el horizonte matematico) y especializado de la probabilidad respecto a
los contenidos incluidos en los textos y el curriculo de primaria. La aplicacion del
cuestionario en una muestra de 157 futuros profesores y el andlisis detallado de sus
respuestas permite caracterizar dichos componentes de su conocimiento. Ademas,
evalua el conocimiento diferenciado de las aproximaciones clasica, frecuencial y
subjetiva de la probabilidad. Por otro lado, las dificultades encontradas son retomadas

en una actividad formativa, basada en el debate de las soluciones y la simulacion para
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desarrollar el conocimiento matematico de la probabilidad en estos futuros profesores.
Los estudiantes de su muestra presentaron un conocimiento comun adecuado
respecto al enfoque clasico de la probabilidad; por ejemplo, en la enumeracion del
espacio muestral y el célculo de probabilidades sencillas. Fue mas dificil el enfoque
frecuencial, donde muchos estudiantes no perciben la variabilidad de las pequenas
muestras o caen en el sesgo de equiprobabilidad. Hubo también maés dificultad en el
conocimiento avanzado del contenido, en cualquiera de los enfoques; asi, fueron pocos
los que pudieron establecer el premio adecuado para convertir un juego no equitativo en
equitativo y pocos también los que pudieron resolver problemas de probabilidad

compuesta.

Investigaciones con profesores en ejercicio

Este tipo de investigaciones son muy escasas y no se pueden generalizar sus
resultados. Uno de los primeros trabajos es el de Sanchez (1996), que analiza la
comprension de la idea de independencia en 88 profesores de secundaria activos en
Meéxico. Aunque la mayoria sabe definir el concepto, se muestran muchos sesgos al
identificar independencia y exclusion entre sucesos, o creer que la independencia se
relaciona con experimentacion sucesiva.

El trabajo mas conocido es el de Begg y Edwards (1999), que aplicaron un
cuestionario sobre probabilidad a 22 profesores de educacidon primaria en activo 'y 12 en
formacion. Los resultados mostraron que estos profesores tenian una escasa
comprension de la probabilidad, presentaron dificultad con la idea de aleatoriedad e
independencia y relacionaron enunciados probabilisticos como no probabilisticos;
ademas, el 70% de ellos mostro comprension de sucesos igualmente probables.

En resumen, las investigaciones llevadas a cabo, tanto con profesores en formacion
como en ejercicio, sugieren que algunos de ellos pueden tener dificultades con la
probabilidad. Ninguna de estas investigaciones pide a los participantes relacionar el

significado clasico y frecuencial de la probabilidad, que es el tema del presente trabajo.

2.3.2. INVESTIGACIONES SOBRE LA DIMENSION DIDACTICA DEL
CONOCIMIENTO DE LA PROBABILIDAD
Respecto a la dimension didactica del conocimiento de la probabilidad, a

continuacion se clasifican las investigaciones encontradas respecto a las diferentes
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facetas consideradas en nuestro modelo de conocimiento del profesor. No se han

encontrado trabajos sobre la faceta ecoldgica, que seria un aspecto a completar.

Investigaciones sobre la faceta epistémica

En estas investigaciones se analiza la interseccion entre conocimiento matematico y
didéctico; es decir, seria equivalente al conocimiento especializado del contenido.
Encontramos algunas investigaciones, casi todas con futuros profesores de educacion
primaria.

Contreras (2011), en su trabajo aplicado a 174 futuros profesores de primaria,
evalué el conocimiento especializado del contenido de los mismos. Para ello se les pidid
a los futuros profesores que identificaran los objetos matematicos implicitos en la tarea
que habian resuelto previamente y los clasificasen en conceptos, lenguaje,
procedimientos, proposiciones y argumentos. Los estudiantes habian realizado con
anterioridad ejercicios similares de reconocimiento de objetos matematicos en otras
tareas. Los resultados mostraron que los participantes no lograron identificar todos los
objetos matematicos necesarios que permitieran resolver el problema. En general, se
limitaron a identificar los conceptos de azar y probabilidad. Algunas respuestas fueron
muy imprecisas, por ejemplo, indicar: “se proponen tres problemas matematicos”. En
otros casos se confunde el tipo de objeto, por ejemplo, se da como ejemplo de concepto
“interpretar una tabla” que seria un procedimiento; finalmente, algunos estudiantes dan
ejemplos de objetos matematicos que no se requieren en la solucion de la tarea, por
ejemplo, el calculo de la media.

Gomez (2014), en su estudio, evalia el conocimiento especializado de la
probabilidad pidiendo a sus estudiantes que den un argumento, que pueda servir para
explicar a un alumno las soluciones aportadas en una serie de problemas del
cuestionario propuesto. Su resultados sugieren que el conocimiento especializado de la
probabilidad fue insuficiente en la muestra analizada, pues s6lo en uno de los problemas
mas de la mitad de la muestra dio un argumento matematicamente correcto. En general,
fue sencillo argumentar la solucion de problemas de probabilidad compuesta o juego
equitativo. Sin embargo, fue muy dificil dar razonamientos adecuados en problemas
sobre muestreo o probabilidad condicional.

En dichos razonamientos se detectaron sesgos, como la representatividad o la

equiprobabilidad. Por otro lado, fue mas dificil argumentar en los items relacionados
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con el significado frecuencial que en los correspondientes al cldsico y subjetivo.

Todas estas investigaciones indican la necesidad de continuar el trabajo. Por un
lado, se han centrado en problemas en que se usa un solo enfoque de la probabilidad,
mientras que nosotros, en nuestro trabajo, relacionamos el enfoque clasico y frecuencial.
Por otro lado, los futuros profesores han completado los cuestionarios en forma aislada;
en nuestro estudio, compararemos los resultados en un grupo de estudiantes que

resuelven la tarea en forma aislada con otros que trabajan en parejas.

Investigaciones sobre la faceta cognitiva

En este apartado describimos las investigaciones que analizan el conocimiento del
profesor sobre la forma en que los estudiantes razonan, piensan y el conocimiento de
sus dificultades, estrategias o estilos de aprendizaje.

Entre ellas encontramos la de Carter (2008), que pidi6 a una muestra de 210 futuros
profesores de educacion secundaria explicar el razonamiento seguido para llegar a la
solucidn a tres items de un estudiante ficticio en una pregunta sobre independencia. Los
resultados mostraron que el 18,1% de los profesores participantes dieron una
explicacion deseable y el 20% aceptable. El 11% dio una respuesta adecuada y 4,3%
explicacion aceptable a otra pregunta relacionada a la ley de los grandes numeros.
Finalmente, el 20,5% de los profesores participantes fueron capaces de proporcionar
una explicacion deseable y el 0,5% una respuesta aceptable a una pregunta de
probabilidad conjunta.

Mohamed (2012), en su estudio, aplicé a una submuestra de 90 futuros profesores
espafioles de primaria otro cuestionario. Estos estudiantes, trabajando en grupos de dos
o tres, analizaron siete posibles respuestas de nifios a cuatro problemas, previamente
respondidas por ellos en el cuestionario inicial. Se les pidid separar las respuestas
correctas e incorrectas de los nifios y explicar las razones para que una respuesta fuese
incorrecta. Los resultados mostraron que la mayoria de los grupos de profesores
discriminaron bien las respuestas correctas e incorrectas de los nifos, pero, la
argumentacion de las razones que explicaban dicha respuesta mostr6 bajo conocimiento
de la forma en que razonan los nifios o las posibles estrategias incorrectas en varios de
los grupos. Lo mas sencillo fue reconocer las respuestas basadas en la comparacion de
casos favorables (en vez de comparar fracciones); lo mas dificil fue reconocer los

errores debidos a razonamiento combinatorio incorrecto.
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Gomez (2014) propone a los estudiantes de su muestra, trabajando en parejas, la
identificacion de respuestas correctas e incorrectas de nifios ficticios a 4 de los items de
su cuestionario (en total debian evaluar 18 respuestas de nifios). Los resultados fueron
variados, pues alrededor del 60% clasifica como correcta o incorrecta mas de la mitad
de las respuestas, pero solo el 15% clasifica 16 o mas de las 18. Los argumentos para
explicar las respuestas incorrectas fueron mejores que en la investigacion de Mohamed
(2012). Por ejemplo, generalmente todos los grupos pudieron dar una explicacion

razonable de los errores en los items referidos a la probabilidad frecuencial.

Investigaciones sobre la faceta afectiva

En estas investigaciones se analizan las actitudes, creencias o expectativas de los
profesores en relacion con la probabilidad o su ensefianza.

Steinbring (1990), en su investigacion sobre creencias o actitudes de los profesores
hacia la probabilidad, resalté dos aspectos importantes en relacion con las creencias
sobre la ensefianza de la probabilidad. Por un lado, los profesores de matematica deben
ser conscientes sobre las caracteristicas inherentes a lo estocastico y crear un ambiente
adecuado para integrar el desarrollo del pensamiento estocéstico a nivel escolar. Este
autor sugiere que, debido a los diferentes significados de probabilidad, su estudio es
mas complejo que otras partes de la matematica puesto que, los conceptos estan
interrelacionados con su contexto de aplicacion, sobre todo en las actividades
interpretativas.

Watson (2001) estudid las respuestas abiertas de un cuestionario referido a la
ensefianza de la probabilidad y la estadistica en 43 profesores australianos, de los cuales
28 ensenaban en secundaria y 15 en primaria. Los resultados mostraron que los
profesores tenian una buena capacidad de observacion reflexiva, porque su
autovaloracion del nivel de confianza para ensefar los principales temas del instrumento
fue muy cercana a los desempefios mostrados. El mejor logro se obtuvo en la relacion
de la ensenanza de la media, luego muestreo y el mas bajo, razon de posibilidades. Cabe
hacer notar que la confianza fue menor en los profesores de primaria, debido a su menor
base matematica que la de los profesores de secundaria.

Serradd, Azcarate y Cardefioso (2006), en un trabajo aplicado a cinco profesores en
ejercicio mediante un cuestionario y entrevistas, analizan las razones de la omision de la

ensefianza de la probabilidad en el colegio. Los resultados obtenidos mostraron que para
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estos profesores, la probabilidad no tenia suficiente consistencia educativa en la
ensefianza obligatoria y era dificil para el estudiante; ademas, indicaron no conocer
metodologias acordes a este tema y falta de fuentes de informacion y apoyo entre los
compafieros.

Un trabajo reciente de Estrada, Batanero, Diaz y Comas (2016) consiste en el
desarrollo de una escala de actitudes hacia la probabilidad y su ensefianza, teniendo en
cuenta especificamente componentes de afecto, valor, dificultad y competencia, tanto
hacia la probabilidad, como a su ensefianza. Los primeros resultados de pruebas piloto
con futuros profesores de educacion primaria indican que la probabilidad es un tema
que les interesa, pero les parece dificil y se encuentran poco preparados para su

ensenanza.

Investigaciones sobre la faceta mediacional e interaccional

En estos trabajos se tiene en cuenta especificamente los medios didacticos y las
interacciones en el aula.

Watson, Callingham y Donne (2008), en una entrevista realizada a 42 profesores
australianos de primaria y secundaria, aplicaron un cuestionario con 12 items referidos a
este conocimiento en relacion con la estadistica y la probabilidad. Clasificaron a los
profesores segiin nivel de su conocimiento mediante métodos estadisticos. Sus
resultados mostraron que: en el nivel alto, con nueve profesores, se caracterizaron por
un buen desempeno para trabajar con la matematica involucrada en problemas de
razonamiento probabilistico y razonamiento proporcional, y sugerir respuestas correctas
e incorrectas para items de dificultad moderada, aunque su desempefio no fue bueno con
items mas complejos.

En el nivel medio, con 19 profesores, se caracterizaron por la capacidad de sugerir
respuestas correctas e incorrectas para algunos temas y tratar problemas de
razonamiento proporcional y probabilistico. En el nivel bajo, con 14 profesores, se
caracterizaron porque podian empezar a predecir respuestas de los estudiantes y usar
materiales en clases.

Finalmente, Contreras (2011), en su trabajo aplicado a 174 futuros profesores de
primaria, evalu6 los conocimientos didacticos del contenido en dos preguntas, respecto
a dos componentes del MKT de Ball y colaboradores: el conocimiento especializado del

contenido y el conocimiento del contenido y la ensefianza. En el conocimiento del
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contenido y la ensefanza, se pidi6 a los estudiantes participantes identificar algunas
variables que permiten modificar el problema propuesto, para cambiarlo por otro mas
simple o complejo, o bien, para modificar el contenido. Los participantes lograron
identificar entre una y dos variables del problema, lo que les permitié6 modificar los

contenidos y la dificultad de la tarea propuesta.

2.3.3. INVESTIGACIONES SOBRE EXPERIENCIA DE FORMACION DE
PROFESORES.

Finalmente describimos algunas investigaciones que combinan la evaluacion y la
formacion de los profesores.

Dugdale (2001) estudi6 el conocimiento didactico de un grupo de 16 profesores
de educacion primaria en formacion en Estados Unidos utilizando la simulacion por
ordenador. Los resultados mostraron las ventajas de ensefiar a los profesores a simular
un juego conocido con probabilidades alteradas, pues promueve el debate y la
comprension de la probabilidad, contrastando las frecuencias relativas generadas en la
simulacion por ordenador con las probabilidades tedricas y razonando los resultados.

Batanero, Cafiizares y Godino (2005) realizaron algunas actividades de
simulacion con la muestra de futuros profesores que respondid a su cuestionario. En
estas actividades de simulacion (con monedas y con la hoja Excel) se trabajaron
problemas similares a los propuestos en su cuestionario, variando el tamafio de la
muestra, para utilizar muestras pequefias y grandes. Los autores sugieren que las
actividades ayudaron a sus estudiantes a superar los sesgos encontrados en el
cuestionario, aunque no en todos los alumnos, puesto que el tiempo disponible fue
limitado.

Contreras (2011) analiz6 una experiencia de formacion en una muestra constituida
por 79 profesores en formacion y 87 en ejercicio, de Espafia, México y Portugal. Aplicod
una situacion didéctica basada en un juego paraddjico, pero sencillo, combinando la
simulacion de la situacion con material manipulativo, la recogida de datos, discusion de
los participantes sobre las diferentes estrategias utilizadas y finalmente, la demostracion
matematica de la estrategia considerada correcta por los participantes. Posteriormente,
comparé las estrategias iniciales en el juego con las finales. Los resultados de este
estudio demostraron la existencia de sesgos iniciales, como la equiprobabilidad en

aproximadamente el 67% de los participantes. Sin embargo, cerca del 50% de los que lo
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mostraron reconocen y superan dichos sesgos luego de la instruccion impartida.

De hecho, esta misma situacion habia sido utilizada previamente por Batanero,
Godino y Roa (2004) con profesores en formacion, estudiantes de la especialidad de
estadistica. Pero los autores no llegan a analizar en profundidad el cambio de estrategias
con la instruccidon y su muestra es pequefia. Los autores sugieren que los profesores en
formacion deben ser capaces de resolver situaciones problemadticas paraddjicas y
reflexionar sobre su contenido. Esta actividad ayuda en la identificacion de dificultades
en el aprendizaje de un concepto dado; aun mads, los problemas en apariencia deben ser
sencillos, con soluciones intuitivas o sorprendentes, para confrontarlos con sus
creencias erroneas.

Groth (2008) analiza el trabajo de grupos de profesores en ejercicio, cuando
discuten a distancia sobre sus clases. El autor observa que el profesor de probabilidad y
estadistica debe controlar dos tipos de incertidumbre en su labor educacional: la
interaccion que se produce entre alumno y profesor, y la incertidumbre propia de la
probabilidad y estadistica. Este autor sugiere que los profesores deben trabajar en
grupos, en donde discutan sobre sus problemas y necesidades, ideas, estrategias de
ensefianza, dificultades, concepciones erradas, etc.

En resumen, estas propuestas de formacion profesional recomiendan la reflexion,
tanto personal como con sus compaieros, sobre las dificultades del aprendizaje y sus
propias dificultades con la materia. Batanero y Diaz (2012) proponen que en la
formacion de futuros profesores deben existir entornos y contextos donde se trabajen
problemas significativos relativos a su desarrollo profesional y se reflexione sobre este

proceso.
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CAPITULO 3. ESTUDIO DE EVALUACION CON
FUTUROS PROFESORES

3.1. INTRODUCCION

En este capitulo presentamos el estudio de evaluacion realizado con una muestra
de futuros profesores de educacién primaria. En primer lugar, describimos la
metodologia y la muestra que ha participado en esta investigacion, junto al contexto en
que se realizd el trabajo. Seguidamente, analizamos las tareas planteadas a los
estudiantes, identificando los objetos matematicos que se evalian en cada una de ellas.
Nos apoyamos para ello en el analisis realizado por Rivas y Godino (2015), quienes
usaron la misma tarea en una experiencia de formacion de profesores.

En las siguientes secciones se analizan los resultados obtenidos, relacionandolos
con los de las investigaciones previas, y finalmente se aportan nuestras conclusiones

sobre el estudio.

3.2. METODOLOGIA

La metodologia utilizada es basicamente cualitativa, pues estudiamos sujetos
concretos en su particularidad temporal y local (Flick, 2007). El estudio es exploratorio,
de acuerdo a Hernandez, Fernandez y Baptista (2006), pues la intencidén no es realizar
un contraste formal de hipodtesis, sino adquirir mayor conocimiento sobre el problema,
para plantear en el futuro nuevas investigaciones. Se trataria de una investigacion
aplicada y el andlisis de los datos es descriptivo. A continuacién, se describe la muestra

y contexto educativo, el instrumento utilizado y el método de analisis de datos.

3.2.1. MUESTRAY CONTEXTO EDUCATIVO

La muestra estuvo compuesta por 60 estudiantes, de los cuales 20 realizaron la
actividad en forma individual y los 40 restantes en parejas. Aunque la muestra es
intencional, las caracteristicas de los estudiantes son similares a las de otros grupos y
cursos. El tamafio es suficiente para que los resultados puedan ser generalizables a otros
estudiantes de similares caracteristicas. Los datos se han tratado de forma anénima y se
informo a los sujetos de la finalidad principal de la evaluaciéon, que es contribuir a la

mejora de la ensefianza y formacion de otros futuros profesores. Agradecemos a estos
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estudiantes y a su profesor su colaboracion.

Estos estudiantes cursaban, en la Universidad de Granada, el Grado de Maestro
de educacién primaria, especificamente el curso “Ensefianza y aprendizaje de las
matematicas”, en el curso 2014-2015. Habian cursado el afio anterior la asignatura de
“Bases matematicas para la educacion primaria”. La recogida de datos se hizo hacia el
final del curso, con lo cual, ya habian estudiado la mayor parte de la asignatura de
“Enseflanza y aprendizaje de las matematicas”. A continuacion, resumimos brevemente

la formacion recibida sobre probabilidad y su didactica.

Formacion en probabilidad

En la guia docente de la asignatura “Bases matematicas para la educacion
primaria”, encontramos una breve descripcion de los contenidos de probabilidad que
deben haber estudiado en el primer curso. Estos contenidos especificos se dividen en
tedricos y practicos. Los contenidos tedricos relacionados con probabilidad son:
“Fenomenos y experimentos aleatorios. Sucesos. Probabilidad: asignacion subjetiva;
estimacion frecuencial y asignacion clésica (regla de Laplace)” (Departamento de
Didactica de la Matematica, 2014a, p. 3).

Los contenidos del temario practico referidos a estadistica y probabilidad son:
“organizacion de datos; interpretacion de informacidon en medios de comunicacion;
fenomenos relacionados con el azar” (Departamento de Didactica de la Matematica,
2014a, p. 3).

En las referencias bibliograficas recomendadas al estudiante para el tema
probabilidad en este curso (Azcarate y Cardefioso, 2001; Batanero y Godino, 2004 y
Pareja, 2011), hemos encontrado los siguientes contenidos: aleatoriedad, sucesos,
espacio muestral, experimentos simples y compuestos, probabilidad, asignacion de
probabilidades mediante regla de Laplace, estimacion frecuencial de la probabilidad,
probabilidad conjunta y condicionada. Por ello, los participantes en el estudio deben
estar bien preparados para responder a la actividad planteada en nuestra investigacion.

En cuanto a los contenidos de la asignatura “Ensefianza y aprendizaje de las
matematicas”, se refieren al conocimiento especializado del contenido, conocimiento
del contenido y los estudiantes, conocimiento del contenido y el curriculo, y

conocimiento del contenido y la ensefianza. El temario de esta asignatura se divide en
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tedrico y practico. Con respecto al temario teorico se indica lo siguiente (Departamento
de Didactica de la Matematica, 2014b, p.3):

1. Matematicas, cultura y sociedad. La importancia social y cultural de las matematicas.
Las matematicas en el sistema educativo. Fines de la educacion matematica. La
resolucion de problemas matematicos.

2. Sentido matematico. Sentido numérico. Sentido de la medida. Sentido espacial y
geométrico. Pensamiento estocastico. Caracteristicas y componentes.

3. Aprendizaje de las matematicas (aritmética, medida, geometria y estocastica).
Expectativas de aprendizaje, etapas de aprendizaje, errores y dificultades en el
aprendizaje de las matematicas. Diagnostico y tratamiento de las dificultades en
matematicas.

4. La ensefianza de las matematicas (aritmética, medida, geometria y estocastica). El papel
del profesor de matematicas, técnicas y estrategias docentes. Actividades y tareas en
matematicas, el papel de los materiales y recursos. Metodologia de ensefianza de las
matematicas basada en la resolucion de problemas.

Los contenidos del temario practico de esta asignatura son:

Conocimiento matematico en educacion primaria; Analisis del curriculo de matematicas
en educacion primaria; Resolucion de problemas en matematicas y educacion
matematica; Identificacion, organizacion y clasificacion de errores y dificultades en
pruebas de escolares de educacion primaria; y finalmente, Analisis, seleccion y disefio de
tareas matematicas, sus variables y conocimientos puestos en juego (Departamento de
Didactica de la Matematica, 2014b, p. 3).

Los alumnos que completaron la experiencia utilizaron los textos de Azcérate y
Cardenoso (2001) y Batanero y Godino (2004). Ambos contienen aspectos curriculares
y epistemologicos de la evolucion histérica del concepto; importancia del aprendizaje
de los cuatro significados de la probabilidad; algunos errores y dificultades en el
aprendizaje con respecto al lenguaje, conceptos basicos, razonamiento probabilistico,
paso del significado intuitivo a la asignacion numérica o destrezas de calculo de
probabilidades con los significados clasico y frecuencial; asi como materiales y recursos

para su ensefianza.

3.2.2. TAREAS PLANTEADAS

La evaluacion se realizé como parte de una actividad practica de la asignatura
“Enseflanza y aprendizaje de las matematicas”. Se dio a los estudiantes la ficha de
trabajo mostrada en la Figura 3.2.2.1, que describe una secuencia de ensefianza de la

probabilidad por una maestra.
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Raquel es maestra de Primaria y lleva unos dias trabajando algunas nociones de probabilidad en su clase
de 6°. Sus estudiantes asignan sin dificultad probabilidades a ciertos sucesos simples, como los resultados
de lanzar un dado o una moneda o de girar una ruleta con todos los sectores iguales. Para hoy decide
plantear la siguiente actividad:

Actividad 1. Suma de puntos al lanzar dos dados:

“Vamos a jugar con dos dados por parejas. Lanzamos los dados y sumamos los puntos obtenidos. Si
resulta una suma de 6, 7, 8, 0 9 entonces gana A una ficha, si la suma es distinta de esos numeros gana B
una ficha. ;Qué prefieres ser jugador A o B?

Juega con un compariero 10 veces y anota los resultados de las sumas que obtienes. ;Quién ha ganado
mdas veces A o B? ;Piensas que se repetira el resultado si jugamos 100 veces mas? ; Por qué?

Actividad 2. Recogida de datos de la clase:

A continuacion Raquel recoge en la siguiente tabla los datos de las 10 parejas de estudiantes que hay en la
clase y les pide construir un diagrama de barras con estos datos.

Suma de puntos | Recuento | Numero veces | Frecuencia relativa
2 2 0,02
Gana 3 9 0,09
B 4 12 0,12
5 20 0,2
6 7 0,07
Gana 7 12 0,12
A 8 14 0,14
9 9 0,09
10 8 0,08
Gana
11 4 0,04
B
12 3 0,03

Raquel plantea a los nifios las siguientes preguntas:
¢ Quién ha ganado mas veces los jugadores A o los B?

¢ Quién tiene mas probabilidad de ganar?

Figura 3.2.2.1. Ficha de trabajo de los estudiantes

Esta actividad ha sido también utilizada por Rivas y Godino (2015) en una
experiencia de formacion sobre ensenanza de la probabilidad para la formacion inicial
de profesorado de educacion primaria. En su investigacion, los autores proponen un
desarrollo de las fases de la ingenieria didactica fundamentadas en el EOS, y analizan
las dimensiones: epistémica, cognitiva, afectiva, interaccional, mediacional y ecolégica.
El contexto fue la asignatura del plan de formacion de maestros titulada: “Bases
matematicas para la educacion primaria”, en la Facultad de Ciencias de la Educacion de
la Universidad de Granada. Participaron 58 estudiantes, en dos sesiones de clases. El
profesor resuelve la tarea colectivamente en la pizarra y pide a los estudiantes ir
respondiendo a cada pregunta de la actividad. Como instrumentos de recogida de datos

se utilizaron las grabaciones audiovisuales de las sesiones de clase.
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En nuestra experiencia, se da a los participantes un cuestionario que deben
responder por escrito y que contiene, ademds de la situacion inicial presentada en la
Figura 3.2.2.1, las preguntas siguientes:

1. Analiza la Actividad 1 y luego responde: ;quién tiene ventaja en el juego? y ;por
que?

2. Compara la probabilidad tedrica que has obtenido con los resultados empiricos del
juego ;Seré suficiente con hacer 10 tiradas de los dados para obtener conclusiones?

3. Si realizdramos muchas tiradas, ;Con cuanta frecuencia esperarias que saliera cada
una de las sumas? ;Con cuanta frecuencia ganaria 4 o B?

4. Analiza la Actividad 2 ;Piensas que la tabla con los datos de toda la clase es
suficiente para poder sacar conclusiones del experimento realizado y responder a las
cuestiones planteadas? ;Podriamos tomar como probabilidad de ganar A la
frecuencia relativa de veces que gana A?

5. Define qué significa para ti “simular un experimento aleatorio”.

A continuacién, analizamos la solucidon esperada y el contenido evaluado con

estas preguntas.

Anélisis del juego desde el significado clasico

1. Analiza la actividad 1. Indica quién tiene ventaja en el juego y por qué.
Determina la probabilidad teorica.

En la primera pregunta se espera que el futuro profesor resuelva matematicamente
el problema, para determinar la probabilidad de ganar de cada jugador y compararlas
entre si. Para llegar a la solucion, el futuro profesor podria utilizar algun tipo de
esquema como el mostrado en la Tabla 3.2.2.1, basado en la enumeracion sistematica
del espacio muestral del experimento.

Se observa que no todas las sumas de puntos tienen la misma probabilidad, siendo
mas probables las sumas intermedias, que justamente corresponden al jugador A4, y
menos probables las extremas.

Puesto que, aplicando el principio de indiferencia, todos los sucesos elementales
tienen igual probabilidad, a partir del esquema dado, el futuro profesor puede observar
que, aplicando la regla de la suma al suceso compuesto B = {2, 3, 4, 5, 10, 11, 12}, B

gana 16 veces de 36, pues los sucesos elementales son incompatibles. Con un
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razonamiento semejante se deduce que 4 gana 20 veces de 36.

Tabla 3.2.2.1. Enumeracion sistemdtica para resolver la tarea 1.

Suma de puntos Casos
2 11
Gana 3 12,21
B 4 13,22, 31
5 14, 23,32,41
6 15, 24, 33,42,51
Gana 7 16, 24, 33, 43, 52, 61
A 8 26, 35, 44, 54,62
9 36, 45, 54,63
Gana 10 46, 55, 64
B 11 56, 65
12 66

De igual modo, utilizando la regla de Laplace, como cociente entre casos
favorables y posibles, se deducen las probabilidades, que son: P(4) = 20/36 = 0,55 y
P(B)=16/36 = 0,45. Tiene ventaja 4 en este juego, pues la probabilidad de que gane es
mayor.

Otra forma que el estudiante puede utilizar para representar los casos favorables
en el lanzamiento de dos dados es mediante una tabla de doble entrada, como la Tabla
3.2.2.2. En la primera fila de dicha tabla se representan los posibles resultados del
primer dado, y en la primera columna los resultados del segundo dado. En las celdas de
la tabla, se identifican los casos posibles segin la suma de puntos al lanzar ambos

dados. El resto del razonamiento seria similar al descrito anteriormente.

Tabla 3.2.2.2.Casos posibles al lanzar dos dados y la suma de puntos

+]1 2 3 4 5 6
112 3 4 5 6 7
213 4 5 6 7 8
314 5 6 7 8 9
415 6 7 8 9 10
516 7 8 9 10 11
617 8 9 10 11 12

También, en la Tabla 3.2.2.2, podemos observar facilmente que el experimento
aleatorio “lanzar dos dados” esta compuesto por 36 posibles sumas, con 11 resultados
posibles (2, 3, 4, 5,6, 7, 8,9, 10, 11 y 12). Es importante darse cuenta que el orden se
debe considerar pues, por ejemplo, podemos obtener (2,1) o (1,2) y ambos nos dan la
suma 3, que tiene doble probabilidad que la suma 2 (1,1).Con estos datos, podemos

obtener la correspondiente distribucion de probabilidad, que presentamos en la Tabla
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3.2.2.3. También se podria haber construido un diagrama de barras para representar la

distribucion de probabilidad (Figura 3.2.2.2).

Tabla 3.2.2.3. Distribucion de probabilidad experimento lanzar dos dados.

Suma de Puntos Probabilidad

2 0,028
3 0,056
4 0,083
5 0,111
6 0,139
7 0,167
8 0,139
9 0,111
10 0,083
11 0,056
12 0,028

Distribucidn de probabilidad variable suma de puntos

0180
0,160
0,140
¥ 0120

= 0,100 f
g 0,080 ?
& 0080 B Seriesl .
0,040 g
0,020 I I
0,000

2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12

Suma de puntos

Figura 3.2.2.2. Reproducida de Rivas (2014, p. 162)

Al observar la Tabla 3.2.2.3, el estudiante puede comprobar que en este juego es
mas conveniente elegir ser el jugador A, pues tiene mayor probabilidad de ganar que el
B. Podemos verlo aplicando la regla de la suma de probabilidades:

P(4) = 0,139+0,167+0,139+0,111 = 0,556

Y del mismo modo, se calcula la probabilidad de que gane B:

P (B) =0,028+0,056+0,083+0,111+0,083+0,056+0,028 = 0,444.

Esta ultima probabilidad también se podria haber obtenido aplicando la regla de la
probabilidad del suceso contrario pues: P(4) + P(B) = 1, ya que la union de los dos
sucesos es el suceso seguro. En la Tabla 3.2.2.4 se muestra un analisis semiotico de la

solucion del juego desde el significado clasico, aunque, dependiendo de la que presente
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el estudiante, se usaran unos u otros objetos matematicos. En ella observamos los
distintos lenguajes, conceptos, propiedades, procedimientos y argumentos matematicos

involucrados en esta actividad.

Tabla 3.2.2.4. Objetos matemdticos implicitos en la solucion de la primera pregunta

Objetos matematicos involucrados

Lenguajes Términos: dado, lanzar, sumar, resultado, ventaja. Tablas y graficos.

Conceptos Aleatoriedad, probabilidad, suceso, espacio muestral, casos favorables, casos
posibles, suma, variable aleatoria, recorrido, distribucion de probabilidad,
suceso seguro.

Propiedades Equiprobabilidad de resultados segun la simetria del dado; importancia del
orden, regla de Laplace, regla de la suma, regla del suceso complementario.
Procedimientos Formaciéon del espacio muestral producto, construccion de una tabla o

elaboracion de un grafico, traduccion de tablas a graficos o de tablas a
probabilidades. uso de las reglas de la suma y el suceso complementario para
obtener la probabilidad de ganar 4 o B.

Argumentos Serie de proposiciones que llevan al calculo de la probabilidad de ganar 4 o B.

Sin embargo, los estudiantes pueden cometer diferentes errores al resolver el
problema. Uno de ellos es no tener en cuenta el orden de los nimeros en el lanzamiento
de cada dado, es decir, considerar dos posibilidades de obtener la misma suma que
aparecen en distinto orden como un tnico suceso, error encontrado por Gémez (2011) y
Rivas y Godino (2015). Por ejemplo, las posibilidades (3,1) y (1,3) se contabilizan en
los casos favorables a la suma 4 una sola vez, ya que 1+3 es igual que 3+1, en cuyo
caso, el espacio muestral quedaria restringido.

Otra dificultad descrita por Rivas y Godino (2015), como hecho didactico
significativo, es que el estudiante se fije so6lo en las sumas y las considere
equiprobables, sin tener en cuenta todas las combinaciones de valores de los dados que
dan como resultado la misma suma, es decir, asumiendo que la suma de puntos 2 (1,1)
tiene la misma probabilidad de ocurrencia que la suma de puntos 4 (2,2), (1,3) y (3,1).
De este modo, se manifiesta en el participante el sesgo de la equiprobabilidad, al
considerar que todos los posibles resultados de sumas en el experimento son
equiprobables (Lecoutre, 1992). Rivas y Godino indican que este error permite observar
discrepancias entre el significado personal y el significado institucional pretendido.

Finalmente, los autores sugieren que algunos estudiantes pueden razonar de
acuerdo al sesgo de representatividad, descrito en Kahneman, Slovic y Tversky (1982),
si se concluye en base a los resultados empiricos mostrados en la tabla y obtenidos en el
lanzamiento de 100 veces los dos dados. En este caso, los estudiantes no tienen en

cuenta la variabilidad de las pequeflas muestras y no comprenden la idea de
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convergencia, ni siquiera a nivel intuitivo.

Comparacion con datos obtenidos en la repeticion del experimento

2. Compara la probabilidad teorica que has obtenido con los resultados
empiricos del juego en la Actividad 2 ;Sera suficiente con hacer 10 tiradas de los dados
para obtener conclusiones?

Para responder a esta pregunta, se espera que el estudiante analice la tabla de
datos con los resultados empiricos del experimento y observe que, con los datos
recogidos mediante la realizacioén del juego, los resultados son contrarios a lo esperado
tedricamente, pues gana B con una frecuencia de 58 frente a la frecuencia de 42 veces
que gana A4 en los 100 resultados.

Es decir, el estudiante trataria de aplicar el significado frecuencial de la
probabilidad para estimar la probabilidad del suceso a partir de la frecuencia relativa.
Pero la muestra de datos disponibles todavia es pequena y la estimacion es pobre. Por
ello, esperamos que indique que 10 tiradas de dados de cada estudiante son demasiado
pocas para observar la convergencia de la frecuencia relativa a la probabilidad teorica, y
que habria que aumentar el nimero de tiradas en el experimento.

En la Tabla 3.2.2.5, se muestra un andlisis semiotico de la solucidon, aunque,
dependiendo de la solucion de cada estudiante participante de nuestra investigacion, se
usaran unos u otros objetos. En ella observamos: lenguajes, conceptos, propiedades,

procedimientos y argumentos matematicos involucrados en esta actividad.

Tabla 3.2.2.5. Objetos matematicos implicitos en la solucion de la segunda pregunta

Objetos matematicos involucrados

Lenguajes Términos: probabilidad teorica, resultado empirico, comparar, 10 tiradas,
convergencia. Tablas y graficos.

Conceptos Aleatoriedad, probabilidad, suceso, resultado, frecuencia absoluta, frecuencia
relativa, tamafio de una muestra, convergencia.

Propiedades Variabilidad del muestreo, diferencia entre frecuencia relativa y probabilidad,
efecto del tamafio de la muestra sobre la convergencia, regla de la suma.

Procedimientos Interpretacion de una tabla de frecuencias, traduccion de tablas a
probabilidades, comparacion calculos de probabilidad tedrica con empirica.

Argumentos Serie de proposiciones que llevan a la estimacion de la probabilidad teorica a
partir de la frecuencia y a su comparacion.

En esta pregunta, los futuros profesores participantes pueden cometer algunos

errores. El mas probable seria preferir al jugador B, pues este, en el juego empirico,
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obtiene mayor frecuencia de resultados favorables que el A. Este error se present6 en el
trabajo de Rivas y Godino (2015), donde se deja en evidencia el uso de la heuristica de
representatividad descrita en Kahneman et al. (1982). Se muestra una confianza
indebida en pequefias muestras, es decir, lo que se ha denominado creencia en la ley de
los pequerios numeros.

Si se produce este error, los estudiantes aceptan como una buena estimacion de la
probabilidad pedida los resultados del juego empirico, en el que se considera ganador al
jugador B con probabilidad 58/100. Ademas, se confunde la probabilidad teorica (que
debe haberse calculado en la pregunta anterior), con la frecuencia relativa, que se
calcularia con los resultados empiricos del experimento. Es decir, el estudiante asume
que los casos favorables sean los resultados favorables a cada jugador en los posibles

100 lanzamientos.

Estimacion del valor esperado mediante el enfoque frecuencial

3. Si realizaramos muchas tiradas, ;Con cudnta frecuencia esperarias que
saliera cada una de las sumas? ;Con cuanta frecuencia ganaria A o B?

En la Tabla 3.2.2.3 presentamos la distribucion de probabilidad esperada de la
variable aleatoria “suma de los valores obtenidos en el lanzamiento de dos dados”. La
frecuencia esperada de un suceso S en n repeticiones de un experimento viene dada por
la expresion: Fe (§) = n * P(S). Por tanto, una forma sencilla de calcular la frecuencia
esperada seria considerar 1000 experimentos y multiplicar las probabilidades de la

Tabla 3.2.2.3 por 1000, obteniendo la Tabla 3.2.2.6.

Tabla 3.2.2.6.Frecuencia esperada de posibles sumas al lanzar 1000 veces dos dados.

Suma de Puntos Probabilidad Numero esperado

Gana 2 0,028 28
A 3 0,056 56
4 0,083 83

5 0,111 111
Gana 6 0,139 139
B 7 0,167 167
8 0,139 139

9 0,111 111

Gana 10 0,083 83
A 11 0,056 56
12 0,028 28

Por otro lado, en el apartado 1 se calcularon las probabilidades tedricas de los

sucesos ganar A y ganar B: P(4) = 0,556 y P(B) = 0,444. Por tanto, en 1000
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repeticiones, la frecuencia esperada seria que 4 ganaria 556 veces y B 444 veces.
Ademas, si se piensa en lanzar los dos dados 36 veces, teniendo en cuenta los
casos favorables para cada suma, se obtendria la Tabla 3.2.2.7. De ella se deduce que
esperamos que A gane 20 veces de 36 frente a 16 de cada 36 que ganaria B, o lo que es
igual, 5 veces de 9 frente a 4 veces de 9. En la Tabla 3.2.2.8 se muestra un analisis

semiotico de la solucion.

Tabla 3.2.2.7. Frecuencia de posibles resultados al lanzar 36 veces dos dados

Suma de puntos Frecuencia esperada

2 1

Gana 3 2
B 4 3

5 4

6 5

Gana 7 6
A 8 5
9 4

Gana 10 .
B 11 2
12 1

Tabla 3.2.2.8. Objetos matemdticos implicitos en la solucion de la tercera pregunta

Objetos matematicos involucrados

Lenguajes Términos: muchas tiradas, frecuencias, esperarias, cada una, suma, ganaria A4,
B. Tablas.
Conceptos Aleatoriedad, probabilidad, suceso, espacio muestral, casos favorables, casos

posibles, suma, variable aleatoria, distribucion de probabilidad, suceso seguro,
frecuencia relativa, frecuencia esperada.

Propiedades Equiprobabilidad de resultados, importancia del orden, simetria del dado, regla
de Laplace, regla de la suma, convergencia.

Procedimientos Formacion del espacio muestral producto, construccion de una tabla, calculo
de la frecuencia esperada a partir de tablas.

Argumentos Serie de proposiciones que llevan al calculo de la frecuencia esperada.

Para responder a esta pregunta, el estudiante va a considerar los resultados obtenidos en
el apartado 1, por lo tanto, los principales errores en los que puede incurrir, son los

detallados anteriormente en la pregunta 1.

Comparacion de los significados clasico y frecuencial

4. Analiza la Actividad 2 ;Piensas que la tabla con los datos de toda la clase es
suficiente para poder sacar conclusiones del experimento realizado y responder a las
cuestiones planteadas? ;Podriamos tomar como probabilidad de ganar A la frecuencia

relativa de veces que gana A?
45



En esta pregunta se pretende que el estudiante reflexione sobre la diferencia que
se ha observado entre el valor tedrico de la probabilidad y la frecuencia relativa de los
datos en 100 repeticiones del experimento. Se espera que el estudiante detecte la gran
diferencia y rechace la posibilidad de estimar la probabilidad de ganar 4 mediante la
frecuencia relativa. El estudiante debe responder que no serian suficientes los datos de
esta tabla. La frecuencia relativa obtenida en el experimento es una estimacion mala, en
este caso, de la probabilidad. En la Tabla 3.2.2.9, al igual que en las preguntas

anteriores, se muestra un analisis semiotico de la solucion.

Tabla 3.2.2.9. Objetos matematicos implicitos en la solucion de la cuarta pregunta

Objetos matematicos involucrados

Lenguajes Términos: tabla, datos, suficiente, concluir, experimento, probabilidad, ganar
A, frecuencia relativa. Tabla.

Conceptos Aleatoriedad, probabilidad, suceso, frecuencia relativa, convergencia, tamafio
de la muestra, precision, datos.

Propiedades Convergencia de la frecuencia relativa a la probabilidad, variabilidad de la
frecuencia relativa en pequefias muestras.

Procedimientos Formacion del espacio muestral producto, construccion de una tabla o
elaboracion de un grafico, traduccion de tablas a graficos o de tablas a
probabilidades.

Argumentos Serie de proposiciones que llegan a comparar la probabilidad teorica y la

estimacion frecuencial y concluir que la precision es pequeiia.

Un error, que puede cometer el estudiante al responder este apartado, segun Rivas
(2014), es aceptar comprobaciones empiricas e intuitivas, realizadas mediante una serie
pequefia de experimentos, para deducir la convergencia de las frecuencias relativas a las
probabilidades. Otro seria no percibir las fluctuaciones inherentes a dicha convergencia,

lo que en este caso le llevaria a contestar afirmativamente en este apartado.

Compresion de la idea de simulacion

5. Indica qué significa para ti simular un experimento aleatorio.

Como parte de la practica sobre probabilidad, los estudiantes habian realizado en
clase diferentes simulaciones, asi como experimentos con material manipulativo como
dados, monedas o extraccion de bolas en urnas. Las simulaciones también se habian
realizado utilizando la hoja Excel y algunos applets disponibles en Internet. En
concreto, se habian simulado el nacimiento de nifos y nifas, el muestreo por el método

de captura-recaptura y la extraccion de bolas en urnas.
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Intuitivamente, se les habia expuesto la diferencia entre experimentacion y
simulacion. En esta pregunta, se espera que el estudiante defina con sus propias palabras
lo que entiende por simular un experimento aleatorio. En general, consiste en sustituir
un experimento aleatorio por otro isomorfo y mas sencillo de realizar y de modo que los
resultados del segundo experimento puedan utilizarse para sacar conclusiones del
primero (Batanero, 2003). En la ciencia es un método usado para estudiar las relaciones
matematicas y logicas, necesarias para describir el comportamiento y la estructura de
sistemas complejos del mundo real, por ejemplo, econdmicos, sociales, bioldgicos,
fisicos o quimicos, a través de largos periodos de tiempo.

La simulacién tiene, segin Fernandes, Batanero, Contreras y Diaz (2009), un
papel muy importante en la ensefianza, pues sirve como puente entre la realidad que se
quiere estudiar y el modelo matematico (la probabilidad) que se utiliza para su estudio.
Por ejemplo, queremos estudiar el sexo en una muestra de 100 recién nacidos; lo que,
desde el punto de vista practico, es dificil de estudiar en la realidad. Pero se puede
simular la situaciéon anterior lanzando 100 monedas donde la cara represente, por
ejemplo, las nifias, y las cruces los nifios. Repitiendo muchas veces el lanzamiento se
puede estudiar la distribucion mas probable del nimero de nifios y nifias en cada 100
nacimientos. Igualmente, se puede simular la situacion en un ordenador, usando
numeros aleatorios (0 o 1) o bien algiin applet en internet que simule directamente el
experimento o bien el lanzamiento de monedas.

En este sentido, la simulacién (con monedas reales o en el ordenador) es un
puente entre la realidad (los nacimientos reales que no podemos estudiar directamente)
y el modelo matematico (en este caso, seria la distribucion binomial). El modelo
matematico es muy complejo para el estudiante; pero mediante la simulacion podemos
obtener algunas conclusiones sobre la situacion real.

Esperamos que los estudiantes indiquen algunas caracteristicas de la simulacion,
pero también podrian no diferenciar entre simulaciéon y experimentacion. En la Tabla

3.2.2.10 se muestra un analisis semiodtico de la solucion.

Tabla 3.2.2.10. Objetos matematicos implicitos en la solucion de la quinta pregunta

Objetos matematicos involucrados

Lenguaje Términos: simular, experimento, aleatorio.

Conceptos Aleatoriedad, experimento aleatorio, probabilidad, suceso, espacio muestral,
isomorfismo, resultado, repeticion del experimento, frecuencia relativa,
estimacion frecuencial.
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Propiedades Equivalencia de experimentos, convergencia.

Procedimientos Sustitucion de un experimento por otro, puesta en correspondencia de los
sucesos en los dos experimentos, experimentacion, recogida y analisis de
datos, obtencion de conclusiones.

Argumentos Serie de proposiciones que llevan a la obtencion de conclusiones sobre un
experimento aleatorio a partir de la simulacion.

3.2.3. METODO DE ANALISIS DE DATOS

El instrumento de recogida de datos es un cuestionario. Es un instrumento de
medicion que, mediante las preguntas planteadas, proporciona una estimacion de los
conocimientos y capacidades de los sujetos, que no son accesibles por simple
observacion o encuesta (Barbero, 2003).

La metodologia empleada para el analisis de los protocolos escritos de los
estudiantes es el analisis de contenido, que permite evaluar concepciones Yy
conocimientos del autor mediante el analisis de su discurso escrito, de forma objetiva,
sistemdtica y cuantitativa (Noguero, 2002).

Para realizar el analisis de contenido, el texto se divide en unidades mas
pequetias (en nuestro caso, la respuesta a cada apartado del cuestionario). Dichas
unidades se clasifican en un numero reducido de categorias. Las categorias se
determinan mediante un andlisis ciclico de las respuestas, comparando unas con otras y
con el analisis a priori de las tareas.

Codificados los datos, se realiza un estudio estadistico descriptivo de las
frecuencias en cada categoria y pregunta, que sirve para extraer conclusiones. En
nuestro caso, también compararemos las frecuencias de las diferentes categorias en los
estudiantes que trabajan individualmente para completar el cuestionario y los que lo
hacen en parejas. Analizaremos dos variables principales:

e La correccion de la respuesta; para lo cual las clasificamos en correctas,
parcialmente correctas e incorrectas. En algunos casos, clasificamos las respuestas
incorrectas de acuerdo al tipo de error que aparece en la misma.

e Recursos usados para responder la pregunta, cuando existe variedad en los mismos.

3.3. RESULTADOS

Una vez realizado el analisis a priori de las tareas, que se muestra en las secciones
anteriores, procedemos a analizar las soluciones escritas aportadas por los futuros
profesores de educacion primaria. Se comienza mostrando las respuestas correctas,

seguidas de las parcialmente correctas e incorrectas, y dentro de cada una, cuando hay
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variantes, se vuelven a clasificar a su vez. Finalmente, se presenta una tabla de
frecuencias comparando las respuestas de los sujetos que trabajaron en forma individual

y los que lo hicieron en parejas.

3.3.1. ANALISIS DEL JUEGO DESDE EL SIGNIFICADO CLASICO

En primer lugar analizamos las respuestas a la pregunta 1, en que se pide a los
estudiantes decidir quién tiene ventaja en el juego y por qué, y determinar la
probabilidad tedrica. Hemos encontrado las siguientes categorias de respuestas:

RI1.Respuesta correcta. Son los estudiantes que han identificado correctamente
todos los sucesos del espacio muestral producto obtenido en el lanzamiento de los dos
dados, haciendo una enumeracion sistematica de todos los casos y teniendo en cuenta el
orden. A partir de ello, han identificado correctamente los sucesos correspondientes a
las sumas en las que ganan 4 y B, y han calculado correctamente las probabilidades
correspondientes aplicando la regla de la suma, o bien el sucesos complementario (o las
dos propiedades).

En la Figura 3.3.1.1 mostramos un ejemplo, en que el estudiante usa una tabla de
doble entrada para identificar todos los sucesos del espacio muestral producto. Ademas,
en el cuerpo de la tabla, introduce una notacion para identificar cuales de ellos tienen la
suma a favor de ganar 4 o de ganar B. Con dos colores marca los sucesos favorables a 4
y B, que expresa mediante un codigo situado al margen de la tabla. Seguidamente,
calcula las posibilidades totales para cada jugador, como cociente de casos favorables y

posibles, aplicando la regla de Laplace.
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Figura 3.3.1.1.Respuesta correcta al apartado 1

R2. Respuesta correcta relacionando el enfoque clasico y frecuencial. Algunos
estudiantes dan la respuesta correcta, indicando la probabilidad clasica de ganar el juego

los jugadores 4 y B, pero también indican que si se tiene en cuenta los datos,
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aparentemente ganaria B y que estos datos llevarian a error. Por tanto, ponen en relacion
los dos enfoques de la probabilidad.

Como ejemplo, mostramos la respuesta de la Figura 3.3.1.2, en la que un
estudiante, en primer lugar, analiza los resultados empiricos del juego, en donde B gana.
Indica también los casos favorables a cada jugador, teniendo en cuenta solo los
resultados de que salgan una suma del 2 al 12, calculando sus respectivas
probabilidades, de B (7/11) y A (4/11). Ademas, indica que este resultado lleva a
cometer un error, pues en la probabilidad tedrica, el que gana el juego es 4 con
probabilidad 20/36 sobre B, con probabilidad 16/36. Esta ultima probabilidad esta
calculada correctamente.
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Figura 3.3.1.2. Respuesta correcta relacionando los dos significados al apartado 1

R3. Parcialmente correcta. Se considera en esta categoria de respuesta, aquella en
que el estudiante identifica que tiene ventaja A4 sobre B, considerando que es mas
probable que al lanzar dos dados la suma de puntos para 4 sea mayor que para B. Sin
embargo, el argumento verbal, légico o matematico utilizado no es correcto,
presentando algunos errores comunes como el sesgo de equiprobabilidad o el espacio
muestral reducido.

Un ejemplo de esta categoria se observa en la Figura 3.3.1.3, donde el estudiante
considera que A4 tiene ventaja. Si bien su respuesta es correcta, su argumentacion no lo
es. Por un lado, comete un error en el célculo de probabilidades, pues como vimos, la
probabilidad de ganar 4 es 0,556. El estudiante considera que los sucesos son
equiprobables (presenta el sesgo de equiprobabilidad; Lecoutre, 1992), es decir,
considera que todas las sumas tienen igual ocurrencia de salir al lanzar los dos dados.
Por ello, deduce que A tiene una probabilidad de ocurrencia de 4/11 (un 36%
aproximadamente) y B de 7/11 (un 64% aproximadamente). Afadio a esto el estudiante

que es dificil o raro que salgan dos numeros pequeios o dos grandes en el lanzamiento
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de los dados, para que gane B, dando ganador al jugador A. Es un sesgo de
razonamiento que no hemos encontrado descrito en la literatura previa.
1. Analizala actividad 1. Indica quien tiene ventaja en el juego y por qué. Determina la probabilidad tebrica.
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Figura 3.3.1.3. Respuesta parcialmente correcta al apartado 1.

R4. Incorrecta por sesgo de equiprobabilidad. Algunos estudiantes indican que B
tiene ventaja, pues consideran que todas las posibles sumas de los dos dados tienen
igual probabilidad de ocurrencia, es decir, son sucesos equiprobables, mostrando sesgo
de equiprobabilidad (Lecoutre, 1992). La diferencia con el caso anterior es que también
fallan en identificar el que tiene ventaja en el juego.

Como se puede observar en el ejemplo dado en la Figura 3.3.1.4, este estudiante,
consider6 que las sumas de los valores obtenidos en el lanzamiento de dos dados (del 2
al 12) son sucesos equiprobables. No forma el espacio muestral producto para analizar
cuales sucesos de este espacio conducen a cada posible suma. Es decir, considera todas
las sumas con igual probabilidad de ocurrencia, lo que lleva a contestar erroneamente a
esta pregunta, considerando que gana B con probabilidad 7/11 frente a que gana 4, que
obtiene con probabilidad 4/11.
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Figura 3.3.1.4. Respuesta incorrecta por sesgo de equiprobabilidad del apartado 1.

RS. Incorrecta por espacio muestral reducido. Algunos estudiantes consideran
dos sumas que aparecen en distinto orden como un unico suceso. Este error, que
también aparece con frecuencia en la resolucion de problemas combinatorios, fue
denominado por Navarro-Pelayo, Batanero y Godino (1997) como error de orden. En el

ejemplo que nos ocupa es comprensible, pues la suma tiene la propiedad conmutativa;
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pero a pesar de ello, hay que diferenciar los resultados segtn el orden para el calculo de
probabilidad. Si se comete el error, el espacio muestral queda reducido, lo que lleva a
responder de manera incorrecta a esta pregunta.

Como ejemplo de esta categoria, se puede observar en la Figura 3.3.1.5que el
estudiante no considerd todos los casos posibles de sumas que se realizan al lanzar dos
dados; por ejemplo, solo considero el par (1,2) y no el (2,1), con lo que obtuvo un

espacio muestral reducido, llevando a responder de manera erronea este apartado.
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Figura 3.3.1.5. Respuesta incorrecta por espacio muestral reducido del apartado 1.

En la Tabla 3.3.1.1, se presentan los resultados en el apartado 1. Podemos
observar que contestaron correctamente a esta pregunta 43 estudiantes de los 60, pero
solo uno de ellos contestd correctamente, relacionando los dos significados de
probabilidad. En las respuestas incorrectas, el error detectado con mayor frecuencia fue
el sesgo de equiprobabilidad, presente en 12 estudiantes de la muestra. También se
puede observar que tres estudiantes contestaron en forma parcialmente correcta, puesto
que en su argumento cometieron el error de sesgo de probabilidad. Solo un estudiante

respondid incorrectamente a esta pregunta por error del espacio muestral reducido.

Tabla 3.3.1.1.Respuestas de los estudiantes a la primera tarea

Respuesta Estudiantes Parejas Total estudiantes
R1 Correcta 7 18 43
R2Correcta relacionando los dos significados 1 0 1
R3Parcialmente correcta 1 1

R4 Incorrecta por sesgo de equiprobabilidad 10 1 12

RS Incorrecta por espacio muestral reducido 1 0 1

Al comparar los resultados de esta pregunta con la experiencia de aula de Rivas y
Godino (2015), podemos hacer notar que en ambos trabajos predominan los mismos

errores, que son el sesgo de equiprobabilidad y el espacio muestral reducido. Los
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autores no indican la frecuencia en sus estudiantes; en nuestro trabajo, contestaron
correctamente a este apartado 43 futuros profesores, que corresponden al 71,6%
aproximadamente, el 20% de los participantes manifest6 el sesgo de equiprobabilidad, y
un estudiante el error de espacio muestral reducido. Finalmente, tres estudiantes que
corresponde al 5% de la muestra, contestaron de manera parcialmente correcta a esta

pregunta.

Recursos utilizados

También en esta actividad hemos analizado los recursos que han utilizado para
hallar la solucion de la tarea; generalmente, estos recursos son diferentes tipos de
representaciones que les facilitan la enumeracién del espacio muestral. Entre las
categorias hemos podido identificar los siguientes:

1. Tabla de doble entrada (TDE).Las tabla de doble entrada permite construir y
visualizar los elementos de un espacio muestral producto (Borovcnik, 2012). En este
caso, se representa en una tabla doble las sumas posibles de los valores de los dos
dados, en el margen se anota los puntos de cada uno de los dados, ordenados y en el
cuerpo de la tabla la suma de los valores presentados en cada fila y columna. Se destaca
con colores o rodeando los resultados con una linea los casos en que gana 4 o B. Un
ejemplo, se presenta en la Figura 3.3.1.6, donde el estudiante encierra las sumas donde
gana A y el resto, sin encerrar, corresponden a las sumas en que gana B. Usa también el
color rojo para destacar los resultados favorables a A4.

1. Analiza la actividad 1. Indica quien tiene ventaja en el juego v por qué. Determina |2 probabilidad tedrica.
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Figura 3.3.1.6. Uso de tabla de doble entrada para responder al apartado 1

2. Tabla de recuento de resultados (TRR).Se representa el espacio muestral en una
tabla compuesta por dos columnas: En la primera de ella se ordenan las sumas posibles

que resultan al lanzar dos dados y en la segunda se incluye o bien los casos favorables a
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cada suma, o la probabilidad correspondiente. En la Figura 3.3.1.7 observamos este tipo
de tabla utilizada para responder el apartado 1.En el ejemplo, la primera columna se
corresponde a las sumas de valores obtenidos en el lanzamiento de dos dados (del 2 al
12) y en la segunda columna la respectiva probabilidad para cada una de esas sumas.

También vemos que el alumno aplica la regla de la suma para determinar la

probabilidad de ganar cada jugador.

1. Analiza la actividad 1. Indica quien tiene ventaja en ¢l juego y por qué, Determina la probabilidad tedrica.
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Figura 3.3.1.7.Uso de tabla de recuento para responder al apartado 1
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3. Diagrama en arbol (DA). El diagrama en arbol es otro recurso sugerido por
Borovenik (2012) para facilitar el calculo de probabilidades en experimentos
compuestos. A la vez, Navarro-Pelayo, Batanero y Godino (1997) resaltan su interés y
utilidad para la enumeracion. En este caso, se representan mediante un esquema de
arbol todos los casos posibles al lanzar dos dados. Este proceso lo realizan identificando
el primer nimero del dado y luego las 6 posibilidades del segundo. Un ejemplo lo
podemos observar en la Figura 3.3.1.8, en el que un estudiante considera esta estrategia
para responder al apartado en cuestion. Ademas, como en otros ejemplos anteriores, se

ayuda del color para representar los casos favorables a cada jugador. Finalmente, aplica
directamente la regla de Laplace.

L. Analimia ng"jdE'd 1. Indica quien tiene ventaje en ¢l juego y por qué. Determina la probabilidad tedrica.
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Figura 3.3.1.8. Uso de diagrama de arbol para responder al apartado 1

4. Lenguaje verbal y simbolico (LVS).Son los estudiantes que no utilizan tabla o
diagrama en arbol. Estos estudiantes responden a la tarea utilizando unicamente
lenguaje verbal y algunos simbolos matematicos para representar la respuesta de esta
actividad. Un ejemplo se presenta en la Figura 3.3.1.3, y otro, en la Figura 3.3.1.4; en
los dos casos se usa tnicamente el lenguaje verbal y algun simbolo.

En la Tabla 3.3.1.2 se pueden observar los recursos que utilizaron los estudiantes
para responder al apartado 1. Lo mdas frecuente en los estudiantes que contestaron
individualmente esta tarea fue el lenguaje verbal y simbolico, mientras que en los
estudiantes que trabajaron en parejas fue la tabla de doble entrada. La estrategia menos
utilizada para responder a esta pregunta fue el diagrama de arbol, utilizado por un solo

estudiante de la muestra.

Tabla 3.3.1.2. Recursos utilizados

Recurso utilizado Estudiantes  Parejas  Total estudiantes
TDE Tabla de doble entrada 2 9 20

TRR Tabla de recuento de resultados 6 3 12

DA Diagrama de arbol 1 0 1

LVS Lenguaje verbal y simbolico 11 8 27

Al comparar estos resultados con los obtenidos por Rivas y Godino (2015), vemos
que en ambos casos los recursos utilizados fueron: la tabla de doble entrada, diagrama
de arbol y lenguaje verbal y simbodlico. En nuestro trabajo, ademas, algunos estudiantes
utilizaron la tabla de recuento, no citada por estos autores.

En nuestro estudio, aproximadamente el 33,3% de nuestros estudiantes utiliz6 el
recurso tabla de doble entrada, el 20% la tabla de recuento de resultado, el 45% lenguaje
verbal y simbdlico y finalmente, el 1,7% aproximado utiliz6 el diagrama de arbol. Hay
que tener en cuenta que todos los que utilizan tabla o diagrama en arbol, ademas, usan el
lenguaje verbal o simbolico, por lo que su actividad matematica es mas rica que la del

resto de los compatfieros.

3.3.2. COMPARACION CON DATOS OBTENIDOS EN LA REPETICION DEL
EXPERIMENTO

En esta pregunta, se pide a los futuros profesores comparar la probabilidad
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tedrica con los resultados empiricos obtenidos en el juego. Ademas, deben responder a
la pregunta de si es suficiente con hacer diez tiradas de los dados para obtener
conclusiones sobre la probabilidad. Se encontraron las siguientes respuestas:

R1.Respuesta correcta. ldentifica que las diez tiradas realizadas empiricamente
son pocas para observar la convergencia de la frecuencia relativa a la probabilidad
tedrica, y que es necesario aumentar el nimero de tiradas en el experimento, para que se
acerque la frecuencia relativa a la probabilidad tedrica, ganando el jugador 4, y no el B.
Ademas, da un razonamiento probabilistico para apoyar la respuesta.

Un ejemplo lo podemos observar en la Figura 3.3.2.1, en que un estudiante
compar6 la probabilidad tedrica, con la estimacion empirica de la misma, dada por la
frecuencia relativa para los dos jugadores. Observa que no se aproximan, por lo que
responde correctamente a este apartado, indicando que 10 lanzamientos no son
suficientes; ademas, indica que con 100 resultados la frecuencia relativa a la
probabilidad comienza a acercarse a la probabilidad, pero son todavia pocos.

2, Compara la probabilidad teSrica que has obtenido con los resultados empiricos del juego ;Serd suficiente con

hacer 10 tiradas de los dados para obtener conclusiones?
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Figura 3.3.2.1. Respuesta correcta al apartado 2.

R2. Parcialmente correcta. Algunos estudiantes responden en forma parcialmente
correcta a esta pregunta, identificando que efectivamente con 10 tiradas, no es suficiente
obtener conclusiones, pero su argumentacion no es precisa o no utiliza un argumento
matematico valido para este apartado. En la Figura 3.3.2.2 vemos un ejemplo de esta
categoria, en que el estudiante responde correctamente, pero en su argumento no
considera la probabilidad tedrica ni la frecuencia relativa obtenida en 10 o en 100
ensayos. Su argumentacion es intuitiva, pues indica que a mayor numero de tiradas de
los dados las probabilidades y los resultados cambian, pero no sugiere que aumentando

el nimero de ensayos mejorard la estimacion de la probabilidad.
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2. Compara la probabilidad tedrica que has obtenido con los resultados empiricos del j Juego ;Serd suficiente con
hacer 10 tiradas de los dados para obtener conclusiones?
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Figura 3.3.2.2. Respuesta parcialmente correcta al apartado 2.

R3. Respuesta incorrecta por sesgo de equiprobabilidad. La respuesta de los
estudiantes se clasifica en esta categoria cuando consideran que con 10 tiradas de los
dados es suficiente para obtener conclusiones. Esta aceptacion se hace influida por su
respuesta incorrecta a la primera pregunta. Esta respuesta la podemos observar en la
Figura 3.3.2.3, donde el estudiante considera que las sumas de los puntos al lanzar los
dados son sucesos equiprobables (sesgo de equiprobabilidad). Por ello deduce que todas
las posibles sumas tienen la misma posibilidad de salir; consecuentemente, las sumas de
puntos del jugador B tienen mayor probabilidad de ocurrencia, y considera que la
aproximacion empirica fue buena, pues confirma su resultado en el primer apartado.

2. Compara la probabilidad tedrica que has obtenido con los resultados empiricos del juego ;Serd suficiente con

hacer 10 tiradas de "ns dados para obtener conclusiones?
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Figura 3.3.2.3. Respuesta incorrecta al apartado 2.

R4. No contesta la pregunta. No responde a esta pregunta, aludiendo que no la
comprende o, simplemente, no tiene suficiente conocimiento de la materia para
responderla.

En la Tabla 3.3.2.1 se presenta la frecuencia de estudiantes que respondio al
apartado. Se puede observar que este apartado obtuvo 31 respuestas correctas, algo mas
de la mitad de la muestra; de ellos, nueve estudiantes que trabajaron en forma individual
y 11 parejas. Ademads, 19estudiantes respondieron en forma parcialmente correcta a la
pregunta (siete trabajando individualmente y seis en parejas). Encontramos respuestas
incorrectas en nueve estudiantes, tres trabajando individualmente y seis parejas. Y,
finalmente, solo un estudiante no respondi6é a este apartado. En general hay mejor

resultado en el trabajo en parejas que en el individual.
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Tabla 3.3.2.1. Respuestas de los estudiantes a la segunda tarea

Respuesta Estudiantes Parejas Total estudiantes
R1 Correcta 9 11 31
R2 Parcialmente correcta 7 6 19
R3 Incorrecta por sesgo de equiprobabilidad 3 3 9
R4 No responde 1 0 1

Al comparar los resultados obtenidos con los de Rivas y Godino (2015),
observamos que algunos errores descritos por ellos no se presentan en nuestros

estudiantes en esta pregunta.

Recursos utilizados

A su vez, los recursos utilizados por los futuros profesores en este apartado fueron
los siguientes:

1. Comparacion de probabilidades (CP). Los estudiantes comparan la
probabilidad tedrica con la frecuencia empirica, concluyendo que gana el juego B
(frecuencia empirica) y no 4 (probabilidad teodrica). A partir de este resultado, los
estudiantes participantes observan que es necesario realizar mas tiradas. Estos
estudiantes muestran una buena comprension, tanto del significado cldsico, como del
significado frecuencial de la probabilidad. Como ejemplo de esta respuesta, podemos
observar la Figura 3.3.2.1, antes presentada.

2. Lenguaje verbal y simbdlico (LVS). En este caso, los estudiantes, responden a la
tarea utilizando lenguaje verbal y algunos simbolos, sin incorporar el calculo o la
comparacion de probabilidades. Ejemplo de este tipo de respuesta la observamos en la
Figura 3.3.2.2, en la que el estudiante responde a dicho apartado utilizando
exclusivamente lenguaje verbal. No obstante, en su razonamiento alude a conceptos
como convergencia y variabilidad de resultados en el muestreo.

3. Sin recurso (SR). No responde a la pregunta, por lo tanto, no presenta ningun
recurso.

Tabla 3.3.2.2. Recursos utilizados

Recurso utilizado Estudiantes Parejas  Total estudiantes
CP Comparacién de probabilidades 7 5 17
LVS Lenguaje verbal y simbolico 12 15 42
SR Sin recurso 1 0 1

En la Tabla 3.3.2.2 observamos los recursos que utilizaron los estudiantes para
responder a este apartado. Tanto en los estudiantes que trabajan individualmente, como

en los que lo hacen por parejas, se utilizé con mayor frecuencia el lenguaje verbal y
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simbolico para responder a este apartado; en total, 42 estudiantes se limitan a un
razonamiento verbal, sin utilizar el calculo de probabilidades para dar mayor precision a
la respuesta. Fueron 17 los que utilizaron la comparacion de probabilidades,
comparando para cada jugador la probabilidad teodrica y la aproximacion dada por la
frecuencia y solo un estudiante no respondi6d esta pregunta, por lo que no hubo una

estrategia presente.

3.3.3. ESTIMACION DEL VALOR ESPERADO MEDIANTE EL ENFOQUE
FRECUENCIAL

En esta pregunta se pide a los futuros profesores considerar qué ocurriria si
realizdramos muchas tiradas de los dos dados, y se les plantea las siguientes preguntas:
(Con cuanta frecuencia esperarias que saliera cada una de las sumas? ;Con cuanta
frecuencia ganaria 4 o B? Se encontraron las siguientes categorias de respuestas a esta
actividad:

R1. Respuesta correcta. El participante da un valor correcto para la frecuencia
esperada de resultados para que gane A y B, utilizando uno de los dos métodos que
expusimos en el analisis a priori de la solucion. La frecuencia esperada de cada suma en
36 lanzamientos seria el numero de posibilidades que tiene cada una, presentada en la
Tabla 3.2.2.7 multiplicada por el nimero de lanzamientos. La mayoria de los
estudiantes utilizo los resultados de la pregunta 1 para responder este apartado.

Observamos este tipo de respuesta en la Figura 3.3.3.1, en que un estudiante
considera, a partir de los resultados obtenidos en el apartado 1, la frecuencia relativa con
que gana A y B (deducida del céalculo de la probabilidad). También afirma que la
frecuencia esperada es cinco de cada nueve para que gane 4 y la de B es cuatro de cada
nueve; por tanto, ha usado el calculo de probabilidades del primer apartado.

3. Si realiziramos muchas tiradas, ;Con cudnta frecuencia esperarfas que saliera cada una de las sumas? ;Con
cuanta frecuencia ganaria A o B?
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Figura 3.3.3.1. Respuesta correcta al apartado 3.

R2. Incorrecta por sesgo de equiprobabilidad. Algunos estudiantes consideran

que todas las sumas posibles de puntos al lanzar dos dados tienen igual probabilidad de
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ocurrencia. Es decir, muestran el llamado sesgo de equiprobabilidad (Lecoutre, 1992).
Como la mayoria de los estudiantes considerd la respuesta de la pregunta 1 para
responder este apartado, si cometieron este error, lo siguen manteniendo en este
apartado.

En la Figura 3.3.3.2 observamos que el estudiante consider6 su respuesta de la
pregunta 1 para completar este apartado. En dicha respuesta cometi6 el error de sesgo
de probabilidad, que mantiene en la tercera, llevandolo a responder errébneamente.

3. Si realizéramos muchas tiradas, (Cop cuinta frecuencia hpcranasquesahema&amadc as:.uma:. {Con
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Figura 3.3.3.2. Respuesta incorrecta por sesgo de equiprobabilidad al apartado 3.

R3. Incorrecta por espacio muestral reducido. Algunos estudiantes consideran
dos sumas que aparecen en distinto orden como un unico suceso, con lo que el espacio
muestral queda reducido, lo que lleva a responder de manera incorrecta esta pregunta.

En el ejemplo de la Figura 3.3.3.3 podemos observar que, para responder a este
apartado, el estudiante utiliza su respuesta de la pregunta 1. En ella solo considera los
pares (3.,4) y (5,4) y no (4,3) y (4,5). Por otro lado, omite posibles sumas y con esto su
espacio muestral queda reducido a sélo 11 posibilidades (cuando sin tener en cuenta el
orden deberian ser 21 y 36 teniéndolo en cuenta). El estudiante muestra una falta de
capacidad de enumeracion sistematica, error tipico del razonamiento combinatorio, de
acuerdo a Navarro-Pelayo, Batanero y Godino (1997).

1, 5i realiziramos muchas fimdas, (Con cudnia frecuencia espemrias que salier cada una de las sumas? (Cor
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Figura 3.3.3.3. Respuesta incorrecta por espacio muestral reducido del apartado 3.

R4. No contesta la pregunta. No responde a esta pregunta, aludiendo que no la
comprende o, simplemente, no recuerda la forma de resolverla.

En la Tabla 3.3.3.1 se presenta la frecuencia de estudiantes que respondio al
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apartado 3. Observamos que contestaron correctamente esta pregunta 21estudiantes de
los 60, es decir, solo la tercera parte y no hay respuestas parcialmente correctas, de lo
que se deduce que esta pregunta fue dificil. En las preguntas contestadas
incorrectamente, el error mas frecuente fue el sesgo de equiprobabilidad, presente en
diez estudiantes de la muestra y cuatro estudiantes contestaron incorrectamente por
espacio muestral reducido. Cabe hacer notar que esta pregunta obtuvo una gran cantidad
de estudiantes, 25 de 60, que no la respondieron, aludiendo que no entendian la

pregunta o no sabian responderla. Rivas y Godino (2015) no la plantean.

Tabla 3.3.3.1. Respuestas de los estudiantes a la tercera tarea

Respuesta Estudiantes Parejas Total estudiantes
R1 Correcta 7 7 21
R2 Incorrecta por sesgo de equiprobabilidad 10 0 10
R3Incorrecta por espacio muestral reducido 2 1 4
R4No responde 1 12 25

Recursos utilizados

A su vez, los recursos utilizados por los futuros profesores en este apartado fueron
los siguientes:

1. Calculo de probabilidad mediante la regla de Laplace (CPL). Para responder a
esta pregunta, algunos estudiantes utilizan los resultados de la pregunta 1 o vuelven a
calcular la probabilidad tedrica del juego. A partir de ello, llegan a la conclusion de que
la frecuencia esperada de resultados para que gane A4 es cinco de cada nueve veces y
cuatro de cada nueve veces de que gane B, o bien, lo expresan en funcion de 100 o 1000
lanzamientos. Como ejemplo a esta respuesta podemos observar la Figura 3.3.3.4, en la
que un estudiante considera la probabilidad tedrica para responder a este apartado
calculando la probabilidad como fraccion de 9 y transformando a valor esperado en 100

lanzamientos.

3. §i realizaramos muchas tiradas, ;Con cudnta frecuencia esperarias que saliera cada ur de las sumas? ;Con
cudnta frecuencia ganaria A o B?

gs#eﬁ Caledes St haubecho om A}} ; \& r&*tumcm\ esjfé\- eu av;m&
ool y s B2 56 y RO): Yo

Figura 3.3.3.4. Uso del calculo de la probabilidad teorica para responder al apartado 3

2. Estimacion de la probabilidad a partir de la frecuencia relativa (EPF). Las
respuestas que consideramos dentro de esta categoria utilizan los resultados de la

pregunta 1, donde habian estimado la probabilidad a partir de los datos empiricos o
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vuelven a estimarla. A partir de este calculo, llegan a la conclusion de que la frecuencia
esperada de resultados para que gane 4 es 21 de cada 50 veces y 29 de cada 50 veces
para que gane B. Como ejemplo, se observa en la Figura 3.3.3.5 que el estudiante
considera la frecuencia relativa de resultados empiricos en el juego para estimar la
probabilidad. A partir de esta estimacion se responde a este apartado.

' He) : y : : By F e st s
3. Si realizaramos muchas tiradas, ;Con cuinta frecuencia esperarias que saliera cada una de las sumas? ;Con
cuanta frecuencia ganaria A o BY

(&

s ﬂ B ::_,5_ : ':Eai'.'”{'- oL 1-.)) Con ¥ —
!II{:€I H‘XG f —}—:"""L!l: i _'I._;_" II'.C-:]
T

Ke 00 o

Figura 3.3.3.5.Estimacion de la probabilidad a partir de la frecuencia empirica para

responder al apartado 3

3. Lenguaje verbal y simbolico (LVS). En este caso, los estudiantes responden a la
tarea utilizando lenguaje verbal y algunos simbolos matematicos, sin llegar a calcular o
a exponer calculos anteriores de probabilidad. Esta estrategia es ejemplificada en la
Figura 3.3.3.2, en la que, aunque parece deducirse que el alumno ha calculado las
probabilidades, no las explicita.

4. Sin recurso (SR). No responde a la pregunta, por lo tanto, no presenta ningiin
recurso.

En la Tabla 3.3.3.2 se puede observar el recurso que utilizaron con mayor
frecuencia los participantes para responder al apartado 3, que es el calculo de
probabilidad teorica, utilizado por 19 estudiantes (seis trabajando individualmente y seis
en parejas). El segundo recurso mas utilizado es el lenguaje verbal y simbdlico (seis
estudiantes trabajando individualmente y dos parejas). La estimacion frecuencial de la
probabilidad solo la usan estudiantes que trabajan individualmente. Curiosamente, en
este apartado es mucho mayor la proporcion de parejas que no responde; sélo un

alumno aislado la deja en blanco.

Tabla 3.3.3.2. Recursos utilizados

Recurso utilizado Estudiantes Parejas Total
estudiantes
LVS Lenguaje verbal y simboélico 6 2 10
CPL Calculo de probabilidad teérica 7 6 19
EPF Estimacion empirica de la probabilidad 6 0 6
SR Sin recurso 1 12 25

62



3.3.4. COMPARACION DE LOS SIGNIFICADOS CLASICO Y FRECUENCIAL

En esta pregunta, se pide a los futuros profesores analizar la Actividad 2, y en
base a dicho analisis, decidir si la tabla con los datos de toda la clase es suficiente para
poder sacar conclusiones del experimento realizado y responder a las cuestiones
planteadas y si podriamos tomar como probabilidad de ganar 4 la frecuencia relativa de
veces que gana A. Las respuestas obtenidas fueron clasificadas de acuerdo a las
siguientes categorias:

R1. Respuesta correcta. El participante responde correctamente a este apartado, al
considerar que no es suficiente la tabla con los datos de toda la clase para obtener
conclusiones del experimento realizado, porque observa que la frecuencia relativa
obtenida en el experimento es una estimacion erronea de la probabilidad.

Podemos observar este tipo de respuesta en la Figura 3.3.4.1, en que un estudiante
participante indica que los resultados obtenidos en la tabla no son suficientes poder
sacar conclusiones del experimento realizado. Expone que el nimero de veces que gana
B en dicha tabla es superior al de 4, con lo que observa que la probabilidad tedrica y su
estimacion empirica no coinciden. Por lo tanto, no se puede considerar aceptable, pues
da vencedor del juego a By no A.

4. Analiza la Actividad 2 ;Piensas que la tabla con los datos de toda la clase es suficiente poder sacar
conclusiones del experimento realizado v las cuestiones planteadas? ; Podriamos tomar como probabilidad de
ganar A la frecuencia relativa de veces que gana A7
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Figura 3.3.4.1. Respuesta correcta al apartado 4.

R2. Parcialmente correcta. Se considera en esta categoria de respuesta, aquella en
que el estudiante responde correctamente una de las dos preguntas planteadas en el
apartado ;Piensas que la tabla con los datos de toda la clase es suficiente poder sacar
conclusiones del experimento realizado y las cuestiones planteadas?, o bien, ;Podriamos
tomar como probabilidad de ganar 4 la frecuencia relativa de veces que gana A?, pero
no ambas.

Podemos observar un ejemplo en la Figura 3.3.4.2, en que el estudiante considera
que las tiradas de los dados en la tabla son suficientes para determinar un ganador en el

juego, en este caso el By no el 4, lo que lo lleva a contestar erroneamente. Pero, por
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otro lado, responde correctamente que no se debe considerar la probabilidad de ganar 4,
a la frecuencia relativa pues ésta indica solo las veces que gana 4 y no su probabilidad.
Ello supone una contradiccion entre las respuestas a las dos partes, de la que el

estudiante no es consciente, lo que muestra su poca capacidad argumentativa.

1 la clase es suficiente poder sacar

4. Analiza la Actividad 2 ;Piensas que la tabla con los dato
' i ;Podriamos tomar como probabilidad de
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Figura 3.3.4.2. Respuesta parcialmente correcta al apartado 4.

R3. Respuesta incorrecta. Serian los estudiantes que responden incorrectamente a
ambas preguntas planteadas en este apartado.

Un ejemplo se presenta en la Figura 3.3.4.3, donde el estudiante considera que las
dos respuestas deben ser afirmativas. Por un lado, cree que es suficiente sacar
conclusiones del experimento realizado, porque se realizaron 100 tiradas. Por otro lado,
considera que se puede tomar como probabilidad de ganar 4, a la frecuencia relativa de
veces que gana 4, calculada a partir de los datos empiricos.

4 Analiza la Actividad 2 ;Piensas que la tabla con los datos de toda la clase es suficiente poder sacar
conclusiones del experimento realizado y las cuestiones planteadas? ; Podriamos tomar como probabilidad de
ganar A la frecuencia relativa de veces que gana A?
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Figura 3.3.4.3. Respuesta incorrecta al apartado 4.

R4: No contesta la pregunta. No responde a esta pregunta, aludiendo que no la
comprende o, simplemente, no entiende esta la materia.

En la Tabla 3.3.4.1 se presenta la frecuencia de estudiantes que respondid al
apartado 4, segun las respuestas descritas anteriormente. Podemos observar que
contestaron correctamente a esta pregunta 48 estudiantes de los 60, lo cual muestra una
buena comprensiéon de la relacion entre la probabilidad en sentido cldsico y su

estimacion frecuencial. Encontramos respuestas parcialmente correctas de seis
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estudiantes que, aunque responden bien a una de las preguntas, son inconsistentes en su
argumentacion. Hay también cinco respuestas incorrectas; finalmente, solo un
estudiante no responde a esta pregunta, aludiendo que no sabe la respuesta. Los
resultados son mejores que en aquellos que trabajan en parejas.

Tabla 3.3.4.1. Respuestas de los estudiantes a la cuarta tarea

Respuesta Estudiantes Parejas Total estudiantes
R1 Correcta 8 20 48
R2 Parcialmente correcta 6 0 6
R3Incorrecta 5 0 5
R4 No responde 1 0 1

Recursos utilizados

En este caso, el Unico recurso utilizado por los futuros profesores en este apartado
fue el lenguaje verbal y simbolico (LVS). Es decir, los estudiantes responden a la tarea
utilizando lenguaje verbal y algunos simbolos matematicos para representar la respuesta
de esta pregunta. Podemos observar, como ejemplo a esta pregunta, la Figura 3.3.4.2, en
la que el estudiante responde a dicho apartado utilizando lenguaje verbal y simbdlico.

Todos los estudiantes, menos uno que no responde, lo utilizaron.

3.3.5. COMPRESION DE LA IDEA DE SIMULACION

A la pregunta define qué significa para ti “simular un experimento aleatorio”,
encontramos diferentes respuestas, que describimos a continuacion. En las dos primeras
aparece la idea de sustituir el experimento y en las cuatro ultimas los alumnos no son
conscientes de dicha sustitucion:

R1. Reproducir artificialmente un experimento aleatorio. Estos alumnos han
captado la esencia de la simulacidn, que es sustituir un experimento por otro equivalente
pero, debido a falta de competencia de comunicacion y argumentacion, lo describen en
forma bastante imprecisa. En sus palabras indican que simular un experimento aleatorio
es reproducirlo en forma artificial, para estudiar sus resultados.

Un ejemplo de esta categoria de respuesta se muestra en la Figura 3.3.5.1, donde
el estudiante hace alusion a llevar a cabo el experimento aleatorio de forma artificial; es
decir, utilizar algin material o la tecnologia. Aunque no indica explicitamente que el
experimento simulado sea diferente al original, el adjetivo “artificial” nos sefiala que se
ha manipulado el experimento. También se alude a la razén de la simulacion, que

consiste en que no se puede predecir el resultado final del experimento original.
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5. Define qué significa para ti “simular un experimento aleatorio™.
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Figura 3.3.5.1. Respuesta reproducir artificialmente un experimento aleatorio.

R2.Visualizar un experimento aleatorio. En este caso, el estudiante considera que
simular un experimento aleatorio es visualizarlo, utilizando para ello un material
concreto (monedas, cartas, dados, etc.), o bien, la tecnologia (ordenador). Aunque no
indica claramente que se cambia un experimento por otro, el hecho de usar el material o
la tecnologia en muchos casos implicara esta sustitucion.

Un ejemplo de esta categoria se observa en la Figura 3.3.5.2, en la que el
estudiante considera que simular un experimento aleatorio es aquel que se realiza de
forma visual, apoyado en el material manipulativo si el nimero de repeticiones es
pequefio, o en la tecnologia, para un nimero grande. Sefiala que existen varias
posibilidades, y que este experimento se puede realizar de forma concreta utilizando
monedas, lanzando dados, o bien, sacando una carta de una baraja espafiola. También
indica que sus resultados no son predecibles, pero si se pueden obtener frecuencias

aproximadas para cada suceso.
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Figura 3.3.5.2.Respuestavisualizacionde un experimento aleatorio.

R3. Estimacion de las probabilidades en un experimento aleatorio. En este caso,
el estudiante participante considera que simular un experimento aleatorio es
reproducirlo para estimar las probabilidades de algunos sucesos de dicho experimento.
En esta respuesta ya no hay alusion al cambio de un experimento por otro; por tanto,
hay una confusion entre simplemente experimentacion y simulacion. El alumno asume
que siempre que se aplica el enfoque frecuencial de la probabilidad hay una simulacion.

Un ejemplo se muestra en la Figura 3.3.5.3, donde el estudiante, considera que

simular un experimento aleatorio es simplemente llevarlo a cabo. Un error en su
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respuesta es que indica que simular permite estimar la probabilidad a partir de pocos

datos. Afiade otras caracteristicas no relevantes de la simulacion.
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Figura 3.3.5.3. Respuesta estimacion de probabilidades en un experimento aleatorio.

R4. Repeticion de un experimento aleatorio. Para el estudiante que da esta
respuesta, simular un experimento aleatorio consiste en repetir una gran cantidad veces
dicho experimento. La finalidad seria recoger datos para estimar la probabilidad de uno
o varios sucesos a partir de la frecuencia relativa y la estimacion seria tanto mejor
cuando mayor sea el nimero de repeticiones. En esta respuesta no aparece la principal
caracteristica de la simulacidon que es sustituir un experimento por otro, pero al menos
se observa una buena comprension de la aproximacion frecuencial a la probabilidad.

Un ejemplo de esta respuesta se presenta la Figura 3.3.5.4, en la que el estudiante
indica con claridad que simular un experimento aleatorio es realizar dicho experimento
un numero determinado de veces. También alude a la necesidad de recoger, de manera
ordenada, los datos para estimar su probabilidad. El alumno llama a la frecuencia
“probabilidad empirica del experimento”, lo cual es incorrecto. No obstante, si es
consciente de que cuanto mas veces se realice dicho experimento, mayor sera el

parecido entre las probabilidades tedricas y las frecuencias empiricas.
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Figura 3.3.5.4. Respuesta repeticion de un experimento aleatorio.

RS. Confusion de simulacion y experimento aleatorio. En este caso, el estudiante
participante considera que simular un experimento aleatorio es, solamente, llevarlo a

cabo. Un ejemplo se observa en la Figura 3.3.5.5, en la que el estudiante considera que
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la simulacion se refiere a un experimento que depende principalmente del azar. Como
ejemplos presenta el lanzamiento de dos dados con los resultados previamente
asignados a dos jugadores, para ver quién de los dos ha ganado; lanzar una moneda y
ver cudntas veces sale cara o cruz; lanzar una ruleta dividida en dos colores y ver qué
color resulta; y, tirar chinchetas y observar cudntas caen con la punta hacia arriba o

hacia abajo.
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Figura 3.3.5.5. Respuesta confusion de simulacioén y experimento aleatorio.

R6: Realizar pruebas. En este caso, el estudiante participante considera que
simular un experimento aleatorio es realizar pruebas o ensayos para que, de esta forma,
se pueda calcular la probabilidad teérica o la estimacion empirica.

Un ejemplo de esta categoria de respuesta lo podemos observar en la Figura
3.3.5.6, en la que un estudiante considera que simular un experimento aleatorio es

realizar pruebas para poder demostrar algo, pero sin llegar a que sea exacto.
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Figura 3.3.5.6. Respuesta realizar pruebas de un experimento aleatorio.

R7: No contesta la pregunta. No responde a esta pregunta, aludiendo que no la
comprende o, simplemente, que no entiende la materia.

En la Tabla 3.3.5.1, se presentan de manera resumida los resultados de esta
pregunta. Solo 13 estudiantes (siete trabajando individualmente y tres en parejas)
comprenden el hecho de que en la simulacion se sustituye un experimento por otro,

mientras el resto confunde experimentacion y simulacion.
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En este apartado, los estudiantes responden a la tarea utilizando lenguaje verbal y
algunos simbolos matematicos para representar la respuesta. Podemos observar como
ejemplo a esta pregunta la Figura 3.3.5.3 antes presentada, en la que el estudiante
responde a dicho apartado utilizando lenguaje verbal y simbolico. Solo un estudiante no

responde y el resto (59) usa este recurso.

Tabla 3.3.5.1. Respuestas de los estudiantes a la quinta tarea

Respuesta Estudiantes Parejas Total
estudiantes

R1 Reproducir artificialmente un experimento aleatorio 1 2 5

R2 Visualizacion de un experimento aleatorio 6 1 8

R3 Estimacion de probabilidades en un experimento aleatorio 1 | 3

R4 Repeticion de un experimento aleatorio 8 10 28

R5 Confunde simulacion y experimento aleatorio 1 5 11

R6 Realizacion de pruebas. 2 |

R7 No responde 1 0 1

3.4. CONCLUSIONES
Para finalizar el presente capitulo, se exponen algunas conclusiones sobre los
resultados de la evaluacion. En primer lugar, compararemos la dificultad relativa de

cada una de las preguntas aplicadas en esta actividad a partir de los datos mostrados en

la Tabla 3.4.1.

Tabla 3.4.1. Porcentaje de respuestas en cada apartado seglin su correccion.

Correcta Parcialmente Incorrecta o no
Correcta responde
Pregunta 1 73,3 5 21,6
Pregunta 2 51,6 31,6 16,6
Pregunta 3 35 0 65
Pregunta 4 80 10 10
Pregunta 5 21,6 0 78,3

La pregunta mas sencilla fue la cuarta (decidir si 10 tiradas es una muestra de
tamafio suficiente para obtener conclusiones), seguida de la primera (determinar el
ganador en el juego), donde encontramos peores resultados que en la investigacion de
Gomez (2014), que obtuvo un 90% de respuestas correctas en un problema donde se
pidi6 a los futuros profesores decidir el ganador en un juego basado en el lanzamiento
de dos dados. La tercera pregunta, comparar las aproximaciones clasica y frecuencial de
la probabilidad y la altima, definir la simulacion son las que han resultado més dificiles

Al comparar los resultados con la experiencia en aula de Rivas y Godino (2015),
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podemos hacer notar que en ambos trabajos predominan los errores de sesgo de
equiprobabilidad y espacio muestral reducido en diferentes preguntas. También aparece
la heuristica de representatividad (Kahneman et al., 1982), con la que los estudiantes
responden sin comprender la ley de los grandes numeros, y se basan en los resultados
obtenidos en el juego empirico, a pesar de que a nivel declarativo (cuando se les
pregunta) deciden que la muestra es de tamafo pequefio para obtener conclusiones.

De este modo, se confirma la existencia, en los futuros profesores de educacion
primaria, de la heuristica de la representatividad, encontrada en tareas diferentes por
Azcarate (1995), Serrano (1996) y Batanero, Cafizares y Godino (2005). Estos ultimos
indican que sus estudiantes superan en parte estos sesgos mediante actividades de
simulacion.

Aunque nuestros estudiantes habian llevado a cabo alguna de estas actividades, se
realizaron sin interaccion personal con el ordenador, que si hubo en el caso de Batanero
et al., (2005). Deducimos que seria necesario un mayor tiempo dedicado a estas
actividades y, en lo posible, permitir la interaccion de los estudiantes con la tecnologia
en la realizacion de las simulaciones.

Por otro lado, la segunda pregunta (comparar las aproximaciones clasicas y
frecuencial de la probabilidad), la tercera (valor esperado en una serie de ensayos) y la
ultima (definir la simulacion) resultaron dificiles a los estudiantes participantes,
principalmente la tercera y la ultima. Todas ellas estan relacionadas con el objetivo
principal del estudio que es analizar si los futuros profesores relacionan las
aproximaciones clasica y frecuencial de la probabilidad, que no llegan a poner en
relacion.

Esto nos plantea una problematica en la formacion de los futuros profesores, que
se supone han de ensefiar la probabilidad bajo estos dos enfoques en la educacion
primaria. Se necesitaria insistir mas sobre este tema, para preparar mejor a los
profesores para su futura labor docente.

Con respecto a las estrategias usadas, en los tres primeros apartados la mas
frecuente fue el lenguaje verbal y simbolico, siendo en los dos ultimos apartados la
unica, estrategia utilizada. En el primer apartado es el tnico en el que se usa el diagrama
en arbol, muy escasamente a pesar de su utilidad, sefialada por Navarro-Pelayo,
Batanero y Godino (1997), pues ayuda a visualizar la estructura del espacio muestral en

experimentos compuestos, como el que aparece en la actividad propuesta.
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Otro recurso algo mas usado, pero todavia muy escasamente, es la tabla de doble
entrada, recomendada para la resolucion de este tipo de problemas por Borovcnik
(2012).

En los apartados 2 y 3 se usa el calculo de probabilidades, pero unicamente por
una parte reducida de la muestra, lo que puede explicar la frecuencia de respuestas
parcialmente correctas o incorrectas Los alumnos se guiaron en muchos casos por los
datos empiricos; ello es debido a que, como hemos mencionado, no llegan a conectar las
aproximaciones frecuencial y clasica de la probabilidad, que era el objetivo de la tarea.
No llegan a utilizar alguna idea intuitiva de convergencia, en parte, por haberse guiado

por la heuristica de la representatividad.

Tabla 3.4.2. Porcentaje de recursos usados en los tres primeros apartados

Apartado 1  Apartado 2 Apartado 3

Tabla de doble entrada 333 0 0
Tabla de recuento 20 0 0
Diagrama en arbol 1,6 0 0
Célculo de probabilidades 0 28,3 31,6
Estimacion empirica de la probabilidad 0 0 10
Lenguaje verbal y simbolico 45 70 16,6
Sin recurso 0 1,6 41,6

La mayor parte de las veces los estudiantes participantes se limitan a utilizar el
lenguaje verbal y algunos simbolos sencillos, como las fracciones o el porcentaje, pero
sin llegar al calculo de probabilidades. En consecuencia, la actividad matematica
desarrollada en la tarea es incompleta.

En resumen, también seria importante insistir en la formacion de los futuros
profesores en el uso de estrategias productivas en la resolucion de problemas de

probabilidad, especialmente el diagrama en arbol y la tabla de doble entrada.
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CAPITULO 4. CONCLUSIONES

4.1. INTRODUCCION
Como lo hemos expuesto anteriormente, en este trabajo se analiza la forma en
que una muestra de futuros profesores de educacidon primaria relacionan los significados
clasico y frecuencial de la probabilidad, y las dificultades que tienen en diferenciar y
poner en relacion dichos significados.
Para finalizar este Trabajo de Fin de Master, en este capitulo se presentan las
conclusiones respecto a cada uno de los objetivos e hipdtesis de investigacion
planteadas en el capitulo 1, seguido de los posibles puntos para completar este trabajo

de investigacion.

4.2. CONCLUSIONES RESPECTO A LOS OBJETIVOS E HIPOTESIS
En primer lugar, presentamos las conclusiones obtenidas para cada uno de los
objetivos, para ver el grado en que hemos podido cumplirlos.
Ol. Iniciarme en la investigacion diddctica, identificando un tema de interés actual.
Este objetivo nace por iniciativa personal y mi trabajo diario, especificamente por
mi responsabilidad en el desarrollo de cursos de perfeccionamiento para profesores de
educacion primaria en Chile, dictados por la Universidad Metropolitana de Ciencias de
la Educacion. En particular, he impartido el curso “Datos y Probabilidades”, donde
observé que los profesores presentaban carencias en su conocimiento del contenido
probabilidad, y necesitaban actualizar la metodologia que empleaban para ensefiar
dichos temas. Es en esta labor, donde nace mi deseo y curiosidad por conocer y ampliar
los modelos de trabajo y de conocimientos que deben desarrollar los profesores.

En base a la interrogante anterior, este objetivo se fue desarrollando en este
trabajo de investigacion, donde se trata de estudiar la relacion entre los significados
clasico y frecuencial de la probabilidad que ponen en juego un grupo de futuros
profesores de educacion primaria, mediante un estudio exploratorio. Es un trabajo de
interés actual, pues ayuda a identificar errores que comunmente cometen los futuros
profesores, que podrian ser compartidos por los profesores chilenos que participan en
los cursos anteriormente mencionados. Por tanto, la experiencia de este trabajo permite,

en futuros cursos, abordar de mejor manera esta tematica de estudio, para lograr que los
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profesores conozcan y desarrollen de forma eficiente su labor en la ensefianza de la

probabilidad.

02. Desarrollar una sintesis de las principales investigaciones previas centradas en la
formacion de profesores para ensenar probabilidad.

El desarrollo del Master en didactica de la matemadtica, especificamente en los
cursos: Fundamentos de la educacion estadistica, didactica de la probabilidad y la
combinatoria y, didactica de la estadistica, todos de la linea de investigaciéon en
educacion estadistica, me permitieron comenzar a conocer el trabajo previo en este
campo. El curso de Teoria de la educacion matematica y los cursos metodologicos del
master, me han proporcionado destrezas para desarrollar este trabajo de investigacion,
especificamente en desarrollar y sintetizar las principales investigaciones previas
centradas en la formacion de profesores para la ensefianza de la probabilidad. Por lo

tanto, este objetivo se cumplio.

O3. Realizar un estudio exploratorio de evaluacion de la forma en que los futuros
profesores de educacion primaria relacionan los enfoques clasico y frecuencial de
la probabilidad.

Con respecto a este objetivo, cada apartado de la actividad planteada a los
futuros profesores permitié6 confirmar que los participantes comparten los mismos
errores, al igual que en el trabajo de Rivas y Godino (2015). Todos ellos estan
relacionados con el objetivo principal del estudio que es analizar si los futuros
profesores relacionan las aproximaciones clasica y frecuencial de la probabilidad,
llegando a la conclusion de que son pocos los que llegan a ponerlos en relacion.

La pregunta considerada mas sencilla por parte de los estudiantes de nuestra
muestra fue la referida a la comparacion de los significados clasico y frecuencial de la
probabilidad, respondida correctamente por el 80% de los participantes, y la mas dificil,
fue la referida a la estimacion del valor esperado mediante el enfoque frecuencial, con el
65% de los participantes.

Con respecto a las hipotesis de investigacion, nuestras conclusiones son las

siguientes:

HI. En la actividad de evaluacion que se analiza en el capitulo 3, se esperaba detectar,
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en una proporcion importante de los futuros profesores de educacion primaria,
algunos sesgos de razonamiento en probabilidad, ya descritos por algunos autores.
En concreto, se esperaba identificar el sesgo de equiprobabilidad (Lecoutre, 1992),
la heuristica de representatividad, y la creencia en la ley de los pequefios nimeros
(Kahneman, Slovic y Tversky, 1982), y finalmente, el error de orden (Navarro-
Pelayo, Batanero y Godino, 1997).

Efectivamente, en nuestro trabajo se presentaron algunos sesgos descritos
anteriormente. El que tuvo una mayor presencia fue el sesgo de equiprobabilidad, donde
se considera que los sucesos son equiprobable, es decir, que todas las sumas tienen igual
ocurrencia de salir al lanzar los dos dados (Lecoutre, 1992), presentado en los apartados
1, 2 y 3. Fue seguido del error por espacio muestral reducido o considerar dos sumas
que aparecen en distinto orden como un Unico suceso. Este error, que también aparece
con frecuencia en la resolucion de problemas combinatorios, fue denominado por
Navarro-Pelayo, Batanero y Godino (1997) como error de orden, y esta también
presente en los apartados antes mencionado. La heuristica de representatividad y la
creencia en la ley de los pequefios nimeros (Kahneman, Slovic y Tversky, 1982), no

fueron puestas en evidencia por nuestros participantes.

H2. Se espera que los futuros profesores resuelvan los problemas apoyandose en
recursos intuitivos, como las tablas o el diagrama en arbol o bien otros esquemas
graficos, mas que en el uso de formulas de calculo de probabilidades.

También se han analizado las estrategias usadas en los tres primeros apartados,
siendo la mas frecuente emplear sélo el lenguaje verbal y simboélico. En los dos tltimos
apartados solo se usa el lenguaje verbal y simbdlico. En el primer apartado es el tnico
que se usa el diagrama en arbol, aunque muy escasamente, a pesar de su utilidad,
sefialada por Navarro-Pelayo, Batanero y Godino (1997), pues ayuda a visualizar la
estructura del espacio muestral en experimentos compuestos, como el que aparece en la
actividad propuesta.

Con los resultados expuestos y descritos en el Capitulo 3, en ambas hipotesis se
comprueba que son similares los resultados de investigaciones previas sobre el
conocimiento de la probabilidad entre futuros profesores de educacion primaria en
Espafia (Azcarate, 1995; Serrano, 1996; Batanero, Canizares y Godino, 2005; Contreras,

2011; Mohamed, 2012, Gémez, 2014; Rivas y Godino, 2015). También proporcionamos
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alguna informacién nueva, en particular, en cuanto al uso de recursos en cada apartado
del cuestionario o el hecho de que, de manera individual, los estudiantes parecen
comprender los significados clasico y frecuencial, pero no llegan a relacionarlos. Por
otro lado, también se muestran dificultades en la comprension de la idea de simulacion,
siendo necesario dedicar mayor tiempo con los profesores a su andlisis, ya que el uso de

la simulacion se recomienda en la ensefianza de la probabilidad.

H3. Finalmente, esperdbamos mayor niimero de respuestas correctas en los estudiantes
que trabajan en pareja frente a los que trabajan de manera individual. Nos basamos
para ello en nuestra propia experiencia en la formacion de profesores y en el hecho
de que, al trabajar juntos, los estudiantes se pueden apoyar en su razonamiento.

Efectivamente, se obtuvo mejor nimero de respuestas correctas en los
estudiantes que trabajaron en pareja que aquellos que trabajaron individualmente. En el
apartado 1, el 13% de los alumnos que trabaj6 individualmente responde correctamente,
mientras que en parejas fue el 30%. En el apartado 2, el 15% que trabajo
individualmente y el 18% en parejas. En el apartado 3, tanto los alumnos que trabajaron
individualmente como los que trabajaron en parejas respondieron correctamente en un

12% aproximadamente. En el apartado 4, el 13% contestd correctamente trabajando en

forma individual, mientras que el 100% de los alumnos que trabajaron en parejas

contestd correctamente esta pregunta. Solo en el apartado 5, los alumnos que trabajaron

de forma individual obtuvieron un mayor porcentaje de respuestas correctas, el 12%

aproximadamente, frente al 5% que trabajo en parejas. Con estos datos, se afirma esta

hipotesis planteada en el capitulol.

4.3. POSIBLES PUNTOS PARA COMPLETAR EL TRABAJO

Para completar posibles puntos en este trabajo de investigacion, seria necesario
ampliar la muestra, para analizar si se replican los resultados, pues, como se ha dicho, la
investigacion es simplemente exploratoria.

También se podria aplicar este cuestionario en otro curso, especificamente, en un
curso posterior al que se aplico, para contrastar los resultados de esta investigacion con
los que se obtengan en el nuevo estudio, para verificar si los alumnos que han cursado
mayor cantidad de contenidos didactico-matematicos comprenden mejor los conceptos

probabilisticos presentes en la actividad aplicada en esta investigacion.
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Otro posible punto para completar este trabajo, es aplicar este cuestionario a
alumnos de la carrera de educacion basica en Chile, especificamente a los alumnos de la
Universidad Metropolitana de Ciencias de la Educacién, en el curso “Pensamiento
aleatorio II sistema de datos y su tratamiento en el aula”. Este curso es impartido en el
séptimo semestre a los alumnos que cursan la carrera Pedagogia en educacion basica,
con mencién matematica, y seria interesante contrastar los resultados obtenidos en
Espana, con lo que se obtengan en Chile, con alumnos que estan especializdndose en
matematica en primer y segundo ciclo y, que ademads, tienen aprobado “Pensamiento
aleatorio I sistema de datos y su tratamiento en el aula”, lo que implica tener un mayor

conocimiento en el area de la probabilidad y estadistica.
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