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RESUMEN:

El problema abordado en este trabajo es la evaluacion de la comprension de la
media aritmética por parte de los estudiantes de primer curso de Educacion Secundaria
Obligatoria. Para ello se analizan las respuestas de 84 estudiantes a un cuestionario
formado por siete items de respuesta abierta adaptado de investigaciones previas. Los
resultados permiten identificar los objetos matematicos mejor y peor comprendidos
por estos estudiantes, asi como clasificar algunos conflictos semiodticos detectados en

sus respuestas.

ABSTRACT:

The problem considered in this work is the evaluation of first grade secondary
students’ understanding of arithmetic mean. To achieve this aim we analyze the
responses by 84 students to a questionnaire with seven open-ended questions that were
adapted from previous research. Results serve to identify the mathematical object that
are better and worse understood and classify some semiotic conflicts found in the

students’ responses.
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INTRODUCCION

El problema abordado en este trabajo es la evaluacion de la comprension de la
media aritmética por parte de los estudiantes de primer curso de Educacion Secundaria
Obligatoria. La razén por la cual se ha elegido este tema es su importancia dentro de la
estadistica y para la formacion del estudiante, asi como mi interés personal por conocer
las dificultades de los estudiantes con este concepto. El trabajo se organiza en cuatro
capitulos.

En el primer capitulo planteamos nuestro problema de investigacion. Como
primer paso, analizamos el papel que juegan las medidas de tendencia central en el
curriculo actual. Seguidamente, describimos el marco tedrico que nos permitird
desarrollar el trabajo. Por ultimo, establecemos los objetivos que pretendemos
alcanzar.

En el segundo capitulo realizamos una sintesis de investigaciones previas
relacionadas con nuestro trabajo, incluidas en Cobo (2003), Jacobbe y Carvalho (2001)
y Mayén (2007). Estas investigaciones se organizan de acuerdo a los tipos de objetos
matematicos que se describen en el marco teorico.

En el tercer capitulo se presentan los resultados del estudio de evaluacion
realizado con los estudiantes de primer curso de Ensefianza Obligatoria. Comenzamos
presentando el cuestionario, incluyendo una descripcion de cada uno de los items que
lo conforman. Describimos la muestra y el contexto educativo utilizados en la
investigacion asi como los resultados obtenidos.

En el ultimo capitulo, presentamos las conclusiones generales que se deducen del

estudio realizado, afiadiendo posibles vias de investigacion futuras.



CAPITULO 1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1. INTRODUCCION

En este primer capitulo describimos el problema que planteamos en nuestro
trabajo, que, como se ha indicado, consiste en la evaluacién de la comprension de la
media aritmética por parte de los estudiantes del primer curso de la Educacion
Secundaria Obligatoria. En primer lugar, se expone el papel de las medidas de
tendencia central en el curriculo actual y se destaca su importancia para el estudiante y
para el método estadistico. A continuacion se describe el marco teodrico en el que se
apoya el trabajo, que es el enfoque ontosemiotico de la didactica de la matematica
(Godino, 2002, 2010; Godino, Batanero y Font, 2007). Finalmente se plantean los

objetivos que queremos abarcar, justificando su inter¢s.

1.2. LAS MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL
Comenzamos presentando el objeto de investigacion, las medidas de posicion
central. Se vera el papel que tienen en el curriculo de Secundaria y se destaca su

importancia para el estudiante y para el método estadistico.

1.2.1. PAPEL EN EL CURRICULO DE EDUCACION SECUNDARIA
OBLIGATORIA

En este apartado se justifica el tema de la investigacion por la relevancia que
toma el concepto de media aritmética en el curriculo de Educacion Primaria y
Secundaria Obligatoria, en los cudles aparece a lo largo de varios niveles educativos.
Para mostrar esta importancia, analizaremos los documentos curriculares actualmente
en vigor relacionados con estos niveles.

Actualmente, el curriculo ha estado inmerso en un periodo de actualizacion de

manera escalonada. Entr6 en vigor la Ley Organica 8/2013, de 9 de diciembre, para la



mejora de la calidad educativa (LOMCE; Jefatura del Estado, 2013) como
modificacién de la Ley Organica 2/2006, de 6 de mayo, de Educacion (Jefatura del
Estado, 2006). Dicha ley se implantd en los cursos de numeracion impar tanto de
Educacion Primaria como de Secundaria en el curso académico 2015/2016 y quedd
totalmente implantada en este curso académico 2016/2017. En consecuencia, los
estudiantes que forman parte de la muestra que ha participado en este estudio han
seguido el curriculo anterior (MEC, 2006) durante su Educacion Primaria, por lo que
también durante su educacion en el curso académico 2015/2016.

Como cambio curricular general, la LOMCE incorpora un nuevo elemento
curricular: los estdndares de aprendizaje. Se establece que (MEC, 2014, p. 19351-
19352):

”Estandares de aprendizaje evaluables: especificaciones de los criterios de evaluacion que
permiten definir los resultados de aprendizaje, y que concretan lo que el alumno debe saber,
comprender y saber hacer en cada asignatura; deben ser observables, medibles y evaluables y
permitir graduar el rendimiento o logro alcanzado. Su disefio debe contribuir y facilitar el

disefio de pruebas estandarizadas y comparables”

El cuestionario fue pasado en el mes de mayo, cuando los estudiantes aun no

habian estudiado contenidos relacionados con las medidas de posicion central. Por

tanto, sus conocimientos del tema corresponden con los del curriculo de Educacion

Primaria del curso pasado (que corresponde al curriculo LOE).

A continuacidon comentamos aquellos decretos de ensefianza que involucran a

los estudiantes del tercer ciclo de Educacidon Primaria y los del primer ciclo de

Secundaria, tanto en el curriculo LOE como el correspondiente a la LOMCE, para

justificar la importancia que adquieren las medidas de posicion central en los
estudiantes de estas edades.

En primer lugar, en la Educacion Primaria, y dentro de la normativa de la LOE,
encontramos el Real Decreto 1513/2006, de 7 de diciembre, por el que se establecen
las ensefianzas minimas de la Educacién Primaria (MEC, 2006), cuyos contenidos y
criterios de evaluacion se recogen en la Tabla 1.1. En dicho decreto se recogen
especificamente las medidas de posicion central, media y moda, siempre aplicadas en

situaciones familiares para el estudiante. Aunque en los criterios de evaluacion no se



citan expresamente las medidas de tendencia central, entendemos que el estudiante ha
de usar intuitivamente estas ideas para hacer estimaciones, citadas en dichos criterios.

Tabla 1.1. Contenidos sobre la media en la LOE en el tercer ciclo de Primaria

Contenidos Criterios de evaluacion

Graficos y parametros estadisticos: 7. Realizar, leer e interpretar representaciones graficas de
un conjunto de datos relativos al entorno inmediato.

La media aritmética, la moday el  Hacer estimaciones basadas en la experiencia sobre el

rango, aplicacion a situaciones resultado (posible, imposible, seguro, mas o menos

familiares. probable) de situaciones sencillas en las que intervenga
el azar y comprobar dicho resultado. Este criterio trata de
comprobar la capacidad de recoger y registrar una
informacion que se pueda cuantificar, de utilizar algunos
recursos sencillos de representacion grafica: tablas de
datos, bloques de barras, diagramas lineales... y de
comprender y comunicar la informacion asi expresada.
Ademas, se comprobara que se empieza a constatar que
hay sucesos imposibles, sucesos que con casi toda
seguridad se producen, o que se repiten, siendo mas o
menos probable esta repeticion. Estas nociones estaran
basadas en la experiencia.

En segundo lugar, también en la Educacién Primaria, y dentro de la normativa
de la LOMCE, encontramos el Real Decreto 126/2014, de 28 de febrero, por el que se
establece el curriculo basico de la Educacion Primaria (MEC, 2014), cuyos contenidos,
criterios de evaluacion y estandares de aprendizaje se recogen en la Tabla 1.2. En
dicho decreto se recogen especificamente las medidas de posicion central, media y

moda, que han de estudiarse en forma intuitiva.

Tabla 1.2. Contenidos sobre la media en la LOMCE en el tercer ciclo de Primaria

Contenidos Criterios de evaluacion Estandares de aprendizaje

Graficos y parametros estadisticos: 2. Realizar, leer e interpretar 2.2, Aplica de forma intuitiva

- Iniciacion intuitiva a las medidas representaciones graficas de 3 situaciones familiares, las

de centralizacién: la media un conjunto de datos relativos medidas de centralizacion: la

aritmética, la moda y el rango. al entorno inmediato. media aritmética, la moda y
el rango.

Tampoco en los criterios de evaluacidén no se citan expresamente las medidas
de posicién central, en cambio, en los estandares de aprendizaje si que aparecen de

manera explicita su aplicacidén de forma intuitiva a situaciones que el nifio conozca.

En tercer lugar, en la Educacion Secundaria, y dentro de la normativa de la

LOE, encontramos el Real Decreto 1631/2006, de 29 de diciembre, por el que se



establecen las ensefianzas minimas de la Educacion Secundaria Obligatoria (MEC,
2006), cuyos contenidos y criterios de evaluacion se recogen en la Tabla 1.3. En dicho
decreto se recogen especificamente las medidas de posicion central, media, moda y
mediana, desde el primer curso, aunque no se diferencia los contenidos de los dos
primeros cursos. A los contenidos de Primaria se afnade el estudio de la estimacion,
calculo y uso de propiedades para resolver problemas.

En los criterios de evaluacion tampoco se citan expresamente, aunque se

entiende que el estudiante ha de usarlos de manera intuitiva.

Tabla 1.3. Contenidos sobre la media en la LOE en el primer ciclo de Secundaria

Contenidos Criterios de evaluacion

Medidas de centralizacion: media, 6. Formular las preguntas adecuadas para conocer las

mediana y moda. Significado, caracteristicas de una poblacion y recoger, organizar y
estimacion y calculo. Utilizacion  presentar datos relevantes para responderlas, utilizando
de las propiedades de la media los métodos estadisticos apropiados y las herramientas
para resolver problemas. informaticas adecuadas.

Utilizacion de la media, la
mediana y la moda para realizar
comparaciones y valoraciones.

Por ultimo, en la Educacion Secundaria Obligatoria, y dentro de la normativa
de la LOMCE, encontramos el Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre, por el que
se establece el curriculo basico de la Educacion Secundaria Obligatoria y del
Bachillerato (MEC, 2015), cuyos contenidos, criterios de evaluacion y estdndares de
aprendizaje para los dos primeros cursos se recogen en la Tabla 1.4. En dicho decreto

se recogen especificamente las medidas de posicion central, media, moda y mediana.

En los criterios de evaluacion tampoco se citan explicitamente pero si
implicitamente cuando se indica que se deben calcular los pardmetros estadisticos,
aunque se entiende que el estudiante ha de usarlos de manera intuitiva. Si aparecen de
manera mucho mds explicita en los estdndares de aprendizaje, que incluso

recomiendan el uso de la tecnologia para su calculo.



Tabla 1.4. Contenidos sobre la media en la LOMCE en el primer ciclo de Secundaria

Contenidos Criterios de evaluacion Estandares de aprendizaje
Medidas de 1. Formular preguntas adecuadas para 1.4. Calcula la media
tendencia central.  conocer las caracteristicas de interés de aritmética, la mediana
una poblacién y recoger, organizar y (intervalo mediano), la moda
presentar datos relevantes para (intervalo modal), y el rango,
responderlas, utilizando los métodos y los emplea para resolver

estadisticos apropiados y las herramientas problemas.
adecuadas, organizando los datos en tablas

y construyendo graficas, calculando los

parametros relevantes y obteniendo

conclusiones razonables a partir de los

resultados obtenidos.

2. Utilizar herramientas tecnologicas para 2.1. Emplea la calculadora y

organizar datos, generar graficas herramientas tecnologicas

estadisticas, calcular pardmetros relevantes para organizar datos, generar

y comunicar los resultados obtenidos que  graficos estadisticos y

respondan a las preguntas formuladas calcular las medidas de

previamente sobre la situacion estudiada.  tendencia central y el rango
de variables estadisticas
cuantitativas.

1.2.2. IMPORTANCIA DE SU CONOCIMIENTO PARA EL ESTUDIANTE

En las ultimas décadas, la ensefianza de la estadistica, de manera progresiva, se
ha incorporado al curriculo de matematicas tanto de Educacion Primaria como de
Secundaria. Ademas, ha logrado ser una de las disciplinas con mas protagonismo en
los programas universitarios de diferentes carreras, siendo fundamental a la hora de
desarrollar los trabajos finales de carrera. Esto es debido a que en muchas profesiones
se precisan unos conocimientos basicos de estadistica.

En el apartado anterior, hemos podido observar de qué forma se introduce la
Estadistica en el tercer ciclo de Educacion Primaria y en el primer ciclo de Educacion
Secundaria Obligatoria. Se destacan, principalmente, las medidas de posicion central
(en particular, la media aritmética) que son objeto de nuestro estudio.

Batanero (2001, 2004) indica que la incorporacion de la Estadistica al curriculo
escolar se debe, en gran medida, al trabajo desarrollado desde el ISI (International
Statistical Institute), una sociedad cientifica muy prestigiosa. Este organismo, primero
mediante su Comité de Educacion y desde 1991 por IASE, la International Association

for Statistical Education, ha promovido congresos y publicaciones especificas



orientadas a la introduccién de la estadistica en la escuela (Batanero, 2000). Esta

autora analiza las razones de la presencia de la Estadistica en la ensefianza desde

Primaria son numerosas; destacamos, entre otras, las que propone Holmes (1980):

e La Estadistica ayuda al desarrollo de la capacidad de lectura e interpretacion de
tablas y graficos estadisticos que con frecuencia aparecen en los medios
informativos. Por tanto, capacita a la persona para enfrentarse a la sociedad de la
informacion y la toma de decisiones.

e Su estudio fomenta el desarrollo personal del estudiante al desarrollar su
razonamiento critico, en el que las decisiones se basan en la valoracién de la
evidencia objetiva dada por los datos.

e Ayuda a comprender los restantes temas del curriculo, tanto de la educacion
obligatoria como posterior, donde con frecuencia aparecen graficos o datos

estadisticos o bien expresiones de probabilidad.

Esta implantacion de la ensefianza de la Estadistica en los Ultimos afios ha
provocado un gran interés en la comunidad investigadora, como veremos en el
Capitulo 2 del trabajo; también en el caso de las medidas de tendencia central.

Ademas de las justificaciones planteadas por Holmes, que son validas para las
medidas de tendencia central, podemos destacar su importancia como aplicacion
directa a la vida cotidiana. Muchas situaciones de la vida real plantean la media como
la medida por excelencia para dar una visién general de una determinada cuestion. La
esperanza de vida y la tasa de natalidad o el indice de precios al consumo de un
determinado pais son algunos ejemplos, asi como la renta per cépita. Otro ejemplo
presente en las aulas podria ser la calificacion final de cada alumno en una
determinada asignatura, calculada como promedio de las distintas calificaciones
obtenidas durante el curso.

Todas las consideraciones aqui comentadas justifican el interés de nuestro
trabajo, ya que el primer paso para el progreso es la deteccion de las principales
dificultades encontradas por los alumnos y, a ser posible, aportar disefios didacticos

que ayuden a combatirlas.

1.2.3. IMPORTANCIA EN EL METODO ESTADISTICO



Las medidas de tendencia central son esenciales también para la teoria y la
practica de la estadistica; por tanto, su comprension es fundamental para el progreso
del estudiante en el tema. En particular el papel de la media en el método estadistico es
relevante pues constituye la base para la comprension de conceptos estadisticos mas
avanzados. Las aportaciones bésicas de la media en este contexto se resumen en
Mayén (20009).

En primer lugar, en estadistica descriptiva y analisis exploratorio de datos, la
media permite resumir una distribucion y también comparar diferentes distribuciones
de datos. Por otro lado, otros resumenes estadisticos, como la varianza se definen a
través de la media (media de la suma de desviaciones a la media).

Relativo a las familias de distribuciones de probabilidad, la media suele
encontrarse como parametro caracteristico de dichas distribuciones, es decir, en una
familia de curvas de densidad, fija la que se vaya a usar en cada aplicacion. Este es el
caso de la distribucion Normal, la Poisson o la Exponencial, entre las mas destacadas.

En la inferencia estadistica, la media muestral es un estimador muy utilizado de
la media de la poblacion. La razoén que hace util el empleo de la la media muestral en
la teoria de muestreo en general es el hecho de que presenta muchas de las propiedades
deseables para cualquier estimador, como son la insesgadez, la consistencia y la
suficiencia. Ademas, tiene minima varianza.

Por otro lado, el Teorema Central del Limite proporciona una propiedad
interesante para la media muestral: cuando el tamafo de la muestra es suficientemente
grande, la distribucion que sigue la media muestral serd aproximadamente Normal.
También, la media interviene en otros de los teoremas importantes de la inferencia
estadistica como son las Leyes de los Grandes Numeros.

Por ultimo, la teoria relativa a la regresion y la correlacion, y las numerosas
técnicas estadisticas basadas en ella, se basan en estimar la media de una variable a
partir de otras variables sobre las que se impone una determinada relacion funcional.

Se concluye pues que una comprension limitada de esta medida de tendencia
central dificultard, en gran medida, el progreso adecuado en el estudio de temas

estadisticos avanzados.

1.3.  MARCO TEORICO
Este trabajo se fundamenta en algunos aspectos del enfoque onto-semidtico del

conocimiento y la instrucciéon matematicos (Godino, Batanero y Font, 2007). Este
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enfoque considera la matematica desde tres puntos de vistas complementarios: como
una actividad de resolucién de problemas, un lenguaje simbdlico y un sistema
conceptual organizado logicamente. Mas aun, la situacion-problema y las practicas que
se realizan en su resolucion son el primer eslabon que permitird definir los conceptos,
el objeto y el significado (personal e institucional) como resultado de su resolucion.
Por tanto, el significado de las medidas de tendencia central (media aritmética) seria en
este enfoque el resultado del conjunto de practicas realizadas a la hora de resolver

problemas de tendencia central.

1.3.1. SIGNIFICADO DE UN OBJETO MATEMATICO. SIGNIFICADO
PERSONAL E INSTITUCIONAL
En este enfoque tedrico se diferencia entre el significado personal y el

significado institucional de un objeto matematico. Como indica Batanero (2000):

En general los problemas no aparecen de forma aislada, sino que los mismos problemas son
compartidos dentro de cada institucién, y las soluciones encontradas dependen de los

instrumentos y practicas sociales disponibles (p. 5).

Una institucion es un grupo de personas interesadas en un mismo tipo de
problemas; por ejemplo, la institucion educativa. Teniendo en cuenta que las personas
viven en diferentes instituciones, su conocimiento estd influenciado por las
caracteristicas del conocimiento y los sistemas de practicas correspondientes a cada
una de esas instituciones. Mientras que los objetos personales se originan de la practica
individual de una persona. Es necesario, por tanto, diferenciar dos dimensiones
interdependientes del significado del conocimiento matematico: la dimension personal
(subjetiva, mental) y la dimension institucional (objetiva, contextual) (Godino y
Batanero, 1998).

El significado personal es el resultado del pensamiento y la actividad individual
al resolver una determinada clase de problemas. En cambio, el significado institucional
es el resultado del didlogo y los convenios dentro de una institucion, como puede ser el
sistema educativo (Godino, Batanero y Font, 2007).

A grosso modo, el significado personal resulta del conjunto de practicas que
asimila una persona de manera individual y que puede ser diferente al significado
institucional, que es el resultado del conjunto de practicas realizadas y compartidas

dentro de una institucion sobre un campo de problemas determinado.

11



1.3.2.TIPOS DE OBJETOS MATEMATICOS ASOCIADOS A LA MEDIA
ARITMETICA

En el conjunto de practicas matematicas, tanto personal como institucional,
intervienen objetos matemadticos de distinta naturaleza: simbolos, gréaficos, textuales,
orales,... Ademas, como desarrollo de esa practica se originan nuevos objetos de corte
estructural como son los tipos de problemas, procedimientos, definiciones,
propiedades o argumentos.

Si los objetos provienen de dentro de una institucién se les denominara
“objetos institucionales” y si surgen de manera individual, “objetos personales”. En
Godino, Batanero y Font (2007) se proponen los siguientes tipos de objetos llamados
primarios:

« Lenguaje (términos, expresiones, notaciones, graficos).

« Situaciones-problemas  (problemas, aplicaciones extra-matematicas o
matematicas, ejercicios, etc.).

« Conceptos, dados por su definicion o descripcion.

« Proposiciones, propiedades o atributos.

« Procedimientos (operaciones, algoritmos, técnicas).

« Razonamientos o argumentos usados para validar y explicar las proposiciones y

procedimientos (deductivo, inductivo, etc.).

A continuacion, vamos a describir aquellos objetos matematicos primarios que

intervienen de manera notable en nuestro estudio.

1.3.2.1. CAMPOS DE PROBLEMAS

En el marco tedrico citado, que también fue utilizado por Cobo (2003), uno de
los supuestos que toma como base en su estudio es que las matematicas constituyen un
quehacer humano; los objetos matematicos surgen de dar respuesta a ciertas
situaciones problema de la propia matematica y evolucionan progresivamente.

Entendemos un problema como planteamiento de una situacidon cuya respuesta
desconocida debe obtenerse a través de métodos cientificos. Un conjunto de problemas
formara un campo, campo de problemas, cuando todos ellos compartan soluciones y/o

metodologias de resolucion similares o relacionadas. En este trabajo se estudia el

12



campo de problemas relacionado con el objeto matematico media, asi como las

progresivas actividades que surgen del mismo.

Campo de problemas para la media

Describimos a continuacion los campos de problemas donde surge la media

aritmética, tomando como referencia aquéllos que se contemplan en el estudio de Cobo

(2003).

(CP1) Estimar una medida a partir de diversas mediciones realizadas en presencia
de errores. Se usa la media en este caso por sus propiedades de buen estimador
(estimador insesgado de minima varianza). Un ejemplo, tomado de Cobo (2003) se

presenta a continuacion.

Un objeto pequefio se pesa con un mismo instrumento por ocho estudiantes de
una misma clase, obteniéndose los siguientes valores en gramos: 6.2, 6.0, 6.0,
6.3, 6.1, 6.23, 6.15 y 6.2. ;Cudl seria la mejor estimacion del peso real del

objeto?

(CP2) Obtener una cantidad equitativa al hacer un reparto para conseguir una
distribucion uniforme. Algunos ejemplos son obtener la velocidad media durante
un viaje, la calificacion final de una asignatura evaluada mediante varios exdmenes
parciales, el salario medio de los empleados de una empresa. Cobo (2003) plantea

el siguiente ejemplo, que los nifios pueden comprender.

Unos ninos llevan a clase caramelos. Andrés lleva 5, Maria 8, José 6, Carmen 1y
Daniel no lleva ninguno. ;Como repartir los caramelos de forma equitativa?

(CP3) Obtener un elemento representativo de un conjunto de valores dado cuya

distribucion es aproximadamente simétrica.

Un alumno ha obtenido en 5 exdmenes las siguientes calificaciones: 5, 7, 6, 7 y 9.
(Qué calificacion final resume el rendimiento del alumno en un sélo dato?

(CP4) Estimar el valor que se obtendra con mayor probabilidad al tomar un
elemento al azar de una poblacion para una variable con distribucion

aproximadamente simétrica.

La altura media de los alumnos de un colegio es 1.40 cm. Si extraemos una
muestra aleatoria simple de 5 estudiantes y resulta que la altura de los cuatro
primeros es de 1.38 cm, 1.42 cm, 1.60 cm y 1.40 cm, respectivamente, ;cual seria
la altura mas probable del quinto estudiante?
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e (CP5) Comparacion de dos distribuciones de datos con variables numéricas. Esta
categoria no aparece en el estudio de Cobo (2003), pero fue afiadida por Mayén
(2009) y que en nuestro cuestionario se plantea uno de similares caracteristicas. Un

ejemplo seria:

A continuacion se muestran las calificaciones de dos grupos distintos que
hicieron el mismo examen. ;A qué grupo se le dio mejor?
Grupo A:0023334567777899910
GrupoB:1144446667778899910

1.3.2.2. LENGUAJE VERBAL, SIMBOLICO Y GRAFICO

Partiendo de una situacidon-problema, segiin Freudenthal (1991), el siguiente
paso seria inventar una simbolizacién adecuada para representar esa situacion
problematica asi como las soluciones encontradas; permitird comunicar estas
soluciones a otras personas. Segun Vergnaud (1982), el lenguaje constituye el conjunto
de representaciones simbolicas usadas para representar un concepto, sus propiedades y
las situaciones a las que se refiere.

En nuestro marco tedrico, dicha representacion tiene especial importancia ya que
establecemos una correspondencia semidtica entre el objeto representante y el objeto
representado. Distinguimos entre lenguaje verbal, simbdlico y grafico:

o Lenguaje verbal. La media suele presentarse con este nombre en la mayoria de
los textos, salvo en algunos que también utilizan la palabra promedio como
sindbnimo de ésta. Es necesario comprobar que el alumno emplee ambos
conceptos indistintamente, aunque son palabras que tienen el mismo sentido
en el lenguaje ordinario, inclusive.

o Lenguaje simbolico. Los simbolos constituyen un elemento caracteristico del
lenguaje matematico. Las notaciones mas usuales son X para la media, x; para
los datos, f; para las frecuencias relativas, F; para las frecuencias absolutas y n
para referirnos al tamafio total de los datos.

e Lenguaje grdfico. En este tipo de lenguaje, destacamos:

- Conjuntos de datos aislados, presentados sin formato.

- Tablas de datos, como las tablas de frecuencias y de frecuencias
acumuladas, las tablas de datos agrupados en intervalos, entre otras.

- Diagramas de barras, histogramas, poligonos de frecuencias y poligonos de

frecuencias acumuladas.
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- Curvas de distribucion.
- Recta numérica con los datos, para reforzar la idea de medida de tendencia

central.

1.3.2.3. PROPIEDADES

Aunque el concepto de media es aparentemente simple, se pueden descubrir las

siguientes propiedades (Batanero, 2000).

Propiedades numéricas

Las propiedades numéricas de la media son aquellas que se deducen cuando la

media se considera como un valor numérico.

(N1) La media de un conjunto de datos es siempre un valor perteneciente al rango
de la variable en estudio. La media estara comprendida entre los valores minimo y
maximo que tome dicha variable.

(N2) La media no tiene por qué coincidir con ningun valor de los datos. Incluso,
podria ser un niimero perteneciente a un conjunto numérico mas amplio que el
dado. En ocasiones, la media puede ser un valor que no tenga sentido en el
contexto planteado.

(N3) En el calculo de la media se tienen en cuenta todos los valores de los datos.
Esta propiedad diferencia a la media de otras medidas de centralizacion, como son
la mediana o la moda. Ademas, hay que tener en cuenta los valores nulos cuando
aparece.

(N4) La media se ve alterada por cualquier cambio en los datos. Cuando en una
distribucion algtin valor es modificado su media puede cambiar. En el caso de que
ese valor sea extremo y poco significativo, suprimirlo conllevara a un valor mas

significativo de la media.

Propiedades algebraicas

Las propiedades algebraicas de la media son aquéllas que se deducen al

considerarla como una operacion algebraica sobre el conjunto de datos dado.

(A1) El cdlculo de la media no es una operacion interna en el conjunto numérico
utilizado, puesto que ésta puede tomar un valor distinto a todos sus elementos. Es

la traduccion algebraica de la propiedad (N1).
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(A2) La media no tiene elemento neutro ni simétrico. Esta propiedad se deduce
algebraicamente de la propiedad (N2).

(A3) La media no tiene la propiedad asociativa para el caso general. Si dividimos
en partes un conjunto de datos y calculamos sus medias respectivas, no podemos
deducir la media del conjunto total de datos.

(A4) La media es una operacion conmutativa. Dos ordenaciones distintas del
conjunto de datos dan lugar al mismo valor de la media.

(A5) La media conserva los cambios de origen y de escala. Si se suma, resta,
multiplica o divide cada elemento del conjunto de datos por un mismo valor, la
media es también sumada, restada, multiplicada o dividida por esa misma
constante. En consecuencia, la media hereda la misma unidad que los datos.

(A6) La media de la suma de 2 o mds variables es igual a la suma de las medias de
dichas variables. Esta propiedad puede facilitar el calculo de la media cuando
dividimos una poblacién en 2 o0 mas subpoblaciones.

(A7) La media siempre existe en datos numéricos y es unica. La media siempre se

puede calcular y, ademas, es Unica.

Propiedades estadisticas

Las propiedades estadisticas de la media son aquellas que se deducen cuando la

media se considera como resumen de los datos. Cobo (2003) indica las siguientes:

(El) La media es un representante del conjunto de datos. La media proporciona
informacion de todo el conjunto de datos, no de un dato en concreto. Por ello se
usa, por ejemplo, para comparar dos conjuntos de datos.

(E2) La media coincide con el centro del conjunto de datos, semejante al centro de
la gravedad. Esta propiedad se generaliza para datos bivariantes donde el punto
con coordenadas las dos medias es el centro de gravedad de la distribucion.

(E3) En distribuciones simétricas, la media coincide con la mediana y la moda (en
distribuciones unimodales).

(E4) La media es un estadistico poco resistente, muy sensible a la variacion de los
datos, especialmente a los valores atipicos. Esta propiedad hace que utilicemos
otras medidas de tendencia central, como la mediana o la moda, en aquellas

ocasiones en las que aparecen valores atipicos, conocidos como “outliers”.
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(E5) La suma de las desviaciones de un conjunto de datos de su media es 0. La
suma de los valores absolutos de las desviaciones es minima respecto a la
mediana.

(E6) La suma de los cuadrados de las desviaciones es minima.

(E7) Para datos agrupados en intervalos, con alguno de ellos abierto, también es
preferible la mediana a la media. Existe la moda pero no la media.

(ES8) Existen modas tanto para variables cuantitativas como cualitativas.

(E9) En distribuciones no unimodales, la mediana es mejor representante del

conjunto de datos que la media.

1.3.2.4. PROCEDIMIENTOS DE CALCULO

Cuando un sujeto se enfrenta a un problema y trata de resolverlo, realiza

distintos tipos de practicas, que llega a convertir en rutinas con el tiempo (Cobo y

Batanero, 2004). Existen numerosos procedimientos de célculo de la media. Estas

técnicas surgen segun la forma y presentacion de los datos. Las detallamos a

continuacion.

(P1) Calculo de la media de una variable discreta con datos aislados. Es la técnica
mas sencilla que deriva de aplicar la definicion. La media se calcula sumando

todos los datos y dividiendo por el numero total de ellos. Por ejemplo:

_ 8+7+6+7 7
X= —mM8M8M =

4
(P2) Calculo de la media de una variable discreta con los datos presentados en
tablas de frecuencias. La media se calcularia como la suma total de los productos
entre cada valor de la variable en cuestion y su frecuencia relativa, x =

Yi=1%; - fi;. Equivalentemente, en términos de frecuencia absoluta seria X =

n
i—1Xi Fi .
%}‘ . Por ejemplo:

=15

i X E; fi

1 3 6 6/25
2 5 7 7/25
3 8 9 9/25
4 10 3 3/25

7= Yo xi-Fi _ 3:6+5:7+8:9+10-3 _ 155 _ 62
YL Fi 6+7+9+3 25
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El calculo de la media en este caso puede resultar mas complejo ya que interviene
la idea de ponderacion.

(P3) Calculo de la media de una variable continua o discreta con datos agrupados
en intervalos de clase. Si partimos de una situacion en la que tenemos un gran de
numero de datos, se recurrira al calculo de la media con los datos agrupados en
intervalos (e;_q, ;). Para calcular la media usaremos como datos las marcas de
clase, tomadas como el punto medio del intervalo, asi como las frecuencias de cada
clase f;. La media entonces se calcula mediante el algoritmo anterior P2, cuyo

valor ahora es aproximado.

I; Marca de clase x; F; fi
[0,2°5) 1’25 0 0/25
[2°5,5) 3’75 13 | 13/25
[5,7°5) 6’25 0 0/25
[7°5, 10) 875 12 | 12/25
7= Z%{i}f[ _ 1/25-0+3:Zi12:2;2152-0+8175-12 _ 15;3;75 — 615

(P4) Calculo de la media de manera grdfica. Cuando trabajamos con variables
discretas, conocidos sus valores Xx; y sus frecuencias relativas f;, podemos intuir de
manera aproximada el valor de la media aritmética mediante la observacion de su
representacion grafica, bien el diagrama de barras o bien el histograma.

Aun mas, en el trabajo de Cobo (2003) se especifica como se puede calcular de
manera exacta la media mediante el calculo de areas, teniendo en cuenta de que el
area de cada rectangulo de la grafica es el producto de x; - f;.

(P5) Calculo de la media mediante calculadora u ordenador. Para calcular la
media mediante herramientas tecnologicas no es necesario conocer ni comprender
el algoritmo de la media. Basta con introducir los datos de manera correcta, tanto
los valores como las frecuencias. En el caso de la calculadora, si que sera necesario
saber el manejo de la memoria de la propia herramienta.

(P6) Inversion del algoritmo del cadlculo de la media. En distintos contextos, se

tiene la suerte de conocer la media de una distribucion y todos sus valores excepto
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uno. Para su busqueda es necesario el uso del algoritmo de la media despejando el

valor de la siguiente forma.

n n

szxi-fi :xiznf—ij-fj

i=1 Jj#i
Por ejemplo: indica que calificacién ha obtenido un alumno en el ultimo examen
teniendo en cuenta que sus notas son 8 y 9 y su nota media es 8.

e (P7) Construir una distribucion a partir de una media dada. En este caso, el
objetivo es buscar una distribucién cuya media coincida con un valor previamente
dado. Para encontrarla es necesaria conocer los distintos procedimientos de calculo
directo de la media. El caso mas sencillo, es aquella distribucion en la que todos
los valores de los datos coinciden con la media dada. Como ejemplo: indica que 3
posibles calificaciones que ha obtenido un alumno en sus 3 exdmenes teniendo en

cuenta que su nota media es un 7.

1.3.3. FUNCION SEMIOTICA Y CONFLICTOS SEMIOTICOS

Hjelmslev (1943, p. 55) afirma que hay una funcidén semidtica cuando existe
“dependencia entre una clase y sus componentes (una expresion y sus partes o su
contenido) y entre los componentes (partes o contenido) entre si ™.

Para Godino, Batanero y Font (2002), las relaciones de dependencia entre
expresion y contenido pueden ser representacionales (un objeto que se pone en lugar
de otro para un propdsito determinado), instrumental (un objeto utiliza otro como
instrumento) y estructural (dos o mas objetos constituyen un sistema de donde surgen
nuevos objetos).

En otras palabras, en la practica matematica intervienen funciones semiodticas
con tres componentes: la expresion, el contenido y la regla de correspondencia que
interpreta la relacion entre expresion y contenido. Cualquier tipo de objetivo
matematico antes nombrado puede ser participe de una funcion semiotica tanto en
forma de expresion como de contenido.

Generalmente, las funciones semidticas vienen representadas por su expresion,
como podria ser, en nuestro caso, la expresion de la media aritmética. A partir de ahi,
se debe hacer una interpretacion de la expresion, recordando el concepto de media
aritmética para poder aplicarla de manera adecuada. Cuando se produce una mala

interpretacion al relacionar la representacion y su objeto hablamos de conflicto
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semiotico. En el caso anterior, podemos tener el simbolo que representa la media pero

en nuestra mente tener, de manera equivocada, el concepto de mediana, por ejemplo.

1.4. OBJETIVOS DEL TRABAJO

Una vez descrito el marco curricular y tedrico, pasamos a comentar los
objetivos. Como se ha indicado, este trabajo esta dirigido a evaluar algunos
conocimientos de estudiantes del primer curso de Secundaria sobre la media
aritmética, para aportar informacion actualizada que se compararia con los
antecedentes, especialmente los obtenidos en las tesis doctorales de Cobo (2003) y
Mayén (2009). La segunda autora trabajo con estudiantes de mayor edad que los
nuestros y en el contexto mexicano; aunque la primera utilizO en su muestras
estudiantes de primer curso de Educacion Secundaria Obligatoria, los problemas que
propuso fueron en general dificiles para ellos. En nuestro estudio se han elegido
problemas mas sencillos, con el fin de analizar si la dificultad se mantiene.

Como he visto en la normativa vigente, se incluye la media aritmética en el
decreto de ensefianzas minimas de matematicas para el primer ciclo de ESO, y ademas,
se supone que los estudiantes han adquirido algunos conocimientos elementales al
final de la Educacién Primaria. Por ello, el objetivo fundamental es analizar el
razonamiento de estos estudiantes con los problemas propuestos para evaluar la
dificultad que para ellos pueden tener con el concepto de media aritmética. Este

objetivo se descompone en los siguientes objetivos especificos:

« OEl. Analizar la ensefianza que sobre las medidas de tendencia central (media
aritmética) reciben los estudiantes espafioles en la Educacidn Secundaria
Obligatoria.

Este objetivo se cumple con el estudio realizado de los documentos curriculares
en este mismo capitulo y nos permite evaluar mejor las posibles causas de los

errores que encontremos en sus respuestas.
« OE2. Analizar la dificultad relativa de los problemas de media aritmética, medida

en porcentaje de respuestas correctas en los problemas planteados, comparando

esta dificultad en funcion del contenido evaluado.
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OE3. Analizar los posibles errores en las respuestas y relacionarlos con las
propiedades de la media que los estudiantes no comprenden.
OEA4. Profundizar en los conflictos semioticos que presentan al resolver problemas
relacionados con este promedio.
Estos tres objetivos se abordan en el Capitulo 3, donde analizamos las
respuestas a un cuestionario de una muestra de estudiantes de Educacion
Secundaria sobe conocimientos de la media descritos en el Capitulo 1. Dicho
cuestionario nos permitird conocer y comprender los diferentes problemas que
presentan los estudiantes al resolver problemas relacionados con este

promedio.
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CAPITULO 2. INVESTIGACIONES PREVIAS

2.1. INTRODUCCION

Una vez presentado el tema de investigacion, en este capitulo se expone una
recopilacion de antecedentes relacionados con el mismo que hemos realizado partido
de las sintesis de este tema que se incluyen en Cobo, (2003), Jacobbe y Carvalho
(2011) y Mayén (2007). Las investigaciones que aqui se revisan se han organizado y
clasificado en relacion a los tipos de objetos matematicos descritos anteriormente en el
marco tedrico, es decir, se analizardn investigaciones previas en alumnos de distintas
edades sobre la comprension conceptual de la media asi como la de los campos de
problemas asociados, la comprension de las propiedades fundamentales de la media, la

comprension procedimental y capacidad de célculo y la comprension del lenguaje.

2.2. INVESTIGACIONES SOBRE LA COMPRENSION CONCEPTUAL DE
LA MEDIAY RECONOCIMIENTO DE LOS CAMPOS DE PROBLEMAS

La comprension conceptual de la media no solo engloba el conocimiento que

tenga el alumnado de su definicidon sino, sobre todo, la capacidad del mismo para ser

capaz de reconocer las situaciones y los problemas cuya solucidén requiere de este

estadistico. En esta seccion, resumimos investigaciones previas sobre la comprension

conceptual de la media en dos direcciones: la comprension de las definiciones y el

reconocimiento de problemas.

Comprension de la definicion

La media, aunque constituye uno de los estadisticos mas basicos, no siempre es
bien comprendida por el alumnado de Educacion Secundaria Obligatoria, quien recibe
su ensefianza practicamente por vez primera. Esta deficiencia se acentua con el paso
del tiempo y se ve reflejada incluso en los alumnos universitarios. En cuanto a las
investigaciones relacionadas con la comprension de la definicion de media se destacan

las siguientes.
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Watson y Moritz (1999, 2000) analizan el significado intuitivo dado por

alumnos de Educacion Primaria y Secundaria al término "promedio". Un gran nimero

de alumnos consideran que el promedio es simplemente un valor en el centro de la

distribucion. Sin embargo, esta definicion se acerca mas al concepto de mediana, que

sOlo coincidirda con la media cuando la distribucidOn sea simétrica. En estas

investigaciones, se concluye que la comprension de los promedios es un proceso

evolutivo, que pasa por las seis etapas de desarrollo siguientes:

1.

Pre-promedio: los estudiantes no llegan a usar la idea de promedio ni en el
lenguaje ordinario; no llegan a ver los datos como algo que pueda ser resumido
y pueda tener un representante.

Uso coloquial de la media: el término promedio o media ya se usa en el
lenguaje ordinario, interpretindolo como normal o bueno, pero sin llegar a
comprender realmente su significado.

Respuesta multi-estructural: se usan ideas como maximo, minimo y suma mas
division para describir la media en situaciones sencillas, fallando en su uso en
situaciones complejas. Existen errores en los algoritmos de calculo y se
confunde la media con moda y mediana por lo que, ain, existen conflictos
sobre la correcta comprension del concepto.

Media como representante: se asocia la media con su algoritmo de célculo en
situaciones sencillas. Se relaciona el algoritmo con la posibilidad de un
resultado no entero. Se expresa alguna idea de representatividad para la
estimacion o prediccion en un conjunto de datos. No se sabe aplicar en
contextos complejos sin ayuda y, con frecuencia, se prefiere usar las
caracteristicas visuales de los graficos en lugar de sus promedios.

Aplicacion en un contexto complejo: ademas de las capacidades de la etapa
anterior, el alumno es capaz de invertir el algoritmo de calculo para hallar el
total a partir de la media o calcula medias ponderadas, aunque no ambas tareas.
No tiene clara la idea de distribucion y raramente usan la media para comparar
mas de un conjunto de datos.

Aplicacion en dos o mas contextos complejos: ademas de las capacidades de la
etapa anterior, el alumno es capaz de invertir el algoritmo de céalculo tanto para

hallar el total a partir de la media como para el célculo de medias ponderadas.
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Los términos con los que se designan los conceptos matematicos tienen un
significado preciso, pero éste no siempre coincide con el asignado al término usado en
el lenguaje coloquial o en que le asignan los estudiantes. Russell y Mokros (1991)
dividen en cuatro clases los significados incorrectos atribuidos por alumnos de entre
11 y 14 afios a la palabra “media”. A continuacién se exponen junto con sus
principales causas:

1. Valor modal, valor mas frecuente. Confusion de la media con la moda.

2. Valor razonable. Significado coloquial del término media.

3. Punto medio. Confusion de la con la mediana o con el centro geométrico.

4. Algoritmo. Comprension de la media como un mero algoritmo de calculo, sin

dotar de un sentido a su definicion.

Los autores estiman que, a la hora de ensefiar la definicion de cualquier
concepto matematico, es necesario presentar diferentes ejemplos, contextos y
representaciones del mismo para evitar estas confusiones. Konold y Pollatsek (2002)
afaden a las cuatro clases anteriores la concepcion de la media como serial en un
proceso aleatorio o proceso con ruido'y piensan que es la concepcion mas util cuando
dos conjuntos de datos son comparados. De hecho, Konold y Pollatsek (2002)
sostienen que la idea de media deberia presentarse con esta concepcion anadida, pues
es en esta definicion donde cobra verdadero sentido.

Pollatsek, Lima y Well (1981) enfatizan el sesgo que tiene el alumnado
univeritario para diferenciar entre medias muestral y poblacional. Los resultados
anteriores se repitieron en Tormo (1993), pero con alumnos de entre 12 y 15 afios.
Mayén (2009) apunta que una de las posibles razones de este hecho sea que las
distribuciones y ejemplos que se presentan en los libros quizas insistan mucho en la
idea de representatividad de las muestras y dejen a un lado la idea de variabilidad que
subyace detras de ellas.

Finalmente citamos a Strauss y Bichler (1988) investigan, entre otras, el
desarrollo evolutivo de la comprension de la media en alumnos de 8 a 12 afos,

obteniéndose, como es de esperar, una mejora de la comprension de acuerdo a la edad.

Reconocimiento de problemas
Comprender la definicién de la media no implica que los estudiantes la usen

cuando encuentren un problema relacionado con ella, pues a veces no reconocen
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dichos problemas. En Pollatsek, Lima y Well (1981), un estudio sobre la comprension
de la media llevado a cabo en estudiantes universitarios, se encuentran dificultades
para reconocer problemas relacionados con calcular una media aritmética ponderada.
Una de las conclusiones extraidas en Russell y Mokros (1991, 1995) para un
grupo de alumnos de entre 10 y 14 afos es el hallazgo de una dificultad general
notable al resolver aquellas tareas que consistian en construir un conjunto de datos
dado un promedio. Se observa que un porcentaje de los alumnos se limitan a dar
distribuciones que repiten el mismo valor. En general, los estudios sugieren que los
alumnos muestran poca comprension de la idea de valor tipico o representativo de un
conjunto de datos. Aqui se incluye como valor tipico tanto la media como las demas
medidas de tendencia central: moda y mediana. Segun Russel y Mokros (1991), el
valor tipico engloba tres tipos diferentes de capacidades:
e Dado un conjunto de datos, comprender la necesidad de emplear un valor
central, y optar por el mas adecuado.
e Construir un conjunto de datos que tenga un promedio dado, que coincide con
el punto mas dificultoso como se ha expuesto anteriormente.

e Comprender el efecto que tiene un cambio en los datos sobre los promedios.

En una investigacion llevada a cabo con alumnos de un curso preuniversitario,
Estepa y Batanero (1994) identifican casos de alumnos que basan la comparacion de
dos conjuntos de datos en valores aislados como los maximos o los minimos de ambos
conjuntos, o bien en la comparacion de totales, en lugar de usar las medidas de

centralizacion, tales como la media.

2.3.  INVESTIGACIONES SOBRE LA COMPRENSION DE LAS
PROPIEDADES
Los alumnos suelen asignar a la media propiedades erroneas y/o violar las
propiedades caracteristicas de la misma, como las revisadas en el apartado 1.1.1.4. En
concordancia a este apartado, se dividira el estudio de investigaciones previas sobre la
comprension de las propiedades segliin las tres categorias de las propiedades de la

media descritas en el Capitulo 1.
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Propiedades numéricas

Son aquellas propiedades que se refieren al nimero obtenido al calcular la
media. Del estudio de Gattuso y Mary (2003), realizado sobre la media en alumnos de
entre 14 y 16 afios de Secundaria, puede concluirse que los alumnos en general
presentan ciertas deficiencias relacionadas con las propiedades (N3: en el calculo de la
media hay que tener en cuenta todos los valores) y (N4: la media se ve alterada por
cualquier cambio en los datos). Sin embargo, algunos estudiantes no comprenden estas
propiedades y consideran que quitar el cero del conjunto de datos no tiene efecto sobre
el valor de la media. No ocurre lo mismo cuando se les pide incluir el cero como un
dato nuevo. Ello posiblemente se debe al hecho de que en la suma un valor cero no

tiene efecto.

Propiedades algebraicas

Son aquellas que se refieren a la media considerada como una operacidén sobre
el conjunto de datos. En las propiedades numéricas se ha comentado el procedimiento
erroneo que se observa en el alumno en Gattuso y Mary (2003) cuando se eliminaba el
elemento nulo en el cdlculo de la media. Realmente, se le esta asociando al cero la
propiedad de elemento neutro, que entra en discordancia con la propiedad (A2: la
media no tiene elemento neutro).

Esta practica erronea de los alumnos de Secundaria ya se detectaba en
Pollatsek, Lima y Well (1981) y Mevarech (1983), pero en alumnos universitarios.
Mevarech (1983) apunta que los estudiantes suelen creer que un conjunto de ntimeros,
junto con la operacion media aritmética, constituye un grupo algebraico, por lo que son
violadas tanto la propiedad algebraica (A2: la media no tiene elemento neutro) como la

(A3: la media no tiene la propiedad asociativa).

Propiedades estadisticas

Son las propiedades que se refieren a la media, considerada como un resumen
de los datos. En Pollatsek, Lima y Well (1981), se investiga en alumnos universitarios
la nocidon que tienen sobre el valor esperado de la observacion de una variable
aleatoria, de la que se conoce su esperanza matematica. Observaron que los estudiantes
esperan que la media de la muestra sea idéntica a la de la poblacién por lo que no
aprecian la variabilidad aleatoria de la misma. Puede deducirse que se hace un uso, en

cierto modo, abusivo de la idea de representatividad de la media muestral, (E1).
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En Russell y Mokros (1991), se detecta que los alumnos de entre 11 y 14 afios
suelen desarrollar la idea de media como un indicador razonable del centro de una
distribucion, aunque confundiéndola, en ocasiones, con la moda y la mediana, como se
vio en la seccion 1.2. Batanero, Godino y Navas (1997) también encuentran una
confusion generalizada respecto a las posiciones relativas de media, mediana y moda
en distribuciones asimétricas en los futuros profesores.

Watson y Moritz (1999) apuntan que la propiedad (El: la media es un
representante de un colectivo) sélo la ponen de manifiesto los estudiantes con
conocimientos mas avanzados. Afios atrds, Mokros y Russell (1995) explican que
hasta que los alumnos no conciban el conjunto de datos como una unidad, y no como
un agregado de valores, no lograran comprender correctamente la idea de representante
de los datos.

En los trabajos anteriores se exponen los principales errores cometidos por el
alumnado referente a las distintas propiedades que presenta la media. Sin embargo, es
interesante conocer las diferencias de dificultad existentes entre las tres categorias de
propiedades. Strauss y Bichler (1988) es un trabajo que abarca las tres categorias. En
cuanto a las propiedades numéricas se investigan principalmente (N1: la media
pertenece al rango de la variable en estudio), (N2: la media no tiene por qué coincidir
con ningun valor de los datos) y (N3: en el calculo de la media se tienen en cuenta
todos lo s valores de los datos); la propiedad (A2: la media no tiene elemento neutro ni
simétrico) para las algebraicas; y, por ultimo, son las propiedades estadisticas (E1: la
media es un representante de un colectivo) y (ES5: la suma de las desviaciones de un
conjunto de datos de su media es 0) las revisadas. Los resultados de Strauss y Bichler
(1988) indican que las propiedades numéricas suelen comprenderse mejor que las
algebraicas y estadisticas. En Cobo (2003, pag. 72) se intuye que esto es debido a que
los alumnos analizados, de entre 8 y 12 afios de edad, alin no tienen referente de
comparacion de las propiedades estadisticas con lo que conocen hasta el momento,
mientras que para las propiedades numéricas y algebraicas pueden usar sus

conocimientos sobre los conjuntos numéricos y sus operaciones.

2.4. INVESTIGACIONES SOBRE LA COMPRENSION PROCEDIMENTAL
Uno de los errores mas detectados en alumnos sobre los procedimientos de
calculo de la media es aquél que engloba los procedimientos (P2: célculo de la media

de una variable discreta con los datos presentados en tablas de frecuencias) y (P3:

27



calculo de la media de una variable continua o discretas con datos agrupados), es decir,
los relacionados con situaciones en las que debe calcularse una media ponderada. En
general, la eleccion de los pesos correspondientes no es llevada a cabo de manera
satisfactoria por los estudiantes. Estos suelen limitarse a calcular la media simple, (P1:
calculo de la media de una variable discreta con datos aislados). Este es el caso del
estudio de Pollatsek, Lima y Well (1981), en el cual se deduce la falta de comprension
de la media ponderada por parte de alumnos universitarios. Este error sigue
observandose en investigaciones posteriores en alumnos de todas las edades. Por
ejemplo, Liy Shen (1992), que investigan sobre proyectos de estadistica realizados por
los alumnos, encuentran que los mismos construyen tablas de frecuencia en sus
proyectos con el fin de calcular la media a partir de los datos agrupados. Es aqui
cuando los alumnos olvidan frecuentemente que cada uno de estos grupos deberia
ponderarse de modo distinto. Este mismo error se encuentra en Calvalho (2001).

En general, el procedimiento de calculo (P1: célculo de la media de una
variable discreta con datos aislados) es el que se aplica de manera correcta en la
mayoria de las investigaciones. En Cobo (2003) se obtienen los mejores resultados con
(P1: célculo de la media de una variable discreta con datos aislados) en comparacion
con el resto de procedimientos de célculo. En otros casos, aunque el alumno sepa usar
(P1: calculo de la media de una variable discreta con datos aislados) y realice los
calculos adecuadamente, éste suele aplicarse de manera sistematica, sin llegar a
comprender su significado. Cai (1995) encontrd que, mientras la mayoria de los
alumnos en torno a los 12 afios conocen el algoritmo de céalculo de la media (P1:
calculo de la media de una variable discreta con datos aislados) y lo aplican
correctamente, sélo algunos de ellos son capaces de invertir el algoritmo, (P6:
inversion del algoritmo del célculo de la media), para determinar, dado un promedio,
un valor desconocido en un conjunto pequefio de datos. La mayoria simplemente usa
el ensayo y error hasta hallar el valor desconocido.

Este mismo resultado, que se muestra también en muchas investigaciones
posteriores y en alumnos de otras edades, sugiere una aplicacion mecanica del
algoritmo de célculo de la media. En este sentido, Russell y Mokros (1995) interpretan
esta falta de comprension del algoritmo de computo de la media como resultado de una
ensefianza basada en la mera introduccién del algoritmo de célculo (P1: célculo de la
media de una variable discreta con datos aislados), sin proporcionar un significado

intuitivo de la media asi como una serie de ejemplos adecuados de aplicacion. Esto da
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lugar a que los alumnos abandonen sus intuiciones sobre la media y sdlo la conciban
como un algoritmo sencillo de aplicar, aunque totalmente carente de significado.

En Cobo (2003) y en Mayén (2009), por contra, al tratarse de alumnos mayores
-de 12 y 16 en Cobo (2003) y de 16-18 afios en Mayén (2009)-, observan que la

mayoria de ellos si que eran capaces de invertir el algoritmo de la media.

2.5.  INVESTIGACIONES SOBRE LA COMPRENSION DEL LENGUAJE

En matematicas, es importante saber asociar los términos matematicos, la
simbologia y las representaciones graficas a los diferentes conceptos y procedimientos
representados. Todo ello se engloba en el lenguaje, como vimos en el marco tedrico.
En esta seccion describimos las investigaciones relacionadas con la comprension del
lenguaje relativo a la media.

En general, los alumnos presentan dificultades en la interpretacion de gréficos,
Carvalho (2001). En Reading y Pegg (1996) se observa que algunos alumnos de entre
12 y 18 afos, que son capaces de dar un resumen de datos presentado en forma
numérica, (P1: célculo de la media de una variable discreta con datos aislados),
fracasan cuando los datos se presentan por medio de un grafico estadistico, (P4:
calculo de la media de manera grafica). Mayén (2009, pag. 102) apunta que la
dificultad encontrada por los alumnos a la hora de interpretar graficas puede deberse a
que en la ensefianza tradicional no se les presta tanta atencion como merecen. En este
contexto, Curcio (1989), describe tres niveles distintos de comprension de los graficos:

I.  Leer los datos, que comprende la lectura literal del grafico, sin realizar
interpretacion ninguna de la informacion que se obtiene.

Il.  Leer dentro de los datos, que incluye la interpretacion e integracion de los
datos en el grafico; requiere la habilidad para comparar cantidades y el uso de
otros conceptos y destrezas matematicas.

.  Leer mas alla de los datos. En este nivel el lector ya esta capacitado para
realizar predicciones e inferencias a partir de los datos sobre informaciones que
se observan de manera implicita en el grafico.

A esta estratificacion, Friel, Curcio y Bright (2001) le suman un nuevo nivel:
leer detras de los datos, que consiste en valorar criticamente el método de recogida de
datos, su validez y fiabilidad, asi como las posibilidades de extension de las

conclusiones.
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2.6. INVESTIGACIONES DE CARACTER GENERAL

Ademéas de las investigaciones que se centran en aspectos locales de la
comprension de la media, hemos encontrado otras que tratan de abarcar en un solo
trabajo las diferentes propiedades y procedimientos. Entre ellas destacamos las de
Cobo (2003) y Mayén (2007) que utilizan nuestro mismo marco teérico y las dos
comparten un mismo cuestionario. La diferencia es que la primera realiza su estudio en
el contexto espanol y la segunda en el mexicano.

Cobo (2003) evalta el aprendizaje de las medidas de posicion central en los
alumnos de los cursos primero y cuarto de Educacion Secundaria Obligatoria, entre
ellas la media, construyendo para ello su propio cuestionario, con base a un andlisis
previo de los libros de texto de Educacién Secundaria Obligatoria. La muestra estuvo
formada por 312 alumnos, la mitad de cada nivel. La autora describe con detalle los
resultados en cada uno de los dos grupos y errores mas tipicos; también lleva a cabo un
analisis semidtico de las respuestas de cuatro estudiantes a todos los items (dos con
buenos resultados y dos con malos, uno de cada grupo) para explicar la diferencia de
rendimiento. Concluye el caracter multidimensional de la comprension de la media —en
oposicion a las teorias de Watson sobre niveles jerarquicos, pues sus estudios
semioticos sirven para ver que algunos alumnos estan simultdneamente en mas de dos
niveles de los descritos por dicha autora.

Mayén (2007) continta la anterior investigacién y se centra en evaluar el
significado personal de una amplia muestra de estudiantes mexicanos de Educacion
Secundaria y Bachillerato, al finalizar estas etapas educativas asignan a las medidas de
tendencia central. Después de realizar un estudio curricular y de libros de texto para
comprobar qué objetos matematicos se introducen en México sobre este tema en los
niveles analizados pasa el cuestionario de Cobo (2003) a 518 estudiantes del ultimo
curso de Secundaria y de Bachillerato, con lo cual su rango de edad es mas alto que el
de Cobo. Una de las principales aportaciones es el analisis semiotico que realiza de los
items relacionados con la mediana. Es sobre la mediana y no sobre la media donde la
autora describe y clasifica una lista de conflictos semidticos que encuentran los
estudiantes al trabajar con este tema. También compara item a item sus resultados con

los de Cobo.

2.7. CONCLUSIONES SOBRE LAS INVESTIGACIONES PREVIAS

En esta seccion se exponen varias conclusiones extraidas de la revision de
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literatura comentada en este capitulo, que serviran para justificar nuestros objetivos y
también posteriormente para comentar los resultados del estudio de evaluacion.

En general, se observa que alumnos de todas las edades, ya sean de Primaria,
de Secundaria, de la Universidad e, incluso, futuros profesores, presentan deficiencias
en torno al concepto de media. Sin embargo las edades en que se han realizado estas
investigaciones son o bien de alumnos mayores (altimos cursos de ESO, Bachillerato o
Universidad) o nifios de Educacion Primaria En nuestra investigacién con alumnos de
primer curso Secundaria queremos ver si, por lo general, se obtienen resultados
similares.

La comprension conceptual de la media es muy estudiada, destacando los
trabajos de Watson y Moritz (1999), quienes definen niveles, pero, como hemos
indicado, estos niveles son discutidos por Cobo. Otro trabajo interesante es el de
Russell y Mokros (1991) que estudian simplemente el significado asociado a la palabra
media.

En cuanto a la comprension de las propiedades de la media, se observa que las
propiedades estadisticas son las menos estudiadas, salvo (E1), pues, consideramos,
engloban conceptos mas abstractos que no se adquieren hasta cursos muy superiores.

Respecto a la comprension de procedimientos, se detecta que el calculo de
medias ponderadas y la inversion del algoritmo de célculo de la media son tareas
normalmente complicadas para los alumnos. Se deduce, ademas, que el concepto de
media se asocia cominmente al mero resultado de aplicar un procedimiento mecanico,
sin comprender su significado real. Por ltimo, en la comprension del lenguaje, la
dificultad mas importante aparece a la hora de interpretar graficos es notoria.

En definitiva, queda mucho por hacer en la ensefianza de la media. Somos
nosotros, los profesores, los que debemos tener conciencia de ello y exprimir al
maximo nuestras capacidades a la hora de transmitir los conocimientos con el fin de
que los resultados mejoren.

Como hemos indicado, la mayoria de trabajos se centran en puntos aislados,
salvo el de Cobo (2003) y Mayén (2007). Nosotros, al igual que dichas autoras
realizamos una evaluacion global incluyendo definicién, propiedades, diferentes
problemas y procedimientos. La principal diferencia con las autoras citadas — cuyo
trabajo esta llevado a cabo con mucho mayor detalle y muestras mas amplias- es la
dificultad del cuestionario. Nosotros hemos cambiado algunos de los items que fueron

muy dificiles para los alumnos de 1° de la ESO en el estudio de Cobo (en incluso para
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los mayores en este estudio y el de Mayén) por items mas sencillos. Nuestro estudio
se exploratorio y trata de confirmar si las dificultades citadas por dichas autoras

permanecen en estos nuevos items.
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CAPITULO 3. ESTUDIO DE EVALUACION

3.1.  INTRODUCCION

En este capitulo se presentan los resultados del estudio de evaluacion realizado
con los estudiantes de primer curso de Ensefanza Secundaria Obligatoria, cuyo
objetivo fue analizar el razonamiento de estos estudiantes en los problemas propuestos,
para evaluar la dificultad que para ellos pueden tener con el concepto de media
aritmética. Dicho objetivo principal se describio en el Capitulo 1 y se descompuso en
otros parciales que tratamos de analizar en este capitulo

En primer lugar, presentamos el cuestionario elaborado y describimos cada uno
de los items que lo forman, analizando los objetos matemadticos que se precisan
recordar para resolverlos, dentro de los que, respecto a la media, se describieron en
nuestro marco tedrico (Seccion 1.3). Con este analisis describimos el significado
institucional evaluado en nuestro trabajo, es decir, la parte del significado institucional
que se somete a evaluacion (Godino, Batanero y Font, 2007).

En segundo lugar, describiremos el contexto educativo de los alumnos
participantes en la investigacion, asi como la muestra elegida en nuestro estudio. A
continuacion, presentamos los resultados obtenidos en cada uno de los items,
comparandolos con los de las investigaciones previas y una sintesis de los resultados.

Finalmente se presentan las conclusiones del estudio empirico.

3.2.  CUESTIONARIO UTILIZADO

El cuestionario que hemos propuesto a los estudiantes es de construccion
propia y consta de items de respuesta abierta, pues hemos preferido que el alumno
razone sin restricciones respecto al tipo de respuesta prefijada. Estos items han sido

adaptados de diversas investigaciones y mediante su respuesta tratamos de evaluar la
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comprension tanto de la definicion de la media, como de diversas propiedades y de los
procedimientos de célculo.

A continuacidn, enunciamos uno a uno cada item del cuestionario destacando
los objetos matematicos requeridos en su solucion, sus elementos y caracteristicas mas

importantes que los diferencian unos de otros.

ftem 1. Explica con tus propias palabras qué significan para ti cada una de las siguientes frases:
a. En promedio tardo 10 minutos para ir de mi casa al instituto.
b. El ntimero medio de hijos en las familias andaluzas es 1.2

Este item ha sido tomado de Watson (2000). Ha sido modificado y adaptado a
nuestro contexto; eliminando el formato original de respuesta multiple, para como se
ha dicho, permitir al alumno expresarse en sus propias palabras y comprender mejor
sus razonamientos.

La autora s6lo propone la primera pregunta referida al nimero medio de nifios
en Australia (que nosotros hemos cambiado por Andalucia, tal como también hacen
Cobo, 2003 y Mayén, 2007). Hemos afiadido una cuestion, la primera, que nos
permitird evaluar mas elementos que en el item inicial, pues en la segunda pregunta la
variable es entera (mientras la media es un numero decimal, lo que puede ser dificil de
comprender para el estudiante). Pero en la primera usamos una variable que toma
valores decimales. Se usan representaciones verbales y numéricas y se requiere un
argumento por parte del estudiante. Corresponde al campo de problemas (CP2) Media
como reparto equitativo.

Tanto en la primera parte como en la segunda del item se pide al alumno la
definiciéon de media con sus propias palabras. La propiedad fundamental que las
diferencia es meramente numérica; en la segunda parte, interviene la propiedad
numérica (N2) La media (...) podria ser un numero perteneciente a un conjunto
numeérico mas amplio que el dado. Es decir, la media de nimeros enteros puede no ser
un numero entero. En la primera parte no interviene esta propiedad.

De manera implicita se incluyen, entre otras, las siguientes propiedades,
numéricas: (N1) La media de un conjunto de datos es siempre un valor perteneciente
al rango de la variable en estudio, algebraicas: (A1) El calculo de la media no es una

operacion interna..., y estadisticas: (E1) La media es un representante de un colectivo.
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ftem 2. La edad media de cuatro hermanos es 10 afios. Piensa en cuatro posibles edades de estos
hermanos, de forma que la edad media sea 10 afios.

De nuevo este item es adaptado de otro de Watson (2000) y es més sencillo que
el de la autora, quien pedia construir un conjunto de 10 datos (en vez de cuatro).
También corresponde al campo de problemas (CP2) Media como reparto equitativo,
pero no se pide una definicion, sino un algoritmo. Se le pide al alumno que escriba una
posible distribucion para una media dada, que coincide con el procedimiento de
calculo (P7) Construir una distribucion a partir de una media dada. Su resolucion
implicaria un conocimiento del procedimiento de calculo directo de la media y su
aplicacion inversa. Es el elemento mas destacable en este item junto a las siguientes
propiedades numeéricas: (N1) La media esta en el rango de valores y (N3) Intervienen
todos los valores en el cdlculo de la media. No requiere un argumento. El campo de

problemas es (CP3) Obtener un elemento representativo en distribuciones simétricas.

ftem 3. La talla media de cinco jugadores de un equipo de rugby es 175 cm. Llega un jugador més y
la talla media aumenta 2 cm. ;Cudl es la talla media del nuevo jugador?

Este item, aparentemente sencillo, es de gran complejidad debido a la cantidad
de objetos matematicos que intervienen en su resolucion. Con este item se pretende
evaluar si los estudiantes son capaces de calcular una media ponderada y de invertir el
algoritmo de la media.. Son los procedimientos (P2) Cdlculo de la media de una
variable discreta con los datos presentados en tablas de frecuencias y (P6) Inversion
del algoritmo del cdlculo de la media. Contiene representaciones verbales y numéricas
y no requiere un argumento del estudiante.

Ademas, destacan las dos siguientes propiedades numéricas: (N3) En el calculo
de la media se tienen en cuenta todos los valores de los datos y (N4) La media se ve
alterada por cualquier cambio en los datos. Implicitamente se usa la propiedad (43)

La media no tiene la propiedad asociativa.

ftem 4. El namero de operaciones en un hospital durante 10 dias ha sido:
7,8,3,2,5,4,6,5,6,43

Si te piden estimar con un solo valor el nimero diario de operaciones en el hospital, ;qué valor
darias?, ;por qué?
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Este item esta adaptado de las investigaciones de Cobo (2003) y Mayén (2009)
que plantearon uno similar, pero usando numeros decimales, en vez de numeros
enteros. Con este item se busca evaluar la comprension del concepto de media, como
mejor estimacion de una cantidad desconocida (CP1), en presencia de un valor atipico.
Se usan representaciones numéricas y verbales y se pide un argumento. Veremos si los
estudiantes usan la media como resumen de los datos y si tienen en cuenta el efecto de
los valores atipicos en este tipo de ejercicios. El procedimiento a utilizar debe ser el
algoritmo directo de calculo de la media, en nuestra literatura (P1) Cdlculo de la media
de una variable discreta con datos aislados.

Este item contempla las siguientes propiedades, numéricas: (N3) En el cdlculo
de la media se tienen en cuenta todos los valores de los datos y estadisticas: (El) La
media es un representante de un colectivo y (E4) La media es un estadistico poco
resistente, muy sensible a la variacion de los datos, especialmente a los valores
atipicos.

Este tipo de cuestiones dan pie a la introduccion de otras medidas de
centralizacion, como puede ser la mediana o la moda. Esperamos también como

respuestas que sugieran quitar el valor atipico y calcular luego la media.

item 5. El peso medio de 5 chicas es de 46 kg. ;Cual es el peso total de las 5 chicas? Si todas las
chicas engordan 3 kg, ;cual sera el peso medio? ;cudl sera el peso medio en gramos?

Este item estd construido por nosotros y esta constituido por tres preguntas: la
primera de ellas, permite averiguar si los estudiantes saben pasar de la media al total,
es decir, si saben invertir el algoritmo (P6); la segunda, interpretar como varia la
media cuando sufre un cambio de origen (AS5); y, la tercera, de nuevo interpretar la
media cuando se modifica la escala (AS). No se pide argumento y las representaciones
son verbales y numéricas. El campo de problemas seria obtener un elemento

representativo (CP3).
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Item 6. El entrenador de un equipo de baloncesto duda entre seleccionar a Elena o a Maria. Los
puntos conseguidos por cada una, en una semana de entrenamiento fueron estos:

Maria 18 123 |22 (24 [19 |25 |16

Elena 18 |26 |18 |28 [22 (17 |18

Si fueses el entrenador, ;a cual de las dos elegirias? ;Por qué?

Con este item se pretende evaluar la comprension de la media para comparar
dos grupos. Coincide exactamente con el campo de problemas (CP5) Comparacion de
dos distribuciones de datos con variables numéricas. Las representaciones son
numeéricas y verbales y se pide un argumento. A partir de ahi, como la media de ambas
jugadoras es igual, buscamos que el estudiante razone con cudl de las dos se quedaria.
Veremos si notamos en ellos ciertas ideas intuitivas sobre dispersion. Evidentemente,
interviene fundamentalmente el objeto matematico (P1) Cdlculo de la media de una
variable discreta con datos aislados y otras propiedades de la media, como que en la
media intervienen todos los valores (N3) o que es un representante de un colectivo

(E1).

Item 7. Ernesto obtuvo un 8 en el primer examen de la asignatura y un 5 en el segundo examen. Le
falta el tercer examen y quiere sacar un notable (7 o mas) en la asignatura. ;Qué nota minima tiene
que sacar en el tercer examen para conseguir el notable?

Con este item se busca evaluar la comprension del algoritmo de la media
aritmética en su version inversa y la definiciéon de la media a partir del algoritmo.
Coincide con el proceso de calculo (P6) Inversion del algoritmo del calculo de la
media y (P7) Construir una distribucion a partir de una media dada. Se incrementa la
complejidad al preguntar por la nota minima, entran en juego las desigualdades. De
todas formas, se espera que el método de resolucion sea por ensayo-error.

A continuacién, se muestran diferentes tablas que recogen informacion sobre
los objetos matematicos, descritos en el capitulo 1, que intervienen en cada uno de los

items propuestos en el cuestionario.
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Tabla 3.2.1. Definiciones en los items

ftems 1 2 3 4 5 6 7
Definicion a partir del algoritmo X X X X X
Definicion conceptual X X X X X X

Tabla 3.2.2. Propiedades en los items

ftems

1

2

(N1) Valor en el rango

(N2) La media no tiene que coincidir con los datos

(N3) Intervienen todos los valores
(N4) Cambios al cambiar un dato
(A1) No es una operacion interna
(A2) No elemento neutro ni simétrico
(A3) No asociativa

(AS) Cambios de origen y escala
(E1) Representante de un colectivo
(E2) Centro de gravedad

(E4) Poco resistente

X

X

X

Tabla 3.2.3. Representaciones y argumento en los items

ftems 1 2 3 4 5 6 7
Verbal X X X X X X X
Numérica X X X X X X X
Tabla X
Requiere argumento  x X X

Tabla 3.2.4. Campos de problemas en los items

ftems 1 2 3 4 5 6 7
(CP1) Estimar una cantidad desconocida X X
(CP2) Realizar un reparto equitativo X X
(CP3) Elemento representativo en distribuciones simétricas X X X
(CP4) Obtener un valor probable X
(CP5) Comparar conjuntos de datos. X
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Tabla 3.2.5. Algoritmos en los items

ftems 1 2 3 4 5 6 7

(P1) Media datos aislados X X
(P2) Media ponderada X

(P6) Invertir algoritmo media X X X X X
(P7) Buscar distribucion dada la media X X

En consecuencia, con este cuestionario logramos en pocas preguntas evaluar un
conjunto amplio de conocimientos y refleja en forma razonable nuestro significado

institucional, descrito en el Capitulo 1.

3.3. MUESTRAY CONTEXTO UTILIZADO

Para la investigacion se ha seleccionado un instituto publico de Ensefianza
Secundaria de un municipio de la provincia de Sevilla, que oferta las modalidades de
Bachillerato “Humanidades y Ciencias Sociales” y “Cientifico Tecnoldgico”. El centro
se selecciono por la participaciéon como profesor de uno de los componentes del equipo
investigador y con autorizacion del equipo de direccion. Por tanto, se ha realizado un
estudio exploratorio con una muestra intencional. No pretendemos extender los
resultados a una muestra mayor.

Se trata de una zona geografica de condiciones privilegiadas en cuanto a clima
y vegetacion, que, desde tiempos pasados ha sido escenario de asentamientos humanos
de pueblos diversos. Fomento, desarrollo, proyectos globales, intercomunicacion, son
los retos a los que se enfrenta en la actualidad.

Esta localidad forma parte del area metropolitana de Sevilla y, por ello, soporta
equilibradamente una serie de inconvenientes y tiene otras ventajas. Entre los
inconvenientes puede citarse la pérdida de su identidad como pueblo, al igual que ha
ocurrido con otras poblaciones cercanas, ya que el aumento de poblaciéon se ha
producido por la llegada de familias del exterior. La localidad ha sobrepasado el
umbral de los 40.000 habitantes. Con la llegada del metro, lo que hace que la cercania
a la capital sea mayor, se hizo necesaria la ampliacion de zonas habitables y la
creacion de nuevas infraestructuras. Esta llegada que, en algunas zonas es masiva, ha
producido nuevas aglomeraciones humanas, en urbanizaciones que ocupan los

espacios que rodean los nucleos urbanos preexistentes. La poblacion de esas
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urbanizaciones no tiene arraigo previo en las costumbres de los pueblos y adopta las
modas de vida generales que se dan en la capital.

Por otra parte, en general, las familias que han hecho de este municipio su
residencia en los ultimos afios pertenecen a un nivel econdémico medio y medio-alto y
habitan en zonas urbanizadas con servicios generales comunes y zonas verdes. Su
nivel de estudios ofrece un nimero importante de bachilleres y de diplomados o
licenciados universitarios. Estos grupos emergentes sobrepasan en entidad a los que

conforman el casco originario del pueblo.

Centro educativo

En cuanto al centro, con pocos afios de vida, estd situado en una zona de
expansion de la localidad, aunque debido a la crisis del sector inmobiliario, todas las
edificaciones de alrededor han quedado paralizadas y la situacidon actual es bastante
deprimente, pues se encuentra rodeado de campo y parcelas semi-urbanizadas, aislado
y con unos accesos poco adecuados.

Aunque es un centro de relativa nueva construccion, tuvo problemas de
infraestructuras desde el principio y numerosas carencias que poco a poco se van
subsanando. El centro se disefio como un centro de tres lineas y con aulas para ratio de
25 alumnos, excepto para los cursos de Bachillerato que son mayores. Actualmente
esta absolutamente masificado con grupos de 33 alumnos en ESO y de 40 en algunos
grupos de bachillerato. Esta situacion produce un importante problema, pues
practicamente resulta imposible meter las mesas en las aulas. A pesar de todo, hay que
decir que en el centro reina un buen clima de convivencia en todos los sectores de la

comunidad y entre el alumnado.

Muestra

La poblacion sobre la que realizamos el estudio esta formada por los
estudiantes del primer curso de la Educacion Secundaria Obligatoria. Para la
investigacion se han seleccionado los primeros cursos del instituto de Ensefianza
Secundaria descrito anteriormente. La muestra final estuvo compuesta por 84
estudiantes de 1° de E.S.O. (12-13 afos).

Todos ellos completaron el cuestionario en una de las sesiones de clase de
matematicas colaborando el investigador con su profesor para que respondieran a las

tareas con interés y para que la actividad resultase formativa para los estudiantes.
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Respecto a los conocimientos previos de los alumnos en el momento de realizar el
cuestionario, los estudiantes no habian estudiado todavia ningin contenido de
estadistica (medidas de tendencia central), por lo que partian de lo aprendido en
Educacion Primaria. A pesar de que en el curriculo de Primaria aparecen contenidos
relacionados con las medidas de centralizacién, como hemos visto en el Capitulo 1,
pudimos comprobar que apenas habian sido formados en ese aspecto. Conocian el
algoritmo directo de calculo pero poco més. Y, en cuanto a conocimientos algebraicos

presentan bastantes carencias.

Condiciones de recogida de datos

Como se ha indicado, el cuestionario se aplica como una actividad formativa
dentro de la asignatura de matematicas, concretamente, en una sesion de 60 minutos.
Al comenzar la sesion les dimos instrucciones claras sobre cdémo contestar el
cuestionario, se les aclar6 la interpretacion de cada enunciado y se les pidid su
participacion en el estudio. También les pedimos no limitarse a dar solo la respuesta
numérica sino también a incluir una explicacion lo mas detallada posible. Por otra
parte, les explicamos que el objetivo de la toma de datos es detectar las posibles
dificultades en el tema para mejorar la ensefianza. Los alumnos colaboraron con

interés completando las preguntas y proporcionando justificaciones detalladas.

3.4. RESULTADOS Y DISCUSION

Los resultados seran presentados uno a uno en cada item. Hemos diferenciado
entres respuestas correctas, incorrectas y no respondidas (se consideraran incorrectas),
sin tener en cuenta los procedimientos o argumentos utilizados. Ademas trataremos de
identificar los principales conflictos semidticos identificados en cada item,
comparando, cuando sea posible con los resultados de Cobo (2003) y Mayén (2009).

Finalmente, compararemos los indices de dificultad de cada item, segtn la idea
de Muiiz (1994). El indice de dificultad se entiende como la proporcion entre el
nimero de individuos que aciertan el item y el nimero de individuos que han intentado
resolverlo. Cuanto mayor sea ese valor significard que el item serd mas facil para los

estudiantes.
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3.4.1. RESULTADOSEN EL ITEM 1.

ftem 1. Explica con tus propias palabras qué significan para ti cada una de las siguientes frases:
a. En promedio tardo 10 minutos para ir de mi casa al instituto.
b. El nimero medio de hijos en las familias andaluzas es 1.2

En el apartado a) hemos considerado correctas las respuestas cuando los
estudiantes responden con alguna de las propiedades de la media o reconociendo sus
campos de problemas; en ocasiones también se refieren al algoritmo. Por ejemplo, se
obtienen respuestas del tipo: “normalmente tardo 10 minutos de mi casa al instituto”
donde subyace la propiedad de que la media es un representante de un colectivo (E1)
(ver Figura 3.4.1); “suelo tardar 10 minutos de mi casa al instituto”, valor probable
(CP4); “méas o menos tardo 10 minutos de mi casa al instituto”, obtener un valor
representativo (CP3); “en término medio tardo 10 minutos de mi casa al instituto”,
realizar un reparto equitativo (CP2); o, “unos dias tardo mas y otros menos, pero la
media es 10 minutos”, calculo del promedio con datos aislados (P1) . La primera de
ellas ha sido la mas frecuente.

Las respuestas incorrectas se deben a respuestas que valoran si es mucho o
poco tiempo lo que tarda de casa al instituto. No explican lo que significa la frase. Uno
de ellos si que confunde la media y valor minimo “si no hay retrasos tarda 10 minutos”
(N1). Subyace en estas respuestas una concepcion determinista del problema, y no se
hace referencia a la variabilidad de valores en la distribucion.

En el apartado b) hemos considerado correctas las respuestas del tipo: “las
familias andaluzas suelen tener entre 1 y 2 hijos”, donde se interpreta la idea de
representante (E1), y “si hacemos la media de los hijos de las familias andaluzas
obtenemos 1.2”, donde se define la media mediante su algoritmo (P1). También, en
alguna ocasion, aparecen términos como “repartir” o “dividir”.

La respuesta incorrecta mas repetida es “normalmente las familias andaluzas
tienen 1.2 hijos”, también detectada en Watson (2000), Cobo (2003) y Mayén (2007)
(ver Figura 3.4.1). Se trata de un error grave, pues no entienden la propiedad Al (la
media no es una operacion interna); ademas, no tiene sentido pensar en un numero de
hijos decimal. Otras respuestas incorrectas han sido: “tienen pocos hijos”, “suelen

tener un hijo”, que no hacen referencias al promedio.
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Figura 3.4.1. Ejemplo de respuesta al item 1

Los resultados se presentan en la Tabla 3.4.1 en frecuencias y en la Figura 3.4.1
en porcentajes. Observamos, por un lado, que ha sido mas sencilla la primera parte en
que la media toma un valor en el mismo conjunto numérico que los datos; el
porcentaje de respuestas correctas es mucho mayor, aunque en las dos partes se han
obtenido buenos resultados. Al comparar con los resultados de la segunda parte con
investigaciones previas encontramos que en el trabajo de Cobo el porcentaje de
respuestas correctas fue el 69%, pero la mitad de su muestra eran chicos de 4° curso de
ESO y en el estudio de Mayén, a pesar de ser mayores que los nuestros obtuvieron el
56%. Por tanto, nuestros resultados han sido razonables en esta segunda parte y
mejores en la primera, lo que atribuimos a no haber tenido que interpretar la propiedad

(A1) la media no es una operacion interna en el conjunto de datos.

Tabla 3.4.1. Respuestas al item 1

Correctas Incorrectas No responde

ftem 1.a 69 6 9
ftem 1.b 45 21 18

90,0 - 82,1

80,0 -

70,0 -

60,0 - 53,6

50,0 - u item 1.a
40,0 - uftem 1.b
30,0 - 250 21,4

20,0 - 71 10,7

10,0 -

0,0 A 1 1 1
Correctas Incorrectas  No responde

Figura 3.4.1. Porcentajes de tipo de respuestas a las dos partes del item 1
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3.4.2. RESULTADOSEN EL ITEM 2.

ftem 2. La edad media de cuatro hermanos es 10 afios. Piensa en cuatro posibles edades de estos
hermanos, de forma que la edad media sea 10 afios.

Como anteriormente en la descripcion de este item, el objeto matematico mas
importante en este item es (P7) Construir una distribucion a partir de una media dada.
El caso mas sencillo para resolverlo, como ya hemos visto, es aquella distribucion en
la que todos los valores de los datos coincide con la medida dada. Como era de
esperar, la mayoria de los estudiantes respondieron correctamente de la siguiente
forma: “10 afios, 10 afios, 10 afios y 10 afos”. Otros muchos indicaron distintas
posibilidades igualmente validas en las que todos los valores de la distribucion no
coinciden con la media. En este caso, subyace la propiedad de que la media es siempre
un valor perteneciente al rango de la variable en estudio (N1). Ademads, entienden la
media como reparto equitativo (CP2). Sin embargo, los estudiantes no llegan a
construir un conjunto que tenga alguna variabilidad para un promedio dado, que
hubiese sido una respuesta preferible, pero que también se ha encontrado en
investigaciones como la de Russell y Mokros (1991).

En contraposicion, la mayoria de respuestas incorrectas se pueden encajar en
dos categorias, aunque ambas provienen del mismo fallo, confundir el total. La
primera de ellas, cuando confunden la media con el total (ver Figura 3.4.2.a) y la
segunda, cuando confunden el total con la mitad del total (ver Figura 3.4.2.b). Este
error se debe, en parte, a no entender el procedimiento de calculo (P6) Inversion del

algoritmo del cdlculo de la media.

2k g 2l vaksnts - g
i 3 €2+ 2'?'[@

Y4z faE i
Zettiel: 18

Figura 3.4.2.a. Ejemplo de respuesta incorrecta

Cadly umo' Toene The el W11®

Figura 3.4.2.b. Ejemplo de respuesta incorrecta
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Los resultados se presentan en la Tabla 3.4.2 en frecuencias y en la Figura 3.4.2
en porcentajes. Observamos que se trata de la pregunta mas contestada por parte de los
estudiantes, es decir, s6lo 8 no contestaron a la pregunta. Y la mitad de los estudiantes
tuvieron correcta la pregunta. Podemos comparar este item con un apartado usado por
Cobo y Mayén, que dice asi: “Lucia, Juan y Pablo van a una fiesta. Cada uno lleva
cierto nimero de caramelos. Entre todos llevan una media de 11 caramelos por
persona. ;Cuantos caramelos ha llevado cada uno?” Fue tomado de Gatusso (1996).
En el trabajo de Cobo el porcentaje de respuestas correctas fue el 67% y en el estudio
de Mayén, el 74%. Los resultados parecen razonables teniendo en cuenta los rangos de
edad en cada uno de los estudios. Se atribuye ese porcentaje del 50% a una falta de

madurez y comprension a la hora de invertir el algoritmo de la media aritmética.

Tabla 3.4.2. Respuestas al item 2

Correctas Incorrectas No responde

ftem 2 42 34 8

50,0

50,0 -
45,0 - 40,5
40,0 -
350 -
30,0 - .
25,0 - W ltem 2
20,0 -
15,0 - 9,5
10,0 -
50 -
0,0 ' | i

Correctas Incorrectas  No responde

Figura 3.4.2. Porcentajes de tipo de respuestas al item 2

3.4.3. RESULTADOSEN EL ITEM 3.

ftem 3. La talla media de cinco jugadores de un equipo de rugby es 175 cm. Llega un jugador més y
la talla media aumenta 2 cm. ;Cudl es la talla media del nuevo jugador?
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En la descripcion del cuestionario, destacamos la complejidad de esta pregunta
porque intervenian dos procedimientos de calculo al mismo tiempo, (P2) Cdalculo de la
media de una variable discreta con los datos presentados en tablas de frecuencias y
(P6) Inversion del algoritmo del cdlculo de la media. Es por ello, que solo tres
estudiantes han contestado correctamente a este item. Como ejemplo, véase la Figura
3.4.3.

En cuanto a las respuestas incorrectas, podemos destacar tres grandes grupos:
aquellos estudiantes que por ensayo-error responden con un solo valor equivocado:
“1.89 cm”, “1.85 cm” o “1.99 cm”; otros, que dan como resultado la division de 175
entre 5; y, otros, que dividen 175 entre 6. Los primeros si que pueden tener una idea
intuitiva de la inversion del algoritmo del calculo de la media (P6), pero desconocen el
procedimiento de calculo. El resto, no tienen esa idea y optan por aplicar de forma

erronea el algoritmo directo de calculo de la media (P1).

Figura 3.4.3. Ejemplo de respuesta correcta

Los resultados se presentan en la Tabla 3.4.3 en frecuencias y en la Figura 3.4.3
en porcentajes. Nos encontramos con el item con menos respuestas correctas de todo el
cuestionario, so6lo 3. Un total de 81 estudiantes o bien respondieron de manera
incorrecta o bien no contestaron al item. Achacamos estos nimeros a la ausencia de
conocimientos previos sobre los procedimientos de calculo relacionados con la media
aritmética, concretamente la inversion del algoritmo del célculo de la media (P6). Lo
anterior se agrava teniendo en cuenta el bajo nivel académico de los estudiantes en

relacion a la resolucion de ecuaciones de primer grado.

Tabla 3.4.3. Respuestas al item 3

Correctas Incorrectas No responde

ftem 3 3 59 22
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80,0 - 70,2
70,0 -
60,0 -

50,0 -

40,0 - u ftem 3
26,2
30,0 -

20,0 -
10,0 - 3,6

0,0 A 1 1 1
Correctas Incorrectas  No responde

Figura 3.4.3. Porcentajes de tipo de respuestas al item 3

3.4.4. RESULTADOSENELITEM 4.

ftem 4. El nimero de operaciones en un hospital durante 10 dias ha sido:
7,8,3,2,5,4,6,5,6,43

Si te piden estimar con un solo valor el nimero diario de operaciones en el hospital, ;qué valor
darias?, ;por qué?

Hemos considerado correctas las siguientes respuestas: las mas numerosas han
sido aquellas en las que han utilizado el algoritmo de calculo directo de la media (P1),
cuya repuestas han sido “8.9 operaciones” o bien “8 operaciones” o “9 operaciones”
debido al redondeo; y, las otras que son correctas, son las que hacen un uso intuitivo
de la moda (no la conocen) del tipo “5 o 6 operaciones, porque son los nimeros mas
repetidos” (ver Figura 3.4.4.a y Figura 3.4.4.b).

Las respuestas incorrectas son muy variopintas. Encontramos como respuesta
la suma de todas las operaciones, o bien suponer que se sigue la tendencia del ultimo
dia “44 operaciones, una mas que el dia anterior”. Es interesante destacar las dos
siguientes: la primera, parece que intenta resolver con la mediana de manera intuitiva
pero no lo consigue (ver Figura 3.4.4.c) y la segunda, utiliza el rango para obtener el
punto medio del intervalo como solucion (ver Figura 3.4.4.d) pues asume el centro

geométrico del conjunto de datos, una respuesta encontrada por Mayén (2007).
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Figura 3.4.4.a Ejemplo de respuesta correcta

Figura 3.4.4.b Ejemplo de respuesta correcta

Figura 3.4.4.c Ejemplo de respuesta incorrecta

Figura 3.4.4.d Ejemplo de respuesta incorrecta

Los resultados se presentan en la Tabla 3.4.4 en frecuencias y en la Figura 3.4.4
en porcentajes. Los resultados son bastante aceptables al compararlos con los de los
trabajos de Cobo y Mayén. Encontramos que en el trabajo de Cobo el porcentaje de
respuestas correctas fue el 67% mientras que en el estudio de Mayén obtuvieron un
86%. En nuestro estudio, el porcentaje de respuesta es de 66,7%. Entendemos que ha
resultado sencillo para los estudiantes este item y, por tanto, mas de la mitad de los
estudiantes comprenden la idea intuitiva de media como mejor estimacion de una
cantidad desconocida. Sin embargo, lamentamos que ningun estudiante haya hecho

referencia al valor atipico que aparecia en los datos del problema.
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Tabla 3.4.4. Respuestas al item 4

Correctas Incorrectas No responde

ftem 4 56 13 15

66,7
70,0 -

60,0 -
50,0 -
40,0 -

u ftem 4
30,0 17,9

200 - 15,5

10,0 -

0,0

J

Correctas Incorrectas  No responde

Figura 3.4.4. Porcentajes de tipo de respuestas al item 4

3.4.5. RESULTADOSENEL ITEM 5.

item 5. El peso medio de 5 chicas es de 46 kg. ;Cual es el peso total de las 5 chicas? Si todas las
chicas engordan 3 kg, ;cudl sera el peso medio? jcual serd el peso medio en gramos?

En el apartado a la Unica respuesta correcta es “230 kg”. La respuesta
incorrecta mas repetida es “pesan 46 kg”. Los estudiantes no reconocen que tienen que
invertir el algoritmo del célculo de la media (P6).

En el apartado b la tnica respuesta correcta es “49 kg”. La respuesta incorrecta
mas repetida es “pesan 245 kg”. En este caso, si que utilizan de forma errénea la
inversion del algoritmo de la media (P6), se debe a que confunde la media con el total.
No son capaces de interpretar como varia la media cuando se modifica la escala (AS5).

En el apartado c la tnica respuesta correcta es “49000 g”. Esta pregunta tiene
relacion con la anterior. Vemos que se mantiene bastante el nimero de respuestas
correctas. Los fallos en este apartado son debidos a calcular mal el paso de kg. a g. De

nuevo no logran interpretar la media cuando, en este caso, se modifica la escala (AS).
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Los resultados se presentan en la Tabla 3.4.5 en frecuencias y en la Figura 3.4.5
en porcentajes. Observamos que ha sido mas sencilla la primera parte en la que los
estudiantes debian pasar de la media al total y méas complicada la tercera parte, cuando
se tiene que interpretar la media al sufrir un cambio de escala. Los resultados, en este
caso, no son muy positivos. Al comparar, por ejemplo, la tercera parte con
investigaciones previas encontramos que en el item 14 del trabajo de Cobo (2003),
donde también interviene la propiedad de cambio de escala (AS) de manera

fundamental, el porcentaje de respuestas correctas fue 95,8%.

Tabla 3.4.5. Respuestas al item 5

Correctas Incorrectas No responde
ftem 5.a 28 31 25
ftem 5.b 26 29 29
ftem 5.c 22 26 36
45,0 - 429
- 36,9
40,0 = oag 34,5 34,5
350 - 31,0 3,0 594
30,0 - 26,2 .
i Item 5.a
25,0 - i 5h
Wl .
20,0 - ’tem
15,0 - Item 5.c
10,0 -
50 -
0,0 - I I I
Correctas Incorrectas  No responde

Figura 3.4.5. Porcentajes de tipo de respuestas al item 5

3.4.6. RESULTADOSENEL ITEM 6.

Item 6. El entrenador de un equipo de baloncesto duda entre seleccionar a Elena o a Maria. Los puntos
conseguidos por cada una, en una semana de entrenamiento fueron estos:

Maria 18 23 22 24 19 25 16

Elena 18 26 18 28 22 17 18

Si fueses el entrenador, a cual de las dos elegirias? ;Por qué?
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Hemos considerado correctas aquellas respuestas en las que: en primer lugar, se
han sumado los puntos (147 puntos) de cada una y comprobado que coinciden o bien si
se ha calculado la media (21 puntos) y coinciden; y en segundo lugar, como la mayoria
han hecho, elegir a cualquiera de las dos, elegir a Elena por conseguir superar a Maria
en mas ocasiones (ver Figura 3.4.6.a) o a Maria por “tener mas constancia” (ver Figura
3.4.6.b) o “mantenerse en la media” (ver Figura 3.4.6.c). Aqui vemos esa idea intuitiva
de la dispersion.

En cuanto a las incorrectas, destacar que 31 de ellas han sido por error de
calculo al sumar los 7 datos de cada una de ellas, obteniendo valores distintos. Por
tanto, el error mas significativo se debe a un error en el procedimiento de calculo de la

media de una variable discreta con datos aislados (P1).

Figura 3.4.6.a Ejemplo de respuesta correcta

Figura 3.4.6.b Ejemplo de respuesta correcta

Figura 3.4.6.c Ejemplo de respuesta correcta
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Los resultados se presentan en la Tabla 3.4.6 en frecuencias y en la Figura 3.4.6
en porcentajes. Los resultados son aceptables. Se observa que gran parte de los
estudiantes comprenden, en este caso, propiedades de la media como que en la media
intervienen todos los valores (N5) o que es un representante de un colectivo (E1).
Podemos comparar estos resultados con los obtenidos por Mayén en el item 6.1 de su
estudio, en el cual se utiliza la mediana para comparar dos distribuciones de datos
(CP5) pero en el que da por validas aquellas respuestas en las que utilizan la media
para resolver. En su trabajo el porcentaje de respuestas correctas fue del 50% mientras
que en nuestro estudio ha sido algo menos, 36,9%. Concuerdan los resultados puesto

que existe un evidente desfase de formacidn en estadistica de una muestra a otra.

Tabla 3.4.6. Respuestas al item 6

Correctas Incorrectas No responde
ftem 6 31 44 9
60,0 - 52,4
50,0 -
36,9

40,0 -
30,0 - u ftem 6
20,0 - 10,7
10,0 -
0,0 A 1 1 1

Correctas Incorrectas  No responde

Figura 3.4.6. Porcentajes de tipo de respuestas al item 6

3.4.7. RESULTADOSENEL ITEM 7.

Item 7. Ernesto obtuvo un 8 en el primer examen de la asignatura y un 5 en el segundo examen. Le
falta el tercer examen y quiere sacar un notable (7 o mas) en la asignatura. ;Qué nota minima tiene
que sacar en el tercer examen para conseguir el notable?

La respuesta correcta es que la nota minima que tiene que sacar en el tercer

examen para obtener el notables es 7. Como era de esperar, el método utilizado ha sido
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el ensayo-error para su resolucion. Les resulta comodo puesto que es un razonamiento
que suelen hacer a menudo en la ensefianza para el calculo de calificaciones. La
mayoria no han usado para resolver este ejercicio el correspondiente procedimiento de
calculo (P6) Inversion del algoritmo del cdlculo de la media.

En cuanto a las respuestas incorrectas que aparecen no muestran ningin patréon
a seguir. Por ese motivo, se evidencia una falta de intuicion para resolver este
problema de la vida cotidiana.

Los resultados se presentan en la Tabla 3.4.7 en frecuencias y en la Figura 3.4.7 en
porcentajes. Los resultados son aceptables. Mas de la mitad de los estudiantes
respondieron correctamente este item. Observamos que los estudiantes entienden que
para dar respuesta deben buscar una distribucion de datos ajustandose a una media
dada y conociendo algunos datos pero que no utilizan el algoritmo de calculo de este

pardmetro en su sentido inverso.

Tabla 3.4.7. Respuestas al item 7

Correctas Incorrectas No responde
ftem 7 48 23 13
57,1
60,0 -
50,0 -
40,0 -
27,4 .
30,0 - W [tem 7
200 - 15,5
10,0 -
0,0 A 1 1 1
Correctas Incorrectas  No responde

Figura 3.4.7. Porcentajes de tipo de respuestas al item 7
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3.5.

Para comparar los resultados en los diferentes items, en la Tabla 4.4.1.1
mostramos la proporcion de respuestas correctas para cada item, los indices de
dificultad de Muiiiz (1994), junto con las desviaciones tipicas. Estos indices son la
proporcion de respuestas correctas; por tanto cuanto menor sea su valor la pregunta

sera mas dificil y al contrario.

DIFICULTAD COMPARADA DE ITEMS

Tabla 4.4.1.1. Indice de dificultad y desviacion tipica

ftem Media Desviacion tipica
la 0.82 0.38
1.b 0.54 0.50
2 0.50 0.50
3 0.03 0.17
4 0.67 0.47
5.a 0.33 0.47
5b 0.31 0.46
5.c 0.26 0.44
6 0.37 0.48
7 0.57 0.50
ftem 1.a _ 69 6 9
ftem 1b 45 21 18
ftem2 42 34 8
ftem3 3 59 22
ftem 4 _ 13 15 u Correctas
ftem 52 28 31 25 i Incorrectas
ftem5b 26 29 29 No responde
ftem 5.c _ 22 26 36
ftem6 31 44 9
ftem7 48 23 13
01% zol% 40|% 60I% 80I% 106%

Figura 4.4.1.1. Diagrama de barras apiladas
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La Figura 4.4.1.1, que también nos ayuda a comparar los items, resume
bastante informacién que hemos obtenido: tanto el nimero de respuestas correctas,
incorrectas y que no responden de cada item como el indice de dificultad de la tabla
anterior.

Podemos observar que el indice de dificultad fluctiia entre 0.03 en el item 3
(inversion del algoritmo del calculo de una media ponderada) y 0.82 en el item la
(definicion de media con sus propias palabras). A continuacion, exponemos los items
ordenados en orden decreciente de dificultad, para indicar los objetos matematicos
asociados a la media que los estudiantes comprenden mejor o peor:

e ftem 3 (0.03): inversion del algoritmo del calculo de una media ponderada.

e ftem 5c (0.26): calcular la media cuando se modifica la escala.

e ftem 5b (0.31): calcular la media cuando de modifica el origen.

e ftem 5a (0.33): pasar de la media al total.

e ftem 6 (0.37): comparar dos distribuciones de datos con variables numéricas
utilizando la media.

e Item 2 (0.50): construir una distribucion a partir de una media dada.

e ftem 1b (0.54): definir la media con sus propias palabras y comprender que la
media no es una operacion interna en el conjunto dado de datos.

e ftem 7 (0.57): inversién del algoritmo de la media y obtener un nimero para
obtener una media dada, cuando se conocen otros dos.

e Item 4 (0.67): estimar un valor desconocido utilizando la media.

o ftem la (0.82): definir la media con sus propias palabras cuando la media

pertenece al mismo conjunto numérico que los datos.

3.6. CONCLUSIONES SOBRE EL ESTUDIO

Para finalizar las conclusiones detallamos las principales dificultades
observadas en relacion a la comprension de los elementos de significado. Entendemos
conflicto semidtico de acuerdo al marco tedrico como disparidad entre el significado
de un objeto matemadtico y el que le atribuye el estudiante. Estos conflictos se han
identificado en las respuestas incorrectas y parcialmente correctas de los estudiantes a

las diferentes respuesta planteadas:

Conflictos relacionados con los problemas: Cuando el estudiante no reconoce un
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problema que se puede resolver con la ayuda de la media aritmética:

e No toman como solucion la media en (CPI) Estimar una medida a partir de

diversas mediciones; en el item 4 dan como soluciéon la suma de todos los
valores dados, suponen que la media sigue la tendencia del ultimo dato o
asumen como media el centro geométrico del conjunto de datos, una respuesta
encontrada por Mayén (2007).

No utilizan la media para resolver el item 6 (CP5: Comparacion de dos
distribuciones de datos con variables numéricas). En lugar de ello realizan

comparaciones cualitativas o utilizan solo algunos datos.

Conflictos relacionados con las definiciones (conceptos): Cuando se confunden

diferentes conceptos:

Se confunde la media con el minimo en el item 1.
Concepcion determinista del problema, suponiendo un tiempo constante en el
item 1. Es decir no se percibe la aleatoriedad de la situacion, por tanto hay una

interpretacion pobre de la aleatoriedad.

Conflictos relacionados con las representaciones:

No se ha observado ninguna dificultad en este aspecto.

Conflictos relacionados con los algoritmos: que se aplican incorrectamente o no se

saben aplicar:

e No construyen un conjunto que tenga alguna variabilidad para un promedio

dado en el item 2; también se ha encontrado en investigaciones como la de
Russell y Mokros (1991).
No logran entender el procedimiento de célculo (P6) Inversion del algoritmo

del calculo de la media cuando tienen que calcular el total conocida la media

(item 2).

Confusion generalizada cuando intervienen dos procedimientos de célculo al
mismo tiempo. Por ejemplo, (P2) Cdalculo de la media de una variable discreta
con los datos presentados en tablas de frecuencias y (P6) Inversion del

algoritmo del cdlculo de la media en el item 3.
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e No reconocen que tienen que invertir el algoritmo del célculo de la media (P6)

en el item 5.

e Errores en el procedimiento de calculo de la media de una variable discreta con

datos aislados (P1) en el item 6.

Conflictos relacionados con las propiedades de la media:

e Se atribuye a la media la propiedad de ser operacién interna cuando no la tiene
(item 1); también descrito en Mayén (2007) y Cobo (2003).

e No son capaces de interpretar como varia la media cuando se modifica la escala

o el origen (A5) en el item 5.

En resumen, aunque aparentemente la media es un concepto sencillo y los
estudiantes deberian haber trabajado con ella en la Educacion Primaria, observamos
que al comienzo de la Educacion Secundaria Obligatoria se encuentran bastantes
conflictos en sus propiedades y algoritmos, falta de reconocimiento de algunos campos
de problema e incluso dificultades con su definicion. Es importante que el profesor que
debe ensefiar a estos estudiantes sea consciente de ello, para que pueda organizar

acciones educativas dirigidas a superar los mencionados conflictos.
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CAPITULO 4. CONCLUSIONES

4.1. INTRODUCCION

En los capitulos anteriores, se ha presentado un estudio teérico y de evaluacion
sobre la comprension de la media aritmética en el primer curso de la Educacion
Secundaria Obligatoria. Esta investigacion es consistente con el marco teodrico
planteado y se ajusta a la linea de investigaciones previas que siguen Cobo y Mayén.

Este ultimo capitulo se ha reservado para exponer las principales conclusiones,
de caracter general, que se deducen del estudio realizado. El capitulo se organiza en
tres secciones. En primer lugar, se aportan conclusiones relativas a los objetivos que se
plantearon en el estudio, en base a los resultados obtenidos tras el andlisis del
cuestionario. A continuacion, se destacan las principales aportaciones y contribuciones
que, consideramos, nuestro trabajo ha proporcionado. Por ultimo, dadas las

caracteristicas del estudio, se plantean posibles vias de investigacion futuras.

4.2. CONCLUSIONES SOBRE LOS OBJETIVOS

El objetivo fundamental de nuestro estudio definido en el Capitulo 1 era
analizar el razonamiento de estos estudiantes con los problemas propuestos para
evaluar la dificultad que para ellos pueden tener con el concepto de media
aritmética.

Es evidente que toda la investigacion ha sido disefiada para cumplir este
objetivo y consideramos que se ha logrado de forma razonable, puesto que hemos
obtenido informacion detallada sobre la comprension de los estudiantes de la muestra
en las definiciones, problemas, lenguaje, propiedades y procedimientos de calculo
relacionados con la media aritmética. Como este objetivo fue descompuesto en cuatro

objetivos especificos, vamos a comentar en detalle cada uno de ellos:
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* OEl. Analizar la ensenianza que sobre las medidas de tendencia central

(media aritmética) reciben los estudiantes espanoles en la Educacion

Secundaria Obligatoria.

Para llevar a cabo este objetivo, presentamos en el Capitulo 1 un estudio
detallado sobre las medidas de tendencia central en el curriculo actual (LOMCE)

comparandolo con el curriculo anterior (LOE).

* OE2. Analizar la dificultad relativa de los problemas de media aritmética,
medida en porcentaje de respuestas correctas en los problemas planteados,
comparando esta dificultad en funcion del contenido evaluado.

Abordamos este objetivo en el Capitulo 3, en el que presentamos los resultados
del estudio de evaluacion realizado. Para ello, hemos analizado los objetos
matematicos que intervienen en cada uno de los items del cuestionario y presentado los
porcentajes de respuestas correctas e incorrectas y los indices de dificultad de cada

item (Mufiiz, 1994).

* OFE3. Analizar los posibles errores en las respuestas y relacionarlos con las

propiedades de la media que los estudiantes no comprenden.

En el Capitulo 3 se contempla este objetivo. Concretamente, en la Seccion 3.4,
donde se presentan los resultados de cada item por separado, se discute sobre los
posibles errores debidos a la comprension de los objetos matematicos relacionados con

la media aritmética, incluidas las propiedades.

* OE4. Profundizar en los conflictos semidticos que presentan al resolver
problemas relacionados con este promedio.
Es en la Seccion 3.6 donde detallamos los principales conflictos semidticos

observados en relacion a la comprension de los elementos de significado.

4.3. PRINCIPALES APORTACIONES DEL TRABAJO

El trabajo, de manera general, constituye una amplia fuente de informacion
sobre la comprension de la media aritmética en los estudiantes de primer curso de
Educacion Secundaria Obligatoria, complementando investigaciones como las de
Cobo (2003) y Mayén (2007), puesto que se han utilizado nuevos items de menor

dificultad que los utilizados por dichas autoras. A pesar de ello, se sigue encontrando
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dificultad por parte de los estudiantes; dichas dificultades se han descrito con detalle,
incluyendo ejemplos de las respuestas de los estudiantes.

Este trabajo proporciona una guia completa util para el desarrollo de nuegas
investigaciones relacionadas con las medidas de tendencia central. Se detalla con
precision el marco educativo en el que se encuadra esta investigacion, que permitira
detectar los conocimientos previos del alumnado en cuestion. Ademas se describe el
marco tedrico que se ejemplifica en relacion a su aplicacion al estudio de la media y
los objetos relacionados con ellas.

Otra aportacion importante es la clasificacion de investigaciones previas en
relacion a los elementos de significado del Capitulo 2. Puede ser de interés a efectos de
investigacion pues actualiza otros estados de la cuestion previos al nuestro.

Finalmente, la deteccion de errores comunes y conflictos semioticos en la
muestra puede ser provechosa para la mejora y planificacién de la ensefianza de la

media aritmética.

4.4 LINEAS DE INVESTIGACION FUTURAS

Tras la revision del trabajo realizado, se enumeran a continuacidon posibles
nuevas lineas de investigacion que lo complementarian.

e En nuestro trabajo evaluamos a alumnos de primer curso de Educacion
Secundaria. El estudio podria extenderse a alumnos de cursos superiores. Esto
nos permitiria comparar las dificultades de la media aritmética observadas en
los distintos cursos.

e Comparar ampliar la investigacion a otras medidas de tendencia central como
la media y la mediana, en la misma linea que Cobo (2003) y Mayén (2007).

e Complementar el estudio con entrevistas particulares a los alumnos para
evaluar las dificultades a la hora de expresarse que puede dar lugar a respuestas
incorrectas.

e Seria interesante extraer una muestra heterogénea (de distintos centros) y de
mayor tamafo, para obtener asi conclusiones mas generales.

e Incluir items en los que se presenten los datos de manera grafica para estudiar
si los alumnos tienen esa mayor dificultad que describen Carvalho (2001) y

Reading y Pegg (1996).
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