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INTRODUCCION

La ensefianza matemadtica se ha visto fuertemente condicionada por las pruebas de
evaluacion externas, pues es el deseo, tanto de los mismos alumnos, como de los padres
y profesores, que cada centro obtenga buenos resultados en ellas. Dada su impacto
mediatico, destacamos, en este sentido, la influencia del proyecto PISA (Program for
International Student Assessment;, OCDE, 2015), la evaluacion TIMSS (Third
International Mathematics and Science Study; Mullis, Martin, Foy y Arora, 2012), las
pruebas de diagndstico y las Pruebas de Acceso a la Universidad (PAU).

Los resultados ofrecidos tanto por las pruebas PISA como por las pruebas TIMSS
sugieren que, para muchos estudiantes, las matematicas solamente son un conjunto de
reglas y técnicas sin significado y sin relacion con la vida cotidiana. La situacion de
fracaso que evidencian para estos alumnos los resultados de las pruebas nos hace
reflexionar e investigar sobre los factores que pueden ser causa de ese fracaso y, en

nuestro caso, nos interesa saber si en la etapa de Bachillerato se mantiene esa tendencia.

Puesto que el objetivo principal de las pruebas PAU es evaluar el rendimiento que
han adquirido los estudiantes cuando finalizan sus estudios de Bachillerato, el analisis y
estudio de las mismas nos aportara una gran informacioén sobre la adecuacion de los
contenidos de estas pruebas. Asi que, el principal objetivo que nos marcamos con la
elaboracion de este trabajo es analizar el contenido de los ejercicios de inferencia
estadistica propuestos en las pruebas PAU del Distrito Andaluz. Concretamente, se han
seleccionado las pruebas de la especialidad de Bachillerato de Ciencias Sociales
propuestas en el periodo desde 2003 a 2014. Se trata de clasificar estos ejercicios
respecto a ciertas variables de interés y analizar la distribucion de los mismos a lo largo
del periodo. Posterior al analisis nos planteamos como objetivo comprobar si el
contenido de los problemas relacionados con inferencia estadistica reflejan
adecuadamente las recomendaciones recogidas en las orientaciones curriculares

nacionales.

La memoria se ha estructurado en cuatro capitulos. En el primero de ellos se realiza
el planteamiento del problema analizando cémo el curriculo de Bachillerato aborda los
contenidos de inferencia estadistica. Junto a una revisiéon sobre los cambios que ha

sufrido las PAU desde sus inicios, se han presentado las caracteristicas de las pruebas



vigentes hasta el actual curso académico y se muestran algunas pinceladas sobre la
revalida que sustituird el proximo afio académico a la actual selectividad. Para finalizar
se justifica la importancia que tiene el estudio de la inferencia estadistica y se describen
los objetivos sobre los que se ha desarrollado la investigacion e hipotesis o expectativas

iniciales que se esperan encontrar en la elaboracion del trabajo.

En el segundo capitulo se presenta el marco tedrico que sustenta la investigacion
realizada, junto con una sintesis de las investigaciones sobre el analisis de pruebas que
se han llevado a cabo por otros autores. Con objeto de intentar analizar el porqué de los
fracasos que se producen, se realiza una revision bibliografica sobre los trabajos de
investigacion centrados en el estudio de las dificultades que presentan los estudiantes

cuando tratan los contenidos de inferencia.

En el tercer capitulo, mediante un analisis de contenido se han clasificado los
ejercicios propuestos de acuerdo a diferentes campos de problema diferenciados en
inferencia. Asimismo, se ha analizado el modelo de distribucion de la poblacion de
partida en el ejercicio; el parametro que se pide estimar y el contexto en el que se
presenta el ejercicio, dentro de los considerados en las pruebas PISA. Para cada una de
las variables se ha realizado un estudio de la distribucion de las diferentes categorias,
globalmente y a lo largo del periodo seleccionado. A partir del andlisis realizado, se
lleva a cabo una reflexion sobre algunos componentes de la idoneidad didactica de las

pruebas PAU.

Para finalizar la memoria, el Gltimo capitulo recoge las conclusiones mas destacadas
del trabajo. Dada las limitaciones de espacio se incorpora en un anexo el listado de los
trabajos de investigacion frutos de esta memoria que han sido publicados en congresos

internacionales y en revistas de catdlogo Latindex.



Capitulo

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Indice de Contenidos
1.1. Introduccion
1.2. La inferencia en el curriculo de Bachillerato
1.3. Las Pruebas de Acceso a la Universidad
1.4. Importancia de la inferencia estadistica
1.5. Objetivos e hipotesis de la investigacion

1.1. INTRODUCCION

La importancia que dentro del aula se da a cada tema recogido en las orientaciones
curriculares viene indirectamente determinada por las pruebas de evaluacion, en
particular, para los estudiantes de Bachillerato, por las Pruebas de Acceso a la
Universidad. El articulo 7 del Real Decreto 1892/2008, de 14 de noviembre, por el que
se regulan las condiciones para el acceso a las ensefanzas universitarias oficiales de
grado y los procedimientos de admision a las universidades publicas espafiolas (MP,

2008), establece que:

1. La prueba se adecuara al curriculo del Bachillerato y versara sobre las materias, a las que se
refieren los articulos 6 y 7 del Real Decreto 1467/2007, de 2 de noviembre, por el que se
establece la estructura del Bachillerato y se fijan sus ensefianzas minimas, establecidas para el
segundo curso.

2. Las Administraciones educativas y las universidades organizaran la prueba y deberan
garantizar su adecuacion al curriculo del Bachillerato, asi como la coordinaciéon entre las
universidades y los centros que imparten Bachillerato para la organizaciéon de la misma. (p.
46934).



Aunque inicialmente la prueba esta enfocada para seleccionar los estudiantes que
desean ingresar en determinados estudios y centros universitarios, es evidente que su
disefio estd mas orientado en la evaluacion de los conocimientos y capacidades

adquiridas por los futuros universitarios durante su etapa de Bachillerato.

En este primer capitulo se presenta con mayor precision el problema que esta siendo
objeto de estudio. Dada a la estrecha relacion que existente entre Bachillerato y las
Pruebas de Acceso a la Universidad (PAU), se realiza en primer lugar una revisioén de
como las orientaciones curriculares de Bachillerato tratan el tema de inferencia
estadistica, para posteriormente analizar la evolucidon, normativa, estructura y contenido
de las pruebas PAU. Como en la actualidad nos encontramos en un escenario, algo
inestable e impreciso, relacionado con la eliminaciéon de las pruebas PAU y la
incorporacion de una nueva revalida, se ha visto conveniente incluir en la Seccién 1.3 la

informacion, con la que se puede contar hoy en dia, en relacion a la nueva propuesta.

Dado que el contenido que se desea evaluar con la presentacion del Trabajo Fin de
Master es el de inferencia estadistica, en la Seccion 1.4 se senala el alcance que ha
adquirido en las ultimas décadas la ensefianza de la inferencia asi como la importancia
que tiene en la formacion de los estudiantes. Para finalizar, se describen los objetivos
que sustentan el presente trabajo y se formulan algunas hipotesis, que se entiende como

expectativas iniciales.

1.2. LA INFERENCIA EN EL CURRICULO DE BACHILLERATO

A pesar de la importancia que tiene hoy en dia la inferencia estadistica, en el Real
Decreto 1467/2007, de 2 de noviembre, donde se establece la estructura del Bachillerato
y se fijan sus ensefianzas minimas (MEC, 2007), solamente es posible encontrar los
contenidos de inferencia estadistica en el Bloque de Estadistica y Probabilidad incluido
en la asignatura de Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales II. Este contenido se
omite para los estudiantes que cursan el Bachillerato de Ciencias y Tecnologia (Ciencias
en la LOMCE), que también necesitan conocimientos sobre inferencia en sus futuros

estudios.



La inclusion de la inferencia estadistica en segundo curso de Bachillerato esta
enfocada en formar la base del andamiaje de algunos de los contenidos que seran
tratados posteriormente en la etapa universitaria e incluso en los ciclos formativos de la

Formacion Profesional.

Segiun el Real Decreto (MEC, 2007), los contenidos fijados para el tema de

inferencia estadistica son los siguientes:

Implicaciones practicas de los teoremas: Central del limite, de aproximacion de la Binomial a la
Normal y Ley de los Grandes Niimeros.

Problemas relacionados con la eleccion de las muestras. Condiciones de representatividad.
Parametros de una poblacion.

Distribuciones de probabilidad de las medias y proporciones muestrales.

Intervalo de confianza para el parametro p de una distribucion binomial y para la media de una
distribucion normal de desviacion tipica conocida.

Contraste de hipotesis para la proporcion de una distribucion binomial y para la media o
diferencias de medias de distribuciones normales con desviacion tipica conocida. (p. 45476).

Si se compararan los contenidos incluidos en las orientaciones curriculares con los
que se pueden encontrar en los primeros cursos de grado, se observaria que éstos
abarcan practicamente un curso elemental de inferencia estadistica. El hecho de que los
estudiantes que cursan el Bachillerato de Humanidades y Ciencias Sociales reciben
menor formaciéon matemadtica, que los del Bachillerato de Ciencias y Tecnologia
(Ciencias en la LOMCE), sobre contenidos de algebra lineal o el analisis matematico,
junto con el escaso tiempo que disponen para trabajar el tema, dificulta una
comprension formal de la inferencia. Recordemos que la asignatura de Matematicas
Aplicada a las Ciencias Sociales II incluye, ademas del bloque de estadistica y
probabilidad, los bloques de niimeros y algebra, bloque de andlisis y un bloque de

contenidos transversal, relacionado con la resolucion de problemas.

La situacion politica que estamos viviendo hoy en dia esta llena de incertidumbre y
el tema de las leyes educativas lo es alin mas. La actual Ley Organica para la Mejora de
la Ley Educativa (LOMCE) es la séptima ley organica de la democracia espafiola. La
LOMCE fue llevada adelante por el Partido Popular sin el apoyo de ningin grupo
parlamentario y hoy en dia pende de un hilo. Desde su publicacion, la implantacion de
la ley ha encontrado muchos obsticulos, ya que algunas comunidades auténomas

mostraban su rechazo a la implantacion de la reforma educativa.


http://politica.elpais.com/politica/2015/08/12/actualidad/1439406385_563436.html
http://politica.elpais.com/politica/2015/08/12/actualidad/1439406385_563436.html

En la comunidad andaluza y en base al Decreto 97/2015, de 3 de marzo, se establece
la ordenacioén y las ensefanzas correspondientes a la educacion primaria en Andalucia,
implantando todos los cursos de educacion primaria (CECD, 2015). En el caso de la
Educacion Secundaria Obligatoria y del Bachillerato la situacion es totalmente
diferente. Puesto que el Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre, por el que se
establece el curriculo basico de ambas etapas, se hizo publico el dia 3 de enero de 2015,
no fue posible elaborar y aprobar la normativa con los nuevos aspectos de la LOMCE
en la comunidad de Andalucia. Por ello, se decidio que el curso académico 2015/2016
fuera un curso transitorio, mientras se aprobaba la normativa autonémica de adaptacion
a la LOMCE. Durante el mencionado curso académico se implantd unicamente los
cursos impares de Educacion Secundaria Obligatoria (1°y 3° ESO) y de Bachillerato (1°
Bachillerato). Para el proximo curso académico, 2016/2017, la situacién no ha variado
mucho, por lo que sera de nuevo un curso de transicion en el que la nueva ley se ird

incorporando de forma progresiva en los cursos restantes.

Al igual que la LOE, la LOMCE incluye tnicamente los contenidos de inferencia
estadistica en segundo curso de Bachillerato de la modalidad de Ciencias Sociales.
Concretamente el Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre, dentro de la asignatura
Matematica II Aplicadas a las Ciencias Sociales, incluye los siguientes contenidos

(MEC, 2015b):

Poblacion y muestra. Métodos de seleccion de una muestra. Tamafio y representatividad de una
muestra.

Estadistica paramétrica. Parametros de una poblacion y estadisticos obtenidos a partir de una
muestra. Estimacion puntual.

Media y desviacion tipica de la media muestral y de la proporcion muestral. Distribucion de la
media muestral en una poblaciéon normal. Distribucion de la media muestral y de la proporcion
muestral en el caso de muestras grandes.

Estimacion por intervalos de confianza. Relacion entre confianza, error y tamafio muestral.

Intervalo de confianza para la media poblacional de una distribucion normal con desviacion
tipica conocida.

Intervalo de confianza para la media poblacional de una distribucion de modelo desconocido y
para la proporcion en el caso de muestras grandes. (p.389).

Si comparamos los contenidos incluidos en LOE y LOMCE observamos que,
aunque un alto porcentaje de los contenidos son similares entre si, en el caso de la
LOMCE se especifican de una forma mas detallada. Por ejemplo, en el caso de los
intervalos de confianza se observa que, ademas de incluir la construccidon del propio

intervalo, la LOMCE sefiala la importancia de estudiar la relacion entre confianza, error



y tamafio muestral. Aun asi, la principal diferencia entre ambas leyes la encontramos

con los contrastes de hipotesis que son eliminados en la LOMCE.

Como novedad en la nueva regulacion (MECD, 2015b) se observa la inclusion,
junto a los criterios de evaluacion (criterios para evaluar, tanto en conocimientos como
en competencias, el aprendizaje del alumnado), los estandares de aprendizaje evaluables

en todas las asignaturas, que se definen como

Especificaciones de los criterios de evaluacion que permiten definir los resultados de
aprendizaje, y que concretan lo que el estudiante debe saber, comprender y saber hacer en cada
asignatura; deben ser observables, medibles y evaluables y permitir graduar el rendimiento o
logro alcanzado. Su disefio debe contribuir y facilitar el disefio de pruebas estandarizadas y
comparables. (p. 172).

Puesto que los criterios de evaluacion como los estindares de aprendizaje evaluables
son esenciales en la planificacion del curriculo, en el Cuadro 1.1 se muestran los

relacionados con el tema de inferencia estadistica.

Cuadro 1.1. Criterios de evaluacion y estandares de aprendizaje evaluables. (MECD, 2015b, p. 389)

Criterios de evaluacion

Estandares de aprendizaje evaluables

Describir procedimientos estadisticos
que permiten estimar parametros
desconocidos de una poblacion con una
fiabilidad o un error prefijados,
calculando el tamafio muestral
necesario y construyendo el intervalo
de confianza para la media de una
poblacion normal con desviacion tipica
conocida y para la media y proporcion
poblacional cuando el tamafio muestral
es suficientemente grande.

2.1. Valora la representatividad de una muestra a partir de su
proceso de seleccion.

2.2. Calcula estimadores puntuales para la media, varianza,
desviacion tipica y proporcion poblacionales, y lo aplica a
problemas reales.

2.3. Calcula probabilidades asociadas a la distribucion de la
media muestral y de la proporcion muestral, aproximandolas
por la distribucion normal de parametros adecuados a cada
situacion, y lo aplica a problemas de situaciones reales.

2.4. Construye, en contextos reales, un intervalo de
confianza para la media poblacional de una distribucion
normal con desviacion tipica conocida.

2.5. Construye, en contextos reales, un intervalo de
confianza para la media poblacional y para la proporcion en
el caso de muestras grandes.

2.6. Relaciona el error y la confianza de un intervalo de
confianza con el tamafio muestral y calcula cada uno de
estos tres elementos conocidos los otros dos y lo aplica en
situaciones reales.

3.1. Utiliza las herramientas necesarias para estimar
parametros desconocidos de una poblacion y presentar las
inferencias obtenidas mediante un vocabulario y
representaciones adecuadas.

3.2. Identifica y analiza los elementos de una ficha técnica
en un estudio estadistico sencillo.

3.3. Analiza de forma critica y argumentada informacion
estadistica presente en los medios de comunicacion y otros
ambitos de la vida cotidiana.




1.3. LAS PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD (PAU)

Para estudiar la implantacion de las Pruebas de Acceso a la Universidad tenemos que
remontarnos a la década de los cuarenta (Mufioz Vitoria, 1995). En el trabajo
presentado por Mufoz Vitoria (1995) sobre una perspectiva historica de las Pruebas de
Acceso a la Universidad, el autor distingue tres etapas segin la denominacién y el

enfoque que adquiere la prueba.

e Primera etapa, desde 1940 hasta 1953. Por la Ley de Reforma de la segunda
ensenanza del 20 de septiembre de 1938, se instaura el Examen de Estado. La
realizacion del examen se lleva a cabo al finalizar el séptimo curso.

e Segunda etapa, desde 1953 hasta 1971. La prueba recibe el nombre de Prueba
de Madurez y se implanta por la Ley sobre ordenacion de la Ensefianza Media
del 26 de febrero de 1953. La prueba de madurez la realizaban los estudiantes
que habian cursado el conocido como Curso Preuniversitario.

e Tercera etapa, desde 1971 hasta 1990'. En 1970 se publica la Ley General de
Educacion y Financiamiento de la Reforma Educativa. Sin embargo, a lo largo
de este periodo el cambio mas significativo, con respecto a la prueba, se tiene
en 1975. Con la Ley 30/1974 se instaura lo que se conoce como las Pruebas de
Aptitud para el Acceso a la Universidad (PAAU) cuyo diseio estaba enfocado
en reconocer a todos aquellos alumnos que estan capacitados para iniciar dichos
estudios (universitarios). En esta época la prueba se enfoca a los estudiantes que

realizan el Curso de Orientacion Universitaria (COU).

Las Pruebas de Aptitud para el Acceso a la Universidad han sido uno de los
formatos més estables, manteniéndose hasta 1990. Durante ese afio, se promulga la Ley
Organica 1/1990, de 3 de octubre, de Ordenacion General del Sistema Educativo
(LOGSE) derogando la Ley General de Educacion de 1970. La implantacion de la
LOGSE provocé un replanteamiento de las Pruebas de Acceso a la Universidad ya que
se suprime el curso de orientacién y preparacion para el acceso a la Universidad
(conocido como COU) vy las directrices especificas para preparar a los alumnos, del

segundo ciclo de ensefianza Secundaria, que deseaban ingresar en la universidad.

'En los periodos 1971-1972 y 1973-1974 se eliminaron las pruebas de acceso.
8


https://es.wikipedia.org/wiki/Ley_General_de_Educaci%C3%B3n_de_1970

Analizando el comportamiento que ha tenido durante las dos ultimas décadas, es
facil comprobar que esa supuesta estabilidad ha desaparecido pasando a un escenario de
gran inestabilidad. Ejemplo de ello se muestra en la Figura 1.1 que incluye algunas de
las modificaciones que se han realizado desde 1999 desde el punto de vista de la
legislacion. Desde 1999 y hasta la actualidad, en la pagina oficial del Ministerio de
Educacion, Ciencia y Deporte es posible encontrar seis reales decretos (dos de ellas son
modificaciones sobre el Real Decreto 1640/1999 y 990/2000) cuyo objetivo son la

regulacion de las Pruebas de Acceso a la Universidad.

N

* Real Decreto 1640/1999, de 22 de octubre, por el que se regula la prueba
de acceso a estudios universitarios

J

* Real Decreto 990/2000, de 2 de junio, por el que se modifica y completc?
el Real Decreto 1640/1999, de 22 de octubre, por el que se regula la

prueba de acceso a estudios universitarios )

* Real Decreto 1025/2002, de 4 de octubre, por el que se modifica el Real)
Decreto 1640/1999, de 22 de octubre, modificado y completado por el
Real Decreto 990/2000, de 2 de junio, por el que se regula la prueba de
acceso a estudios universitarios )

N
* Real Decreto 1741/2003, de 19 de diciembre, por el que se regula la
prueba general de Bachillerato

J

* Real Decreto 1892/2008, de 14 de noviembre, por el que se regula las)

condiciones para el acceso a las ensefianzas universitarias oficiales de
2008 grado y los procedimientos de admision a las universidades publicas
espariolas )

.o )

* Real Decreto 412/2014, de 6 de junio, por el que se establece la
normativa basica de los procedimientos de admision a las ensefnianzas
universitarias oficiales de Grado

J

€E€C€CE€C€C<

Figura 1.1. Reales Decretos y modificaciones establecidas desde 1999

A lo largo de esta seccion centraremos nuestro estudio en realizar una revision en las

Pruebas de Acceso a la Universidad regidas por el Real Decreto 1982/2008, indicando



sus caracteristicas a nivel normativo y estructural. Para finalizar, y dado que no se
cuenta con mucha informacion fiable, se incluyen algunas pinceladas sobre el nuevo

proyecto de las pruebas.

1.3.1. Las actuales pruebas PAU

Las actuales Pruebas de Acceso a la Universidad estan regidas por el Real Decreto
1892/2008, por el que se regula las condiciones para el acceso a las ensefianzas
universitarias oficiales de grado y los procedimientos de admision a las universidades
publicas espaiiolas (MP, 2008). A su vez, el articulo 38 de la Ley Orgénica de
Educaciéon (LOE), pone de manifiesto que las pruebas PAU consiste en una prueba de
madurez que permite evaluar los conocimientos y capacidades adquiridas por los
futuros universitarios durante su etapa de Bachillerato (primer y segundo curso). Con la
implantacion de este modelo, la selectividad sufrid principalmente cambios en su
estructura y puntuacion, siendo posible alcanzar una calificacion de 14 puntos. Sin
embargo, la introduccion de estas modificaciones establecio una relacion mas estrecha

entre la citada prueba y los estudios universitarios que se pretenden cursar.

Con los cambios introducidos en la prueba se destacé la desaparicion de las vias de
examen, siendo los propios estudiantes los que redisefian la prueba, es decir, los
alumnos eligen, las hayan cursado o no, las materias de la modalidad que presentan
mayor afinidad con el estudios que desean cursar. El modelo descrito esta determinado
por dos fases, una de ellas obligatoria para todos los estudiantes que realizan la prueba,
denominada por Fase General, y otra, de caracter optativo, Fase Especifica, con la que
se puede incrementar la calificacion final de la prueba PAU hasta 4 puntos. A

continuacion se detalla cada fase:

Fase General. El objetivo de esta fase consiste en la valoracion de la madurez y
destrezas basicas del estudiante. Consta de cuatro ejercicios que se corresponden
a las materias comunes de segundo de Bachillerato. Todos los alumnos se
examinaran de una primera prueba relacionada con los contenidos de Lengua
Castellana y Literatura; una segunda prueba de Lengua Extranjera y una tercera
prueba donde se elegira entre Historia o Filosofia. Por ultimo, de entre todas las
materias ofertadas en la prueba PAU, el alumno seleccionara una de ellas. La
calificacion de la Fase General es la nota media de los cuatro ejercicios por lo

que cada una de las pruebas realizadas supone el 25% de la calificacion total. La
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calificacion maxima que se puede obtener en la Fase General sera de 10 puntos.
La superacion de esta fase permite que el estudiante pueda acceder a los estudios

universitarios y la calificacion obtenida en esta fase tiene una validez indefinida.

Fase Especifica. La finalidad de esta fase es la evaluacion de los
conocimientos en unos ambitos disciplinares concretos relacionados con los
estudios vinculados a la rama de conocimiento que se quiere cursar. Por lo
que, la realizacion de los ejercicios de esta fase permite obtener la Nota de
Admisién para cada uno de los titulos de grado a los que el estudiante desea
acceder. En esta fase el estudiante seleccionard un maximo de cuatro ejercicios
a realizar, considerandose unicamente las dos mejores calificaciones que, una
vez ponderadas con un 10% (o 20%), estén relacionadas con la rama del
conocimiento de la titulacion a la que desea acceder el alumno. A diferencia de
la Fase General, las calificaciones de las materias cursadas en esta fase tendran
unicamente una validez de dos cursos académicos siguientes a la superacion de

la misma.

La nota de acceso a la universidad se obtiene como la media ponderada de la
calificacion de la Fase General multiplicada por un factor de ponderacion del 40% y la
calificacién media del expediente multiplicada por un factor de ponderacion del 60%, es

decir,

Nota Acceso = 40% Calificacion F.G. + 60% Calificacion Media Expediente.

La superacion de la prueba PAU estd condicionada a obtener en la Fase General una
calificacion igual o superior a 4 y a su vez, la calificacion final de la nota de acceso

debera ser mayor o igual a 5 puntos.

Por otro lado, los estudiantes que hayan realizado la Fase Especifica podran optar a
una calificacion de hasta 14 puntos. En este caso, la calificacion nombrada como Nota

de Admision se obtiene como:
Nota de Admision = Nota de Acceso +a X M+ b X My,

donde M| y M>, son, de entre todas las materias examinadas en la Fase Especifica, las

mejores notas de admision, una vez multiplicadas por los pardmetros a y b, para cada
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una de las carreras solicitadas por el alumno. No obstante, teniendo en cuenta los
criterios marcados por las distintas universidades, los factores de ponderacion pueden
incrementarse un 10%, es decir, si las materias cursadas estan estrechamente
relacionadas con los futuros estudios universitarios, entonces las universidades tendran
la potestad de considerar una ponderacion del 20%. El incremento de los factores de
ponderacion estd condicionado a la existencia de una estrecha afinidad entre la optativa
seleccionada y la rama de conocimiento a la que estd adscrito el titulo de grado que se

desea realizar.

1.3.2. El proyecto en marcha sobre la “nueva selectividad”

La introduccion de la Ley Organica para la Mejora de la Calidad Educativa (LOMCE)
ha supuesto, entre otros elementos, la eliminacion de las Pruebas de Acceso a la
Universidad y presenta un nuevo sistema de ingreso a la universidad donde las

universidades son las encargadas de realizar la seleccion de sus futuros estudiantes.

Aunque la LOMCE elimina las PAU, a diferencia de las anteriores leyes
promulgadas, introduce una prueba o revalida que es necesaria superar con el fin de
obtener el titulo correspondiente al ciclo de Bachillerato y continuar los estudios
universitarios. En el proyecto presentado (MECD, 2015a) se presentan las
caracteristicas generales de la prueba de la evaluacion final de Bachillerato y se pone de

manifiesto que:

La finalidad de la evaluacion final de Bachillerato es comprobar el logro de los objetivos de la etapa y el
grado de adquisicion de las competencias correspondientes por los alumnos y alumnas en relacion con las
siguientes materias: a) Todas las materias generales cursadas en el bloque de asignaturas troncales. [...]. b)
Dos materias de opcion cursadas en el bloque de asignaturas troncales, en cualquiera de los cursos. [...]. ¢)
Una materia del bloque de asignaturas especificas cursada en cualquiera de los cursos, que no sea
Educacion Fisica ni Religion (p. 9).

La obtencion del titulo de Bachillerato estard condicionada a la superacion de la
evaluacion final de Bachillerato (obtencion de una calificacion igual o superior a 5
puntos sobre 10). Por otro lado, la calificacion final de esta etapa se deducird de la
siguiente ponderacion: a) con un peso del 60%, la media de las calificaciones numéricas
obtenidas en cada una de las materias cursadas en Bachillerato; b) con un peso del 40%,

la nota obtenida en la evaluacion final de Bachillerato.
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Con respecto al formato de la prueba, segun el primer borrador, la prueba versaria
sobre 350 preguntas tipo test de las cuales 200 de ellas estarian relacionadas con
materias troncales, 100 con materias optativas y 50 de libre eleccion por parte del
alumno. Sin embargo, esta inicial idea no ha llegado a buen puerto ya que debido a la
presion educativa el Ministerio de Educacion se ha visto obligado a dar marcha atras y

proponer otro modelo.

Segun lo conocido hoy en dia, en lineas generales la futura prueba se asemeja a las
actuales PAU. La nueva propuesta consta de dos fases, una general que versara sobre las
materias obligatorias (de cardcter obligatorio), y otra fase especifica (de caracter
optativo) en la que el estudiante podra realizar a lo sumo cuatro examenes
seleccionandose Unicamente las dos mejores notas. Las preguntas incluidas en cada una
de las pruebas tendran asociadas respuestas a desarrollar. En cuanto a la nota final
tampoco se evidencias muchos cambios ya que la fase general seguird puntuando sobre
10 y los alumnos que realicen la fase especifica entonces podran incrementar su nota

hasta 4 puntos.

Entre las novedades recogidas en el nuevo proyecto destacamos el hecho de que las
universidades tienen la potestad para llevar a cabo sus propias pruebas de acceso con el
fin de seleccionar a sus futuros alumnos. Sin embargo, por el momento, esto son solo
conjeturas ya que la mayoria de las universidades descartan la realizacion de las

mismas.

Por ultimo, senalar que aliin el Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte no ha
sido publicado las caracteristicas definitivas de las que consta la mencionada prueba,
por lo que seguramente encontrarnos cambios nuevos. De lo Unico que hoy en dia se

estd seguro es del caracter de revalida que tiene.

1.4. IMPORTANCIA DE LA INFERENCIA ESTADISTICA

En la actualidad es habitual encontrar en los medios de comunicacioén (prensa, radio,
TV, libros, Internet) noticias obtenidas a partir de estudios estadisticos. Sin embargo,
aunque el ciudadano tiene acceso a toda esa informacién, para un gran porcentaje de
ellos no es nada transparente y en algunas ocasiones dificiles de entender. Los

acontecimientos que suceden en la vida diaria ponen de manifiesto la necesidad de
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formar a ciudadanos con base estadistica para entender correctamente la informacion
recibida. Garfield y Ben-Zvi (2008) senalan que:
Hacer inferencias a partir de los datos es ahora parte de la vida cotidiana y la revision critica de
los resultados de inferencia estadistica a partir de estudios de investigacion es una capacidad
importante para todos los adultos, (p. 262).

Desde hace afos el estudio de la estadistica y la probabilidad estd recogido en los
planes de estudios de todas las etapas educativas, pero sin darle la importancia que tiene
en realidad. Sin embargo, es necesario destacar que esta situacion esta sufriendo grandes
cambios. Ejemplo de ello se encuentra en el marco de evaluacion de PISA (OCDE,
2015), donde se reconoce la necesidad de que los estudiantes desarrollen las
capacidades necesarias para enfrentarse, en su vida diaria y profesional, a la toma de
decisiones, tanto desde una perspectiva matematica como cientifica, en situaciones en

las que se carece de informacion.

La inferencia estadistica es considerada una rama de la Estadistica que permite
obtener conclusiones acerca de una poblacion, a partir de la informacién proporcionada
por una muestra representativa de la misma. Desde el punto de vista formal, la
inferencia consiste en un conjunto de métodos que permiten, estimando sus parametros
con un grado de confianza o contrastando hipotesis sobre los mismos, generalizar los

resultados obtenidos en una muestra a una poblacion.

A continuacién analizaremos la importancia que juega la inferencia estadistica en el

desarrollo de otras ciencias y en la formacifion del estudiante.

1.4.1. Papel en el desarrollo de las ciencias

Respecto al origen de la inferencia, Hald (2008) indica que los primeros trabajos se
deben a Bayes y Laplace que, independientemente, resuelven entre 1764 y 1786 el
llamado problema de la probabilidad inversa, germen de la inferencia bayesiana. Entre
1809 y 1828 Laplace y Gauss encuentran la distribucion muestral de las medias (que se

aproxima mediante la distribucion normal).

Pero el grueso de la teoria de la inferencia estadistica se cred como respuesta al
problema consistente en obtener un conocimiento general (una nueva teoria cientifica) a
partir del analisis de casos particulares (inducciéon empirica). Esto es, nace con la

busqueda de métodos que permitan justificar el razonamiento inductivo y la extension
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de sus conclusiones, problema de gran importancia en las ciencias empiricas. Este
problema ha ocupado a los filosofos y estadisticos por largo tiempo, sin que se haya
obtenido una solucidon aceptada por consenso (Batanero y Diaz, 2006; Cabria, 1994;

Rivadulla, 1991).

Popper, en su libro The logic of scientific discoverry, escrito en 1934 y vuelto a
reescribir en 1959 propuso aceptar una teoria como provisionalmente cierta si, a pesar
de numerosos intentos, no se consigue refutarla. Este autor sugirid poner a prueba las
hipotesis cientificas, mediante experimentos u observaciones y comparar los patrones
deducidos de la teoria con los datos obtenidos. La teoria seria provisionalmente
confirmada si los datos recogidos siguiesen estos patrones. Estas ideas de Popper
tuvieron una gran influencia en el desarrollo de la inferencia estadistica. Puesto que
mediante un razonamiento inductivo no es posible llegar a la certidumbre de una
proposicion (verdad cierta), diversos autores intentaron calcular la probabilidad de que

una hipotesis sea cierta (verdad probable) (Batanero, 2000; Rivadulla, 1991).

Las soluciones alcanzadas llevan a diferentes metodologias de la inferencia que
coexisten en la actualidad. De ellas, consideramos en este trabajo la frecuencial, que es
la considerada en las PAU; aunque en otros paises se incluye en Bachillerato la
bayesiana y la basada en simulacion intensiva (o re-muestreo), todas desde un enfoque

informal.

En la primera, que es la que actualmente se considera en Bachillerato en Espafia, se
supone que un parametro es un valor fijo que describe una distribucion de probabilidad
en una poblacion y se estima el valor del parametro a partir de datos de una muestra.
Respecto a los contrastes estadisticos, encontramos dos aproximaciones: (a) las pruebas
de significacion, que fueron introducidas por Fisher y (b) los contrastes como reglas de
decision entre dos hipoétesis, que fue la concepcion de Neyman y Pearson. El test de
significacion fue propuesto por Fisher (1935) en su libro The design of experiments,
publicado en 1935, y es un procedimiento que permite rechazar una hipotesis, con un
cierto nivel de significacion. Neyman y Pearson (1933) por su parte estaban interesados
en el contraste de hipdtesis como un proceso de decision que permite elegir entre una
hipotesis dada Hy y otra hipotesis alternativa H; (Rivadulla, 1991). Ademas, los autores
introducen la idea de error tipo II (probabilidad de no rechazar la hipotesis nula

sabiendo que es falsa), no tenida en cuenta por Fisher.
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El hecho de poder realizar generalizaciones sobre una poblacion, ha provocado que
durante las ultimas décadas la inferencia estadistica adquiriera una gran importancia
generalizandose su ensefianza en la mayoria de los grados y maésteres universitarios en
las universidades. A modo de resumen se presenta en la Figura 1.2 un esquema en el
que se refleja la Inferencia Estadistica en su enfoque frecuencial y en relacion con la
probabilidad.

Por otro lado, en la metodologia Bayesiana (Lecoutre y Poitevineau, 2014), el
parametro es una variable aleatoria con distribucion inicial conocida y la finalidad de la
inferencia es usar el teorema de Bayes y los datos recogidos de una muestra para llegar
a la distribucion final (o actualizada) del pardametro. En los métodos de re-muestreo no
se considera una distribucion tedrica en la poblacion. Se parte de una muestra de datos y
se utiliza esta muestra para simular un gran numero de muestras (obtenidas de la
primera). La finalidad es estimar la variabilidad de un estadistico en el muestreo y a

partir de ello inferir el valor del pardmetro en la poblacion (Batanero, 2015).

Teoria de Probabilidad

Muestreo

Inferencia Estadistica

-

Figura 1.2. Esquema de Inferencia Estadistica
Fuente: Elaboracion propia




1.4.2. Importancia en la formacion del estudiante

En la formacion de los alumnos, la importancia del estudio de la inferencia queda
reflejada en los contenidos incluidos en la normativa curricular vigente de Bachillerato
y la influencia que su conocimiento tienen en la nota conseguida en las pruebas PAU.
Las normativas curriculares sefialan que una buena formacion en inferencia estadistica

capacita a cualquier ciudadano para:

e analizar, interpretar y valorar fendmenos sociales, con objeto de comprender
los retos que plantea la sociedad actual;

e formar criterios propios sobre fendmenos sociales y economicos;

e interpretar de datos y mensajes, argumentando con precision y rigor;

e formular de hipdtesis que permiten contrastar estrategias para la resolucion
de problemas;

e justificar de procedimientos aportando rigor a los razonamientos, detectando
inconsistencias logicas;

e adquirir y manejar con fluidez un vocabulario especifico de términos y
notaciones matematicos;

e cstablecer relaciones entre las matematicas y el entorno social, cultural o

econdémico.

Una adecuada formacion en inferencia estadistica contribuye a formar a ciudadanos
autonomos que pueden dar respuesta a muchas de las necesidades que requiere la
sociedad en la que vivimos actualmente. Es por ello que el documento Guidelines for
Assessment and Instruction in Statistics Education, GAISE (Franklin et al., 2007), de la
American Statistical Association y el National Council of Teachers of Mathematics
recomienda que los estudiantes aprendan a mirar detrds de los datos e interpretar la
variabilidad, reconozcan la posibilidad de realizar inferencias a partir de nuestras
aleatorias o de experimentos bien disenados.

Tukey (1962, p. 13) sefiala que “Mucho mejor una respuesta aproximada a una
pregunta correcta, que es a menudo vaga, que una respuesta exacta a la pregunta

erronea, que puede hacerse siempre de forma precisa”.

17



1.5. OBJETIVOS E HIPOTESIS DE LA INVESTIGACION

Finalizada la exposiciéon del tema y la justificacion de su importancia, pasamos a
describir los objetivos que se persiguen con la presentacion de la memoria y se

formulan algunas hipotesis sobre lo que esperamos encontrar.

Objetivos del trabajo

Tal y como ha sido sefialado en la introduccion, el objetivo principal del trabajo es la
realizacion de un estudio sobre los problemas de inferencia estadistica que han sido
propuestos en las Pruebas de Acceso a la Universidad (PAU) durante el periodo 2003-
2014 en la asignatura de Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales II. El objetivo

principal del trabajo puede desglosarse en los siguientes objetivos especificos:

OEL. Revisar las dificultades en la comprension de los conceptos asociados a la
inferencia estadistica. Previo al estudio empirico, es importante analizar las
investigaciones previas, para fijar nuestro trabajo en un contexto mas amplio. El
interés de este objetivo radica en que el conocimiento sobre los errores mas
frecuentes o dificultades que tienen los estudiantes cuando trabajan los contenidos
de inferencia estadistica, supone una ayuda a los docentes. El hecho de contar con
esta informacién, permite a los profesores adaptar su proceso de ensehanza-
aprendizaje con el fin de que los estudiantes asimilen, de una forma correcta, los
contenidos incluidos en el bloque objeto de estudio. Para lograr este objetivo se

realiza una sintesis de investigaciones previas en el Capitulo 2.

OE2. Analizar el contenido sobre inferencia estadistica propuesto en PAU. Los
problemas propuestos a los estudiantes, bien durante la ensefianza, o en las pruebas
de evaluacion, van a incidir directamente en el aprendizaje de diferentes objetos
matematicos y el significado asignado a los mismos. EIl enfoque Onto-Semiotico
(Godino, Batanero y Font, 2007), asume que los objetos matematicos surgen de las
practicas matemadticas realizadas para resolver problemas relacionados con el
objeto, considerando el término problema en sentido amplio. Por ello, es importante
conocer con el mayor detalle posible las caracteristicas de la evaluacion. Para lograr
este objetivo y en base al enfoque Onto-Semiotico, se han resuelto cada uno de los

problemas las pruebas PAU para Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales 11
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durante el periodo 2003-2014 con el fin de analizar los objetos relacionados con la

inferencia estadistica y determinar el significado evaluado en las pruebas.

OE3. Identificar las variables que definen los problemas de inferencia estadistica y
analizarlas estadisticamente. La investigacion sobre resolucion de problemas
muestra que algunas variables de los mismos inciden directamente en su dificultad.
Es por ello importante identificar las principales variables que aparecen en los
problemas propuestos a los estudiantes sobre inferencia estadistica. Para lograr este
objetivo, partiendo de la informacion ofrecida por el objetivo especifico anterior,
OE2, se identifican distintos objetos relacionados con la inferencia estadistica los
cuales permitirdn describir las variables que serdn objeto de estudio.
Posteriormente, se codifican los datos para presentar la distribucion de cada una de

las variables globalmente y por afio.

Hipotesis o expectativas iniciales

Para finalizar, se formulan algunas hipdtesis, que se entiende coémo expectativas
iniciales y que se discutiran en las conclusiones. Sefialar que no realizaremos contrastes

de hipotesis en el sentido formal de la inferencia.

H1: El andlisis de las investigaciones previas mostrard que el tema que nos ocupa
ha sido escasamente investigado y, por tanto, nuestro trabajo puede aportar
informacion original. Para formular esta hipdtesis nos basamos en nuestra primera
busqueda bibliografica, en la que so6lo tres trabajos estan ligeramente relacionados
con el actual. Igualmente nos apoyamos en el estudio de los antecedentes realizado
por Carretero (2014), que tampoco encontrd investigaciones similares a la que

ahora abordamos.

H2: El andlisis semiotico de los problemas de inferencia propuestos en las PAU y
su comparacion con el contenido curricular de estadistica en los decretos
curriculares de Bachillerato mostrara, por un lado, que se da una alta importancia
a la inferencia en las PAU. Ademds se observara un buen ajuste entre los
contenidos de inferencia fijados en el curriculo y los considerados en las pruebas.
Nos basamos para formular esta hipdtesis en un andlisis preliminar publicado por

Diaz, Mier, Alonso y Rodriguez-Muiiiz (2014).
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H3. Aunque en el curriculo que han cursado los estudiantes en los pasados arios
(MEC, 2007) se sugiere estudiar la inferencia tanto para una como para dos
muestras y en relacion a la media y proporcion, pensamos que la mayoria de
problemas se centraran tan solo en la inferencia sobre la media de la muestra.
Formulamos esta hipotesis, debido que estos problemas son mas sencillos, en

comparacion con los otros citados.

H4. Al estudiar el contexto de los problemas, pensamos que se encontraran una
proporcion grande de problemas descontextualizados. Esta hipotesis se confirm6
en el estudio que realiza Carretero (2014) sobre los problemas de probabilidad y

pensamos se repetira en nuestro estudio.
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Capitulo

FUNDAMENTOS

Indice de Contenidos
2.1. Introduccion
2.2. Marco Teorico
2.3. Investigaciones sobre las Pruebas de Acceso a la Universidad
2.4. Andlisis sobre otras pruebas de evaluacion
2.5. Dificultades de los estudiantes con la inferencia
2.6. Conclusiones

2.1. INTRODUCCION

Una vez mostrados los objetivos que se persiguen con el desarrollo de esta memoria y
las hipoétesis iniciales sobre los resultados que esperamos obtener en la investigacion, se

presenta en este capitulo los fundamentos que sustentan el trabajo.

Puesto que el marco tedrico que ha sido empleado es el Onto-Semiodtico, se resumen
algunos elementos de dicho enfoque. Considerando los objetivos especificos descritos
en el Capitulo 1, hemos centrado nuestra atencion en el andlisis del significado
institucional, ya que nos permitird analizar la comprension del tema de inferencia

estadistica por parte del estudiante.

En el segundo apartado del Capitulo, se realiza una revision de las investigaciones
mas relacionadas con nuestro trabajo que se han llevado a cabo con el fin de analizar las

Pruebas de Acceso a la Universidad. Puesto que el tema que estamos tratando forma
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parte del area de Matematicas, presentamos, por un lado, los antecedentes de
investigaciones relacionadas con andlisis de las pruebas de matematicas y se prosigue
con aquellos trabajos que han centrado su atencion en el estudio de la inferencia
estadistica en las PAU. Seguidamente, y en la misma linea que el punto anterior, se
realiza un barrido de algunas investigaciones que han tenido como objetivo el andlisis

de otras pruebas de evaluacion distintas a las PAU.

Dentro del proceso de ensefianza y aprendizaje de las matematicas un elemento a
tener en cuenta, a la hora de tratar cualquier tema, son las posibles dificultades que
pueden tener los estudiantes. El estudio o andlisis de dichas dificultades puede
contribuir a la mejora de la ensefanza y aprendizaje. En nuestro caso, aunque el
objetivo es el andlisis de los problemas de inferencia planteados en las PAU de
Andalucia, en la valoracion de la complejidad los mismos es importante tener en cuenta
las posibles dificultades de los estudiantes al resolverlos. Por ello, se muestran algunas
investigaciones relacionadas con las dificultades de los estudiantes en el tema en

cuestion.

2.2. MARCO TEORICO

Nos apoyamos en herramientas teoricas propuestas por el Enfoque Onto-Semiotico
(EOS) del conocimiento y la instruccion matematicos, sistema teoérico elaborado
Godino, Batanero y Font (2007). Como formacidén epistemoldgica, dicho enfoque
asume que las matematicas provienen de la actividad humana orientada a la resolucion
de determinados tipos de problemas, los cuales constituyen la razén de ser y significado

de los objetos emergentes de la misma.

En el EOS se asume que los objetos matematicos (en nuestro caso los objetos
relacionados con la inferencia estadistica) surgen de las practicas matematicas
realizadas para resolver problemas relacionados con el objeto, considerando el término
problema en sentido amplio (incluyendo también ejercicios y tareas). El sentido dado a
este término por los autores es muy amplio y puede englobar cualquier tarea o ejercicio
que requiera el uso de las matematicas en su resolucion. Ejemplos de problemas
relacionados con la inferencia y propuestos en las PAU serian determinar el tamafio de

muestra necesario para llevar a cabo una estimacion por intervalos con una precision
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dada o contrastar una hipotesis sobre la media de una poblacion (Batanero y

Borovcnick, 2016).

Seguidamente, se describen los significados institucionales y personales, sefialando
los distintos tipos; como el EOS considera la actividad de evaluacion y para concluir, se

presenta la idoneidad didactica y sus componentes.

2.2.1. Significados institucionales y personales y sus tipos

Mediante la reiteracion de las practicas matematicas realizadas al resolver muchos
problemas similares, se llega a configurar el significado del objeto matematico o
conjunto de practicas asociado al mismo. Por tanto los problemas propuestos a los
estudiantes, bien durante la ensefianza o en las pruebas de evaluacién van a incidir
directamente en su adquisicion de diferentes objetos matematicos y el significado
asignado a dichos objetos y de ello se deduce la importancia del analisis de tales

problemas.

Dentro del marco tedrico EOS se diferencia entre el significado institucional
(compartido dentro de una institucion) y el significado personal (que adquiere una
persona, por ejemplo, un estudiante y puede ser diferente al aceptado dentro de la

institucion) (véase Figura 2.1).

e Dentro de la institucion de ensenanza, se pueden distinguir cuatro tipos de
significados: referencial, pretendido, implementado y evaluado. El significado
referencial seria el mas amplio y, en nuestro caso, seria el correspondiente a la
inferencia en la propia estadistica. Atendiendo a diversos factores de las
orientaciones curriculares (por ejemplo, el nivel educativo, la temporalizacion,
conocimientos previos de los estudiantes, etc.) se concreta el significado
pretendido. El significado pretendido del objeto dentro de un nivel educativo
seria el fijado por la institucion. El significado implementado es el que el
profesor presenta a los estudiantes en cada centro o aula y el significado
evaluado seria el contenido en las pruebas de evaluacion.

e De igual modo se distinguen tres tipos de significado personal de un objeto
matematico. Se identifica el significado global que corresponde con todo el

sistema potencial de practicas subjetivas; el significado declarado asociado a las
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que se pueden identificar al realizar una evaluacion y el significado logrado
relacionado con las practicas que coinciden con las pretendidas

institucionalmente (Font, Godino, y Gallardo, 2013).
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Figura 2.1. Tipos de significados institucionales y personales (Godino, 2002, p.141).

En nuestro caso, el estudio se orientard a determinar el significado institucional de la
inferencia estadistica evaluado en las Pruebas de Acceso de Matematicas Aplicadas a
las Ciencias Sociales II. La importancia de este punto se fundamenta en que las
respuestas a las pruebas de evaluacion nos dan acceso a la comprension del tema por
parte del estudiante. Puesto que la comprension de un determinado objeto matematico
es un constructo psicoldgico inobservable, Godino (1996) establecid que el analisis de
las respuestas de los estudiantes a los items, tareas o pruebas de evaluacion, puede
permitirnos adquirir cierta informacion sobre la comprension que tiene el estudiante en
el tema de estudio. Por tanto, dado el vinculo existente entre el significado institucional
pretendido y el evaluado para un contenido, es fundamental que esa correspondencia sea
idonea. Para tal fin, serd primordial garantizar que las pruebas de evaluacion sean
coherentes con los contenidos fijados institucionalmente; asi pues, en esta investigacion
trataremos de evaluar la adecuacion de esa correspondencia para el contenido

pretendido de la inferencia en las orientaciones curriculares de Bachillerato.

2.2.2. Evaluacion en el EOS

Al considerar la actividad de evaluacion, Godino (1996) sugiere que es necesario

considerar dos ejes:
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e Eje descriptivo, que indica los aspectos o componentes de los objetos que se
pretende evaluar, en nuestro caso, los contenidos de inferencia que se incluyen
en las PAU.

e Eje procesual, que indica las fases o niveles necesarios para considerar que un
estudiante alcanza la comprension; en las PAU serd el tipo de respuestas

consideradas adecuadas en cada tipo de problema.

Tal y como se menciond anteriormente, el problema de la evaluacion de la
comprension personal sobre cierto objeto matemadtico, como la inferencia, se debe a que
la comprension no se puede observar directamente. Este tipo de evaluacion se debe
deducir de las respuestas en las pruebas de evaluacion que tiene el estudiante, es decir,

de sus practicas personales.

Dentro del Enfoque Onto-Semidtico, la evaluacion de la comprension seria el
estudio de la correspondencia entre los significados personales e institucionales. Por
tanto, la comprension depende de la institucion desde donde se lleva a cabo la
evaluacion, que es la que determina hasta qué punto un sujeto “comprende” el
significado de un objeto. En nuestro caso son los responsables de establecer las pruebas
los que deciden los criterios para asegurar la comprension de la inferencia por parte de

los estudiantes.

2.2.3. Idoneidad didactica y sus componentes

Otro elemento del marco tedrico que usaremos para valorar nuestras conclusiones es el
de idoneidad didéctica, que Godino, Contreras y Font (2006) definen como un indicador
de la calidad de un proceso educativo (o bien un material o un instrumento de

evaluacidn, en nuestro caso), que se compone de seis componentes (Godino, 2011):

e Idoneidad epistémica: Indica el grado de concordancia entre los significados
institucionales implementados (pretendidos o evaluados), respecto de un significado
de referencia. En nuestro caso, la concordancia entre el significado de la inferencia
pretendido en el curriculo y el evaluado en las pruebas PAU.

e Idoneidad cognitiva: grado en que los significados pretendidos/ implementados son
asequibles a los estudiantes. En el estudio que estamos realizando, no los podremos

deducir directamente, sino por la informacion de otros trabajos realizados con
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alumnos, o indirectamente, mediante el andlisis de la dificultad potencial de los
problemas.

Idoneidad interaccional: grado en que las configuraciones y trayectorias didacticas
permiten identificar conflictos semiodticos potenciales y resolver conflictos
observados durante el proceso de instruccion. Este componente no se aplica en
nuestro estudio.

Idoneidad mediacional: grado de disponibilidad y adecuacion de los recursos
materiales y temporales necesarios para el desarrollo del proceso de ensenanza-
aprendizaje. En estas pruebas el principal material seria el tiempo disponible, asi
como las calculadoras y las tablas de probabilidades de la distribucion normal que se
les proporcionan al alumno.

Idoneidad emocional: grado de implicacion (por ejemplo interés o motivacion) del
alumnado en el proceso de estudio. Lo valoraremos analizando los contextos de los
problemas y su posible interés para el estudiante.

Idoneidad ecologica: grado en que el proceso de estudio se ajusta al proyecto
educativo de la institucion (o comunidad) y a los condicionamientos del entorno en

que se desarrolla (Godino, Bencomo, Font y Wilhelmi, 2006).

Figura 2.2. Idoneidad Didactica (Godino, 2011, p. 6)
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2.3. INVESTIGACIONES SOBRE LAS PRUEBAS DE ACCESO A LA
UNIVERSIDAD

Desde la implantacion de las Pruebas de Acceso a la Universidad son varios los trabajos
que han abordado, desde diferentes puntos de vista, el estudio de las mismas. En el
trabajo presentado por Ruiz, Davila, Etxeberria y Sarasua (2013), los autores realizan
una clasificacion de las distintas investigaciones que se han llevado a cabo sobre dichas

pruebas. A grandes rasgos se distinguen las siguientes lineas de investigacion:

e cstudio de los resultados obtenidos por los estudiantes en dichas pruebas en
algunas universidades, analizando las calificaciones en diferentes materias o
comparando universidades entre si;

e comparacion de las pruebas con otros métodos para evaluar a los alumnos en su
entrada a la universidad en otros paises;

e cstudios sobre los resultados y aspectos didacticos de alguna materia en
particular de la prueba;

e analisis de algunos de los factores que inciden en el rendimiento y la evaluacion
de los alumnos en las pruebas de acceso, asi como los aspectos relativos a la

validez y fiabilidad de las pruebas.

A lo largo de este apartado se realizard una revision bibliografica de las principales
investigaciones realizadas en esta linea. Puesto que el Trabajo Fin de Master pertenece
al area de Didactica de la Matematica, se ha visto conveniente analizar los estudios
llevados a cabo sobre las pruebas de matemadticas para posteriormente centrarnos en

aquellos que tratan el tema de la inferencia estadistica en las mencionadas pruebas.

2.3.1. Analisis de las pruebas de matematicas

En la revision sobre las investigaciones centradas en la asignatura de Matematicas I y/o
Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales II, se ha podido constatar la gran
variedad de trabajos realizados. Con respecto a estas materias generalmente se han
analizado los resultados de los estudiantes (ej., Bladzquez y Luengo, 1989), la opinion de
los profesores (Murillo, 1997; Ruiz, Davila, Etxeberria y Sarasua, 2013), las

caracteristicas psicométricas de las prueba (ej., Gaviria, 2005), la evaluacion de la
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calidad de la correccion de las PAU (Cuxart, 2000; Grau, Cuxart, y Marti-Recober,
2002; Mengual, Gorgorié y Albarracin, 2013; Nortes, Nortes y Lozano, 2015) o las

competencias matematicas evaluadas (Boal, Bueno, Leris y Sein-Echaluce, 2008).

Murillo (1997) entre los diversos estudios que realiza, muestra un analisis de las
pruebas correspondientes a la convocatoria de junio durante el curso académico 1994-
1995 de los 29 distritos universitarios. El autor sefiala que la asignatura Matematicas 11
(actualmente denominada Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales II) es la
asignatura que presenta mayor dificultad a los estudiantes desde el punto de vista del
porcentaje de aprobados ya que mas de la mitad de los estudiantes no llegaron a superar
el examen. Por otro lado, en el trabajo se pone de manifiesto que la mayoria de las
preguntas incluidas en las pruebas tienen un caracter practico, y que los contenidos
abordados son los asociados al Céalculo de probabilidades y Sistemas de ecuaciones

lineales.

En 2010, Contreras, Ordonez y Wilhelmi centra su investigacion en los significados
de la integral definida en una muestra de libros de texto y en 140 pruebas de
selectividad propuestas en la comunidad andaluza desde 1999 hasta 2008. A partir de
dicho estudio, los autores obtienen una descripcion de la realidad institucional con
relacién a la integral definida, que permite sugerir acciones para la mejora de los
procesos de ensefianza y aprendizaje relacionado con el célculo integral que se aborda
en el segundo curso de Bachillerato de la asignatura Matematicas 1. Entre los resultados
obtenidos, los autores destacan una reduccion generalizada de la evaluacion en las PAU
a métodos algebraicos y un aislamiento de las técnicas de resolucion, indicando pues

una baja idoneidad epistémica.

Nortes y Nortes (2010), analizan las respuestas de una muestra de alumnos a la
materia Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales de la PAU celebradas en la
Universidad de Murcia, en septiembre de 2009. En el trabajo, los autores informan
sobre las calificaciones; también detectan los errores mas significativos y comparan los

estadisticos de cada una de las cuestiones y de los bloques.

Ruiz, Dévila, Etxeberria y Sarasua (2013) realizan un analisis estadistico de los
resultados individuales obtenidos en Matematicas por los alumnos en el Pais Vasco en
el curso 2009-2010, comparando estos resultados por centro y analizando la relacion de

estos resultados con la opinidn de los profesores sobre los mismos y la metodologia del
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proceso de ensefanza-aprendizaje utilizada. Encontraron unos resultados muy pobres
con pocas diferencias entre centros educativos. Un resultado no esperado es que los
centros con buenos resultados utilizaban una metodologia tradicional, con poca

presencia de las nuevas tecnologias.

Mallart (2014) analiza las respuestas de 104 estudiantes en la asignatura de
Matematicas de las Pruebas de Acceso a la Universidad de 2012, estudiando las
resoluciones con el propdsito de detectar errores significativos y poder incidir en tales
dificultades de aprendizaje. Diferencia entre resoluciones mecanicas, la ejecucion con
precision de las operaciones, la aplicacion con rigor de las propiedades y la capacidad
creativa de resolucion. El estudio realizado muestra que las primeras son mas
frecuentes, lo que indica que los alumnos han aprendido los aspectos rutinarios en la
resolucion de problemas, pero se observa falta de creatividad, de rigor y precision en los

problemas geométricos.

Para finalizar, destacar que aunque se han realizado diversas investigaciones sobre
las PAU, pocas han estado centradas en el andlisis de los problemas planteados.
Después de una profunda revision, se han encontrado como trabajos mas afines a la
investigacion que se estd llevando a cabo los presentados por Ruiz, Sarasua y Garcia

(2011) y Diaz, Mier, Alonso y Rodriguez-Muiiiz (2014).

Ruiz y colaboradores (2011) analizan los ejercicios que han sido propuestos en las
PAU desde 1994 hasta 2008 en la Universidad del Pais Vasco. El estudio tiene como
objetivo establecer una clasificacion sobre los problemas-tipo andlogos en cuanto a su
método de resolucion de las materias de Matematicas Il y Matemadticas Aplicadas a las
Ciencias Sociales II. Concretamente, los autores realizan una clasificacion segun el
nivel de dificultad (estdndar y dificil) y segun el contenido tratado en el mismo. Los
autores comprueban que, segin la clasificacion realizada, un alto porcentaje de
problemas de tipologia dificil estaban relacionados con una calificacion baja y un
numero alto de problemas de tipologia estandar estaban asociados a calificaciones
buenas. De los resultados, los autores recomiendan que si se incluyeran mas problemas
estandar en las Matematicas de Ciencias Sociales II, seguramente mejorarian los malos

resultados que tienen los estudiantes en esta prueba.

En la misma linea, Diaz y colaboradores (2014) realizan un estudio comparativo de

como las pruebas PAU de cuatro Comunidades Autéonomas tratan los contenidos de
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estadistica y probabilidad, concluyendo que la distribucion de las unidades curriculares

en los examenes es muy heterogénea.

Por parte del Grupo de Investigacion sobre Educacion Estadistica de la Universidad
de Granada, se han realizado diversos trabajos enfocados en el analisis de los problemas
de probabilidad propuestos en las Pruebas de Acceso a la Universidad en Andalucia en
el periodo 2003-2014 (ej., Carretero, Lopez-Martin y Arteaga, 2015; Contreras, Lopez-
Martin, Arteaga y Carretero, 2015; Lopez-Martin, Contreras, Batanero y Carretero,
2015; Lopez-Martin, Contreras, Carretero y Serrano, 2016). Los resultados obtenidos
en estos trabajos mostraron un fuerte énfasis en la probabilidad condicional, frente a la
simple o compuesta, y en general, revelaban la dificultad de los problemas, con
predominio de espacios muestrales compuestos, sucesos no equiprobables y datos dados

en forma de probabilidad o porcentaje.

La presente memoria tiene como finalidad complementar los trabajos enfocados al
analisis de los problemas de probabilidad de las PAU, para ofrecer una vision de la
evaluacion dedicada al bloque de estadistica y probabilidad dentro de las Pruebas PAU

en Andalucia.

2.3.2. Estudio de la inferencia en las PAU

Tal y como se ha puesto de manifiesto en el apartado anterior, la busqueda de
investigaciones relacionadas con el presente trabajo ha estado muy limitada. Las
investigaciones mas cercanas al analisis de los problemas de inferencia estadistica en la
pruebas PAU son las llevadas a cabo por Espinel, Ramos y Ramos (2006), Espinel,
Ramos y Ramos (2007) y Garcia y Garcia (2005).

En el trabajo presentado por Garcia y Garcia (2005), los autores analizan las
respuestas dadas por 50 estudiantes a los problemas de inferencia estadistica de la
convocatoria de junio de 2002 en la Universidad de la Laguna. Concretamente, los
autores cruzan la solucion del profesorado corrector con la forma de llevar a cabo el
planteamiento, los célculos y la resolucion los estudiantes. Los resultados muestran que
aproximadamente un 72% de los estudiantes seleccionan los dos ejercicios de inferencia
estadistica, sin embargo, solo siete alumnos consiguen concluir correctamente el test de

hipotesis y determinar el intervalo de confianza.
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Por otra parte, Espinel, Ramos y Ramos (2006) seleccionan 272 estudiantes que
realizaron la PAU en la Universidad de la Laguna en 2005 con el objeto de analizar la
tendencia que tienen los estudiantes de elegir las actividades relacionadas con
estadistica y probabilidad. De los resultados se observa que las preguntas con
contenidos estadisticos son las mas seleccionadas por los estudiantes (90%) y
corresponden a las calificaciones mas elevadas, mientras que los ejercicios de funciones

son los menos seleccionados (20%) y van asociados a las calificaciones mas bajas.

Empleando la misma muestra, Espinel, Ramos y Ramos (2007) ampliaron el estudio
realizando una revision sobre los errores mas comunes cometidos por los estudiantes al
abordar cuestiones de inferencia estadistica. Comparando los resultados con
investigaciones previas, los autores sefialan que el método de ensenanza-aprendizaje de
la estadistica no se ha adaptado lo suficientemente siendo necesario incluir ciertas
mejoras. Por tal motivo, los autores proponen un desarrollo metodologico basado en: 1)
uso de analogias en el desarrollo de los contenidos teoéricos; 2) manejo de las TICs; 3)

trabajo con proyectos estadisticos.

Destacamos que en las investigaciones halladas, los autores ponen el foco de
atencion en la forma de actuar de los estudiantes y en el estudio de las dificultades
asociadas a la comprension de conceptos estadisticos. Sefialamos que en estas
investigaciones no se lleva a cabo un estudio o clasificacion de los problemas de
inferencia, ni tratan de identificar las variables que los definen. En base a ello se

considera que nuestro trabajo aporta informacion original.

2.4. ANALISIS SOBRE OTRAS PRUEBAS DE EVALUACION

Entre los investigadores que se han interesado por analizar pruebas de evaluacion
encontramos a Rico (2006a), quien relaciona el marco teérico de las pruebas de
matematicas PISA del afio 2003 con la resolucion de problemas desde el punto de vista
curricular, a través del concepto de competencia matematica, utilizando un modelo
funcional sobre el aprendizaje de las matematicas. Dicho modelo analiza el patron a
seguir a la hora de resolver una tarea matemadtica: campos de actuacion (fendmenos,
situaciones o contextos y problema que plantea la tarea); herramientas o matematicas

puestas en juego para resolverla (estructuras conceptuales y procedimientos) y procesos
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cognitivos que se movilizan para su ejecucion (pensar y razonar, comunicar, justificar,

representar, modelizar, plantear y resolver problemas).

Caraballo (2010) analiza 173 items incluidos en las pruebas de diagnostico
correspondientes al segundo curso de Educacién Secundaria Obligatoria de cinco
comunidades auténomas durante el curso académico 2008-2009. El objetivo principal
de su investigacion fue estudiar la correspondencia entre los instrumentos de evaluacion
utilizados por las comunidades autonomas para realizar estas pruebas y el modelo PISA.
En cada uno de los problemas analiz6 las variables: contenido matematico; contexto o
situacién; nivel de complejidad y procesos necesarios para realizar una tarea
matematica. La autora concluye la investigacion sefialando el desequilibrio existente en
la distribucion de los items respecto al contexto y al contenido. Ademas, observa que
habitualmente la informacion viene dada mediante representaciones graficas o

simbolicas.

Por otro lado, Castellanos (2013) realiza un estudio sobre las tablas y graficos
estadisticos de las pruebas SABER de Colombia enfocados a estudiantes de ultimo
grado del ciclo de educacion bésica primaria en los afios 2003, 2006 y 2009. La autora
analiza el tipo de grafico empleado o tabla empleada (como por ejemplo el diagrama de
sectores o el pictograma); la competencia evaluada (razonamiento, resolucidon o
comunicacion); el nivel de lectura de gréaficos (tipo de dato que debe obtener del
grafico); la actividad solicitada (interpretar una representacion, organizar y representar
datos) y los niveles de complejidad semidtica del grafico (entre los descritos por
Arteaga, 2011). En la misma linea, pero centrandose en las Pruebas de Diagnostico
Andaluzas Obligatorias para nifios de 10 afios, Mingorance (2014) analiza los graficos y
tablas estadisticas observando una alta frecuencia de los graficos de barras frente a la

escasez de otros graficos recomendados en el curriculo.

2.5. DIFICULTADES DE LOS ESTUDIANTES CON LA INFERENCIA

La inferencia es el tema de estadistica en que probablemente hay mayor niimero de
investigaciones sobre errores de comprension. Una ensefianza desde un enfoque formal
deductivo y la necesidad de que el estudiante domine nociones tan abstractas como por

ejemplo, distribucion muestral, intervalo de confianza, estadistico de contraste, hipotesis
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nula y alternativa, nivel de confianza y significacion, presentan grandes dificultades

para los estudiantes (Harradine, Batanero y Rossman, 2011).

Son muy pocos los trabajos realizados con estudiantes de Bachillerato. Destacamos
el llevado a cabo por Espinel, Ramos y Ramos (2007) donde las autoras realizan una
lista de los errores mas frecuentes que cometen los estudiantes cuando abordan las
cuestiones de inferencia estadistica incluidas en las PAU de La Laguna. Los errores que
detectan son: 1) dificultad al entender la nocion de probabilidad; 2) tipificacion erronea
de la distribucion Normal; 3) uso incorrecto de la tabla de probabilidades de la Normal;
4) fallo en la aproximacion de la Binomial a la Normal; 5) confusion entre muestra y
poblacion; 6) descuido ante cambios del tamafno muestral; 7) dificultad para discernir
entre parametro, estimador y estimacion; 8) identificacién y formulacion confusa de los
contrastes unilaterales y bilaterales; 9) intercambio del valor empirico con el valor
muestral; 10) asignacion incorrecta del nivel de confianza; 11) asociacioén erronea del
nivel de significacion y la probabilidad buscada; 12) interpretacion errénea de las
conclusiones en los contrastes. Estos errores son analizados con detalle en Ramos,

Espinel y Ramos (2009).

A continuacion se describen los errores mas comunes en la inferencia estadistica. De
las investigaciones desarrolladas en este campo, se han seleccionado aquellas que
centran su atencion en alumnos universitarios. La eleccion de este tipo de trabajos nos
permitird valorar la posible dificultad de las PAU. Una informacion mas amplia se
puede encontrar en Batanero y Borovcnik (2016), Batanero y Diaz (2006), Castro-Sotos,
Vanhoof, Noortgate y Onghena (2007), Harradine, Batanero y Rossman (2011) y
Vallecillos (1994, 1999).

2.5.1. Comprension de la distribucion muestral

Al iniciar el estudio de la inferencia estadistica, los conceptos de poblacion y muestra,
junto a sus caracteristicas, adquieren una gran importancia. El proceso de muestreo, que
permite obtener, al azar, un valor de la variable, debe comprenderse como un sistema de
ideas interrelacionadas (seleccion al azar, replicacion, variabilidad y distribucion), para
lo cual es esencial la identificacion de la distribucion en muestreo. Sin embargo, tal

identificacion genera ciertas confusiones, ya que es necesario manejar simultdneamente
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los conceptos de distribucion estadistica (datos), distribucion de la variable aleatoria
(poblacion) y distribucion muestral, conceptos que a veces se confunden (Harradine,

Batanero y Rossman, 2011).

Inicialmente, se comienza considerando una poblacion con una variable y la
distribucion de la variable en la poblacion; por ejemplo la altura de chicos de 18 afos
en un cierto pais o ciudad. En esta poblacién nos interesa conocer un parametro, por
ejemplo, su media y (altura media de todos los chicos en la poblacion). Para estimarla
tomamos una muestra aleatoria de datos; por ejemplo 500 chicos a los que se mide su
altura. A partir de estas medidas se obtiene la distribucion de la variable estadistica
“altura de los 500 chicos de la muestra” y la media de dicha muestra, X, serd empleada
para estimar la media de la poblacion. A partir del ejemplo empleado, es evidente que es
necesario trabajar con dos medias diferentes; la de la poblacion y la de la muestra.
Mientras que la primera es una constante desconocida (no se conoce el verdadero valor

de la media en la poblacion) la segunda es un valor conocido en nuestra muestra.

Ahora bien, cuando consideramos no solo la muestra utilizada, sino todas las
posibles muestras de 500 elementos tomadas aleatoriamente de la misma poblacion, al
calcular la media de cada una de estas muestras, tenemos una variable aleatoria, porque
la media varia de una muestra a otra. La distribucion de esta nueva variable aleatoria
(media de todas las posibles muestras del tamafo dado) se llama distribucion muestral.
En el caso particular del ejemplo que hemos tratado, la teoria estadistica indica que la
distribucion muestral es una distribucion normal, cuya media coincidiria con la media

de la variable de partida en la poblacion.

En definitiva, tenemos tres distribuciones diferentes y tres medias diferentes, que
habitualmente los alumnos confunden (Schuyten, 1991). El trabajo con estos tres
niveles y el uso de cada uno en el proceso de inferencia tiene una gran complejidad
semiotica y por tanto, no es de extrafiar que los alumnos cometan errores, como se
muestra en algunas investigaciones. Ademas, Liu y Thompson (2009) indican que los
estudiantes s6lo consideran la muestra dada en los ejercicios que resuelven, sin ser
capaces de imaginar las infinitas muestras potenciales que pueden tomarse de una

poblacion; por ello no ven a la media de la muestra como una variable aleatoria.
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2.5.2. Comprension del contraste de hipotesis

La realizacion de un contraste de hipodtesis estd influenciada por el manejo y
comprension de una gran variedad de conceptos y términos que son necesarios para
obtener una correcta aplicacion e interpretacion del mismo (Inzunza y Jiménez, 2013;
Vallecillos, 1994). Por ello, es facil encontrar dentro de la investigacion sobre didactica
de la estadistica una gran variedad de trabajos en los que se han descrito errores e
interpretaciones incorrectas relacionadas, en general, con la comprension del contraste
de hipotesis (Batanero, 2000; Falk y Greenbaum, 1995). Algunas de estas dificultades
tienen su origen, en parte, en una deficiente comprension del concepto de probabilidad

condicional, pues algunos conceptos de inferencia se definen usandola (Falk, 1986).

Un concepto que suele tener una interpretacion incorrecta es el nivel de
significacion, denotado habitualmente como o o a%. Recordemos que el nivel de
significacion es la probabilidad de rechazar la hipdtesis nula (Hp), supuesta cierta, es

decir, a = P(rechazar H,|H, es cierta). Supongamos que trabajamos con un nivel de

significacion del 5%, esto quiere decir que si Hy es cierta, se rechazard 5 de cada 100
veces, o lo que es lo mismo, en 100 dias que hagamos el control de calidad, y en los

cuales el proceso esté controlado, pararemos el proceso innecesariamente 5 dias.

La interpretacion erronea mas comun del nivel de significacion consiste en cambiar
los dos términos de la probabilidad condicionada en la expresion anterior, es decir,
interpretar oo como la probabilidad de que la hipotesis nula sea cierta, una vez que la
decision de  rechazarla se ha  tomado, esto es, suponer que

a = P(H, es cierta| se ha rechazado H,). Con respecto a dicho error encontramos por

ejemplo las investigaciones de Birnbaum (1982). El autor pidi6 a sus estudiantes que
definiesen el nivel de significacion. La respuesta mas frecuente fue: “Un nivel de
significacion del 5% significa que, en promedio, 5 de cada 100 veces que rechacemos la
hipdtesis nula estaremos equivocados”. En la investigacion de Falk (1986) la mayoria
de sus estudiantes creian que a era la probabilidad de equivocarse al rechazar la
hipdtesis nula. Vallecillos (1994, 1999) también encontré6 este error en una
investigacion con mas de 400 estudiantes de la Universidad de Granada; y el error se
repetia en diferentes tipos de estudiantes (por ejemplo, de medicina, ingenieria o
psicologia). Resultados similares fueron encontrados por Krauss y Wassner (2002) en

profesores de universidad responsables de la ensefianza de métodos de investigacion.
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Otro error comun en los contrastes de hipotesis es el planteamiento de la hipotesis
nula y alternativa. Es decir, algunos estudiantes piensan que la hipotesis nula es la que
queremos demostrar (no la que queremos rechazar). Posiblemente se deba esta creencia
a que en matematicas casi siempre se trata de probar una hipétesis (aunque en el método
de reduccion al absurdo se trata de rechazarla). Vallecillos (1994) describio dos

creencias erroneas sobre el tipo de prueba que proporciona el contraste de hipdtesis:

1. El contraste de hipdtesis es una prueba probabilistica de la hipdtesis. Permite
calcular la probabilidad de que una hipdtesis sea cierta. Esta creencia seria cierta
s6lo cuando aplicamos inferencia bayesiana y ademds se trataria de una
probabilidad subjetiva (personal) o grado de creencia. Cuando trabajamos el
método de Fisher o de Neyman y Pearson esta creencia es falsa pues, como
hemos dicho, la probabilidad de una hipotesis no tiene sentido en inferencia

frecuencial.

2. El contraste estadistico es un método matematico, como tal, y al ser la
matematica una ciencia exacta, al finalizar el contraste hemos probado la verdad
o falsedad de una hipdtesis. Esta creencia es siempre erronea; la tienen algunos
estudiantes que tienen poca base matematica y una fe ciega en las matematicas.
Suelen tener dificultades de comprension, aprenden el calculo de memoria y
piensan que el resultado debe ser cierto o falso. Falk y Greenbaum (1995)
sugieren que esta creencia se debe a la existencia de mecanismos psicologicos;
algunas personas desean minimizar la incertidumbre en la decision y suponen

que la obtencion de un resultado estadisticamente significativo les ayuda a ello.

La creencia de que rechazar la hipdtesis nula supone demostrar que es erronea,
también se encontro en la investigacion de Saldanha y Thompson (2002, 2007), quienes
indican que las ideas de probabilidad y atipicidad son fundamentales para comprender la
logica de la prueba de hipotesis, donde se rechaza una hipodtesis nula cuando una
muestra de esta poblacion se considera lo suficientemente atipica si la hipotesis nula es

cierta.
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2.5.3. Comprension del intervalo de confianza

Aunque los errores descritos aparecen principalmente en el contraste de hipdtesis,
también es posible encontrar, pero no con tanta frecuencia, errores que se producen al
interpretar una probabilidad condicional en el calculo o interpretacion de intervalos de

confianza (Cumming y Fidler, 2005; Cumming, Williams, y Fidler, 2004).

En la investigacion llevada a cabo por Cumming y Fidler (2005), los autores
mostraron que los intervalos de confianza eran considerados como estadisticos
descriptivos, ignorando su naturaleza inferencial. Ademas comprobaron las dificultades
que existen sobre las relaciones que hay entre los distintos conceptos que intervienen en
los intervalos de confianza. En otros estudios se pudo comprobar también una cierta
debilidad conceptual respecto a la relacion existente entre amplitud del intervalo, el

tamafio de la muestra y el grado de confianza (Behar, 2001; Fidler, 2005).

2.6. CONCLUSIONES

Las Pruebas de Acceso a la Universidad son un elemento fundamental para aquellos
estudiantes que desean continuar sus estudios en la Universidad. Con el fin de poder
seleccionar los estudios acordes a sus preferencias serd necesario que los contenidos
abordados en el curso de segundo de Bachillerato sean los evaluados en dichas pruebas.
Por ello es esencial comprobar si exista una correcta correspondencia entre el

significado institucional y el evaluado.

En todo proceso de ensefianza-aprendizaje, el conocimiento de los errores mas
frecuentes cometidos por los estudiantes es un elemento que adquiere gran importancia.
Esta informacion es de gran utilidad para el docente ya que ademas de saber como
asimilan y abordan los alumnos un problema, le permitira llevar a cabo una mejora en la
ensefianza. En el caso de la inferencia estadistica, esta mejora traera consigo el

perfeccionamiento en sus aplicaciones futuras.

La resolucion de un problema de inferencia plantea un reto importante a los
estudiantes y determinar claramente cual es el contenido de los problemas sobre el tema

en las Pruebas de Acceso a la Universidad también lo es. Este tipo de andlisis adquiere
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cierto protagonismo ya que el conocimiento de los contenidos puede promover la
obtencion de una mejor calificacion en dicha prueba y, como consecuencia, facilitar el
acceso del estudiante a los estudios universitarios. Ademas, el estudio y anélisis de las
PAU sera de gran ayuda para el profesor de Bachillerato y al personal encargado de la

elaboracion de las pruebas.

La informacién recogida en este capitulo sera de gran utilidad con el fin de poder
analizar los contenidos de los problemas de inferencia estadistica incluidos en las PAU
y conseguir asi, establecer una idea inicial sobre la dificultad que estas tienen para los
estudiantes. De la revision bibliografica realizada sobre el andlisis de las pruebas de
evaluacion deja al descubierto la importancia que tiene la presentacion de este trabajo
con el fin de analizar si las pruebas estas correctamente planteadas para el fin con el que

han sido disefiadas.
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Capitulo 3

ANALISIS DE EJERCICIOS DE INFERENCIA
ESTADISTICA EN LAS PRUEBAS DE ACCESO A
LA UNIVERSIDAD

[ndice de Contenidos
3.1. Introduccién
3.2. Metodologia
3.3. Muestra de problemas analizados
3.4. Variables analizadas
3.5. Campos de problemas y contenido evaluado en cada uno de ellos
3.6. Modelo probabilistico de la poblacion
3.7. Parametro a estimar
3.8. Contexto del problema
3.9. Analisis estadistico de los problemas
3.10. Conclusiones sobre la idoneidad didactica de las PAU

3.1. INTRODUCCION

A lo largo del presente Capitulo, se muestra el analisis de los problemas propuestos
sobre inferencia estadistica llevado a cabo a partir de los ejercicios que han sido
propuestos en las Pruebas de Acceso a la Universidad del Distrito Andaluz en la
especialidad de Bachillerato de Ciencias Sociales. Concretamente, se han examinado las
pruebas de Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales II, celebradas desde 2003

hasta 2014.
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Para profundizar si los contenidos de inferencia de las pruebas estan directamente
relacionados con los recogidos en el curriculum de Bachillerato de Ciencias Sociales, y
el peso relativo que reciben dichos contenidos en el total de la prueba, se analizan los
problemas de inferencia formulados en las PAU cuando ha estado vigente el anterior
curriculo (MEC, 2007). Tal y como se mencioné en el Capitulo 2, los contenidos en la
nueva ordenacion practicamente no sufren cambios con respecto a la LOE, aunque se

suprime los ejercicios de contraste de hipotesis.

Asi pues, el objetivo principal de este capitulo ha sido realizar una caracterizacion
de los problemas relacionados con inferencia estadistica incluidos en las citadas
pruebas, con el fin de determinar el significado de la inferencia evaluado y, poder asi,
comparar con el significado pretendido en las orientaciones curriculares. Para ello,
mediante un analisis de contenido, se ha definido una serie de variables que han sido
consideradas relevantes para la formacion del estudiante en relacion a los problemas de
inferencia y que se han deducido del estudio de la investigacion previa. Se han
identificado los campos de problemas propuestos, asi como el contenido evaluado en
cada uno de los campos de problemas. Ademas, dada las dificultades que encuentran los
estudiantes cuando se enfrentan a los ejercicios de inferencia estadistica, nos hemos
interesado en saber el tipo de variable que esta siendo estudiada y, como consecuencia,
la distribucion de dicha variable; por tal motivo, se han analizado los modelos teoricos
de la poblacion de partida y pardmetro estimado. Por ultimo, con objeto de valorar la
idoneidad emocional y asi analizar la conexidn entre los conceptos aprendidos y las
situaciones de la vida real, se ha examinado el contexto considerando los recogidos en

las pruebas PISA (OCDE, 2015).

Dado que el nuevo curriculo propuesto en el marco de la LOMCE (MECD, 2015b)
incluye criterios de evaluacion y estdndares de aprendizaje evaluables ligados
especificamente al tema, que seran referentes en la planificacion de la concrecion
curricular y en la programacion didactica, los resultados que se obtienen de este trabajo
pueden servir también para planificar la ensefianza segln la nueva normativa y preparar

a los alumnos para las pruebas finales de Bachillerato previstas en la LOMCE.

La estructura del capitulo es la siguiente: en primer lugar, se presenta la metodologia
que ha sido utilizada como base del estudio; a continuacion, se describe detalladamente

las caracteristicas de la muestra empleada y cada una de las variables que han sido

40



objeto de estudio en este trabajo; por ultimo, se finaliza presentando los resultados y

conclusiones mas destacadas obtenidas del estudio.

3.2. METODOLOGIA

Krippendorf (2013) senala que el analisis de contenido es una técnica de investigacion
destinada a formular, a partir ciertos datos, inferencias reproducibles y validas que
puedan aplicarse a su contexto. En la misma linea Weber (1990, p. 9) indica que “el
analisis del contenido es un método de la investigaciéon que utiliza un sistema de

procedimientos para hacer inferencias validas del texto”.

En base a estas descripciones, la investigacion que se ha llevado a cabo en este
trabajo es de tipo cualitativa basada en el andlisis de contenido, cuyo foco de atencion se
centra en el analisis del significado del concepto a través de la descripcion de los
significados, el abanico de distintos significados y la correcta aplicacion del contenido.
Con la utilizacion del andlisis de contenido, un texto puede dividirse en unidades que
pueden ser clasificadas en un ntimero reducido de categorias en funcion de variables
subyacentes, y que permiten realizar inferencias sobre su contenido (Krippendorff,

2013).

Concretamente, de acuerdo con Bisquerra (1989), el proceso de investigacion que se
lleva a cabo se enmarca dentro de la tipologia inductiva, tipico de la metodologia
cualitativa, donde se pretende analizar los objetos matematicos implicitos en la
descripcion de contenidos, criterios de evaluacion y estandares de aprendizaje descritos
en las Pruebas de Acceso a la Universidad. Asi pues, para llevar a cabo la técnica

seleccionada, se ha seguido el siguiente plan de actuacion (Bisquerra, 1989, p. 62):

1. En primer lugar se ha realizado la recoleccion de las distintas Pruebas de
Acceso a la Universidad en la Comunidad Auténoma de Andalucia en el
periodo 2003-2014. La documentacion se ha extraido de la pagina de la Junta
de Andalucia, http://www.juntadeandalucia.es/innovacioncienciayempresa

/sguit/g b _examenes_anteriores.php.

2. Posteriormente, mediante la resolucidén de cada uno de los items asociados al

contenido de inferencia estadistica, se han descrito las categorias que
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corresponden al item para cada una de las variables que son objeto de

estudio.

3. Por ultimo, y una vez definidas la categorias y codificados los datos para
cada una de las variables, se establecieron regularidades y relaciones entre
los datos observados. Un estudio descriptivo de la frecuencia de las variables
nos permite obtener conclusiones sobre la presencia global de los mismos, su

distribucion a lo largo del tiempo y la dificultad de los problemas.

3.3. MUESTRA DE PROBLEMAS ANALIZADOS

Hemos efectuado un estudio longitudinal de analisis de las pruebas propuestas en la las
pruebas PAU de la modalidad del Bachillerato de Ciencias Sociales en la Comunidad
Autonoma andaluza, desde el curso académico 2002-2003 hasta el curso 2013-2014, en
la asignatura de Matemadticas Aplicadas a las Ciencias Sociales II. Los contenidos de
esta materia son cursados en segundo de Bachillerato en la Modalidad de Humanidades
y Ciencias Sociales, y es la continuacion de Matematicas Aplicadas a las Ciencias
Sociales 1 estudiada primero. Esta modalidad de Bachillerato posibilita acceso a
estudios universitarios incluidos en la Rama de Arte y Humanidades y la Rama de

Ciencias Sociales y Juridicas.

La prueba correspondiente a Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales II consta
de dos opciones (opcidon A y opcidén B), cada una de ellas formada por cuatro ejercicios
y donde el estudiante, bajo su parecer, elige una de ellas. Tanto la opcion A, como la
opcion B, estan divididas en tres tipologias de ejercicios. El primer ejercicio pertenece
al Bloque de contenidos de Numeros y Algebra, el segundo al Bloque de Analisis, y los
ejercicios tercero y cuarto corresponden al Bloque de Estadisticas y Probabilidad, més
concretamente, a Probabilidad e Inferencia Estadistica. En la actualidad los ejercicios
incluidos en cada opcion tienen asignada una puntuacion maxima de 2,5, luego, el 50%

de la nota total de la prueba corresponde al Bloque de Estadistica y Probabilidad.

En lo que se refiere a nuestro andlisis, dentro del Bloque de Estadistica y
Probabilidad, nos restringimos al cuarto ejercicio que corresponde a los ejercicios de
contenidos relacionados con la inferencia estadistica. En cada uno de los afios

seleccionados, se revisaron los seis modelos disponibles de prueba (entre los seis
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modelos, por sorteo, se elige la prueba de junio y la de septiembre), con dos opciones,
cada una de ellas. Cada uno de los modelos que se proponen contiene un ejercicio
relacionado con los contenidos de inferencia estadistica. Por lo tanto, como cada afio
contiene 12 relacionados con inferencia estadistica, la muestra analizada estd compuesta

por 144 problemas.

Puesto que la metodologia que se esta llevando a cabo en este trabajo pretende dar
respuesta a problemas concretos, la seleccion de la muestra se ha realizado de forma
intencionada (Goetz y LeCompte, 1988). Asi pues, es importante sefialar que el objetivo
de esta investigacion no es extrapolar los resultados a otras pruebas diferentes a las
analizadas. No obstante, con nuestro estudio pretendemos aportar algunas ideas que
pensamos pueden servir para conocer el contenido de inferencia estadistica de las PAU,
y junto con el andlisis y deteccidon de errores, se puede conseguir contribuir a la mejora
en el proceso de ensefianza-aprendizaje del tema en estudio. Asimismo, los resultados
obtenidos pueden servir para conjeturar hipdtesis provisionales sobre el contenido de
inferencia en las pruebas realizadas en otros afios o en otras comunidades autonomas,
aportando resultados que serian utiles para los especialistas universitarios que forman

parte de las Comisiones Coordinadoras de las PAU.

Como se ha indicado en el Capitulo 2, el andlisis realizado en este trabajo se
fundamenta sobre las ideas del enfoque Onto-Semidtico (Godino, Batanero y Font,
2007), que asume que los objetos matematicos surgen de las practicas (acciones u
operaciones) como respuesta a situaciones problematicas extra o intra matematicas. En
este enfoque, el término “objeto matematico” tiene un significado muy amplio y puede
verse como el conjunto de practicas asociadas a dicho objeto. Mediante un andlisis
semidtico (Godino y otros, 2007) se ha analizado el contenido matematico,

determinando los objetos matematicos implicitos en dicha resolucion.

3.4. VARIABLES ANALIZADAS

Nuestro estudio comenzo6 clasificando los contenidos recogidos en el Decreto de
educacion Secundaria y Bachillerato (MEC, 2007), que fueron presentados en Capitulo
1 del presente trabajo. Posteriormente, cada uno de los problemas seleccionados ha sido

resuelto con el fin de analizar su contenido matematico.
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A partir de estos andlisis, se han determinado las siguientes variables, que se

describen con mas detalle en la seccidon de resultados.

V1. Campo de problema considerado. Se han diferenciado tres campos
principales de problemas: A) muestreo; B) intervalos de confianza; C) contraste
de hipotesis. Los dos primeros se han subdividido a su vez en dos subcampos de
problema, que serian los siguientes: A1) enumerar las diferentes muestras de una
poblacion; A2) identificar la distribuciéon muestral de un estadistico o realizar
calculo de probabilidades con la misma; B1) calcular o interpretar un intervalo

de confianza; B2) relacion entre confianza, error y tamafio muestral.

V2. Modelo probabilistico de la poblacién. Puesto que la Inferencia Estadistica
trata de sacar conclusiones de una poblacién en estudio, a partir de la
informaciéon que proporciona una muestra representativa de la misma, es
importante saber las caracteristicas probabilisticas de dicha poblacion. El
conocimiento del modelo probabilistico de la poblacién en estudio nos permitira
saber como afrontar la estimacion de los parametros, construccion del intervalo
de confianza, formulacion de los test de hipodtesis, etc. Los modelos o
distribuciones de probabilidades analizadas han sido: distribucion uniforme

discreta, distribucion binomial y distribucion normal (o distribucién gaussiana).

V3. Parametro poblacional que debe ser estimado. Partiendo del supuesto de
que la distribucion de la poblacion en estudio es conocida, la inferencia
paramétrica se centra en realizar inferencias sobre los parametros desconocidos
del modelo probabilistico. En base a los contenidos recogidos en el Real Decreto
de educacion Secundaria y Bachillerato (MEC; 2007), los pardmetros

poblacionales a estimar son: la media, varianza y proporcion.

V4. Contexto del problema. Tenemos en cuenta los contextos recogidos en el
Programme for International Student Assessment, PISA, organizado por la
OCDE (Organizacion para la Cooperacion y el Desarrollo Economico). Las
pruebas de evaluacion PISA estin orientadas a evaluar la competencia
matematica, concretamente, evalian “la capacidad de formular, emplear e
interpretar cuestiones matematicas en diferente tipo de contextos” mediante la
resolucion de tareas relacionadas con la vida real (MCD, 2013, p. 11). En dichas

pruebas participan estudiantes de 15 afos de 65 paises, incluida Espafa; por lo
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tanto, seria deseable que los contextos sugeridos en PISA también se tengan en
cuenta en las PAU. Los contextos considerados han sido: personal, profesional,
social y cientifico. Aquellos problemas que no se han enmarcado en alguno de

los contextos mencionados, han sido clasificados como problemas sin contexto.

3.5. CAMPOS DE PROBLEMAS Y CONTENIDO EVALUADO EN CADA UNO
DE ELLOS.

El campo de problemas es un elemento fundamental en el Enfoque Onto-Semiotico
(Godino, Batanero y Font, 2007), pues determina las précticas y objetos matematicos
involucrados en la actividad matematica y por tanto, en el proceso de evaluacion de las
pruebas PAU. Puesto que el significado del objeto matematico se define a partir del
conjunto de practicas asociadas a los campos de problemas tipicos, dichos campos de
problemas determinaran en gran medida el significado evaluado en las pruebas.
Indirectamente esto influira en el significado institucional pretendido en la ensefianza de

la inferencia en este nivel educativo.

La identificacion de los campos de problemas también se considera como parte del
andlisis de los campos de actuacion tal y como pone de manifiesto Rico (2006a). En
base a lo comentado, se ha realizado la clasificacion de cada uno de los distintos tipos
de problemas de inferencia que recogen las pruebas que componen la muestra en

estudio. A modo de resumen, la Figura 3.1 recoge los contenidos analizados.

Figura 3.1. Campo de problema evaluado
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Con el fin de realizar el andlisis semiodtico del contenido evaluado y dada la
importancia que tiene esta variable, a lo largo de la seccion, ademas de presentar un
ejemplo resuelto para cada uno de los campos, se realiza una sintesis del analisis de los
campos y se analiza el grado de relacion que existe entre el significado pretendido y el

significado evaluado para la inferencia en el citado nivel educativo.

3.5.1. Analisis semiotico del contenido evaluado

A lo largo de este apartado se describe con detalle la clasificacion sobre los distintos
campos de problemas (véase Figura 3.1). De los 144 items que forman la muestra, se ha
seleccionado un ejemplo correspondiente a cada una de las categorias. Con el fin de
analizar la diversidad y especificidad de objetos matematicos que contiene la resolucion
del item, se han resuelto minuciosamente. Con ello se muestra que la dificultad de los

diferentes campos de problemas no es equivalente.

En una primera toma de contacto se ha comprobado que hay items que abarcan mas
de un campo de problema, siendo el nimero total de ejercicios analizados de 152. Sin
embargo, si se realiza el conteo segin el nimero de apartados, este nimero asciende

considerablemente hasta 285.

Al. Composicion de muestras y calculo de estadisticos de las distribuciones

muestrales en poblaciones finitas

El objetivo principal de la estadistica inferencial es la obtencion de conclusiones acerca
de una poblacion no observada a partir de una muestra, representativa del total, extraida
de dicha poblacién; por tanto representa una coleccion de métodos para aprender de la

inferencia (Harradine, Batanero y Rossman, 2011).

Con objeto de llevar a cabo las generalizaciones deseadas a partir de la muestra
seleccionada, se realizan célculos de algunos resumenes estadisticos (media muestral,
varianza muestral, desviacion tipica muestral, proporcion muestral, etc.), los cuales nos
permiten estimar el valor o valores de los parametros poblacionales (en nuestro caso:
media, varianza y proporcion poblacional). Recordemos que es imprescindible que las
muestras sean aleatorias y sus elementos independientes entre si con el fin llevar a cabo

estas inferencias. Asi pues, la seleccion de los elementos que formen la muestra es un
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tema que adquiere gran protagonismo dentro de la inferencia (Chance, del Mas y

Garfield, 2004).

Las pruebas PAU contienen ejercicios enfocados en describir los elementos que
forman el conjunto seleccionado como muestra y la obtencion de las medidas
estadisticas en dicha muestra. Por todo lo comentado, dentro de este bloque, nos
centramos en estudiar aquellos items que incluyen los contenidos mencionados
anteriormente para el caso de trabajar con poblaciones finitas. Concretamente, en este

apartado se ha analizado los items que tratan los siguientes temas:

e composicion de las muestras de una poblacion finita en unas condiciones
dadas;
e cnumeracion de las muestras de una poblacion finita en unas condiciones

dadas;

e calculos de sus estadisticos.

Generalmente, los datos que recoge el enunciado del item, son: el tipo de poblacion
de partida; el tamafio de la muestra y las condiciones del muestreo aleatorio (que puede
ser muestreo aleatorio simple, muestreo sistematico y muestreo estratificado). Como
ejemplo de este campo de problema, se ha seleccionado el item 3B (prueba de reserva)

propuesto en el curso académico 2013-2014, cuyo contenido se analiza a continuacion.

item 3B (2014)

a. Determine todas las muestras de tamafio 2 que, mediante muestreo aleatorio simple, se pueden
extraer del conjunto {6, 9, 12} y calcule la varianza de las medias de estas muestras.

b. Una empresa fabrica cuatro productos A, B, C y D, de los que elabora diariamente 40, 15, 25 y
120 unidades respectivamente. Si un dia se quiere elaborar una muestra de 40 unidades con los
productos fabricados, por muestreo aleatorio estratificado con afijaciéon proporcional, ;qué
numero de unidades de cada producto se debe elegir?

En el primer apartado de este problema, partiendo de una poblacién finita discreta
(con tres elementos equiprobables), se extraen aleatoriamente todas las muestras de un
tamafio determinado (dos elementos), y se pide calcular para cada una de ellas el
estadistico de interés (la varianza muestral). En el segundo apartado se pide la
composicion de una muestra de tamano 40 mediante un muestreo aleatorio estratificado
con afijacion proporcional, facilitando como informacion el tamafio total de cada

estrato.
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En relacion a la resolucion del primer apartado es necesario comprender el tipo de
muestreo que se estd realizando, pues los resultados obtenidos mediante el muestreo
aleatorio con o sin reemplazamiento no coinciden entre si (las distintas muestras y el
numero total no coinciden por ambos métodos) (Moore, 2010). Dado que, en el
enunciado del ejercicio no se especifica lo contrario se supone que el muestreo es con
reemplazamiento, es decir, es posible extraer una muestra en la que los dos elementos
que la forman son iguales. Una vez aceptado este hecho, se comienza con la
enumeracion de todas las posibles muestras de dos elementos, obteniendo como
resultado en total nueve muestras diferentes: (6, 6), (6, 9), (6, 12), (9, 6), (9, 9), (9, 12),
(12, 6), (12,9) y (12, 12). Observamos que es necesario tener en cuenta el orden, pues la
muestra formada por dos elementos diferentes tiene doble probabilidad que cuando los
elementos son iguales. Este es un punto de potencial dificultad, pues los alumnos suelen
cometer el llamado error de orden (no tener en cuenta el orden cuando es requerido)

(Batanero, Godino, Vallecillos, Green y Holmes, 1994).

Para obtener la varianza de las medias muestrales, se requiere implicitamente el
concepto de distribucion muestral de la media, el cual se define a través de las medias
de cada una de las muestras. Es decir, el alumno debe concebir la media muestral como
una variable aleatoria con su distribucion, punto que es dificil segin Schuyten (1991).
Partiendo de dicha distribucion muestral, la varianza se obtiene, a partir de la expresion

2 :Z()_Cz _/1)?)2”,' Zx

n

o equivalentemente af —(yx) siendo ¥; los valores de

las medias de cada muestra y », la frecuencia absoluta de los mismos. Para facilitar el

calculo, ademas de la calculadora, se puede recurrir al uso de una tabla estadistica,
véase Tabla 3.1. Haciendo uso de la informacion recogida en la Tabla 3.1, se tiene que

la media y la varianza de la distribucion muestral son respectivamente

}: , 756
_ 2P0 g3
=TIV T )’

De forma alternativa y en base al Teorema Central del Limite es posible obtener la
solucion del primer apartado. Dicho teorema establece una relacion entre la media y
desviacion de una poblacién no especificada, y la distribucion de las medias de las
muestras aleatorias con elementos independientes de tamafio n procedente de dicha
poblacion. Concretamente el Teorema Central del Limite nos permite saber que la

variable aleatoria media muestral, X, tiene una distribucién con media igual a la media
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poblacional (u) y varianza igual a la varianza poblacional dividida por el tamafio

muestral (62/n) (Batanero y Borovenik, 2016). Por tanto, en nuestro caso, dado que la

6+9+12
3

media y la varianza de poblacional son respectivamente u = =9y g?=

624924122 . a2 6 T
— 92 = 6, entonces se verifica que g =9y a)% =—=5= 3, coincidiendo

con los resultados obtenidos anteriormente.

Tabla 3.1.
Organizacion de calculos en la resolucion del problema 3B (2014)

Medias muestrales (%, ) n, xn, x’n,
6 1 6 36
7,5 2 15 112,5
9 3 27 243
10,5 2 21 220,5
12 1 12 144
Sumas 9 81 756

Fuente: Elaboracion propia

Con respecto a la resolucion del segundo apartado del item 3B, es necesario
distinguir los diferentes tipos de muestreo aleatorio que se abordan en los contenidos de
la asignatura (muestreo aleatorio simple, estratificado y sistematico). Al tratarse de un
muestreo aleatorio estratificado con afijacion proporcional, existe una relacion de
proporcionalidad entre el numero total de elementos de todos los estratos (N=N;+
N>+...+ Ni, donde N, es el tamafio del estrato i) y el nimero total de elementos de las

muestra extraida (n=n;+n>+...+ny, siendo n; el tamafio de la muestra i correspondiente

al estrato i), es decir, se verifica que R P S S
1 N2 Nk N
n n, n n 40 40
En nuestro caso, ha de verificarse que —=-—=—2=—-= =—,
4 40 15 25 120 40+15+25+120 200
) ., ) ) n, 40 )
A partir de la relacion establecida se tiene que 20200 y por tanto », =8. Procediendo

de forma analoga se tiene que n, =3, n, =5y n, =24.
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Los contenidos implicados en la tarea analizada son esenciales para el razonamiento
posterior sobre la realizacion de inferencias respecto a las caracteristicas de una
poblacion (cuyo tamaino excesivamente elevado provoca una imposibilidad material y
temporal de muestrear todos sus individuos). En la practica se recurre a una muestra
para inferir datos de esa poblacion. Por consiguiente, es necesario garantizar la
representatividad de la muestra prestando atencion al tamaino muestral y al proceso de
seleccion de los elementos que la forman. Por tal motivo, la seleccion de la muestra
juega un papel sumamente importante a la hora de realizar inferencia sobre los datos

descriptivos de una poblacion.

A2. Distribuciéon muestral en poblaciones infinitas y calculo de probabilidades.

Para cada muestra se verifica que el estadistico puede tomar diferentes valores
dependiendo de los elementos que determinan la muestra, por ejemplo, de una misma
poblacion se podrian extraer diversas muestras de mismo tamafio pero con medias
muestrales distintas. Este hecho, provoca que el estadistico sea considerado como una
variable aleatoria con propia distribucién, denominada distribucion muestral (Moore,
2010). Asi pues, la tarea que nos ocupa en este segundo campo de problemas es conocer
la distribucién de probabilidad de las variables aleatorias asociadas al muestreo o
estadisticos muestrales procedentes de poblaciones infinitas. La determinacion de la
distribucion del estadistico muestral nos permitird realizar inferencia respecto a los
parametros desconocidos de una poblacion. Ademas, el conocer la distribucion muestral
de un estadistico nos permitird hallar probabilidades asociadas al suceso consistente en

que el estadistico muestral tome ciertos valores (Behar, 2001).

Dentro de esta categoria de campo de problemas, se han considerado todos aquellos
problemas en los que se pide describir la distribucion muestral de un cierto estadistico
en poblaciones infinitas y el célculo de probabilidades a partir de dicha distribucién

muestral, lo que requiere que el estudiante utilice algin modelo tedrico de distribucion.

Entre los estudiados a nivel de Bachillerato, los estadisticos de uso son la media
muestral y la proporcion muestral, con distribuciones normal y binomial
respectivamente, aproximandose la distribucion binomial a la distribucién normal en el
caso de muestras de tamafios elevados. Como dato del problema se da, ademas del

tamafio muestral, el tipo de poblacion y el estadistico de interés. En el caso de analizar
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la media muestral, en el enunciado se facilita la informacion referente a la varianza
poblacional, mientras que si se trata de la proporcion, el estudiante ha de recordar su
formula (cociente entre el nimero de veces que se presenta un dato, n;, respecto al total
de datos que componen la muestra, n, es decir, n; /n). Se supone que se ha realizado un
muestreo aleatorio con reemplazamiento, lo que implica que es posible obtener, como
resultado, un namero infinito de muestras aleatorias independientes de tamafio »
proveniente de la poblacion de interés. Una vez determinada la distribucion del
estadistico en estudio, se suele pedir calcular probabilidades, como en el ejemplo que se
analiza el item 5B propuesto en la convocatoria de septiembre en el curso académico

2010-2011, que resolvemos a continuacion.

item 5B (2011)
Sea X una variable aleatoria Normal de media 50 y desviacion tipica 4. Se toman muestras de
tamafio 16.

a. {Cual es la distribucion de la media muestral?

b. ;/Cual es la probabilidad de que la media muestral esté comprendida entre 47,5 y 52,5?

En base al Teorema Central del Limite se obtiene, de forma inmediata, la resolucion
del primer apartado, ya que si una variable aleatoria X se distribuye segun un modelo
probabilistico normal con media u y desviacidn tipica o, entonces, cuando el tamafio

muestral tiende a infinito (en nuestro caso, n superior a 30), entonces se verifica que la

variable aleatoria media muestral, X, sigue una distribucién N (,u, . / \/ﬁ> Por tanto, la

resolucion del apartado a) consiste en indicar que X - N (50, 4/ \/1_6> = N(50,1). El
alumno ha de recordar estas propiedades.

El hecho de describir la distribucion de la media de las muestras nos permite obtener
probabilidades sobre dicha variable, aplicando los procedimientos de tipificacion y

lectura de tablas de probabilidades que se conocen. Asi pues, tipificando la distribucién
de la media muestral (Z =()_( —50)/1), se obtiene la distribucion normal tipificada,
N(0,1), y el estudiante puede consultar las tablas de probabilidades para la resolucion

del problema (Moore, 2010). A partir de estas tablas y aplicando las reglas simples de

calculo de probabilidades se obtiene:

47,5-50 < X =50 < 52,5-50
1 1

P{47,5£)_(£52,5}:P{ }:P{—2,5£232,5}

51



El alumno ha de manejar correctamente las desigualdades para obtener los nuevos
limites tipificados. Puesto que la tabla de la distribucion normal s6lo contiene los
valores de probabilidad acumulada hasta un Z dado, el alumno ha de usar las

propiedades aditivas de la probabilidad y de simetria de la curva normal. A partir de la

Figura 3.2., se tiene que la P{-2,5<Z <2,5} (zona no rallada en Figura 3.2) se

obtiene como:
P{-2,5<7Z<2,5}=P{Z<2,5}-P{Z<-2,5/=0,9876.

Por lo que, la probabilidad de que la media muestral est¢ comprendida entre 47,5 y
52,5 es 0,9876, es decir, en el 98,76 % de las muestras de tamafio 16 la media estard en

el intervalo delimitado por ambos valores.

Figura 3.2. Area delimitada (zona no rallada) por la curva de la distribucion normal

tipificada, N(0,1) y las rectas x = —2,5y x = 2,5

Con el fin de identificar correctamente la distribucion de la variable en estudio, el
estudiante debe tener en cuenta la relacion existente entre la media y varianza de la
poblaciéon y la media y varianza de las muestras de un tamafio determinado. Ademas,
debe ser capaz de tipificar, aplicar reglas basicas de célculo de probabilidades en un
intervalo segiin una variable aleatoria continua, emplear las reglas de simetria de la
curva normal y leer correctamente las tablas de probabilidades de una normal tipificada

para conseguir asi obtener la probabilidad pedida.

En ambos tipos de problemas el estudiante podrian cometer errores de tipificacion o
de manejo de las inecuaciones requeridas en el célculo de probabilidades o bien de

determinacion de percentiles en la curva normal (Batanero, Tauber y Sanchez, 2001).

Los items de calculo de probabilidades tienen un punto de dificultad afiadido cuando

la variable en estudio es la proporcion muestral. De acuerdo a Alvarado y Batanero
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(2007) el uso de la correccion de continuidad, requerida para el trabajo de
probabilidades de una binomial mediante la aproximacion a la normal puede generar
cierta confusion. Esta dificultad ha provocado que algunos de los manuales publicados
para ser empleados por los estudiantes de segundo de Bachillerato recomienda llevar a
cabo este tipo de ejercicios mediante un planteamiento no correcto con el fin de

simplificar el proceso (Colera, Garcia y Oliveira, 2003).

B1. Calculo o interpretacion de un intervalo de confianza.

En este bloque se han incluido tanto los problemas en los que se pide explicitamente la
construccion de un intervalo de confianza para un cierto estadistico (generalmente la
media o la proporcion muestral), asi como los relacionados con la interpretacion de la
informacion aportada por el intervalo. La construccion de un intervalo de confianza

depende de:

1) las caracteristicas de la poblacion, es decir, si el modelo probabilistico es

binomial, normal, etc.;

2) los pardmetros poblacionales desconocidos, como pueden ser por ejemplo la

media, varianza y proporcion;
3) los valores de los estadisticos muestrales conocidos;
4) el tamafio muestral.

Sin embargo, aunque a la hora de determinar un intervalo hay que tener en cuenta
diversos factores y circunstancias, si bien es cierto, la forma de actuar en su
construccion permanece invariable. En lo que sigue analizamos el item 1A que fue
incluido en la prueba de reserva del curso 2005-2006, siendo la proporcion poblacional

el parametro a estimar mediante dicho procedimiento.

Item 1A (2006)

De 500 encuestados en una poblacion, 350 se mostraron favorables a la retransmision de debates
televisivos en tiempos de elecciones. Calcule un intervalo de confianza, al 99,5%, para la
proporcion de personas favorables a estas retransmisiones.

La proporcion de elementos que poseen una cierta caracteristica en una cierta
poblacion es p. Si se consideran todas las posibles muestras de tamafio n que pueden
extraerse de la mencionada poblacion, se verificard que en cada una de ellas habra una

53



proporciéon de elementos con esa caracteristica. Puesto que este valor varia de una
muestra a otra, entonces, la proporcion muestral, p, adquiere el caracter de variable
aleatoria cuyo modelo probabilistico es una distribuciéon binomial. En base al Teorema
Central del Limite y para n grande (n = 30) resulta que la distribucion binomial se
puede aproximar a una distribucion normal (Moore, 2010). Por lo que, el estadistico

proporcion muestral, p, sigue una distribucion normal de media p y desviacion tipica

/p(lT_p), es decir, que p—> N <p, /@). Como consecuencia, al considerar el

proceso de tipificacion se obtiene que Z = p(zp = N(0,1).
p(1-p

n

Un elemento basico en la construccion del intervalo es el coeficiente de confianza o

nivel de confianza (1-«)-100% . Dado este coeficiente, se desean encontrar los limites
de un intervalo de valores (e, e,), tal que se verifique que P(e <p<e,)=1-c«. Para

calcularlo, se comienza identificando un intervalo de valores de la distribucién normal

tipificada, centrado en el origen y tal que el 4rea de cada cola sea

a )
bR es decir,

P{-k<Z<k}=1-a (3.1
Realizando una lectura inversa de la tabla de la distribucion se tiene que, los valores
—k y k que verifican la expresion (3.1) son aquellos que cumplen que P{Z<—k}=a /2y
P{Z<k}=1-a/2, respectivamente (véase Figura 3.3). A partir de estos valores se

despejan los extremos del intervalo de confianza de la variable Z.

Figura 3.3. Seleccion de los puntos criticos (para una distribucion normal tipificada)
en el célculo del intervalo de confianza
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En nuestro caso, puesto que la proporcion muestral se distribuye segiin una normal,

p(-p)

tipificando, se obtiene que P{| p— p| <k }: l-a y como consecuencia

P{ﬁ_k/w<p<ﬁ+k/w}zl_a. (3.2)
n n

Una vez despejado el parametro a estimar, se observa que los limites dependen del
parametro desconocido, véase expresion (3.2). Si n es suficientemente grande se
considera, como una solucidn satisfactoria, sustituir la proporcion poblacional por su
estimacion. Asi pues, en base a los comentarios realizados, se obtiene que el intervalo

de confianza de la proporcion poblacional, a un nivel de confianza del (1-«)-100%,

viene dada por la expresion?

A s S
I,c,p:[p_z NEERRY. /MJ

. 350 .
Puesto que k=27, =281y p= 500" 0,7 obtenemos que el intervalo de confianza

solicitado es I1.C., = (0,6421, 0,7576). Un elemento a tener en cuenta y el cual genera
gran confusion es la interpretacion del resultado obtenido (Cumming y Fidler, 2005;
Harradine, Batanero y Rossman, 2011). Una vez determinado el intervalo, no es
correcto interpretar que la probabilidad de que el pardmetro pertenezca al intervalo es

(1-«) ya que, una vez definidos los valores de los extremos se pierde el caracter de
aleatoriedad y por tanto, la probabilidad sera 1 si el intervalo es de los (1-«)-100% que

contienen al pardmetro, o O si el intervalo es uno de los restantes intervalos que no
contienen al parametro. Por esa razon, cuando ya tenemos un valor concreto del
intervalo de confianza hablamos de confianza y no de probabilidad, es decir, confiamos

en que el intervalo que hemos calculado sea del (1-«)-100% que contiene el verdadero

valor y que en el «-100% restante de ellos el intervalo no lo contendra (Cumming,

Williams y Fidler, 2004).

2 Notese que Z, =—Z
=z ==
2 2

55



B2. Relacion entre confianza, error de estimacion y tamafio muestral

En la practica, cuando se pretende obtener un intervalo de confianza para un pardmetro
poblacional siempre se intenta describir aquel que conduce al menor error de estimacion
posible. Puesto que, en general, la expresion del intervalo de confianza depende de la
estimacion del parametro, obtenida a partir de la muestra, del tamafio muestral y del
nivel de confianza seleccionado serd necesario determinar la relacidon existente entre
ellos con el fin de obtener una estimacion, lo mas precisa posible, del parametro en

estudio.

Por todo lo expuesto, hemos visto recomendable analizar dentro de este bloque
aquellos items en los que se solicita calcular el nivel de confianza, error de estimacion o
tamafio muestral después de haber fijado dos de ellos. Como datos recogidos en el
enunciado se suele encontrar la poblacién y el estadistico considerado o bien el
intervalo de confianza. Un ejemplo de este tipo de ejercicios es el item 3B incluido en la

prueba de septiembre celebrada en el curso académico 2006-2007.

ftem 3B (2007)

Se sabe que (45,13, 51,03) es un intervalo de confianza, al 95%, para la media de una variable
aleatoria que sigue una distribucion Normal con desviacion tipica 15.

a. ;Cual es el error cometido?

b. Calcule, con el mismo nivel de confianza, el tamafio muestral minimo necesario para que el
error no sea superior a 1,8.

En este problema es necesario diferenciar entre estadistico (media de la muestra) y
parametro (media de la poblacién) y comprender el significado del intervalo de
confianza (rango de posibles valores para el parametro, en este caso la media de la
poblacion) y del nivel de confianza (95% de los intervalos construidos de la misma
poblacion, con muestras del mismo tamafio, contendran al pardmetro; pero no sabemos
si el intervalo particular lo contiene o no). Puesto que se da la distribucion de la
poblacion como dato, y se trata de una distribucion normal N(u, 0) entonces se verifica

que la variable aleatoria media muestral, X, se distribuye segin una distribucién normal

N (u,-=), donde n es el tamafio de la muestra, que no se da en este problema.
Vn

Para resolver el primer apartado, el estudiante ha de recordar, ademas de las
propiedades anteriores y la definicion de intervalo de confianza, que el error de
estimacion (error maximo admisible o cota de error de estimacion) se define como la

mitad de la amplitud del intervalo, es decir, es la mitad de la diferencia existente entre el
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extremo superior e inferior del intervalo (véase expresion (3.3)). En nuestro caso,

E:%x(51,03—45,13)=2,95.

1 _ o _ o
E:ExMx +Zl_% EJ—[JC —Zl_% ﬁJJ (3.3)

El segundo apartado, estd enfocado en hallar el valor muestral necesario para que la
diferencia existente entre la media muestral y la media poblacional sea inferior a 1,8,
manteniendo constante tanto la varianza poblacional como el nivel de confianza. Puesto
que el objetivo marcado consiste en mejorar la estimacion del valor del parametro

disminuyendo el error (manteniendo el nivel de confianza), entonces el unico dato a

. ., o . ~
modificar de la expresion £ =7 _ — sera el tamafo muestral.

Nz

Dada la relacion existente entre el error de estimacion y el tamafio muestral, se
puede establecer que cuanto mayor sea el tamafio de la muestra la precision en la
estimacion realizada sera mejor, ya que el intervalo es mas estrecho. En nuestro caso,
dado que el nivel de confianza es del 95% (entonces Z, ,, =1,96), la desviacion tipica
de la poblacion es 15 y el error de estimacion debe ser no superior a 1,8 entonces
obtenemos la muestra debe tener al menos 267 elementos. El resultado obtenido
implicaria que si repitiéramos el experimento, en el 95% de las veces, con un tamafio
muestral de 267, se obtendria un error de estimacion por debajo a 1,8, mientras que en

el 5% restante obtendriamos un error superior.

A partir de la expresion del error de estimacion, expresion (3.3), se pueden

establecer las siguientes propiedades (Behar, 2001):

a) a medida que aumenta el tamafio de la muestra (manteniendo constante el nivel

de confianza) el error de estimacion disminuira;

b) manteniendo constante el tamafo de la muestra, el error aumentara conforme

aumente el nivel de significacion.

Sin embargo, es necesario sefialar que si nuestro objetivo es conseguir una mayor
precision en las estimaciones realizadas por medio de los intervalos de confianza, lo
ideal es aumentar el tamafio muestral, ya que habitualmente no es recomendable utilizar

un nivel de confianza inferior al 90%.
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C. Contraste de hipotesis

El ultimo tipo de problemas analizado ha sido el contraste de hipotesis. En este punto se
solicita al estudiante que compruebe si una afirmacion estadistica relativa al valor de un
parametro de la poblacion es compatible con el resultado obtenido de la informacion
aportada por una muestra aleatoria simple procedente de la misma. Las diferencias que
pueden presentarse es el tipo de poblacion considerada (normal o binomial) y los
apartados del problema o los datos aportados. Tomemos como ejemplo el siguiente,

propuesto en la prueba de reserva de 2013:

Item 5A (2013):

Un director sanitario sostiene que el indice de Masa Corporal (IMC) medio de los adolescentes
de su distrito no supera el nivel 25 (sobrepeso). Para contrastar su afirmacion toma una muestra
aleatoria de 225 adolescentes que da como resultado un IMC medio de 26. Sabiendo que el IMC
sigue una distribucién Normal con desviacion tipica 5 discuta, mediante un contraste de hipotesis
con H,:u<25, sila afirmacion del director sanitario es correcta, con un nivel de significacion

del 5%.

El problema pide contrastar una hipotesis sobre la media de una poblacion normal
con desviacion tipica conocida N(g,5). Se trata de una Unica hipotesis unilateral que se
da en el enunciado H,, : £ <25. Se pide tomar una decision (rechazar o no la hipotesis
con un nivel de significacion dado); para ello, deben determinarse los valores criticos
que delimitaran las regiones de aceptacion y rechazo en el contraste. En la resolucion

del problema, sera necesario recordar los siguientes conceptos y propiedades (Batanero,

2002; Vallecillos, 1994):

e en la elaboracion de un contraste de hipotesis sobre la media de la poblacion,
se utiliza como estimador de x4 la media muestral, cuyo valor debe ser

identificando a partir de los datos que facilita el problema;

e i la variable aleatoria X sigue una distribucion normal N(u,o), entonces para

muestras de tamafo 225 se verifica que la variable aleatoria media muestral se
o , 5 1
distribuye segin N (y, \%) =N (,u, \/?5) =N (,u, 3);

e bajo la suposicion de que la hipotesis nula es cierta, es decir, que x=25, el

e . X-25 . .
estadistico de contraste estandarizado, Z = Vi igual a 3 cuando la media

muestral toma el valor 26.
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En dicha distribucion normal tipificada, el nivel critico o nivel minimo de
significacion, conocido habitualmente como p-valor, se obtendria como la probabilidad

de obtener un valor superior o igual a 3, suponiendo la hipotesis nula H cierta. En

nuestro caso se tiene que p = P(Z > 3 | Hy cierta) = 0,0013. Asi pues, si la hipotesis
nula fuera cierta, es decir, si el indice medio de masa corporal en su distrito fuese menor
o igual a 25, la probabilidad de obtener una muestra de 225 adolescentes con un indice
medio igual o mayor a 26 seria 0,0013. Luego, comparando la probabilidad de observar
el valor dado (p-valor) con el nivel de significacion prefijado de antemano, se rechazaria
la hipotesis nula ya que 0,0013<0,05 (véase Figura 3.4). Por lo tanto, lo razonable seria
rechazar la afirmacion del director sanitario ya que los datos empiricos no apoyan la

hipotesis nula planteada.

Figura 3.4. Representacion de la region de rechazo y p-valor del contraste de hipdtesis

3.5.2. Sintesis del analisis de los campos de problemas

De nuestro anélisis sobre los problemas de inferencia propuestos en las pruebas PAU, se
ha observado el dominio de una gran variedad de conceptos y de procedimientos, como

muestra la Tabla 3.2.

Observamos conocimientos comunes evaluados en los diferentes campos de
problemas considerados, en particular, los de poblacion y muestra, distribucion muestral
y relacion entre los estadisticos de la muestra, la poblaciéon y la distribucion muestral.
Ello fuerza al estudiante a diferenciar los tres planos de distribucion sefialados por
Schuyten (1991): 1) la distribucion de los datos en la muestra; 2) la distribucion de la
variable de interés en la poblacion; 3) la distribucion muestral del estadistico en todas

las posibles muestras obtenidas de la poblacion.
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Tabla 3.2.
Contenidos matematicos evaluados en los diferentes campos de problemas

Campos de problemas

Al A2 BI

Conceptos y Poblacion y muestra X X
propiedades Muestreo con y sin reemplazamiento: diferencias X
Distribucion muestral X
Relacion entre los estadisticos de la poblacion y
e X
de la distribucion muestral
Modelo teorico de distribucion X
Distribucion normal tipificada
Estimador de un pardmetro
Intervalo de confianza
Coeficiente de confianza o nivel de confianza;
significado
Relacion entre amplitud de intervalo, precision y
tamafio muestral
Hipotesis nula e hipotesis alternativa; diferencias
Estadistico de contraste
Nivel de significacion
Regiones de aceptacion y rechazo
Loégica del contraste
Probabilidad condicional

MKoXX K X
XX X X XA

DM X
M MMM M e x|

Il e

Procedimientos ~ Enumeracion de las muestras de una poblacion
finita
Célculo de los estadisticos en las muestras
Célculo de los estadisticos de la distribucion
muestral
Célculo del tamafio de la muestra usando
proporciones
Tipificacion
Lectura de tablas de la distribucion normal
Célculo de probabilidades
Calculo de percentiles en la distribucion normal
Calculo de extremos en intervalos de confianza
Célculo de regiones de aceptacion y rechazo
Toma de decision sobre una hipotesis

TR
>~
>~
>~
>~

Rl
el ol
>~
MK X XX

Fuente: Elaboracién propia

Esta diferencia (y de los correspondientes resimenes como la media o la varianza)
es compleja y puede llevar al estudiante a cometer errores a la hora de diferenciar, por
ejemplo, la varianza de la poblacion y la de la distribucion muestral de las medias al

resolver los problemas.

Todos los campos de problemas propuestos se apoyan fuertemente en la
comprension de la probabilidad condicional, que interviene tanto en la definicion de las

distribuciones muestrales (condicionadas al wvalor del pardmetro), intervalos de
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confianza (condicionados con el valor del estadistico) como en el contraste de hipotesis,
donde las regiones de aceptacion y rechazo se calculan bajo la condicion de ser cierta la
hipotesis nula (Castro-Sotos, Vanhoof, Noortgate y Onghena, 2007). Puesto que el
concepto de probabilidad condicional es dificil y se han descrito nimeros sesgos sobre
el mismo (Diaz, Contreras, Batanero y Roa, 2012; Diaz y de la Fuente, 2005; Falk,
1986) los profesores deberan prestar especial atencion a su uso en inferencia, para
asegurar un aprendizaje adecuado por parte de los estudiantes y garantizar una correcta

solucion de los problemas.

De la informacion recogida en la Tabla 3.2, se observa que, puesto que la
construccion de intervalos de confianza y el contraste de hipdtesis se apoyan sobre los
conceptos tratados en Al y A2 (comprension del muestreo y distribucion muestral), en
general, los tres campos, B1, B2 y C, incluyen més contenidos evaluados que los Al o
A2. Esto implica una mayor complejidad de este tipo de problemas respecto a los

referidos exclusivamente a muestreo y distribucién muestral.

Por otro lado, encontramos contenidos especificos en cada campo de problema
definido, destacando los asociados, por un lado, a los campos B1 y B2 sobre intervalos

de confianza y al campo C sobre contrastes de hipdtesis.

En cuanto a los procedimientos, destacamos la importancia que tiene una correcta
lectura la tabla de la distribucion normal tipifica ya que es necesario su uso en todos los
campos a excepcion de los problemas Al. Senalar también la necesidad de realizar
correctamente los cdalculos estadisticos con el fin de obtener las medidas de
centralizacion, medidas de dispersion y proporcion muestral para posteriormente
describir la distribucién tanto de la media muestral como de la proporcion muestral. Por
ultimo senalar que otro punto importante a tener en cuenta es el manejo de

desigualdades en el proceso de tipificacion.

3.5.3. Estudio comparativo entre el significado pretendido y evaluado

Como se indico en la introduccion, es importante asegurar la correspondencia entre el
significado que el curriculo propone para los objetos matemadticos (en este caso la
inferencia) y el significado evaluado. Para estudiar esta correspondencia, en la Tabla
3.3, realizamos una descomposicion de los contenidos sobre inferencia propuestos para
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Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales II en el Decreto de Ensefianza Minimas

(MEC, 2007, p. 45476).

En dicha tabla observamos que todos los contenidos fijados en el significado
previsto de la inferencia en las directrices curriculares citadas se evaliian en algunos de
los campos de problemas planteados, aunque no con la misma intensidad. Asi los
contenidos relacionados con el Teorema Central del Limite y la aproximacion de la
distribucion binomial a la distribucién normal serdn empleados siempre que se trabaje
con la distribucion binomial para obtener distribuciones muestrales, calcular o
interpretar intervalos de confianza y plantear contrastes de hipotesis referidos a la

proporcién en una poblacion binomial.

Tabla 3.3.
Descomposicion del criterio de evaluacion sobre inferencia para la asignatura
Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales I1

Campos de problemas
Al A2 Bl B2 C

Implicaciones practicas de los teoremas: Central del Limite, X X X X
Aproximacion de la Binomial a la Normal y Ley de los Grandes

Numeros.

Problemas relacionados con la eleccion de las muestras. X X

Condiciones de representatividad.

Parametros de una poblacién X
Distribuciones de probabilidad de las medias y proporciones
muestrales.

Intervalo de confianza para el parametro p de una distribucion
binomial y para la media de una distribucién normal de

desviacion tipica conocida.

Contraste de hipotesis para la proporcion de una distribucion X
binomial y para la media o diferencias de medias de

distribuciones normales con desviacion tipica conocida

il
ol
X
<X

=
=

Fuente: MEC, 2007, p. 45477

Por otro lado, los problemas relacionados con la eleccion de las muestra solo se
evaltian en los campos de problemas relacionados con ellas, es decir, sobre tipos de
muestreo. El conocimiento sobre intervalo de confianza o contrate de hipdtesis, sus
propiedades y los procedimientos para llevarlos a cabo se evaltan en los campos de
problemas B o C respectivamente y el conocimiento de la distribuciéon muestral en todos

los campos propuestos.
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Aunque el afio 2016 es el ultimo previsto para las pruebas de selectividad, se espera
que la nueva revalida de Bachillerato, requerida para obtener el titulo sea muy similar a
las actual PAU, pues, ademas, seran propuestas directamente desde las comunidades
autonomas y estaran formadas por problemas abiertos. Es interesante entonces prever si

las actuales PAU se ajustarian al nuevo curriculo.

La Tabla 3.4 recoge el analisis con respecto a la prevision de aprendizaje de la
inferencia, a través de los estandares de aprendizaje evaluables para la asignatura de
Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales II en el nuevo decreto curricular
(MECD, 2015b, p. 389). Se comparan estos contenidos con los evaluados en cada uno

de los campos de problemas analizados.

Tabla 3.4.
Estandares sobre inferencia para la asignatura Matematicas Aplicadas a las Ciencias
Sociales 11

Campos de problema

Al A2 Bl B2 C

1.4. Resuelve una situacion relacionada con la toma de decisiones X
en condiciones de incertidumbre en funcion de la probabilidad de

las distintas opciones.

2.1. Valora la representatividad de una muestra a partir de su

proceso de seleccion.

2.2. Calcula estimadores puntuales para la media, varianza, X X X X X
desviacion tipica y proporcion poblacionales, y lo aplica a

problemas reales.

2.3. Calcula probabilidades asociadas a la distribucion de la media X X X X X
muestral y de la proporciéon muestral, aproximandolas por la

distribucién normal de parametros adecuados a cada situacion, y lo

aplica a problemas de situaciones reales.

2.4. Construye, en contextos reales, un intervalo de confianza para X

la media poblacional de una distribucién normal con desviacion

tipica conocida.

2.5. Construye, en contextos reales, un intervalo de confianza para X

la media poblacional y para la proporcion en el caso de muestras

grandes.

2.6. Relaciona el error y la confianza de un intervalo de confianza X

con el tamafio muestral y calcula cada uno de estos tres elementos

conocidos los otros dos y lo aplica en situaciones reales.

3.1. Utiliza las herramientas necesarias para estimar parametros X X X
desconocidos de una poblacion y presentar las inferencias obtenidas

mediante un vocabulario y representaciones adecuadas.

Fuente: MECD, 2015b, pp. 389
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Podemos observar que el tema de intervalos de confianza tiene mayor peso en estos
estandares y el contraste de hipodtesis solo se recoge en uno de ellos. También
observamos que tanto el calculo de estimadores puntuales (media, varianza, desviacion
tipica y proporcion poblacionales), como el célculo de probabilidades asociadas a la
distribucion de la media muestral y de la proporcion muestral se recogen en todos los
campos de problemas analizados. Noétese que el resto de estandares de aprendizaje son
especificos del intervalo de confianza o el contraste de hipdtesis. Por ultimo sefialar que,
aunque la representatividad de la muestra es un elemento de gran importancia dentro de
la inferencia estadistica, se observa que ninguno de los campos de problemas recoge el

estandar de la valoracion de la representatividad de la muestra.

3.6. MODELO PROBABILISTICO DE LA POBLACION DE PARTIDA

Recordemos que la estadistica inductiva o inferencia estadistica se centra en la busqueda
de herramientas las cuales nos permiten obtener conclusiones sobre una poblacion a
partir del estudio estadistico realizado a una muestra (Batanero y Diaz, 2006). Tanto a la
hora de seleccionar una muestra, mediante las distintas técnicas de muestreo, como en el
proceso de estimacion de la media y la proporcidon poblacional, se parte del hecho de
que la poblacion de partida se distribuye segun un modelo teérico determinado. Por
tanto, a la hora de comenzar el estudio es necesario tener bien claro el concepto de
poblacion y las caracteristicas de ésta, es decir, sera necesario tenerla perfectamente

definida (Rossman, 2008).

Dada la diversidad de modelos probabilisticos que tienen juego en los problemas
propuestos en las PAU, se ha analizado la distribucién o modelo probabilistico de la

poblacién de partida.

En la realizacion de un muestreo aleatorio a priori se supone que la probabilidad de
ser elegidos es la misma para todos y consecuentemente la poblacion de donde ha sido
extraida dicha muestra se distribuye segiin una uniforme discreta. Ejemplo de ello son
los dos ejercicios incluidos en el item propuesto en la prueba de reserva 2B del curso
2013-2014. En el primero no se especifica el tamafio de la poblacion, pero hemos de

suponer que todos los alumnos tienen la misma probabilidad de entrar en la muestra; por
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tanto la distribucion es uniforme. En el apartado b) se trata de una pequena poblacion
con tan s6lo cinco elementos.
item 2B (2014):
1) En un centro docente la tercera parte de los alumnos estudia el idioma A, la mitad el idioma B
y el resto el idioma C (cada alumno estudia s6lo uno de estos idiomas).
a) Se desea seleccionar una muestra de 60 alumnos, mediante muestreo aleatorio
estratificado con afijacion proporcional al nimero de los alumnos de cada idioma. ;Cémo
deberia estar conformada la muestra?
b) En otra muestra seleccionada por el procedimiento anterior, el nimero de alumnos
tomados del idioma A es 14. Determine cuantos se han elegido de los otros dos idiomas.
2) Una poblacion tiene 5 elementos. Mediante muestreo aleatorio simple se seleccionan muestras

de tamafio 3, siendo la desviacion tipica de sus medias 2 y la media de las medias muestrales 7.
(Cuanto valen la media y la varianza de la poblacion?

En el caso de realizar alguna inferencia sobre el valor de la media poblacional se
supone que la poblacion sigue una distribucion normal con desviacion tipica conocida,
que se da como dato del problema. En esta situacion se verifica que si la poblacion de
partida es normal con varianza conocida entonces la distribucién muestral de las medias
es también normal. En el ejemplo item 5A de 2009 se facilita al estudiante la
informacion referente a la distribucion de la poblacion en estudio que es necesario en la

construccion del intervalo de confianza.

item 5A (2009):

Una variable aleatoria X se distribuye de forma Normal, con media x y desviacion tipica 6=0,9.
a. Una muestra aleatoria de tamaifio 9 ha proporcionado los siguientes valores de X: 7,0; 6,4; 8,0;
7,1; 7,3; 7,4; 5,6; 8,8; 7,2. Obtenga un intervalo de confianza para la media x, con un nivel de
confianza del 97%.

b. Con otra muestra, se ha obtenido que un intervalo de confianza para y, al 95%, es el siguiente
(6,906, 7,494). ;Cual es el tamafio de la muestra utilizada?

En el caso de los problemas relaciones con la estimacion de la proporcidon
poblacional se supone que la distribucion de la poblacioén de partida es una distribucion
binomial. Este tipo de problema suele revestir mayor dificultad, puesto que, por un lado,
no se da el valor de la varianza o desviacion tipica y es el alumno quien debe recordar la
féormula para determinarla, y por otro lado, puesto que las muestras suelen ser grandes,
hay que utilizar la aproximacion de la distribucion binomial a la distribucién normal.
Ejemplo de ello es el item 6A (2011) en el que el alumno debe identificar la distribucion

de la poblacién ya que no es facilitada como dato.

item 6A (2011)

El director de una television afirma que un nuevo programa que va a emitirse sera visto, al
menos, por un 30% de personas. Una vez emitido se realiz6 una encuesta a 500 personas,
elegidas al azar, y ésta revelo que 130 de ellas habian visto ese programa.
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a) Formule la hipotesis nula y la alternativa del contraste de hipotesis que permite determinar si
los datos de la encuesta realizada son compatibles con la afirmacion del director.

b) Halle la region critica de ese contraste para un nivel de significacion del 5.5%.

c) Seglin el dato obtenido en el apartado anterior ;qué conclusion se obtiene sobre la afirmacion
realizada por el director de esa television?

Realizando el estudio a partir de los campos de problemas se observa que a
excepcion del campo Al, donde la distribucion de la poblacion es uniforme discreta, en
el resto de los campos (distribuciéon muestral en poblaciones infinitas, calculo de
probabilidades, construccion e interpretacion de intervalos de confianza y contraste de
hipotesis) los modelos probabilisticos de la poblacion son binomial o normal, véase

Tabla 3.5.

Tabla 3.5.
Modelos probabilisticos incluidos en los campos de problema

Campos de problema
Al A2 Bl B2 C
Distribucion Uniforme Discreta X
Distribuciéon Binomial X X X X
Distribucion Normal X X X X

Fuente: Elaboracion propia

Por ultimo senalar que, aunque todos los campos, a excepcion del Al, trabajan tanto
con la distribucion normal como con la binomial, en general, y tal como se ha puesto de
manifiesto en el analisis sobre los procedimientos recogidos en la Tabla 3.2, en un alto
porcentaje de ejercicios se termina recurriendo al uso de la tabla de la distribucion
normal. Por lo que se puede se pone de manifiesto la importancia que tiene el uso

distribucion gaussiana o distribucion normal dentro de la inferencia estadistica.

3.7. PARAMETRO POBLACIONAL OBJETO DE ESTUDIO

En este apartado se han analizado los parametros que deben ser estimados mediante
estimacion puntual (a partir de los estadisticos muestrales, se asigna un valor al
parametro poblacional), estimacion por intervalo de confianza (intervalo dentro del cual
estd contenido el verdadero valor del pardmetro desconocido con cierto grado de

certeza) y aquellos sobre los que se plantea una hipotesis a contrastar (mediante el
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desarrollo de un procedimiento establecido se comprueba la verosimilitud de la
hipotesis planteada). No todos los problemas solicitan la estimacion del mismo
parametro o bien la realizacion de un contraste sobre el mismo y, aunque no siempre,
generalmente el tipo de pardmetro que se pide se relaciona con la distribucioén en la

poblacion.

En general los parametros a estimar, analizando cada uno de los campos de
problemas (véase Tabla 3.6) son los referentes a la media poblacional y la proporcion

poblacional.

Tabla 3.6.
Clasificacion de los parametros a estimar segun los campos de problema

Campos de problema
Al A2 Bl B2 C

Proporcion X X X X X
Media X X X X X
Varianza/Desviacion tipica X

Con respecto a la estimaciéon de la varianza poblacional, solamente es posible
encontrarla en los items asociados a la categoria Al (composicion de las muestras y
calculos estadisticos de las distribuciones muestrales en poblaciones finitas) ya que en
todos los relacionados con la estimacion de media poblacional siempre se parte de que
dicho parametro es conocido. A continuacion se muestra un ejemplo para cada uno de
los tres tipos de parametros diferentes: varianza poblacional (item 3A curso 2003-2004)
media poblacional (item 4A curso 2004-2005) y proporcion poblacional (item 3A curso
2005-2006).

item 3A (2004)

Dada la poblacién de elementos {3, 4, 5, 8}, se pretende seleccionar una muestra de tamafio 2,
mediante muestreo aleatorio con reemplazamiento.

a) Escriba todas las muestras posibles.

b) Calcule la varianza de la poblacion.

¢) Calcule la varianza de las medias muestrales.

Item 4A (2005)

La superficie de las parcelas de una determinada provincia se distribuye segiin una ley Normal
con media 2,9 Ha y desviacion tipica 0,6 Ha.

a) Indique la distribucion de las medias muestrales para muestras de tamafio 169.

b) (Cual es la probabilidad de que una muestra de tamafio 169 tenga una superficie media
comprendida entre 2,8 y 3 Ha?
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item 3B (2006)
Se ha lanzado un dado 400 veces y se ha obtenido 80 veces el valor cinco. Estime, mediante un
intervalo de confianza al 95 %, el valor de la probabilidad de obtener un cinco.

3.8. CONTEXTO DEL PROBLEMA

El contexto en el que se enmarca un problema es esencial para mostrar la union
existente entre los conceptos y las situaciones reales, permitiendo ademas darle sentido
al aprendizaje y motivar el interés por el aprendizaje de las matematicas, haciéndoles
ver su utilidad en diferentes contextos. Para tal fin, nos basaremos en los contextos
recogidos en las pruebas de evaluacion PISA orientadas a evaluar la competencia

matematica.

El andlisis de este elemento adquiere cierta importancia ya que tal y como sefiala
Rico (2006b) el uso de las matematicas en situaciones y contextos variados es un
componente importante de la alfabetizacion matematica. Las situaciones permiten
conectar un problema con los fendmenos de los que surgen los objetos matematicos
considerados. A continuacidn se presenta cada uno de los contextos junto a un ejemplo

extraido de las pruebas PAU.

e Situacion personal: Son problemas relacionados con las actividades del dia a dia
del propio individuo, su familia y su grupo de iguales. Como ejemplo, se
muestra el item 3B propuesto en 2004, pues el contexto es el numero de horas
que dedica el estudiante a la practica de deporte, que es una variable personal
para el alumno. Otros ejemplos de problemas en contexto personal son los
relacionados con las compras, familia, juegos, salud o transporte personal,

deportes, o viajes.

Item 3B (2004)

El nimero de horas semanales que los estudiantes de Bachillerato de una ciudad dedican al
deporte se distribuye seglin una ley Normal de media 8 y varianza 7,29.

a) Para muestras de tamafio 36, indique cual es la distribucion de las medias muestrales.

b) (Cual es la probabilidad de que la media de una muestra de tamafio 36 esté comprendida entre
7,82y 8,36 horas?

e Situacion profesional: Son problemas que se centran en el mundo laboral que el
estudiante encontrard en el futuro o que conoce por sus padres o maestros. Se

trata de problemas sobre medida, control o coste de un proceso de produccion o
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una construccion, sobre diseflo en carpinteria, arquitectura o jardineria; coste o
salario de mano de obra, etc. En nuestro caso se ha considerado como ejemplo el
item 1A, propuesto en 2007, donde la variable aleatoria que se esta estudiando es

el salario de los trabajadores de una ciudad.

item 1A (2007)

El salario de los trabajadores de una ciudad sigue una distribucion Normal con desviacion tipica
15 euros. Se quiere calcular un intervalo de confianza para el salario medio con un nivel de
confianza del 98%. Determine cudl es el tamafio minimo de la muestra que se necesitaria recoger
para que el intervalo de confianza tenga una amplitud, como maximo, de 6 euros.

Situacion Social: En este caso, se incluyen los problemas que el estudiante
podria encontrar en su comunidad mas amplia que la familiar (comunidad de
vecinos, ayuntamiento o ciudad, su pais, etc.). El item 1B de 2012 se ha incluido
dentro de esta categoria por tratar el tema del uso del carril bici en una ciudad.
Otros casos encontrados son problemas relacionados con sistemas electorales,
transporte urbano o interurbano, demografia o publicidad. Dentro de este tipo se
han incluido también los juegos de azar como la loteria, etc., que aparecen en los

medios de comunicacion.

item 1B (2012)

Un informe de un Ayuntamiento afirma que al menos el 26% de los usuarios del carril bici
habrian utilizado el coche particular para sus desplazamientos de no haber existido dicho carril.
Sin embargo, un perioddico local anuncia la falsedad del dato, informando que una encuesta
propia indica que solo 240 de los 1000 usuarios encuestados afirman que habrian utilizado el
coche particular.

a) Establezca un contraste, con hipotesis nula, para verificar la afirmacion del Ayuntamiento e
indique la region critica de dicho contraste para un nivel de significacion del 5%.

b) Con este nivel de significacion, ;podria aceptarse el informe del Ayuntamiento?

Situacion Cientifica: Los problemas clasificados en la categoria cientifica estan
relacionados con la aplicacién de las matematicas en ciencia y tecnologia. A
modo de ejemplo se muestra el item 6A propuesto en 2013, cuyo objetivo es
realizar un estudio sobre la proporcion de hembras entre los peces de una
piscifactoria.  Otros problemas relacionados con la ciencia tratan de la
meteorologia, ecologia, medicina, genética, o fisica. Esta situacion es mas
abstracta que el resto, ya que implica la comprension de un proceso tecnologico,

una interpretacion tedrica o un problema matematico.

item 6A (2013)
Se quiere estimar la proporcion de hembras entre los peces de una piscifactoria; para ello se ha
tomado una muestra aleatoria de 500 peces, y en ella hay 175 hembras.
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a) Calcule un intervalo de confianza para la proporcion de hembras en esta poblacion de peces,
con un nivel de confianza del 94%.

b) A la vista del resultado del muestreo se quiere repetir la experiencia para conseguir un
intervalo de confianza con el mismo nivel y un error maximo de 0,02, ;cual es el tamafio minimo
que debe tener la nueva muestra?

Por otro lado, aquellos problemas que no han sido incluidos en ninguno de los
contextos mencionados anteriormente, han sido clasificados como problemas Sin
contexto. Concretamente, se han incluido en esta categoria aquellos enunciados
redactados sobre situaciones matematicas abstractas y en los que no se incluye ninguna
aplicacion a la vida real. Ejemplo de ello es el item 5A propuesto en 2012. Senalar que
la inclusion de este tipo de ejercicios contradice todas las recomendaciones sobre la

ensefianza de la estadistica en que el contexto es fundamental para el aprendizaje.

item 5A (2012)

Una caracteristica de una determinada poblacion se distribuye segin una variable aleatoria
Normal X de media desconocida y desviacion tipica 0,9. Extraida al azar una muestra de tamafio
9 de esa poblacion y observada X, dio como resultados: 10,5; 10; 8,5; 10,5; 11,5; 13,5; 9,5; 13;
12.

a. Halle un intervalo de confianza, al 99%, para la media de la variable X.

b. Determinar el tamafio minimo que debe tener una muestra de esa poblacion, para que el error
maximo que se cometa en la determinacion de un intervalo de confianza para la media de X sea,
a lo sumo, 0,3, con un nivel de confianza del 90%.

3.9. ANALISIS ESTADISTICO DE LOS PROBLEMAS

A partir del analisis cualitativo, donde se identificaron las categorias para cada una de
las variables y para cada problema, se han codificando los datos para su posterior
tratamiento estadistico con el software Excel. En lo que sigue, se presenta la
distribucion, globalmente y por afio, de las categorias en la muestra de problemas
analizados. Los resultados seran presentados siguiendo el mismo orden de analisis

realizado para cada una de las variables.

3.9.1. Campos de problemas

Tal y como se ha mencionado en la Seccion 3.5 los campos de problemas que se han
tratado son: A) muestreo (dividido en las categorias Al y A2); B) intervalos de

confianza (dividido en las categorias B1 y B2); C) contrastes de Hipotesis. En la Figura
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3.5 se muestra la distribucion global de los campos de problemas propuestos en los 144
ejercicios analizados. Considerando los tres campos de problemas, se ha comprobado
que en un mismo ejercicio es posible encontrar ejercicios que tratan mas de un campo,
por lo que el total de ejercicios analizados se incrementa a 152 (35 correspondientes al
campo A; 95 al campo B y 22 al campo C). Si se analizan de forma independiente los
apartados que se incluyen en las 144 pruebas, se obtiene que el nimero total de la
muestra casi duplica el numero inicial (285). Este hecho nos indica que practicamente
en todos los ejercicios se ha tratado de evaluar el conocimiento de mas de un campo de

problemas de entre los que hemos definido.

Poblacion y muestra (A1) _ 40
Distribucién Muestral (A2) |Gz 32
Intervalo de Confianza (B1) || G 3¢
Relacion Confianza, Error y Tamafio (B2) || G :°
Test Hipotesis (C) || GcG—_ 33

0 20 40 60 80 100

Figura 3.5. Frecuencia de apartados segiin campo de problema

Se observa que los ejercicios que aparecen con mayor frecuencia en las pruebas son
los relacionados con la construccion e interpretacion de los intervalos de confianza y
aquellos que hacen referencia a la relacion entre la confianza, el error de estimacion y el
tamafio muestral. Conjuntamente, los ejercicios relacionados con el intervalo de
confianza (campos Bl y B2) han sido un total de 175, por lo que se deduce la gran
importancia dada a este tipo de ejercicios en las PAU. En este sentido, y teniendo en
cuenta que en estos problemas también se evaltia la comprension de la distribucion
muestral y sus estadisticos, hay un buen ajuste entre los problemas propuestos en las

pruebas de acceso y los estdndares de evaluacion previstos en el nuevo desarrollo
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curricular (MECD, 2015b). Sin embargo, no se contempla adecuadamente el contraste

de hipotesis, previsto en el desarrollo curricular actual (MEC, 2007).

Por otro lado, si se analizan los distintos tipos de items propuestos en cada uno de
los afios (véase Figura 3.6) se observa que no es hasta el curso académico 2009-2010
donde se pueden encontrar pruebas que incluyan ejercicios relacionados con test o
contrastes de hipotesis. A partir de su inclusion en las PAU, casi la mitad de los
ejercicios propuestos lo incluyen. La aparicion de los contrastes de hipotesis estd
suponiendo una disminucion considerable de los ejercicios relacionados con el intervalo
de confianza, indicando un cambio de tendencia en los contenidos de inferencia
evaluados en las pruebas de acceso. A diferencia de los otros campos de problemas, se
ha detectado que la mitad de los ejercicios relacionados con test de hipotesis no estan
subdivididos en apartados (11 de los 22 ejercicios), este hecho acentta la dificultad de
este tipo de ejercicios ya que el estudiante se juega toda la calificacion (2,5 puntos) a un
unico apartado. Ademas, consideramos que este cambio aumenta la dificultad pues
autores como Fidler y Cumming (2005) indican que la comprension de los intervalos es
mas sencilla que la de los contrastes tanto para estudiantes como para investigadores.

Ademas contradice el nuevo curriculo en el que se ha suprimido el contraste de
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hipotesis.
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Figura 3.6. Clasificacion por afnos segin los campos Poblacion y Muestra, (Al, verde);
Distribucion Muestral (A2, naranja); Intervalo de confianza (B1, gris); Relacion entre
confianza, error y tamafio (B2, amarillo); y Contraste de Hipotesis (C, azul)
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Finalmente resaltamos el hecho de que los problemas relacionados simplemente con
muestreo (categorias Al o/y A2) tienen una distribuciéon muy variable. Aunque los
encontramos en todos los afios, cabe destacar que los problemas donde se solicita la
descripcion de la distribucion muestral junto al calculo de probabilidades han sido
incluidos en ocho de los doce afios analizados, y ademads, a partir de 2010, y con

excepcion del afio 2011, no han sido recogidos en las PAU.

3.9.2. Modelo probabilistico de la poblacion de partida

El anélisis de los modelos probabilisticos que sigue la poblacion en estudio nos muestra
la importancia que tiene dentro de la inferencia estadistica la distribuciéon normal. Dado
que hay items que contienen mas de un apartado, se tiene que de los 155 apartados
analizados se observa que la poblacion de partida se distribuye segin una normal en 91
de ellos (58%), véase Figura 3.7. Por otro lado, aunque generalmente a posteriori se
suele realizar la aproximacion de la distribucion binomial a la normal, los problemas
relacionados con proporciones nos han permitido concluir que el 26% de ellos parten de
una poblacion binomial. En otros casos, la poblacion se distribuye segiin una uniforme

de tipo discreto.

Binomial - | 4o
Uniforme discreta _24

0 10 20 30 40 50 60 70 8 90 100

Figura 3.7. Frecuencia de apartados segun modelo probabilistico de la poblacion de
partida

Realizando la clasificacion por afios, véase Figura 3.8, y compardandolo con los
resultados obtenidos en el punto anterior, se comprueba que el hecho de no incluir items
de la categoria A1 en 2007 provoca que no tengamos poblaciones uniformes discretas.
A partir de la informacion recogida en la Figura 3.8, se puede concluir que no es hasta

el 2006 donde se introducen ejercicios donde el parametro en estudio sea la proporcion
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muestral, ya que en afios previos no se ha contabilizado ninglin item donde la poblacion
se distribuya segun una binomial. La introduccion de la distribucién binomial en las
pruebas ha provocado una disminucion en los items que consideran la distribucion

normal como distribucion de partida de la poblacion.
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ENormal BEBinomial B Uniforme Discreta

Figura 3.8. Clasificacion de los modelos probabilisticos de la poblacion por afios

3.9.3. Parametro poblacional objeto de estudio

Dentro del campo de la inferencia estadistica paramétrica, en general, se supone que la
variable aleatoria en estudio tiene un modelo de distribucion de probabilidad donde se
desconoce alguno de los parametros que la determinan y cuyo objetivo esta centrado en
la estimacion del mismo. Por todo lo comentado, es de esperar que los resultados
obtenidos en las subsecciones 3.9.1 y 3.9.2 tengan una alta relaciéon con los que se
muestran a continuacion.

La Figura 3.9 recoge los resultados obtenidos después de analizar el tipo de
parametro que es objeto de estudio en el item. Como se observa, el nimero total de
pardmetros a estimar (puntualmente, por intervalo de confianza o mediante la
realizaciéon de un test) es 120, siendo muy inferior al niimero total de campos de
problemas clasificados (285). Recordemos que a la hora de realizar la clasificacion no
se ha tenido en cuenta los ejercicios en los que se solicita la obtencion de la distribucion
de la media muestral mediante el uso del Teorema Central del Limite y el posterior
calculo de una probabilidad determinada.

A partir de la Figura 3.9 se observa que la media poblacional es el pardmetro a

estimar que tiene mayor peso en las pruebas PAU (65%). En casi la mitad de los casos
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encontramos que el parametro que se desea estimar es la proporcion poblacional.
Teniendo en cuenta los resultados mostrados en la subseccion 3.9.2., este hecho era de
esperar ya que la introduccion de este parametro se produce a partir de 2006. Sefialamos
el hecho de haber encontrado inicamente dos items donde el parametro a estimar es la
varianza. Concretamente estos dos ejercicios son el item 3A propuesto en el curso 2003-
2004 presentado en la Seccion 3.7 y el item 2B propuesto en el curso académico

siguiente.
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Figura 3.9. Frecuencia de los pardmetros a estimar

En el analisis por afio, véase Figura 3.10, se observa como la proporcién poblacional

va adquiriendo mayor protagonismo llegando a tener el mismo peso en el Ultimo afio

2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014
B Media B Varianza EProporcion

analizado.
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Figura 3.10. Clasificacion de los parametros a estimar por afios
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3.9.4. Contexto

Partiendo de la informacion recogida en la Seccion 3.8, se han analizado los contextos
para cada una de las pruebas. Con objeto de tener una visidbn mas general sobre la
distribucion de contextos utilizados se presenta la Figura 3.11. Queremos destacar que
el nimero total de contextos analizados (153) supera al nimero total de items (144) ya
que algunos de los problemas propuestos incluian varios apartados independientes entre
si y enmarcados en contextos distintos. Al realizar la clasificacion se observa que se
tiende a proponer problemas dentro de un contexto social, ya que aproximadamente el

29% de ellos se clasifican como tales.

18,95%

20.92% = Personal
= Profesional
14,38% Social
16,99% Cientifico

= Sin contexto

28,76%

Figura 3.11. Clasificacion segin contexto.

Aunque a partir de la informacion recogida en la Figura 3.11 se concluye que
aproximadamente el 21% de los problemas analizados carecen de contexto, es necesario
sefalar que el 75% de ellos han sido propuestos antes de 2010. Este hecho adquiere
cierta importancia ya que se tiende a seguir las recomendaciones sobre la ensefianza de
la estadistica disminuyendo los problemas sin contexto donde el estudiante no

comprende el interés de aplicacion de las matematicas.

Si analizamos los contextos por ano (véase Figura 3.12), se observa una gran
presencia de problemas formulados sobre un contexto social y una disminucion
significativa, en los Ultimos afios, de los problemas sin contexto. Al realizar un anélisis
comparativo entre el periodo inicial y final del estudio, se observa que ha habido una
tendencia a modificar el contexto en el que se desarrolla el problema. Por ejemplo en

2003 se tiene una alta presencia de problemas con contextos propiamente cientificos y
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no aparecen problemas con contextos personales, mientras que en 2014 se tiene que mas

del 50% de los problemas corresponden a un contexto social y no es posible encontrar

problemas propios de un contexto cientifico.
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Figura 3.12. Contextos de los items por cada afio

3.10. CONCLUSIONES SOBRE LA IDONEIDAD DIDACTICA DE LAS PAU

Para finalizar el Capitulo hacemos una reflexién sobre algunos componentes de la

idoneidad didactica de las PAU que se pueden deducir del analisis llevado a cabo.

e Idoneidad epistémica.

Mediria la correspondencia entre el significado institucional pretendido (dado por las
directrices curriculares) y el evaluado. Los resultados del anélisis realizado muestran
que esta idoneidad es escasa. Por un lado, todas las pruebas de los catorce afos
analizados incluyen un problema de inferencia estadistica. Aunque el contenido del
curriculo, incluye otros muchos temas relacionados con inferencia estadistica
objetivamente se ve que las pruebas dan mucha mayor importancia al calculo intervalos
de confianza y la interpretacion de los mismos, que a otro temas de inferencia pues
aproximadamente el 64% de los items propuestos van relacionados con este tema. Sin
embargo, vemos que no todos los temas de inferencia se contemplan con el mismo peso.
Por otro lado, mientras el curriculo contempla tres bloques de contenidos -Algebra,

Andlisis y Probabilidad y Estadistica- la mitad de las pruebas estan dedicadas a este
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ultimo bloque. En consecuencia, no hay una correspondencia adecuada entre el

significado pretendido y evaluado.

o Idoneidad cognitiva.

Mide el grado en el que los significados evaluados en las pruebas son asequibles a los
estudiantes. Pensamos que en este caso esta idoneidad es también baja coincidiendo con
algunos de los resultados de investigaciones que analizan las calificaciones de los
estudiantes (Grau, Cuxart, y Marti-Recober, 2002; Murillo, 1997; Ruiz, Davila,
Etxeberria y Sarasua, 2013)

Por otro lado, analizando la solucion de alguno de estos problemas, hemos visto que
los problemas propuestos son bastante complejos, pues incluyen gran cantidad de
objetos matematicos. Otro indicio de que se quiere aumentar la dificultad es la
proporcion de ejercicios de test de hipdtesis que se estan planteando en los ultimos afios
los cuales requieren el uso de muchos conceptos: poblacion, muestra, parametro
poblacional, estadistico muestral, distribucion del estadistico muestral, hipdtesis nula y

alternativa, region de aceptacion y rechazo, nivel de significacion.

Ademas, sefialar que la resolucion correcta de este problema no implica que el
estudiante comprenda y discrimine todos estos conceptos ni que haya adquirido
suficiente razonamiento estadistico, sino que recuerda y sabe aplicar una serie de
formulas, que quizds no comprenda. Esta ensefianza soslaya también la problematica
filosofica asociada y los errores de aplicacion de la inferencia. Ademads, presenta la
inferencia frecuencial como una metodologia Unica, ocultando las diferentes
aproximaciones y las controversias que dentro de la misma estadistica ha tenido la

inferencia (Batanero, 2000).

e Jdoneidad mediacional.

Esta idoneidad mide la adecuacion de los recursos materiales y temporales que se
proporcionan al estudiante para la realizacion de las pruebas. Fundamentalmente sera el
tiempo disponible, las tablas de la distribucion normal y las calculadoras. Pensamos que
estos recursos son suficientes, sin embargo, es paraddjico el hecho de que tanto la
estadistica como la probabilidad con frecuencia se dejan en los cursos anteriores como

ultimo tema y a veces se omiten; el estudiante que se prepara para selectividad tendra
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que hacer un esfuerzo notable para adquirir suficiente competencia y comprension para

resolver los problemas propuestos en las PAU.

e Jdoneidad emocional.

Mide el interés o motivacion que puede tener el estudiante con el objeto de estudio. En
nuestro caso, al analizar los contextos que se presentan en los problemas, se ha
observado un predominio del contexto social que es el que en principio debe tener mas
interés para los estudiantes de esta rama de Bachillerato. Llamamos la atencién al 20%
de problemas descontextualizados donde el estudiante no puede ver el interés o la

aplicacion que pueda tener la estadistica en su futura vida profesional.

e Idoneidad ecologica.

En este caso, se pretende medir el grado en que el proceso de estudio se ajusta al
proyecto educativo de la institucién y a los condicionamientos del entorno en que se
desarrolla. Pensamos que esta idoneidad si la trata correctamente puesto que las PAU
cumplen su funciéon de evaluar los conocimientos y competencias de los estudiantes
antes de su entrada a la universidad. Aunque sin duda el proceso se puede mejorar y
existen propuestas de que cada facultad proponga sus propias pruebas este es un punto
que necesita mucha reflexion y discusion, pues no todos los estudiantes en principio

tienen claro los estudios que desean cursar en su nueva etapa universitaria.

En resumen, nuestro andlisis indica que algunos componentes de la idoneidad
didactica son claramente mejorables, en particular, la idoneidad epistémica y cognitiva,
por lo que deberia ser tenida en cuenta por los disefiadores de las mismas en las
sucesivas ediciones o en pruebas de evaluacion alternativas que se propongan en el

futuro.
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Capitulo

CONCLUSIONES

Para finalizar la memoria, en este Capitulo se sefalan, en base a los objetivos ¢ hipdtesis
que sustentan el trabajo, los resultados mas destacados. Asimismo, y teniendo en cuenta
la investigacion que se ha llevado a cabo, se realiza una breve reflexion sobre las
limitaciones que presenta el trabajo y se proponen nuevas lineas de investigacion con el
fin de conseguir solventar las limitaciones encontradas. Considerando las caracteristicas
del trabajo, se finaliza el capitulo sefialando las implicaciones que puede tener en la

ensefianza y aprendizaje de los futuros estudiantes.

4.1 CONCLUSIONES RESPECTO A LOS OBJETIVOS DEL TRABAJO E
HIPOTESIS

Recordemos que en la Seccion 1.5 del Capitulo 1 se sefiald que este trabajo tiene como
finalidad analizar los problemas de inferencia estadistica propuestos en las PAU de la
asignatura de Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales II en la Comunidad de
Andalucia en el periodo 2003-2014. Puesto que el objetivo general se desgloso en tres
objetivos especificos, a continuacion se realizard una breve reflexion sobre cada uno de

ellos.

OEL. Revisar las dificultades en la comprension de los conceptos asociados a la
inferencia estadistica. Dada la importancia que tiene el andlisis de las dificultades que
encuentran los estudiantes cuando se enfrentan a problemas de inferencia estadistica, en

el Capitulo 2 se ha realizado una revision sobre las investigaciones llevadas a cabo que
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mas se relacionan con la nuestra. El estudio nos ha permitido comprobar la importancia
que tiene este tema, ya que son numerosas las investigaciones encontradas, asi como las
dificultades que se describen. Entre otras sefialamos la interpretacion del valor p, del
nivel de significacion y de los resultados estadisticamente significativos, asi como el

planteamiento de las hipdtesis adecuadas en un contraste de hipotesis.

El célculo del intervalo de confianza es sencillo, pero su interpretacion suele ser
incorrecta. Por otro lado, los estudiantes confunden las diferentes distribuciones que
intervienen en el proceso de inferencia: distribucion en la poblacion, distribucion de los

datos de la muestra y distribucion muestral.

OE2. Analizar el contenido sobre inferencia estadistica propuesto en PAU. Este
objetivo se ha llevado a cabo mediante el andlisis de las diferentes pruebas que han sido
propuestas desde 2003 hasta 2014. En total se han resuelto y analizado 144 problemas,
correspondiente a las 12 pruebas propuestas cada uno de estos afios (6 en Junio y 6 en
Septiembre). Por otro lado, teniendo en cuenta que cada problema tiene varios apartados
a resolver, si se realiza el conteo segiin el nimero de apartados, este numero asciende
considerablemente hasta 285. La resolucion de cada uno de los ejercicios y apartados y
el andlisis semidtico nos ha permitido analizar tanto los objetos matematicos que
intervienen en los problemas y compararlo con el contenido de las directrices

curriculares sobre inferencia.

Como resultado se identificaron un gran niumero de objetos que intervienen en la
resolucion de los problemas propuestos (Véase Tabla 3.2), que practicamente abarcan
todos los contenidos curriculares de la inferencia en el periodo analizado (Tabla 3.3) y
previstos en el nuevo Decreto (Tabla 3.4). No obstante no todos los contenidos se tienen
en cuenta con la misma intensidad. Por un lado se privilegia el estudio de los intervalos

de confianza y por otro la inferencia sobre la media de una poblacién normal.

OE3. Identificar las variables que definen los problemas de inferencia estadistica y
analizarlas estadisticamente. El andlisis empleado para examinar el contenido de
inferencia nos ha permitido identificar las cuatro variables que han sido objeto de
estudio. En primer lugar se identificaron cinco campos de problemas, analizando los

objetos matematicos requeridos en su solucion y su relacion con las directrices
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curriculares. Ademds se analizé distribucién de la poblacion de partida, pardmetro
poblacional bajo estudio y contexto). Encontramos un gran énfasis en la media como
parametro y en la distribucion normal; los contextos fueron variados, pero aun asi se
encuentran problemas no contextualizado lo cual contradice las recomendaciones
actuales sobre la ensefianza de la estadistica. El andlisis llevado a cabo pone de
manifiesto la importancia que tienen las variables identificadas en la elaboracion de

pruebas con caracteristicas similares.

Con respecto a las hipdtesis, que fueron consideradas como expectativas iniciales, se

tienen las siguientes conclusiones:

H1: El andlisis de las investigaciones previas mostrarda que el tema que nos ocupa
ha sido escasamente investigado y, por tanto, nuestro trabajo puede aportar
informacion original. Aunque hemos encontrado bastantes trabajos que analizan las
PAU desde diferentes puntos de vista, pocas se han centrado en el analisis de los
problemas propuestos. En general estos trabajos analizan las caracteristicas

psicométricas, los resultados de los estudiantes o la opinioén de los profesores.

La revision llevada a cabo en el Capitulo 2 ha dejado al descubierto la escasez de
investigaciones relacionadas con el andlisis de las variables que determinan los
problemas de inferencia estadistica en las PAU. Los trabajos afines a la presente
memoria han sido los presentados por Espinel, Ramos y Ramos (2006), Espinel, Ramos
y Ramos (2007) y Garcia y Garcia (2005), sin embargo, destacamos que ninguno de

ellos analiza las variables consideradas en esta investigacion.

H2: El andlisis semiotico de los problemas de inferencia propuestos en las PAU y su
comparacion con el contenido curricular de estadistica en los decretos curriculares de
Bachillerato mostrara, por un lado, que se da una alta importancia a la inferencia en
las PAU. Ademas se observara un buen ajuste entre los contenidos de inferencia fijados
en el curriculo y los considerados en las pruebas. La inferencia estadistica, al igual que
la probabilidad, adquiere cierta importancia en las PAU ya que todas las pruebas

incluyen un ejercicio que trata este tema. Por tanto determinan el 25% de la puntuacion
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en los estudiantes que realizan la prueba, a pesar de que el contenido de inferencia es

menor que el 25% del curriculo de matematicas para estos estudiantes.

Ademas, el estudio llevado a cabo sobre los problemas de las PAU junto al analisis
de las normativas curriculares pone de manifiesto, en general, una adecuada relacion
entre los contenidos tratados en las PAU e incluidos en el curriculo. Sin embargo,
hemos observado un mayor énfasis en la estimacion de la media, en comparacion con la
estimacion de la proporcion y por otro lado los problemas propuestos se refieren a
estimacién en una sola poblacion. Por tanto no se considera la comparacion de dos

poblaciones que es un tema incluido en el curriculo.

H3. Aunque en el curriculo que han cursado los estudiantes en los pasados anos
(MEC, 2007) se sugiere estudiar la inferencia tanto para una como para dos muestras y
en relacion a la media y proporcion, pensamos que la mayoria de problemas se
centraran tan solo en la inferencia sobre la media de la muestra. Como se ha expresado
en la hipdtesis anterior los resultados confirman nuestra hipotesis ya que no se han
encontrado ejercicios donde se trabaje con dos poblaciones.

Puesto que el nuevo curriculo (MECD, 2015) no incluye los contrastes de hipdtesis
una sugerencia seria eliminar los problemas relacionados con el mismo de las futuras
pruebas de acceso a la universidad y completarlas con los temas escasamente tratados

hasta ahora.

H4. Al estudiar el contexto de los problemas, pensamos que se encontrardn una
proporcion grande de problemas descontextualizados. El estudio estadistico confirma la
expectativa inicial que se tenia. De los resultados hemos obtenido que el 21% de los
ejercicios propuestos carecen de contexto. Sin embargo, es necesario notar que en los
ultimos afios se esta produciendo un cambio de tendencia con la inclusion de ejercicios

enmarcados en un contexto social.
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4.2. LIMITACIONES DEL ESTUDIO Y FUTURAS LINEAS DE
INVESTIGACION

La principal limitacion que se identifica de la investigacion realizada es la dificultad que
hay para poder acceder a las respuestas de los estudiantes ante estos problemas. Seria de
gran interés analizar dichas respuestas para poder realizar una mejor clasificacion de las
dificultades que encuentran los estudiantes de Bachillerato cuando se enfrentan a un
problema de inferencia y conseguir solventar dichas dificultades mediante una
ensenanza adecuada.

Por otro lado, nos hemos limitado a los ejercicios propuestos en Andalucia. El
estudio se podria ampliar comparando con los ejercicios de inferencia propuestos en las
PAU de las distintas comunidades, lo que nos podria permitir realizar un analisis
comparativo y examinar como se trata en todo el territorio espafiol este tema.

Con el fin de contribuir a la manera cémo se forman los futuros universitarios en
Estadistica y Probabilidad, seria recomendable difundir los resultados aqui obtenidos
con los recogidos en las investigaciones de Carretero (2014), Carretero, Lopez-Martin y
Arteaga (2015), Contreras, Lopez-Martin, Arteaga y Carretero (2015), Lopez-Martin,
Contreras, Batanero y Carretero (2015) y Lopez-Martin, Contreras, Carretero y Serrano
(2016).

Igualmente se podria llevar a cabo un estudio de la presentacion de la inferencia en
los libros de texto de Bachillerato de Ciencias Sociales para comparar los ejercicios
propuestos en los libros de texto y los utilizados en las PAU, y realizar

recomendaciones para mejorar los textos, en caso de ser necesario.

4.3. IMPLICACIONES PARA LA ENSENANZA

La importancia que dentro del aula se da a cada tema recogido en las orientaciones
curriculares, en particular, para los estudiantes de segundo de Bachillerato viene
implicitamente determinada por las Pruebas PAU. Aunque la finalidad principal de las
pruebas PAU es evaluar los conocimientos y capacidades adquiridas por los futuros
universitarios durante su etapa de Bachillerato (primer y segundo curso), también se
utilizan actualmente para seleccionar a los estudiantes que quieren ingresar en

titulaciones y centros de estudios universitarios determinados.
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Con el fin de garantizar el éxito de los estudiantes que se preparan para acceder a la
universidad es vital asegurar una correcta y estrecha relacion entre los contenidos de
inferencia incluidos en las pruebas y los recogidos en los documentos curriculares. Los
resultados obtenidos del andlisis realizado en la investigacion pueden servir para la
elaboracion de pruebas futuras (incluida la nueva revalida) y preparar a los estudiantes
que tienen que enfrentarse a las mismas. Ademads, esperamos que la informacion
recogida en esta memoria contribuya a mejorar la practica docente de los profesores de

la etapa de Bachillerato.
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