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Introduccion

INTRODUCCION

La combinatoria es hoy dia una amplia rama de la matematica y base de la
matematica discreta, con muchas aplicaciones en la ciencia, la técnica y la optimizacion.
Sin embargo, su ensefianza no se resalta lo suficiente ya que suele aparecer ligada
principalmente a la probabilidad.

Diferentes investigaciones, que se resefian en el Capitulo 2, sugieren que el
razonamiento combinatorio no es sencillo para los estudiantes, a pesar de la importancia
que tiene este razonamiento como parte del pensamiento formal. Las investigaciones
con estudiantes espafioles son pocas y dejaron abiertas posibilidades de realizar nuevos
trabajos al respecto, lo cual ha hecho que nos interesemos en esta tematica.

Mas concretamente, en este trabajo analizamos los procesos de resolucion de
problemas de permutaciéon por parte de alumnos de los tres primeros cursos de
Educacion Secundaria Obligatoria, que atin no han recibido una ensefianza formal del
tema. En el curriculo seguido hasta ahora por estos estudiantes, la combinatoria apenas
aparece, en contraste con lo previsto en la nueva normativa en que se incluyen
contenidos de combinatoria desde 1° curso de la Educacién Secundaria Obligatoria.

La finalidad del estudio de evaluacion es analizar el razonamiento combinatorio de
estos estudiantes, previo a la ensefanza formal, y compararlos con los resultados
obtenidos por Navarro- Pelayo (1994) en un estudio similar, completando también la
informacion de dicha autora al analizar con mdas profundidad los problemas de
permutaciones.

Para ello se propone a los estudiantes que forman parte de la muestra un
cuestionario sencillo con problemas de permutaciones ordinarias y con repeticion,
variando también el tipo de elemento a permutar (personas, nimeros y objetos). En total
se consideraran seis problemas, combinando las anteriores variables. Tendremos en
cuenta también dos tipos de problemas que Navarro- Pelayo (1994) describié como
problemas de seleccion y problemas de combinacion. Usaremos siempre un nimero
pequeiio de elementos para que el alumno si no sabe o no recuerda la férmula lo pueda

deducir por enumeracion.
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Introduccion

La Memoria se organiza en la siguiente manera:

En el Capitulo 1 se comienza describiendo algunos elementos sencillos la
Combinatoria y su papel en la matematica y resaltando la importancia de la
formacion en Combinatoria para el estudiante. Seguidamente se describe el
contenido curricular sobre el tema y se finaliza exponiendo los objetivos del
trabajo.

El Capitulo 2 se dedica a presentar los fundamentos del estudio, incluyendo una
descripcion de elementos del enfoque ontosemidtico y un resumen de las
investigaciones previas.

En el Capitulo 3 se describe un estudio exploratorio del razonamiento
combinatorio de una muestra de estudiantes de tres cursos de Educacion
Secundaria  Obligatoria en problemas de permutacion con y sin
reemplazamiento. Se describe la muestra y el contexto escolar en que se realiza
el estudio y se realiza un andlisis detallado del cuestionario utilizado. El resto
del capitulo se dedica a exponer y discutir los resultados en cada uno de los
items (considerando la respuesta y la estrategia) y una sintesis donde se
comparan los resultados por tipo de problema, tipo de permutacion y curso
escolar.

Finalmente se exponen las conclusiones y referencias utilizadas

Consideramos que cumplimos los requisitos de un trabajo fin de Master, en cuanto

se ha identificado un tema de investigacion y se ha llevado a cabo una investigacion

exploratoria con una muestra de tamafio moderado. Hemos organizado la memoria de

acuerdo a los requisitos de un trabajo de investigacion y aportamos algunos resultados

que mejoran nuestro conocimiento sobre la forma que los estudiantes razonan en

problemas de permutacion.




El problema de investigacion

CAPITULO 1. EL PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1 INTRODUCCION

En este primer capitulo, se hace un breve recorrido sobre distintas facetas de la
combinatoria y algunos objetos matematicos que intervienen en la misma. Se comienza
con su papel dentro de las Matematicas, especialmente dentro de la matematica discreta.
Después, se realiza también una exposicion sobre su importancia en la formacion de los
alumnos, no s6lo como herramienta matematica. Antes de terminar, se repasan los
contenidos en los que se ha plasmado su aplicacion dentro del nuevo curriculo, que se
encuentra en pleno proceso de actualizacion a todos los niveles educativos. Y, por
ultimo, y en base a todo lo anterior, su plantean una serie de objetivos que dirigen este

trabajo.

1.2 COMBINATORIA Y SU PAPEL EN LA MATEMATICA

Es dificil dar una definicion precisa de la combinatoria y resumir en pocas lineas
todas sus aplicaciones. Una descripcion de las caracteristicas e importancia de esta rama
de las matematicas es la que proporciond James Bernoulli (1713/ 1987) en su libro Ars

Conjectandi, que se cita en Batanero, Godino y Navarro- Pelayo (1994, p. 17):

El arte que procura eliminar esta debilidad y nos ensefia a enumerar todos los modos posibles en que
un numero dado de objetos puede mezclarse y combinarse de manera que estemos seguros de que no
hemos omitido ninguno de los posibles debe considerarse de una enorme utilidad y merece nuestra
més alta estima y profunda atencion. Este es el objeto de la Combinatoria que no debe ser
considerada so6lo como una rama de las ciencias matematicas, pues esta relacionada con casi todas
las formas de conocimientos utiles en las cuales la mente humana puede emplearse.

También se encuentran otras definiciones madas recientes como la recogida en
Wilhelmi (2004, p. 13): “Brevemente, la combinatoria es el arte de contar sin enumerar
directamente todos los casos. Para ello, es preciso aprender técnicas de ordenacion,
colocacion, seleccion, etc., de objetos ™.

En el presente trabajo, siguiendo a Batanero, Godino y Navarro-Pelayo (1994) y a
Ribnikov (1988) se entiende la combinatoria, o analisis combinatorio, como la rama de

las Matematicas que estudia los conjuntos discretos finitos y las configuraciones que
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pueden obtenerse a partir de sus elementos mediante ciertas transformaciones que
originan cambios en la estructura (permutaciones de sus elementos) o composicion de
los mismos (obtencién de muestras o subconjuntos). También se consideran las
correspondencias entre conjunto discretos, por ejemplo, aplicaciones o biyecciones.
Todas estas operaciones y correspondencias se pueden aplicar mas de una vez sobre
estos conjuntos.

Batanero, Godino y Navarro Pelayo, partiendo de Ribnikov (1988) y Grimaldi
(1989) clasifican los diversos tipos de problemas combinatorios como de existencia,
recuento, enumeracion y optimizacion, describiéndose ejemplos de cada uno y
justificando el papel relevante que la combinatoria desempena dentro de la matematica
discreta. También indican que en la actualidad la combinatoria es un amplio campo de
las matematicas y resaltan la investigacion actual sobre combinatoria y sus numerosas
aplicaciones en diversas ciencias y en otras ramas de las matematicas.

Entre ellas, la mas importante es la probabilidad, pues la combinatoria ha tenido
una gran contribucién en su desarrollo. Historicamente, las raices de la probabilidad han
estado ligadas al estudio de los juegos de azar, cuyos problemas se resuelven partiendo
de la enumeracion del espacio muestral que interviene en el juego (Batanero, Henry y
Parzysz, 2005). El problema de si es mas probable obtener un 11 o un 12 a partir de la
suma de las puntuaciones de tres dados lanzados a la vez ha sido uno de los mas
conocidos y todavia en la actualidad se plantea como un reto para los estudiantes.
Laplace y Fermat, que contribuyeron al desarrollo de la probabilidad en sus inicios,
resolvieron éste y otros problemas, para lo cual se basaron en la enumeracion
sistemdtica de probabilidades y el tridngulo combinatorio (Godino, Batanero y
Caiiizares, 1988).

Ademads, Heitele (1975) incluye la combinatoria entre las ideas estocasticas
fundamentales, por su gran relacion tanto con el experimento compuesto como con el
muestreo. En lo que respecta al experimento compuesto, el espacio muestral se forma
enumerando sus elementos y usando ideas combinatorias, asi como la regla del
producto. Ademds, las combinaciones y variaciones se definen como muestras no
ordenadas u ordenadas de un conjunto finito. Otra aplicacion importante de la
combinatoria en probabilidad son las distribuciones de probabilidad discreta, como la

binomial o la hipergeométrica.
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Pero también tiene repercusiones menos conocidas en teoria de nimeros, matrices
y determinantes, ciencias de la computacion (por ejemplo, en criptografia) teoria de
automatas e inteligencia artificial, investigacion operativa (grafos, camino- minimo),
geometria y topologia combinatorias y en ciencias como la biologia, geologia, quimica,

o gestion empresarial, informatica e ingenieria (descritas en Grimaldi, 1989).

1.3 ELEMENTOS SENCILLOS DE COMBINATORIA

El principal problema combinatorio que se tiene en cuenta en la ensefianza no
universitaria es el de recuento, es decir, contar una coleccion discreta de elementos sin
enumerarlos. Este problema se utiliza, bien en el calculo de probabilidades o en el
muestreo. Se trata de encontrar métodos que permitan contar las diferentes posibilidades
de dichas configuraciones de forma precisa sin necesidad de explicitarlas.

Entre las principales estrategias para contar dichas configuraciones se encuentran la
regla de la suma y la regla del producto (Espinoza, 2011).

La regla de la suma se acomoda al siguiente enunciado: si una determinada
situacion puede ocurrir de dos formas diferentes, resultando de la primera m maneras
posibles y de la segunda n maneras posibles, incompatibles entre si, entonces existen
m+n maneras en las cuales puede ocurrir la situacion inicial.

Por otro lado, la regla del producto se enuncia como sigue: si una situacioén puede
ocurrir en dos fases, resultando en la primera m maneras diferentes y, a partir de cada
una de ellas, en la segunda fase, otras » maneras diferentes, entonces ambas fases, esto
es, la situacion completa, puede ocurrir de m-n maneras distintas.

Estas reglas se pueden generalizar para una cantidad finita de situaciones:

e Dadas k formas diferentes, aq,@,,...,ar, en las que se puede dar una
determinada situacion, que se pueden producir de xq,x5,...,x; formas
diferentes, entonces existen x; + x, +--- +x;, maneras diferentes en las que
pueden ocurrir tal situacién, pero no a la vez, ya que aq, @y, ..., a;, son
situaciones incompatibles.

e Dada una situacion que ocurra en k fases encadenadas, resultando de la primera
x; maneras diferentes; después, a partir de cada una de las anteriores, x,
maneras diferentes; y asi, sucesivamente, hasta la k —ésima fase, que sucede de
x; formas diferentes a partir cada una de las anteriores; entonces, la situacion

inicial completa puede ocurrir de x4 - x5 - ... - X; maneras diferentes.
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Operaciones combinatorias
Dando un paso mas en las estrategias de recuento, se llega a las operaciones

combinatorias basicas, que surge al tratar de el de seleccionar n objetos de un conjunto
de m objetos distintos a,,a,,a,,...,a, considerado dos condiciones: el orden y la

repeticion de los elementos. De este modo se obtienen las siguientes operaciones:
Variaciones ordinarias de m elementos, tomados de » en n son los distintos grupos
que se pueden formar con los m elementos, de tal forma que en cada grupo entren n
elementos distintos, y dos grupos se diferencian en algin elemento o en el orden. Su
m!

(m—n)!.

Variaciones con repeticion de m elementos, tomados de n en n, a los distintos

numero se calcula con la formula V| =

grupos que se pueden formar con los m elementos, de tal manera que en cada grupo

haya n elementos iguales o distintos y un grupo se diferencia de otro en algun elemento

n

o su orden. Su niimero viene dado por VR, ,=m".

Las combinaciones ordinarias de m elementos tomados de n en n son los diferentes
conjuntos de n elementos distintos que se pueden formar con los m elementos, de forma

que dos grupos se diferencian en algiin elemento y no en el orden. Su niimero es:

Vm,n m!

C = .
wrteep (m—n)!'n!

n
Una combinacion con repeticion de m elementos tomados de n en » son los distintos
grupos de n elementos iguales o distintos que se pueden formar con los m elementos, de

forma que dos grupos se diferencien en algin elemento y no en el orden. Para calcular

su nimero se utiliza la siguiente formula CR, , =C

m+n—1,n*
Permutaciones

En este trabajo nos ocupamos de las permutaciones, que pueden ser ordinarias o con
repeticion. Dado un conjunto de k elementos, se entiende por permutacion ordinaria a
todas las agrupaciones de k elementos que se pueden construir a partir del conjunto
inicial obedeciendo a dos reglas fundamentales:

e Dentro de cada agrupacion no puede haber ningtin elemento repetido.

e Dos agrupaciones se consideran distintas cuando, siendo los elementos que las

formas iguales, estan dispuestos en distinto orden.
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El problema de investigacion

Para deducir el nimero de permutaciones ordinarias que es posible obtener a partir
de un conjunto de k elementos se recurre a la regla del producto. En la primera fase de
la construccion de una permutacion se puede escoger entre k elementos diferentes; por
tanto, quedan k — 1 elementos disponibles en el conjunto inicial, que pueden escogerse
en una segunda fase. Del mismo modo, en la tercera fase habra disponibles k — 2
elementos y, obrando sucesivamente de esta forma, en la k —ésima fase solo habra
disponible 1 elemento. Por tanto, aplicando la regla del producto, el nimero total de
permutaciones ordinarias para un conjunto de k elementos es:

Po=k-(k=1)-(k=2)+..-2-1=k!

Por otro lado, un conjunto de k elementos, se entiende por permutacion con
repeticion a todas las agrupaciones de k elementos que se pueden construir a partir del
conjunto inicial obedeciendo a dos reglas fundamentales:

e El conjunto de k elementos estd formado por m elementos iguales entre si, n
elementos iguales entre si,..., y t elementos iguales entre si, de forma que se
verificaquem+n+ -+t ==k.

e Dos agrupaciones se consideran distintas cuando, siendo los elementos que las

formas iguales, estan dispuestos en distinto orden.

En este caso, para deducir el nimero de permutaciones con repeticion que es

posible obtener a partir de un conjunto de k elementos, se recurre al siguiente

t

razonamiento: sea el niimero buscado P;"™", obsérvese que si los m elementos

iguales se sustituyen por m elementos distintos y se realizan todas las permutaciones
posibles conservando en sus posiciones los (k — m) elementos restantes, en esta nueva

mn,..,t .
P, . Si, a

situacion, el numero total de permutaciones seria el producto m!-
continuacion, se hiciera lo mismo con los n elementos iguales, el nimero de
permutaciones final seria m! - n! - Pkm'"""’t. Continuando el proceso hasta que todos los
elementos fueran distintos, al final el nimero de permutaciones seria igual que si se

tratara de permutaciones ordinarias, esto es, m! - n! - ...- tl - B/ = k!, luego:

|

Pm,n,...,t — k'
k T omlenl. .t
m!-n!-..-t!
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Modelos combinatorios

Ademas de las operaciones de permutacion con o sin repeticion en nuestro trabajo
tenemos en cuenta los modelos combinatorios. Las configuraciones combinatorias
simples se pueden clasificar basicamente en tres modelos diferentes: seleccion,
colocacion y particion, que no son equivalentes entre si (Dubois, 1984).

El modelo de seleccion enfatiza la idea de muestreo. A partir de un conjunto de k
elementos, normalmente distintos entre si, se realiza la extraccidén de una muestra de m
elementos. Las operaciones combinatorias basicas, es decir, las variaciones,
permutaciones y combinaciones, con o sin repeticion, se iran dando en la construccion
de la muestra en funcion de que se puedan o no repetir los elementos a extraer y segun
si orden de extraccion de los elementos tiene o no tiene importancia. El modelo de
seleccion es el que se usa habitualmente en la ensefianza para definir las operaciones
combinatorias (Navarro-Pelayo, 1994).

En el modelo de colocacion se trata de colocar una serie de k elementos en m
celdas o casillas. Pueden darse multitud de posibilidades segiin las caracteristicas de
esta distribucion: si entre los k elementos hay algunos iguales entre si; si las casillas son
iguales o no lo son; si dentro de cada casillas puede haber varios elementos; en tal caso,
st hay que realizar también una ordenacion de los elementos en cada casilla; si pueden
quedarse casillas vacias o elementos sin colocar; etc. Problemas de colocacion
diferentes se pueden resolver mediante la misma técnica combinatoria. Asi, las
variaciones se pueden definir como las distintas formas de colocar k elementos en n
casillas. Si los elementos son indistinguibles, se tienen combinaciones. Y, en el caso de
que k =n, permutaciones. No obstante, también pueden darse ciertos tipos de
colocaciones que no se puedan expresar mediante una operacion combinatoria bésica.

Desde una perspectiva matematica, el modelo de colocacion equivale a establecer
una aplicacion donde el conjunto inicial estd formado por los k elementos y el conjunto
final por las m celdas o casillas. De esta forma, seglin cada caso concreto, pueden surgir
algunas operaciones combinatorias basicas. Por ejemplo, las variaciones ordinarias se
dan para aplicaciones inyectivas, mientras que las permutaciones aparecen cuando la
aplicacion es una biyeccion. Sin embargo, a partir de la nocion de aplicacion, no se
pueden definir, al menos de forma directa, las combinaciones ordinarias. Es mas, ante
un problema con unas caracteristicas tales que la aplicacion resulte ser no inyectiva, la

solucioén no se corresponderia con ninguna de las operaciones combinatorias basicas.
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Por ultimo, el modelo de particion se entiende como una divisién de un conjunto en

varios subconjuntos. Existe una correspondencia biyectiva entre los modelos de

colocacion y particion, puesto que la particion de un conjunto de k elementos en n

subconjuntos es tanto como la colocacion de k elementos en n casillas.

Tecnicas sencillas de enumeracion

Ademas de los contenidos anteriores, para la resolucion de problemas sencillos

pueden emplearse métodos de enumeracion sistematica, es decir, formas de listar todos

los elementos de una configuracion combinatoria de forma completa. Dichas técnicas se

describen en Batanero, Godino y Navarro-Pelayo (1997) y Roa (2000). Para lograr una

enumeracion completa son importantes algunas herramientas, como:

Fijar una variable: por ejemplo, se fija el primer elemento y se van variando
sistematicamente el resto. Cuando se termina, se cambia el primer elemento por
otro y se repite la técnica.
Recursion: para resolver un problema de orden n, como puede ser una
permutacion de n elementos, se comienza resolviendo una de orden n-/; para
resolver ésta, se resuelve una de orden n-2, y asi sucesivamente, hasta obtener el
factorial de n. Por ejemplo:

B,=n-P,_,=nn-1)-P,_, ==n!
Diagrama en arbol: es una representacion iconica de la enumeracion. Mediante
un grafico, se representan todos los posibles resultados de un determinado
problema. Para su construccion, se selecciona uno de los elementos del
conjunto como nudo inicial y se traza una rama por cada uno de los elementos
restantes que se pueden seleccionar después de €l. A continuacion, desde el
final de cada rama, se trazan tantas ramas como elementos queden por
seleccionar del conjunto, y asi sucesivamente hasta seleccionarlos todos. Al
terminar, se repite el proceso situando otro elemento distinto al primero en el
nudo inicial.
Para un conjunto, por ejemplo, de cuatro elementos, A, B, C, D, el diagrama en

arbol completo quedaria como se muestra en la Figura 1.3.1.
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Figura 1.3.1. Diagrama en arbol para un conjunto de cuatro elementos: A, B, C, D

1.4 IMPORTANCIA PARA LA FORMACION DEL ALUMNO
Como se ha expuesto, la combinatoria es la base de la matematica discreta y, por

tanto, la raiz de muchas otras ramas de la matematica, muy especialmente de la teoria de
la probabilidad; pero no solo es aplicable a las matematicas, sino también a muchas
otras areas como la biologia, economia, informatica, musica, quimica, etc. Por todo ello,
resulta evidente que tiene un papel fundamental en las matematicas escolares (Navarro-

Pelayo, Batanero, y Godino, 1997).
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Hasta finales de la década de los 60, en muchos paises, el contenido de probabilidad
de secundaria se cubria exclusivamente mediante la combinatoria y los juegos de azar,
puesto que la ensefanza de la probabilidad se basaba en la regla de Laplace: casos
favorables dividido de casos posibles. Apenas existia intencion de investigar el enfoque
frecuencial de la probabilidad o de matematizar el concepto con una aproximacién mas
general. Una escasa capacidad de analisis combinatorio, por tanto, reducia la aplicacion
del concepto de probabilidad a casos muy sencillos o de facil enumeracion (Piaget e
Inhelder, 1951).

Aunque hoy en dia se combinan las aproximaciones clasica y frecuencial de la
probabilidad, la combinatoria todavia juega un rol fundamental en la ensefanza
(Bishop, Clements, Keitel-Kreidt, Kilpatrick y Laborde, 2012).

Esta importancia de aprender a resolver los problemas combinatorios mas
elementales en cualquier ambito, la han llevado a su inclusion dentro de los curriculos
de matematicas de los niveles de secundaria, basdndose también en propuestas
curriculares como las realizadas por Glayman y Varga (1975), Engel (1973), o Engel,
Varga y Walser (1976), que han apoyado la ensefianza de la combinatoria y disefiado
actividades, juegos y materiales para llevar a cabo esta ensefianza. A partir de la
combinatoria es siempre posible proponer situaciones didacticas abiertas basadas en
temas de actualidad que sean de interés y motivacion para el alumno, como las
propuestas por Espinel (1999).

Por su parte, también Kapur (1970) enuncié una serie de razones en su tiempo, y
que llegan a nuestros dias con absoluta actualidad, para justificar la ensefianza de la
combinatoria en los centros educativos. Entre ellas, su empleo para ejercitar a los
alumnos en la enumeracion, el recuento, la elaboracion de conjeturas, la generalizacion,
la optimizacién, etc. Ademas, el mismo autor indica que por medio de la combinatoria
el estudiante puede crear la costumbre de examinar todas las posibilidades, enumerarlas
y hallar la mejor alternativa, contribuyendo asi al pensamiento sistémico.

Sin embargo, el papel de la combinatoria ha sido tradicionalmente poco
significativo dentro de los contenidos del curriculo espanol. Batanero, Godino y
Navarro-Pelayo (1994) indican que la ensefianza de la combinatoria en los niveles no
universitarios estd aislada en el curriculo de matematicas en Espaia. Este hecho, junto
con la dificultad propia del tema, provoca que en algunos casos se omita su ensefianza y

que, cuando se ensefia, se base principalmente en el aprendizaje de férmulas y en la
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realizaciéon de ejercicios estereotipados. Segun Roa (2000), en un estudio sobre el
razonamiento combinatorio de estudiantes con preparacion matematica avanzada,
incluso a este nivel los estudiantes encuentran que los problemas combinatorios son
dificiles. Es mas, segin Navarro-Pelayo (1994), el tema de combinatoria es considerado
dificil por los propios profesores que lo ensefian.

Todo lo anterior contrasta con las recomendaciones propuestas por los Principios y
Estandares para la Educacion Matematica (NCTM, 2000), de reconocido prestigio y
trascendencia internacional, donde se menciona de forma explicita la utilizacion de la
combinatoria en la probabilidad y en otros contenidos matematicos. Por ejemplo:

» Dentro del Capitulo 3, sobre los estandares para la ensefianza de las Matematicas
durante toda la etapa educativa obligatoria y el bachillerato, se abre un apartado
titulado “;Donde esta la Matematica Discreta?”. En ¢él se insiste en que, como
una rama muy activa dentro de las matematicas contemporaneas y de gran
aplicacion dentro de los negocios y la industria, la matematica discreta deberia ser
una parte importante dentro curriculo de matematicas y que deberia desarrollarse
integrada dentro de todas las demds ramas (p. 31).

= Mais adelante, para la etapa que va de 3° ESO a 2° Bachillerato, y refiriéndose de
forma mas especifica a la probabilidad, también se indica que los estudiantes
deberian aprender a identificar sucesos mutuamente excluyentes, el suceso union
y sucesos condicionales, y a utilizar sus conocimientos sobre combinaciones,
permutaciones y técnicas de recuento para calcular las probabilidades asociadas a

tales sucesos (p. 331).

1.5 LA COMBINATORIA EN EL CURRICULO

A pesar de las conclusiones que se han venido extrayendo de las investigaciones
realizadas al respecto de las teorias del desarrollo cognitivo y de las razones expuestas
por Kapur a favor de la presencia de la Combinatoria en las aulas, al analizar el
curriculo espafiol se observa que no se ha dado tradicionalmente mucha importancia a
este tema (Espinoza, 2011; Millan, 2013; Sriraman y English, 2004).

Actualmente, el curriculo esta inmerso en un periodo de actualizacion con la
entrada en vigor de la Ley Organica 8/2013, de 9 de diciembre, para la mejora de la
calidad educativa (LOMCE), y que quedarad totalmente implantada para el presente

curso escolar 2016/2017. Los estudiantes que forman parte de la muestra han seguido el
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curriculo anterior (MEC, 2006a) durante su educacion primaria. Aunque la LOMCE se
comenzo a implantar el pasado curso en 1°y 3° curso, el cuestionario se pasé en el mes
de Febrero, cuando ain no se habia estudiado ni probabilidad ni combinatoria. Por
tanto, sus unicos conocimientos de combinatoria son los contenidos en el citado
curriculo de primaria; para el caso de los alumnos de 2 ° y 3° curso, también sus
conocimientos al respecto son de los afios anteriores, donde la normativa vigente es el
Decreto de Ensefianzas Minimas (MEC, 2006b).

A continuacion comentamos estos decretos, junto con los cambios previstos por la
LOMCE, donde se otorga mayor importancia a la combinatoria. También afadimos el
resumen de los contenidos de Bachillerato que, presumiblemente, cursaran los

estudiantes de la muestra.

Educacion Primaria

A nivel estatal, los contenidos matematicos para Educacion Primaria vienen fijados
por el Real Decreto 126/2014, de 28 de febrero, por el que se establece el curriculo
basico en eta etapa (MECD, 2014).

Concretando dentro de los contenidos previstos para el area de matematicas, puede
observarse como en ningin momento se hace mencién a la combinatoria de forma
explicita. Unicamente se subraya el uso de la multiplicacion como técnica de recuento
dentro del Bloque 2, relativo a Numeros. En el Bloque 5, sobre Estadistica y
Probabilidad, esta prevista la iniciacion intuitiva al calculo de probabilidades de un
suceso, en la forma siguiente:

e Primer Ciclo: Azar y probabilidad: Carécter aleatorio de algunas experiencias.

Distincion entre lo imposible, lo seguro y aquello que es posible, pero no seguro,
y utilizaciébn en el lenguaje habitual, de expresiones relacionadas con la
probabilidad.

o Segundo Ciclo: Azar y probabilidad: Valoracion de los resultados de
experiencias en las que interviene el azar, para apreciar que hay sucesos mas o
menos probables y la imposibilidad de predecir un resultado concreto.
Introduccidn al lenguaje del azar.

o Tercer Ciclo: Azar y probabilidad: Presencia del azar en la vida cotidiana.

Estimacion del grado de probabilidad de un suceso.

13 |



El problema de investigacion

Por tanto, en la educaciéon primaria se plantean problemas elementales de
probabilidad, en los cudles se podrian utilizar técnicas sencillas, como la enumeracion
sistematica, la regla del producto o el diagrama en arbol. En su estudio de libros de
texto de educacion primaria para este periodo, Gomez (2014) encuentra diagramas en
arbol en dos series de libros de texto de tres analizadas para 2° y 3° ciclo y también

propuestas de actividades de enumeracion en las dos series y en todos los ciclos.

Educacion Secundaria
Respecto a la Ensefianza Secundaria Obligatoria el Decreto de Ensefianzas Minimas
de la Educacion Secundaria (MEC, 2006b) incluye, entre otros, los siguientes
contenidos dentro del Bloque 6, Estadistica y probabilidad:
e Primer Curso: Formulacion de conjeturas sobre el comportamiento de
fendmenos aleatorios sencillos y disefio de experiencias para su comprobacion.
e Tercer Curso: Necesidad, conveniencia y representatividad de una muestra.
M¢étodos de seleccion aleatoria y aplicaciones en situaciones reales.
Experiencias aleatorias. Sucesos y espacio muestral. Célculo de probabilidades
mediante la regla de Laplace. Formulacion y comprobacion de conjeturas sobre
el comportamiento de fendmenos aleatorios sencillos. Célculo de la
probabilidad mediante la simulacion o experimentacion. Utilizacion de la

probabilidad para tomar decisiones fundamentadas en diferentes contextos.

Observamos que en estas directrices no hay contenidos formales de combinatoria
hasta el tercer curso. No obstante, algunos libros de texto incluyen tareas que pueden
considerarse como tales, como se mostr6 en el estudio de Espinoza (2011).
Reproduciendo una de las tablas de este autor, se observa que el nimero de dichas

tareas en los cursos primero y segundo es, de todos modos, muy pequefio.

Tabla 1.5.1. Distribucidon de tareas combinatorias
segun editorial y curso (Espinoza, 2011, p.43)

Curso
Coleccion  Primero Segundo Tercero Cuarto Total

SM 8 7 18 51 84
Anaya 2 5 9 65 81
Santillana 25 0 12 25 62
Total 35 12 39 141 227
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Un cambio en la normativa viene dado por el Real Decreto 1105/2014, de 26 de

diciembre, por el que se establece el curriculo basico de la Educaciéon Secundaria

Obligatoria y del Bachillerato (MECD, 2015). Los estudiantes de la muestra seguiran

este curriculo en el 4° curso por lo que analizamos también el contenido de dicho curso.

Tabla 1.5.2 — Contenidos de combinatoria en la ESO (MECD, 2015), Bloque 5:
Estadistica y Probabilidad

Nivel Contenidos Criterios de evaluacioén Estandares de aprendizaje
educativo

1°y2°ESO  Tablas y diagramas de 4.1. Describe experimentos aleatorios
arbol sencillos. sencillos y enumera todos los

resultados posibles, apoyandose en
tablas, recuentos o diagramas en arbol
sencillos..

3°ESO Diagramas de arbol 4. Estimar la posibilidad  4.3. Asigna probabilidades a sucesos

Matematicas sencillos. de que ocurra un suceso  en experimentos aleatorios sencillos

Orientadas a Permutaciones, asociado a un cuyos resultados son equiprobables,

las factorial de un nimero. experimento aleatorio mediante la regla de Laplace,

Ensciianzas sencillo, calculando su enumerando los sucesos elementales,

Académicas probabilidad a partir de su tablas o arboles u otras estrategias

frecuencia relativa, la personales.
regla de Laplace o los

diagramas de arbol,

identificando los

elementos asociados al

experimento.

4° ESO Introduccién a la 1. Resolver diferentes 1.1. Aplica en problemas

Matematicas combinatoria: situaciones y problemas  contextualizados los conceptos de

Orientadas a combinaciones, de la vida cotidiana variacion, permutacion y

las variaciones y aplicando los conceptos ~ combinacion.

Ensefianzas ~ Permutaciones. del calc.l%lo de , . 2.1. Aplica la regla de Laplace y

o . probabilidades y técnicas " .

Académicas  Calculo de d to ad P utiliza estrategias de recuento
probabilidades ¢ recuento adecuadas. sencillas y técnicas combinatorias.
mediante la regla de 2'. Calcular probabilidades 2.2. Calcula la probabilidad de
Laplace y otras simples o compuestas -

o . sucesos compuestos sencillos
técnicas de recuento.  aplicando la regla de o .
. utilizando, especialmente, los
Laplace, los diagramas de . .
, diagramas de arbol o las tablas de
arbol, las tablas de . .
. . contingencia.
contingencia u otras
técnicas combinatorias.

4° ESO Célculo de 3. Calcular probabilidades 3.1. Calcula la probabilidad de

Mateméticas probabilidades simples y compuestas sucesos con la regla de Laplace y

Orientadas a mediante la Regla de  para resolver problemas utiliza, especialmente, diagramas de

las Laplace. de la vida cotidiana, arbol o tablas de contingencia para el

~ . . utilizando la regla de recuento de casos.

Ensefianzas  Probabilidad simple y -,

) Laplace en combinacion

Aplicadas compuesta. Sucesos

dependientes e
independientes.
Diagrama en arbol.

con técnicas de recuento
como los diagramas de
arbol y las tablas de
contingencia.
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La etapa de Educacion Secundaria Obligatoria se organiza en materias y comprende
dos ciclos: el primero de tres cursos escolares y el segundo de uno. Todos los alumnos
deben cursar Matematicas dentro del bloque de asignaturas troncales en los cursos
primero y segundo. También dentro de este bloque, pero como materia de opcion, todos
los alumnos deberdn elegir entre Matematicas Orientadas a las Enseflanzas Académicas
o bien Matematicas Orientadas a las Ensefianzas Aplicadas en el tercer curso. Y,
finalmente, en cuarto curso, los alumnos deberan escoger entre la opcidén de ensenanzas
académicas para la iniciacion al Bachillerato, que conlleva cursar Matematicas
Orientadas a las Ensefianzas Académicas, y la opcién de ensefianzas aplicadas para la
iniciacion a la Formacion Profesional, que conlleva cursar Matematicas Orientas a las
Ensenanzas Aplicadas, sin que sean vinculantes las opciones cursadas en tercer curso.

Comenzando, en primer lugar, por los contenidos de Matematicas para 1°y 2° ESO,
dentro del Bloque 5: Estadistica y Probabilidad, se encuentra la construccion de
espacios muestrales y calculo de probabilidades mediante la regla de Laplace para
experimentos sencillos, pero asociados a recuentos por enumeracion, diagramas de arbol
y tablas de contingencia mas que a combinatoria.

En el siguiente curso, 3° ESO, dentro de las Matematicas Orientadas a las
Ensenanzas Académicas y como contenidos del Bloque 5: Estadistica y Probabilidad,
también se incluye la enumeracion de todos los sucesos elementales posibles mediantes
tablas de contingencia o diagramas de arbol, pero ademas se contemplan otras técnicas,
como el calculo del factorial de un niimero natural y su aplicacidn a las permutaciones.

En esta misma opcion, pero en 4° ESO, se completan los contenidos haciendo una
introduccion a la combinatoria con variaciones, permutaciones y combinaciones. Sin
embargo, en la opcion de Matemadticas Orientas a las Ensefianzas Aplicadas, inicamente
hay una mencion al calculo de probabilidades mediante a regla de Laplace con apoyo de
diagramas de arbol o tablas de contingencia para el recuento de casos en el ultimo

Bloque de 4° ESO. Ninguna alusion en 3° ESO.

Bachillerato

Finalmente, analizaremos los contenidos del Bachillerato, que seguiran algunos de
los estudiantes de nuestra muestra en el futuro. Viene también regulado por el Real
Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre, por el que se establece el curriculo bésico de la

Educacion Secundaria Obligatoria y del Bachillerato (MECD, 2015).
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Tabla 1.5.3 — Contenidos de combinatoria en el Bachillerato (MECD, 2015)

Nivel Contenidos Criterios de evaluacion Estandares de aprendizaje
educativo

Matematicas Aplicacion de la 3. Asignar probabilidades ~ 3.1. Calcula la probabilidad de sucesos
Aplicadasa  combinatoria al  a sucesos aleatorios en en experimentos simples y compuestos
las Ciencias  célculo de experimentos simples y mediante la regla de Laplace, las
Sociales I probabilidades.  compuestos, utilizando la formulas derivadas de la axiomatica de
Bloque 4: regla Fle L.aEplace en Kolmogorov y diferentes técnicas de
Estadistica y cgmbmamon con recuento.
Probabilidad diferentes técnicas de

recuento y la axiomatica

de la probabilidad,

empleando los resultados

numéricos obtenidos en la

toma de decisiones en

contextos relacionados con

las ciencias sociales.
Matematicas 1. Asignar probabilidades 1.1. Calcula la probabilidad de sucesos
Aplicadas a a sucesos aleatorios en en experimentos simples y compuestos

las Ciencias
Sociales 11

Bloque 4:
Estadistica y
Probabilidad

Matematicas
II

Bloque 5:
Estadistica y
Probabilidad

Aplicacion de la
combinatoria al

calculo de

probabilidades.

experimentos simples y
compuestos, utilizando la
regla de Laplace en
combinacion con
diferentes técnicas de
recuento personales,
diagramas de arbol o tablas
de contingencia, la
axiomatica de la
probabilidad.

1. Asignar probabilidades
a sucesos aleatorios en
experimentos simples y
compuestos (utilizando la
regla de Laplace en
combinacion con
diferentes técnicas de
recuento y la axiomatica
de la probabilidad), asi
como a sucesos aleatorios
condicionados (Teorema
de Bayes), en contextos
relacionados con el mundo
real.

mediante la regla de Laplace, las
formulas derivadas de la axiomatica de
Kolmogorov y diferentes técnicas de
recuento.

1.2. Calcula probabilidades de sucesos a
partir de los sucesos que constituyen una
particion del espacio muestral.

1.1. Calcula la probabilidad de sucesos
en experimentos simples y compuestos
mediante la regla de Laplace, las
formulas derivadas de la axiomatica de
Kolmogorov y diferentes técnicas de
recuento.

1.2. Calcula probabilidades a partir de
los sucesos que constituyen una
particion del espacio muestral.

El Bachillerato abarca dos cursos y se desarrolla en modalidades diferentes. En lo

concerniente a matematicas, se contemplan dos opciones segun la modalidad elegida:

Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales, dentro del Bachillerato de Humanidades

y Ciencias Sociales, y Matematicas, dentro del Bachillerato de Ciencias.

17 |



El problema de investigacion

Comenzando por Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales, tanto en 1° como
en 2° curso, la aplicacion de la combinatoria al calculo de probabilidades aparece
claramente marcada dentro de los contenidos del Bloque 4: Estadistica y Probabilidad.
Sin embargo, en las Matematicas del Bachillerato de Ciencias, no es hasta 2° curso
cuando se marca la aplicacion de la combinatoria para el célculo de probabilidades

como contenido dentro del Bloque 5: Estadistica y Probabilidad.

1.6 OBJETIVOS DEL TRABAJO

En resumen, los estudiantes de la muestra, que forman parte de los tres primeros
cursos de Educacion Secundaria Obligatoria, no han estudiado combinatoria de manera
formal, sino que lo haran en los siguientes cursos, de acuerdo al nuevo curriculo; no
obstante, algunos habran tenido contacto con técnicas de enumeracion sistematica y con
las reglas de la suma y producto en su Educacién Primaria o en los cursos anteriores.

El objetivo principal del presente trabajo es analizar el razonamiento actual de estos
estudiantes para evaluar la dificultad que para ellos pueden tener las técnicas
combinatorias que estudiaran en los siguientes cursos. Este objetivo se descompone en:

e OlI. Analizar la dificultad relativa de los problemas de permutacion, medida en
porcentaje de respuestas correctas, en funcion del curso escolar y de las variables
de tarea: tipo de permutacion y modelo implicito del enunciado, ya que se habia
detectado en trabajos previos su influencia en dicha dificultad.

e 2. Analizar las estrategias que usan los estudiantes para resolver este tipo de
problemas. No se espera que los estudiantes usen las operaciones combinatorias,
pero se puede estudiar si llegan a dar una férmula, usando previamente las reglas
de la suma y producto; si realizan una enumeracion sistematica o no sistematica;
si se apoyan en un esquema grafico, o cualquier otra estrategia.

e O3. Identificar los principales conflictos semidticos latentes en las respuestas y
estrategias de los estudiantes. Se vera si se confunde el tipo de elementos y si se
tiene en cuenta el orden y la repeticion.

e 0O4. Comparar todos estos resultados con los obtenidos por Navarro-Pelayo
(1994). Esta autora utilizo todas las operaciones combinatorias, pero respecto a
las permutaciones su estudio es mas limitado que el nuestro. Estudiaremos si se

mantienen los porcentajes de repuestas correctas o encontramos cambios.
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CAPITULO 2. FUNDAMENTOS Y ANTECEDENTES

2.1 INTRODUCCION

En este capitulo exponemos las bases que fundamentan la investigacion,
constituidas por el marco teérico y los antecedentes de nuestro trabajo.

En primer lugar se describen brevemente los elementos que utilizaremos del
enfoque onto-semiodtico, y que son los siguientes: las ideas de significados
institucionales y personales, la concepcion de la evaluacion, la clasificacion de objetos
matematicos y las ideas de funcion semidtica y conflicto semiotico.

Siguiendo por los antecedentes, se comienza describiendo las primeras
investigaciones, realizadas por Inhelder y Piaget y Fischein. A continuacion, se analizan
otras investigaciones que han estudiado las variables que determinan la dificultad de los
problemas combinatorios, los errores mas frecuentes, las estrategias de los estudiantes y

el curriculo.

2.2 MARCO TEORICO

Utilizaremos algunas ideas del enfoque onto-semiotico (EOS) del conocimiento y la
instruccion matematicos (Godino, Batanero y Font, 2007), que asume que los objetos
matematicos se originan de las practicas realizadas durante la resolucion de
determinados tipos de problemas.

En nuestro trabajo consideramos los problemas combinatorios, practicas y objetos
que se originan de su resolucion. Ejemplos de problemas combinatorios, como los de
enumeracion, existencia o recuento se han citado en el Capitulo 1. El conjunto de
précticas ligadas a la resolucion de problemas de los que surge un objeto seria el
significado del objeto. El significado de la combinatoria seria, por tanto, el conjunto de
practicas ligadas a la resolucion de problemas combinatorios; en nuestro estudio el
significado de las permutaciones seria el conjunto de practicas que se vinculan a la

resolucion de estos problemas y que tratamos de determinar en nuestro trabajo.
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Significados institucionales y personales

En el marco tedrico, se diferencia entre el significado institucional (conjunto de
practicas, que sobre un cierto campo de problemas es compartido dentro de una
institucion) y el significado personal (conjunto de practicas que adquiere una persona y
puede ser diferente al aceptado dentro de la institucion). Asi diferenciamos el
significado de la combinatoria y de las permutaciones en la institucion docente y el que
le pueda asignar un estudiante en nuestra investigacion.

Dentro del significado personal se diferenciara el global (todo lo que el estudiante
puede hacer o decir de las permutaciones), el evaluado (el que conseguimos estudiar
mediante los problemas planteados) y el logrado (la parte del significado personal

declarada en la evaluacion y que sea acorde con la matematica).

Evaluacion de la comprension

Este trabajo es un estudio de evaluacion, por lo que conviene aclarar que, en el
enfoque onto-semiotico, la evaluacion de la comprension es el estudio de la
correspondencia entre los significados personales e institucionales.

De acuerdo a Godino (1996), se consideran dos ejes al evaluar la comprension:

e El primero incluye los componentes del conocimiento que se pretende evaluar,
en nuestro caso, el razonamiento de los estudiantes al resolver problemas de
permutaciones con y sin repeticion. Concretamente se analiza si la respuesta
dada es correcta o no y las estrategias aplicadas para resolver el problema.

e El segundo eje, citado por Godino, indica el nivel necesario para considerar que
un estudiante alcanza la comprension; en nuestro estudio sera suficiente alcanzar
la solucion correcta, aunque no se empleen formulas combinatorias. También

valoraremos el uso de estrategias de enumeracion sistematica.

Clasificacion de objetos matematicos
En las practicas matemadticas intervienen diferentes objetos en forma explicita o
implicita. Para analizar las practicas realizadas en la resolucion de problema, los objetos
matematicos se clasifican en los siguientes tipos:
e Situaciones-problemas: son las aplicaciones extra-matematicas o matematicas de
las que surge el objeto. En nuestro trabajo nos centramos en problemas

combinatorios de permutaciones con y sin repeticion en diferentes contextos.
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e Lenguajes (términos, expresiones, notaciones, tablas, graficos). Para nuestra
investigacion, algunos ejemplos son los términos seleccién, muestra, repeticion,
el diagrama en arbol o esquemas graficos, los simbolos matematicos, letras o
tablas usadas para el recuento.

e Conceptos (son introducidos mediante definiciones o descripciones). Ejemplos
para nuestra investigacion seran: permutacion, conjunto, elemento, tamafo,
muestra, reemplazamiento, orden.

e Proposiciones (son los teoremas y propiedades que ligan los conceptos). Por
ejemplo, que si se invierte una permutacion se llega al conjunto original o que el
numero de elementos es el mismo en el conjunto original y el permutado.

e Procedimientos (algoritmos, operaciones, estrategias). Son todas las técnicas
usadas en la resolucion del problema. En nuestra investigacion nos interesamos
en particular por las estrategias o formas de abordar el problema por parte del
estudiante. Consideraremos como estrategias las citadas en los antecedentes de
nuestra investigacion y que se describen un poco mas adelante.

e Razonamientos o argumentos usados para justificar o explicar las proposiciones
y procedimientos, o las soluciones a los problemas. Un ejemplo es la recursion,
donde el estudiante reduce el problema a otro mas sencillo y usa la solucion de
este para resolver el problema original. Esto lo hace disminuyendo cada paso

una unidad, hasta llegar a una permutacion de un solo elemento.

Funcion semiotica y conflicto semiotico

Segun Godino (2002), en el trabajo matematico intervienen funciones semioticas o
correspondencias con tres componentes: la expresion (signo); el contenido (significado
de tal signo, lo representado) y un criterio o regla de correspondencia que sirve para
interpretar la relacion entre expresion y contenido. Es decir, en el trabajo matematico
son necesarios una serie de pasos en los que se hace una interpretacion o una
representacion. Cualquier tipo de objeto (situaciones-problemas, conceptos,
proposiciones, procedimientos y argumentos) puede participar en la funcidén semiotica
como expresion o contenido.

Las funciones semioticas, generalmente vienen dadas por su expresion, y los otros
dos componentes quedan implicitos. Por ejemplo, en la expresion V,,, el estudiante ha

de hacer una interpretacion, recordando que se refiere a las variaciones ordinarias de m
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elementos tomados 7 en n; y ademads recordar que m es el tamafio del conjunto inicial y
n el de la muestra que se quiere tomar. Cuando se produce un desacuerdo entre el
significado que ha establecido el autor de la funcion semiotica y el que hace el
interpretante de la misma se habla de conflicto semiodtico. En el ejemplo, el estudiante
podria interpretar que la expresion se refiere a las variaciones con repeticion o bien

intercambiar el significado de los pardmetros m y n.

2.3 ANTECEDENTES

2.3.1. DESARROLLO DEL RAZONAMIENTO COMBINATORIO

Como se indico en el Capitulo 1, la combinatoria es uno de los pilares mas
importantes de la matematica discreta. Tanto los problemas combinatorios, como las
técnicas que se requieren para resolverlos tienen profundas implicaciones para el
desarrollo de otras ramas la matemadtica. Pero es que ademas, segiin Roa, Navarro-
Pelayo y Batanero (2001), mas alld del interés matematico, el razonamiento
combinatorio es un componente del razonamiento de la persona adulta. Es por ello que
se han llevado a cabo varias reflexiones e investigaciones desde otras areas del
conocimiento mas relacionadas con la psicologia que revelan la notoria influencia del

razonamiento combinatorio en el desarrollo del pensamiento formal.

Estudios de Piaget e Inhelder

Dentro de los estudios mas importantes en este campo, destacan los llevados a cabo
por Piaget, que investiga y analiza el desarrollo cognitivo de la capacidad combinatoria
en los nifios y adolescente, en base a su esquema de etapas, y de su teoria constructivista
sobre el aprendizaje.

Piaget e Inhelder (1951) estudian la influencia que tienen los esquemas
combinatorios para la formaciéon conceptos como azar y probabilidad. A su vez,
establecen una clara relacion entre el razonamiento combinatorio y el razonamiento
probabilistico, en base al hecho de que si la capacidad de razonamiento combinatorio es
limitada, el concepto de probabilidad desde la perspectiva clésica s6lo se puede aplicar
en casos féciles de enumeracion. Téngase en cuenta que para Piaget, comprender el azar
consiste en enumerar todas las posibilidades que pueden ocurrir y, al compararlas con

un conjunto mas reducido con las posibilidades de interés, surge la idea de probabilidad
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para estos autores. Por tanto, segiin Piaget, para comprender la probabilidad se necesita
poner en practica el razonamiento proporcional y el combinatorio.

Ademas, Piaget e Inhelder (1951) describen el desarrollo psicogenético de las
operaciones combinatorias en cada uno de los estadios de desarrollo, en base a sus
investigaciones, experimentos, observaciones y entrevistas con nifios. Para ello les
propone juegos en los que tienen que permutar un nimero pequeiio de objetos,
emparejar objetos (por ejemplo, vestir muiiecas) y hacer mezclas o zumos. Llegan a las
siguientes conclusiones:

e En el caso de los preescolares (periodo preoperatorio), los nifios sélo pueden
hacer algunas variaciones, permutaciones y variaciones de forma empirica, pero
sin seguir un método concreto. Proceden por tanteo y repiten elementos, porque
no llevan un control de la enumeracion.

e Después, durante el periodo de las operaciones concretas (7-12 anos), los nifios
llegan a encontrar procedimientos mas bien rudimentarios de enumeraciéon como
el ensayo- error. Si el numero de objetos es pequefio, consiguen formar todos los
elementos pedidos, aunque pueden repetir alguno.

e Y mas tarde, durante la etapa de las operaciones formales, Piaget e Inhelder
afirman que los sujetos adquieren la capacidad de utilizar métodos sistematicos
en todos los formatos de la combinatoria: variaciones, permutaciones y
combinaciones, dado un determinado conjunto de elementos. Se enumeran todos

los casos sin repetir ninguno.

Por otro lado, segiin Inhelder y Piaget (1955), el razonamiento hipotético- deductivo
actia mediante técnicas propias de la combinatoria cuando se aplican sobre un conjunto
de posibilidades para examinar y enumerar, hasta alcanzar la solucion final. Una vez
cubierto el periodo en el que se adquieren las operaciones formales, los estudiantes
adolescentes descubren de forma espontanea la enumeracion sistematica, luego deberian
ser capaces de resolver problemas sencillos de combinatoria, aunque no hubieran
recibido ninglin tipo de instruccion sobre ella. Para Inhelder y Piaget (1955) la
capacidad combinatoria es un componente basico del razonamiento formal, ya que es

necesario para la 16gica proposicional en los adolescentes.
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Estudios de Fischbein

También son de una gran relevancia los estudios de Fischbein, orientados a analizar
los efectos de la instruccion en nifios y adolescentes en lo relativo a intuiciones
combinatorias, para lo cual se sirvid de experimentos disefiados por ¢l para ensefiarla.

Fischbein (1975) destaca mucho la importancia de los contenidos combinatorios,
proponiendo incluso una comparaciéon con los relativos a proporcionalidad y
correlacion. Se centrdé fundamentalmente en el efecto de la instruccidon para conseguir
desarrollar la capacidad combinatoria, y para ello disefid y organizd experimentos
especificos en los que se utilizaban de forma especial los diagramas de arbol y ciertos
materiales manipulativos. Fischbein consideraba el diagrama de arbol una herramienta
de representacion sencilla con la que se podian abordar distintos problemas con mas
elementos cada vez y, ademas, construir soluciones a otros problemas similares a partir
de la solucién de uno inicial. Tenia la hipotesis de que el uso de los métodos de
representacion propicios podia acelerar el aprendizaje de una determinada estructura
conceptual, en este caso, la combinatoria.

Por otro lado, Fischbein (1975) también da mucha importancia a la intuicién como
componente natural de la inteligencia. Para Fischbein, la intuicion es un proceso
cognitivo que participa de forma directa en las acciones mentales, e incluso en las
précticas de los sujetos, debido a sus caracteristicas intrinsecas. Las intuiciones son
inmediatas, esto es, no surgen tras un periodo de reflexion, sino que normalmente lo
hacen de forma espontdnea; tienen un caracter global en la medida en que no desgranan
cada caso concreto o lo descomponen en partes, sino que van mucho mas all4, viendo la
cuestion en conjunto; también tienen la capacidad de extrapolar y muchas veces se usan
para hacer predicciones; son tan profundas y personales que el sujeto que las
experimenta no necesita una demostracion, sino que es como si lo sintiera; vy,
finalmente, cuando muchas intuiciones se consiguen relacionar entre si dan lugar a una
estructura de razonamiento. Las intuiciones son persistentes y una vez formadas cuesta
mucho trabajo cambiarlas.

Fischbein llego6 incluso a clasificar las intuiciones en primarias, que eran aquéllas
que aparecen sin mas de la propia experiencia, y en intuiciones secundarias, que se han
formado de una forma algo mas artificial, generalmente por la educacion recibida en los
centros educativos. No obstante, las intuiciones secundarias tienen todas las

caracteristicas propias de una intuicion, es decir, no se trata de aceptar contenidos sin
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mas, sino que llega un momento en que se transforman en convicciones, resulta
evidente, se cree de forma personal. Por este motivo, para que un contenido se
transforme en intuicion no suele ser suficiente con una clase magistral, sino que el
alumno debe ponerlo en practica en su dia a dia a lo largo de su desarrollo intelectual.

Tras todas las investigaciones que Fischbein y sus colaboradores llevaron a cabo,

llegaron a dos conclusiones principales:

e La capacidad de resolver problemas de combinatoria no se alcanza de forma
espontanea ni siquiera en el nivel de las operaciones formales, luego los
estudiantes requieren recibir instruccidn para ello. Se pueden formar intuiciones
primarias incorrectas si no se educa el razonamiento combinatorio; de ahi el
interés de ensenar este tema de una forma simple desde lo antes posible.

e En el periodo de las operaciones concretas ya se puede promover el manejo de la
combinatoria, de forma que se motive la aparicion de intuiciones secundarias
correctas; luego a partir de los 7-8 afos se podria trabajar la enumeracion con

ayuda del diagrama en arbol.

2.3.2. ESTRATEGIAS DE ENUMERACION

Aunque la capacidad de enumeracion sistematica se supone adquirida al llegar el
nifio al periodo de las operaciones formales, hay estudios en los que se pone de
manifiesto que esta capacidad no siempre se alcanza.

Roa (2000) describe las investigaciones que se centran en las estrategias de
enumeracion utilizadas por los nifios. Entre ellos encontramos a Maury y Fayol (1986),
quienes analizan las estrategias de nifios de 9-10 afios, como sistematicos y no
sistematicos. Los primeros son generalmente alumnos con buen rendimiento en
matematicas. English (1991) propone a nifios de 4-9 afios la tarea de combinar faldas y
camisas para vestir un mufieco que se diferenciaban en el color. A partir de los 7 afos
mejoran sus estrategias, lo que no se logra en los mas pequefios. En otro trabajo,
English (1993) estudia en nifios de 7-12 afios si la familiarizaciéon con problemas
manipulativos facilita la resolucion de problemas, viendo que los nifios adaptan las
estrategias que les proporcionan éxito cuando se les aumenta la dificultad de la tarea.
Otras investigaciones similares son las de Maury (1986) con nifios de 9-10 afios,
Mendelshon (1981) con alumnos de 9 a 12 afios y Scardamalia (1977) con alumnos de 8

a 15 afos y adultos.
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A continuacion presentamos un resumen de las diversas estrategias intuitivas de
enumeracion identificadas por los autores citados:

1. Seleccion al azar de los elementos dados o ensayo- error; no se observa ningun
intento de busqueda de un sistema y se repiten elementos.

2. Se usa un procedimiento de tanteo, pero ahora los elementos que previamente
han sido seleccionados, no vuelven a utilizarse.

3. Estrategia intermedia. Se busca un procedimiento; por ejemplo, se permutan los
elementos de modo ciclico, como ARCE-RCEA-CEAR-EARC.

4. Uso de un "elemento constante" a partir del cual se forman las demaés
permutaciones, aunque puede ser incompleto: ARCE, AREC, ACRA; pero no se
termina.

5. Estrategia completa. Si se forman todas las permutaciones de forma sistematica.

2.3.3. ERRORES EN EL RAZONAMIENTO COMBINATORIO

Segun Navarro-Pelayo, Batanero y Godino (1997), para poder evaluar el
razonamiento combinatorio es de especial relevancia el poder identificar con claridad
los errores que los alumnos cometen mientras buscan las soluciones.

A continuacion, se expone una clasificacion de los errores mas comunes en
problemas combinatorios contemplando los distintos modelos de seleccion, colocacion
y particion. Dichos errores han sido identificados en la investigacion previa, muchos de

ellos en la de Navarro-Pelayo (1994).

Cambiar el tipo de modelo combinatorio

Este error consiste en resolver un problema confundiendo el modelo combinatorio
que va implicito en ¢él; fue encontrado en Navarro-Pelayo (1994) y Roa (2000).

Como ejemplo, supongamos un conjunto de ocho pares de calcetines de colores y
una mesita de noche con dos cajones para guardaros. Antes la pregunta: ;de cuantas
formas podrian distribuirse los calcetines entres los dos cajones de la mesita?, muchas
veces puede dar la sensacion de que tiene que haber cuatro pares en cada cajon,
entendiendo el problema bajo el modelo de particion, cuando en realidad podria quedar
un cajon con mas calcetines que otro, incluso podria quedar uno de los cajones vacio,

entendido bajo el modelo de colocacion.
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Error de orden

Este error fue descrito por Fischbein y Gazit (1988). En esencia, consiste en
confundir las variaciones y las combinaciones, especialmente en lo que se refiere al
orden de los elementos; es decir, no tener en cuenta el orden en el recuento cuando hay
que hacerlo y tenerlo en cuenta cuando no hay que hacerlo.

Por ejemplo, cuando a la hora de elegir una pareja de colores entre un conjunto de
cuatro, supongase amarillo (A), verde (V), rojo (R) y naranja (N), para fabricar lapices
de dos colores, se considera que la combinacion AV y VA da lugar a dos lapices
diferentes, cuando en realidad un lapiz que lleve los colores amarillo y verde en sus

extremos es el mismo lapiz, aunque se le dé la vuelta.

Error de repeticion

Este error es descrito por Navarro-Pelayo (1994) y puede darse en dos formatos: o
se repiten los elementos en problemas donde no es posible hacerlo, o no se repiten
cuando si hay que hacerlo.

Como ejemplo del primer caso, dadas las cifras 1, 2, 3, se requiere saber cuantos
numeros diferente pueden formarse con ellas y entre las soluciones aportadas se

encuentran algunas como 111, 112, 323, etc.

Confusion de los objetos

De nuevo se observa un tipo de error descrito por Navarro-Pelayo (1994) y que
puede darse en dos formatos: o se consideran iguales elementos que en realidad son
distinguibles, o se consideran indistinguibles elementos que son diferentes.

Para dar un ejemplo, consideremos dos huevos de gallina, color marroén,
exactamente iguales, los cuales van a colocarse en una huevera con cuatro huecos. ;De
cuantas formas podrian distribuirse en la huevera? Este tipo de error podria surgir si al

hacer el recuento se consideran diferentes los dos huevos.

Enumeracion no sistematica

También este tipo de error fue descrito por Fischbein y Gazit (1988). En este caso,
consiste en resolver los problemas utilizando una enumeracion aleatoria, sin aplicar un
método concreto, por puro ensayo- error, sin un procedimiento recursivo adecuado vy,

por ende, alcanzando so6lo algunas de las soluciones correctas, pero no todas.
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Para ilustrarlo, considérense las palabras que se pueden formar con las letras E, F,
T, U y como solucion la siguiente secuencia: EFTU, TUFE, TEFU, EUTF, UEFT,
FETU, UTFE. Evidentemente faltan muchas, pero al no seguir un método recursivo, es

complicado saber el momento en el que ya se han construido todas las palabras posibles.

Respuesta intuitiva incorrecta

Se trata, en este caso, de un error en el que la intuicién juega un papel fundamental
y, en base a ella, se aporta una soluciéon numérica incorrecta que, ademas, no se justifica
desde el punto de vista formal o algebraico. Aparece en Navarro-Pelayo (1994).

Por ejemplo, si cuatro personas optan a ocupar las cuatro primeras posiciones de la
lista de un partido politico para las proximas elecciones, ;de cuantas formas podria

ordenarse tal lista? Y ante esta pregunta, la solucion que se aporta, sin mas, es: 16.

No recordar la formula

A veces también se puede producir errores externos a la interpretacion del
problema. Es lo que ocurre, por ejemplo, cuando no se recuerda la féormula de una
determinada operacion combinatoria, aunque haya sido correctamente reconocida
dentro del problema. También ocurri6é en Roa (2000).

Para ilustrarlo, considérese el problema de determinar de cuantas formas podria ser
el podio de una carrera de tres atletas que optan a ganar el oro, la plata y el bronce en
unos Juegos Olimpicos. Pero una vez identificada la situacion propia de una
permutacion sin repeticion de tres elementos, no se recuerda la formula, y se calcula

equivocadamente haciendo, por ejemplo, P; = 3% = 27.

Confundir los parametros

Muy relacionado con el anterior, otro error que aparece en Roa (2000) puede ser el
de no recordar el significado de los parametros que constituyen la formula, aunque ésta
si se recuerde tras identificar correctamente la estructura combinatoria del problema.

Considérese la pregunta: ;cuantas quinielas de una columna habré que rellenar para
asegurar el acierto de los 15 resultados? Aunque se identifique la estructura
combinatoria como una variacion de tres elementos (1, X, 2) con repeticion de orden 15
y se recuerde la formula, podria no recordarse qué lugar ocupaba en ella cada uno de los

parametros caracteristicos y calcular equivocadamente: VR3s = 153 = 3375.
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Error con el diagrama de arbol

El empleo del diagrama de arbol en la resolucion de problemas combinatorios se ha
demostrado tremendamente efectivo; sin embargo, su uso no siempre esta exento de
errores, que pueden ser tanto de construccion como de interpretacion.

Como ejemplo, se plantea el problema de elegir el vestuario para asistir a una
conferencia. En el armario hay tres camisas, blanca, azul y violeta, y dos pantalones,
negro y marron. Para determinar cuantas posibilidades de eleccion de un conjunto
camisa- pantalén hay se podria construir un diagrama de arbol erroneo, como el de la

Figura 2.3.1:

Figura 2.3.1. Diagrama en arbol construido equivocadamente

Confusion en el tipo de celdas

Por ultimo, este error esta relacionado con el tipo de celdas y también puede darse
en dos formatos: o no distinguir celdas que realmente son distinguibles, o distinguir
celdas que son iguales y es descrito por Navarro-Pelayo (1994).

Valga como ejemplo el caso de una familia de seis miembros que deciden repartirse
las compras de la semana. Un grupo de tres ira a comprar a la carniceria y otro grupo de
tres ird a comprar a la fruteria. ;De cuantas formas pueden dividirse? Se incurre en este
error cuando se determinan de forma acertada los posibles grupos, pero sin distinguir en
cada caso a cudl le corresponde visitar la carniceria y a cudl la fruteria, es decir, cuando
se consideran iguales las dos celdas, en este caso concreto tiendas; no se distinguen,
siendo en realidad dos establecimientos diferentes que venden productos que no tienen

nada que ver.
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2.3.4. ESTRATEGIAS EN LA RESOLUCION DE PROBLEMAS
COMBINATORIOS
Otras investigaciones se centran en estrategias mas elaboradas de resolucion de
problemas mas complejos. Para la resolucion de los problemas combinatorios resultan
de interés, como no podia ser de otra manera, las estrategias generales de resolucion de
problemas.
En este apartado se analizan algunas de las mas habituales y otras especificas de

los problemas combinatorios (Roa, 2000; Roa, Batanero, Godino y Cafizares, 1997).

Fijacion de variables

Segiin Hadar y Hadass (1981), la fijacion de una o algunas de las variables es
habitual cuando se pretende consolidar un método coherente para enumerar en los
problemas combinatorios. Por ejemplo, para determinar cuantos niumeros diferentes se
pueden formar con las cifras 1, 2, 3, 4, conviene fijar dos de ellas y permutar las
restantes. Primero se fijarian 12 y después 13, 14, 21, 23, 24, 31, 32, 34, 41, 41, 43. La
suma total de las formaciones que resultan seria la solucion completa del problema.
Obsérvese como en realidad, para fijar las dos primeras cifras, se comienza fijando la
primera: el 1 y después el 2, 3, 4.

En este caso, la aplicacion correcta de esta estrategia consiste en fijar una o algunas
de las variables que intervienen para reducir la dimension del problema, es decir, para
encontrar un problema igual, pero con los parametros caracteristicos mas sencillos y asi
no modificar la estructura combinatoria. Una vez resueltos, se utilizan para generalizar y
encontrar la solucion al problema inicial.

La aplicacion incorrecta suele darse por varias razones. La mas obvia es cuando
no se realiza de forma correcta la fijacion inicial de variables; pero aun cuando se ha
ejecutado este primer caso de manera correcta, pueden realizarse generalizaciones
incorrectas o incluso no tener en cuentas los casos ya fijados previamente, sino solo los

que restan por fijar, incurriendo en soluciones erroneas o incompletas.

Uso de la regla de la suma
La regla de la suma es especialmente interesante cuando a partir de un problema
combinatorio se pueden construir una serie de subconjuntos excluyentes entre si, cuya

union representa de forma exhaustiva al problema inicial.
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Por ejemplo, se podria considerar el caso de que dentro de una clase haya tres
candidatos, José, Nerea y David, para ocupar los cargos de delegado, subdelegado y
vocal. ;De cuantas formas diferentes se podrian repartir los cargos? Una posibilidad es
la de construir subconjuntos en base a un cargo ya ocupado, por ejemplo, el de
delegado. Si José fuera delegado, nos quedaria un subconjunto formado por Nerea y
David, del que surgen dos posibilidades de reparto. Igualmente si la delegada fuera
Nerea y, del mismo modo, si el delegado fuera David. De cada subconjunto surgen dos
posibilidades, luego la suma de todas ellas es la solucion del problema inicial.

La aplicacion correcta de esta estrategia exige que la division del conjunto inicial
se haga adecuadamente en subconjuntos mutuamente excluyentes entre si, que en cada
uno de ellos se respete la estructura combinatoria del inicial y que se consideren todas
las posibilidades. La aplicacion incorrecta, por el contrario, suele suponer una
distribucion en subconjuntos que no son completamente excluyentes entre si, no cubren
la totalidad del problema inicial o se resuelven como si tuvieran una estructura

combinatoria diferente.

Uso de la regla del producto

Finalmente, la regla del producto serd necesaria para la resolucion de problemas
compuestos en los que se hace necesario construir productos cartesianos de conjuntos.

Se toma como ejemplo el problema 2 de Roa (2000): un nifio dispone de nueve
cartas numeradas con 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 junto con otras tres con las figuras sota,
caballo y rey. Entonces, ;de cudntas maneras se pueden alinear cuatro de estas doce
cartas de forma que siempre estén presentes las tres figuras? Se trata, por tanto, de
permutar las tres cartas con figura y otra con un niimero, luego por cada nimero habra
4! = 24 posibilidades. Pero como, por otro lado, hay nueve niumeros, aplicando la regla
del producto resulta un total de 24 - 9 = 216 maneras diferentes de alinear las cuatro
cartas.

La aplicacion correcta de la estrategia se debe hacer sobre un contexto adecuado
en que se requiera determinar el nimero de posibilidades de un producto cartesiano de
diferentes conjuntos, cuyos elementos son conocidos. Sin embargo, la aplicacion
incorrecta supone que el contexto del problema no requiera la regla del producto, no se
hayan identificado correctamente los subconjuntos que se multiplican o simplemente no

se haya determinado bien el producto cartesiano.
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Traduccion del problema en otro mas sencillo equivalente

Un problema puede resultar complicado de abordar por su tamafio, por el numero de
elementos que entran en juego, por el nimero de posibilidades que se pueden construir a
partir de ¢él, etc., por lo que puede ser util transformarlo en otro mas sencillo, en el que
se mantenga la estructura, pero, de alguna forma, se consiga reducir la dimension.

Como ejemplo, supongamos el problema de encontrar todas las formas en las que se
pueden ordenar las letras A, B, C, D y E. A priori, da la sensaciéon de que son
demasiadas letras y que el nimero de ordenaciones es enorme. Podria entonces
transformarse en un problema similar, pero mas sencillo, por ejemplo considerando sélo
las letras A, B, C. Esto permite encontrar un patréon de construccion con mas facilidad,
como puede ser el de la enumeracion sistematica o el diagrama arbol que,
posteriormente, se podria generalizar para el problema inicial con cinco letras.

La aplicacion correcta de la estrategia deriva, generalmente, en una reduccion de la
dimension del problema, manteniendo siempre la misma estructura combinatoria que
subyace en el problema inicial. Sin embargo, una aplicacion incorrecta de la estrategia
conlleva sobre todo una variacion en la estructura combinatoria con respecto al
problema original. Un cambio en las caracteristicas de los elementos o en el contexto
del problema no tendrian la mayor importancia, pero modificar la estructura intrinseca

del problema daré lugar a soluciones incorrectas o incompletas.

Descomposicion de un problema en subproblemas

En cierto modo, esta estrategia se puede relacionar con la anterior, aunque también
en muchos casos se puede aplicar de forma independiente. Basicamente consiste en
dividir el problema inicial en subproblemas mas sencillos, cuyas soluciones individuales
combinadas dan lugar a la solucion del problema de cabecera.

Como ejemplo, dada una bolsa con tres bolas de colores naranja, verde y rosa, se
quisiera saber de cuantas formas diferentes se puede realizar la extraccion de las bolas
sin reposicion intermedia. Para ello, es mas sencillo considerar tres subproblemas
menores en los que se cuenta cuantas extracciones se pueden realizar si s6lo hay dentro
de la bolsa dos bolas; es decir, primero se cuentan las extracciones considerando que la
bola naranja estd fuera; después se cuentan las extracciones posibles si la verde esta
fuera; y, por ultimo, se cuentan las extracciones posibles si la rosa esta fuera.

Finalmente, sumando todas las soluciones particulares, se obtiene la solucion general.
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La aplicacion correcta de esta estrategia supone la descomposicion del problema en
otros mas pequefios, esto es, mas sencillos y con los parametros caracteristicos de
menor tamafio. Ademas, conservan intacta la estructura combinatoria del problema
primigenio y cubren completamente entre todos ellos su abanico de soluciones. Por otro
lado, la aplicacién incorrecta de esta estrategia suele darse cuando el conjunto de los
subproblemas no abarca en su totalidad todas las posibilidades del problema original o

porque en alguno de ellos se ha modificado la estructura combinatoria.

Estudio de Roa (2000)

Finalmente, casi podriamos calificar de preceptiva la necesidad de recoger en este
apartado la tesis doctoral sobre razonamiento combinatorio en estudiantes con
preparacion matematica avanzada de Roa (2000). Tras los resultados alcanzados en la
tesis doctoral de Navarro- Pelayo con alumnos de secundaria, surgian cuestionamientos
entorno al estudio de qué estrategias favorecen la resolucion de los problemas.

Para indagar este punto, esta investigacion también analizd las estrategias de
resolucion, dificultades y errores sobre una serie de problemas sencillos de combinatoria
presentados mediante cuestionarios escritos, pero afrontados en este caso por
estudiantes de los cursos finales de la antigua Licenciatura en Matematicas. El autor
contribuyd a identificar muchas de las estrategias que hemos descrito en este apartado y
comparo el éxito en los problemas en funcidn del tipo de estrategias empleadas.

La conclusion hizo patentes de nuevo las dificultades de los estudiantes en su
resolucion, a pesar del caracter elemental de los problemas planteados, lo cual se
atribuye a las complejas estructuras que subyacen en los procedimientos de resolucion
de este tipo de problemas y a notorias deficiencias en la ensefianza de la combinatoria,
que suele primar el estudio de las formulas en detrimento de otros componentes mucho
mas esenciales del razonamiento combinatorio. Sin embargo mostrd la importancia de
unas estrategias productivas, pues los estudiantes que usaron la division del problema en
partes, la traduccion del problema, fijacion de variables y la recursion tuvieron mucho
mayor éxito. Una conclusion del autor es tratar de cultivar estas capacidades en los
estudiantes, pues son utiles no s6lo en combinatoria, sino que tienen una aplicabilidad

general a la adquisicion de destrezas de resolucion de problemas.
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2.3.5. VARIABLES EN LOS PROBLEMAS COMBINATORIOS

Otras investigaciones se centran en identificar variables que afectan a la dificultad
de los problemas. Entre ellas se encuentran las de Batanero, Navarro-Pelayo y Godino
(1997), Fischbein y Gazit (1988) y Navarro-Pelayo (1994). Las variables que se han

identificado han sido las siguientes.

Operacion combinatoria

El tipo de operacion combinatoria es uno de los elementos que afectan a la
dificultad del problema, segliin ciertos autores. Por ejemplo Fischbein y Gazit (1988)
indican que los problemas mas sencillos son los de permutaciones, porque en todas las
configuraciones intervienen los mismos elementos, y los mas dificiles son los de
combinaciones, porque los estudiantes no comprenden la importancia del orden en este
tipo de problemas.

Del mismo modo, en Batanero, Navarro-Pelayo y Godino (1997), la operacion
combinatoria mas sencilla fue la permutacion, seguida por la combinacidn, variacion y
permutacion con repeticion (todas ellas de dificultad parecida); la mas dificil la

variacion con repeticion.

Modelo combinatorio

A parte de las operaciones combinatorias necesarias para resolver cada problema y
de las caracteristicas de los elementos que las componen, los problemas también pueden
clasificarse en funcion de los modelos combinatorios que se describieron en el Capitulo
1. Esta cuestion condiciono la dificultad de los problemas en las investigaciones de
Navarro- Pelayo (1994) y Roa (2000), siendo el mas sencillo el modelo de seleccion y
los otros dos modelos mas dificiles:

e Modelo de seleccion: en estos problemas se enfatiza la idea de muestreo, que
puede ser con reemplazamiento o sin €l; sistematico o mediante ensayo- error. El
modelo de seleccion es el que se usa habitualmente en la ensefianza para definir
las operaciones combinatorias.

e Modelo de colocacion: en este caso, son problemas en los que una serie de
elementos deben colocarse en celdas o casillas, independientemente de que sean
distinguibles o no, tanto los elementos como las celdas. No es equivalente al

anterior, pues pueden haber muchas mas posibilidades (ver Capitulo 1).
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e Modelo de particion: es la division de un conjunto en varios subconjuntos.
Existe una correspondencia biyectiva entre los modelos de colocacion y
particion, puesto que la particion de un conjunto de k elementos en n

subconjuntos es tanto como la colocacion de k elementos en n casillas.

Naturaleza de los elementos del conjunto

La dificultad del problema depende del tipo de elemento que se combina, segun
Fischbein y Gazit (1988). Entre los elementos que aparecen en los problemas se pueden
encontrar nimeros o letras (que son los mas sencillos), personas (de nivel intermedio) y
objetos (los mas dificiles). La diferencia de dificultad se debe a que es mas sencillo
identificar cuando hay que tener en cuenta el orden en el primer tipo de problema que en
los otros dos.

En relacion con las variables de los problemas combinatorios, merece una mencion
especial la tesis doctoral sobre la estructura de los problemas combinatorios simples y
del razonamiento combinatorio en alumnos de secundaria (Navarro- Pelayo, 1994). El
objetivo principal de esta investigacion fue el de caracterizar las estrategias utilizadas
por dos muestras de estudiantes de secundaria para resolver problemas de combinatoria
elemental, asi como sus dificultades y errores asociados. Una de las muestras estaba
formada por alumnos de secundaria con instruccion previa en contenidos de
combinatoria; y la otra muestra, de un tamafio muy similar a la primera, estaba formada
por alumnos sin instruccion previa. El estudio fue realizado mediante el uso de
cuestionarios con problemas combinatorios sencillos. Como conclusion, resultdo que los
problemas utilizados para la prueba en el cuestionario fueron, en general, dificiles para
los estudiantes que los realizaron, con una media de acierto del 40% para la muestra de
alumnos instruidos y el 21% en la de los no instruidos, siendo incluso inferior al 10% en
algunos problemas concretos. En todos los problemas los resultados fueron mucho
mejores en los alumnos con instruccion, de lo que la autora deduce que esta favorece el
razonamiento combinatorio.

Esta autora fue la primera que analiz6 el efecto del modelo combinatorio sobre la
dificultad de los problemas, mostrando la mayor dificultad de los problemas de
colocacion y particion respecto a los de seleccion. También analiza los errores mas

comunes, segun la clasificacion que mostramos en el siguiente apartado.
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2.3.6. INVESTIGACIONES SOBRE EL CURRICULO

Para terminar el Capitulo, se recopilan otras investigaciones llevadas a cabo desde
la Universidad de Granada, que resultan de interés para conocer hasta donde se ha
llegado en el analisis de la presencia y alcance de la combinatoria y el razonamiento
combinatorio en el curriculo espafiol.

Uno de estos trabajos fue realizado por Milldn (2013). En esta investigacion se
comienza sintetizando las ideas principales que han destacado la importancia que tiene
para el desarrollo del pensamiento formal la ensefianza de la combinatoria y el trabajo
del razonamiento combinatorio, en base a una revision llevada a cabo sobre distintas
investigaciones y trabajos que se han elaborado en la Universidad de Granada al
respecto del razonamiento combinatorio. Por otro lado, en una segunda parte, se
contrasta lo anterior con las directrices impuestas por el curriculo oficial en Espana para
las etapas de Primaria, Secundaria y Bachillerato, asi como con las recomendaciones
establecidas por la NCTM en sus principios y estandares sobre matematicas.

Una vez analizado el curriculo, también es cierto que forma parte del trabajo de las
editoriales el plasmarlo en los libros de texto. Un primer trabajo en esta linea es el de
Navarro-Pelayo y Batanero (1991), donde se aborda el libro de texto como una
institucion, en base a la teoria de los significados institucionales y personales, ya que
cada libro suele aportar sus propios métodos y procedimientos para abordar los
problemas. Por el mismo motivo, no se analiza exclusivamente la unidad didactica
referida a la combinatoria, que en algunos casos podria ni existir, sino que es objeto de
estudio cualquier tarea o actividad en la que se requiera aplicar un determinado
contenido combinatorio para su resolucion.

Continuando con esta linea, se encuentra otra tesis de master sobre la combinatoria
en los libros de texto de matematicas en Educacion Secundaria en Espafia (Espinoza,
2011). El autor encuentra tareas en los textos seleccionados, en las que los estudiantes
deben identificar la operaciéon combinatoria o enumerar todos los casos posibles.
Ademas, la mayoria de las tareas son aplicadas a la probabilidad.

Finalmente, esta el trabajo de Navarro-Pelayo, Batanero y Godino (1991) donde los
autores realizan entrevistas a profesores en ejercicio, quienes indican el interés del tema
y los recursos que usan en su ensefianza, aunque lo consideran dificil.

De todo lo expuesto se deduce el interés de continuar con la investigacion sobre el

razonamiento combinatorio, lo que nos justifica el presente trabajo.
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CAPITULO 3. ESTUDIO DE EVALUACION

3 INTRODUCCION

En este capitulo analizamos los procesos de resolucion de una muestra de
problemas de permutacion, por parte de estudiantes de los tres primeros cursos de
Educaciéon Secundaria Obligatoria. Para ello describiremos el contexto en que se lleva a
cabo el estudio, la muestra de estudiantes participantes y el cuestionario utilizado.

Los resultados se organizan del modo siguiente: en primer lugar, para cada
problema se analiza el porcentaje de respuestas correctas, parcialmente correctas e
incorrectas en cada curso y las estrategias empleadas. Seguidamente se comparan los
resultados por curso y tipo de problema. Se finaliza con una discusion de las

conclusiones.

3.1 CONTEXTO ESCOLAR Y MUESTRA DE ESTUDIANTES

Como ya se adelantaba en la introduccion, la poblacion sobre la que se realiza el
presente estudio la constituyen los estudiantes de los tres primeros cursos de Educacion
Secundaria Obligatoria. Dentro de este inmenso grupo, la poblacion especifica de la que
se van a tomar las muestras, son los estudiantes del Instituto de Educacion Secundaria
Julidn Zarco del municipio Mota del Cuervo, en la provincia de Cuenca. Por tanto,
trabajamos con una muestra intencional, realizando un estudio exploratorio; no se
pretende extender las conclusiones a una muestra mas extensa.

Los conocimientos de combinatoria de estos estudiantes se reducen a estrategias
intuitivas de enumeracion, utilizadas en el tema de probabilidad en el ultimo curso de
educacion primaria, pues no han recibido ensefanza formal de combinatoria. No
obstante, de acuerdo a Fischbein y Gazit (1988) e Inhelder y Piaget (1955), es de
esperar un razonamiento combinatorio intuitivo que les permita resolver problemas
cuando el nimero de elementos es pequefio.

Por razones de localizacion, se limitara el alcance geografico a este instituto que
recibe estudiantes de hasta tres municipios de los alrededores: Los Hinojosos, El

Pedernoso y Santa Maria de los Llanos, aparte de los propios de Mota del Cuervo.
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De esta poblacion se toman tres muestras, una por cada nivel educativo. La primera
de ellas la componen 23 estudiantes de 1° ESO con edades comprendidas entre los 12-
13 afios; la segunda esta formada por 28 estudiantes de 2° ESO, con edades entre 13-15
anos; y, finalmente, la tercera estd compuesta por otros 24 estudiantes de 3° ESO, con
un rango de edades entre 14-16. A todos ellos se les aplica el mismo cuestionario, con la
finalidad de observar si hay un progreso de su razonamiento combinatorio con la edad.
No obstante, la media de edad en cada grupo se puede redondear a 12, 13 y 14 afios,
respectivamente. Se contd con la colaboracion de los profesores y del director del

centro, asi como de estos estudiantes; a todos ellos agradecemos su colaboracion.

3.2 CUESTIONARIO UTILIZADO

En nuestra investigacion se propone un cuestionario sencillo, formado
exclusivamente por problemas relativos a permutaciones ordinarias y permutaciones
con repeticion. Se eligidé esta operacion combinatoria aprovechando que era la tnica
mencionada explicitamente hasta 3° ESO en las nuevas directrices curriculares que se
terminaran de implantar este curso (MECD, 2015).

En los problemas propuestos se ha variado el tipo de elemento a permutar
(personas, numeros y objetos), pues €sta fue una variable que Fischein y Gazit (1988)
indicaron como influyente en la dificultad de los problemas combinatorios. En total se
consideraran seis problemas, combinando las anteriores variables.

Se tendran en cuenta también dos tipos de problemas que Navarro-Pelayo describio
como problemas de seleccion y problemas de colocacion. Usaremos siempre un nimero
pequefio de elementos para que el estudiante, si no sabe o no recuerda la féormula, lo
pueda deducir por enumeracion.

En la Tabla 3.2.1, se presenta el disefio del cuestionario y, a continuacion,
analizamos cada uno de los problemas. Este disefio ha sido conscientemente equilibrado
con tres problemas de permutaciones ordinarias y tres de permutaciones con repeticion.
Hay uno de cada tipo de permutacion y cada tipo de elemento (dos de objetos, dos de
personas y dos de numeros). Finalmente, tenemos tres problemas de seleccion y otros
tres de colocacidon, uno con cada tipo de elemento. Respecto a la combinacién tipo de
modelo y tipo de permutacion varia un poco, pues hay dos de colocacion y

permutaciones ordinarias y dos de seleccion y permutaciones con repeticion.
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Tabla 3.2.1. Disefio del cuestionario

Elemento a permutar | Colocacion Seleccion
Objetos Problema 2, P | Problema 1, PR
Personas Problema 6, PR | Problema 4, P
Numeros Problema 3, P | Problema 5, PR

Problema 1. En una caja hay cuatro fichas de colores: dos azules, una blanca y una roja. Se toma una
ficha al azar y se anota su color. Sin devolver la ficha a la caja, se toma una segunda ficha, y se anota su
color. Se continua de esta forma hasta que se han seleccionado, una detras de otra, las cuatro fichas.
(De cuantas formas diferentes se puede hacer la seleccion de las fichas? Ejemplo: se pueden seleccionar

en el siguiente orden, Blanca, Azul, Roja y Azul. (Navarro-Pelayo y Roa).

Este item se ha tomado de la investigacion de Navarro- Pelayo (1994). Fue también
utilizado por Roa (2000). Se propone un problema en el contexto de seleccion, pues se
trata de elegir elementos de una poblacién finita (las cuatro fichas de colores iniciales).
Los elementos de la poblacion son objetos que se diferencian por el color. Es necesario
tener en cuenta el orden, pues vamos anotando los colores seglin se obtienen y no seria,
por ejemplo, lo mismo ARAB que AARB. Como se desea agotar todas las fichas, nos
encontramos ante un problema de permutaciones; se trataria de permutaciones con
repeticion, porque hay dos fichas del mismo color en la caja. Por ello, si en la
permutacion ARAB, por ejemplo, permutamos entre si las dos letras A, se obtiene la
misma.

El problema se puede resolver de diferentes formas. Puesto que la mayoria de los
estudiantes no ha estudiado las féormulas de las operaciones combinatorias, se espera
que lo aborden con estrategias intuitivas de enumeracion y utilizando estrategias tales
como fijar una variable, dividir el problema en partes, generalizar o recursion (Roa,
2000). Por ejemplo, se puede fijar el color de la primera ficha en la permutacion A y, a
partir de ella, variar sistematicamente el color de la segunda, obteniendo: AA, AB, AR.

Una vez obtenidas estas tres permutaciones se continlia en las dos posiciones
restantes, teniendo en cuenta las fichas disponibles, en la forma: AABR, AARB,
ABAR, ABRA, ARAB, ARBA.

Terminadas de listar las permutaciones que comienzan por la ficha azul, se cambia
el color de la primera ficha y se repite la enumeracion: BAAR, BARA, BRAA.

Y asi hasta obtener todas las posibilidades, eliminando las que se repitan: RAAB,

RABA, RBAA. Se obtienen en total 12 permutaciones.
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También seria posible formar algin tipo de esquema grafico que apoye la
enumeracion; utilizando, por ejemplo, un dibujo de las fichas de colores o una tabla.

El estudiante podria obtener una formula, usando las reglas de la suma y el
producto. Podria, en primer lugar, fijarse que puede colocar cada una de las cuatro
fichas en la primera posicion; una vez colocada, le quedan tres fichas; fijada la segunda
quedan dos y una para la ultima posicion, en total N =4 -3 - 2. Pero como las dos

fichas azules no se diferencian, las permutaciones se repiten dos a dos; por ello:
4.3.2
=—=
Con cualquiera de estas estrategias se llegaria a la solucion correcta. En el caso de

que el estudiante conozca el diagrama en arbol, podria también construir uno similar al

mostrado en la Figura 3.2.1.

Figura 3.2.1. Diagrama en arbol que representa la solucion del Problema 1

En caso de que algiin estudiante haya estudiado las permutaciones, recurriendo a la
formulacion, debe identificar que se trata de un conjunto de cuatro elementos que se van
a permutar, entre los que se repite el color azul en dos fichas y aparte hay una ficha

blanca y otra roja. Por ello el numero total de permutaciones posibles seria:
41 24

P4,2,1,1=2!.1!,1!=2.1.1=12
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Problema 2. El garaje de un edificio tiene cuatro plazas numeradas de 1 a 4. En la casa hay cuatro
vecinos, Angel, Beatriz, Carmen y Daniel, que pueden colocar cada dia el coche en el lugar que
prefieran, si no esta ocupado. Este es el esquema de la cochera:

112|134

Por ejemplo, Angel puede aparcar su coche en el aparcamiento numero 1, Beatriz en el namero 2, Daniel
en el nimero 3 y Carmen en el nimero 4. ;De cuantas formas posibles pueden Angel, Beatriz, Carmen y

Daniel aparcar sus coches en la cochera?

Este segundo problema se ha enunciado siguiendo el modelo de colocacion, puesto
que se trata de colocar objetos en casillas, concretamente coches, identificados por sus
propietarios, en distintas plazas de garaje. En este caso, tenemos dos conjuntos
diferentes: por un lado, un conjunto de coches donde todos los objetos son distintos ya
que cada coche es propiedad de un vecino diferente que, en adelante, se pueden
identificar mediante sus iniciales, esto es, A para Angel, B para Beatriz, C para Carmen
y D para Daniel. Por otro lado, tenemos un conjunto de plazas de aparcamiento o celdas
para colocar los objetos. Ademas, también las celdas son perfectamente distinguibles
mediante numeracion del 1 al 4 e inamovibles. Por tanto, todos los vecinos ocuparan
alguna plaza y todas las plazas serdn ocupadas. En este caso también importa el nimero
de plaza que ocupe cada vecino, pero no habrd repeticiones, luego se trata de un
problema de permutaciones sin repeticion.

En este problema, los estudiantes podrian recurrir a la regla del producto para
encontrar la solucion, teniendo en cuenta que, para cada situacion concreta, por ejemplo
ADCB, la primera letra hace referencia a la plaza 1, la segunda a la 2, la terceraala3y
la cuarta a la 4. Es sencillo observar que el primer vecino que llegue a las cocheras
dispone de 4 opciones para aparcar, el segundo vecino ya solo dispondré de 3, el tercero
de 2 y, finalmente, el ultimo no podra elegir, ya que so6lo quedara libre 1 cochera. Por
tanto, el numero de formas en las que se puede producir el aparcamiento de todos los
vecinos, aplicando la regla del producto, es:

N=4-3-2-1=24

Si los estudiantes conocen el diagrama de arbol, también podrian utilizarlo para
encontrar las soluciones de forma similar al que se ha indicado en el problema anterior y
que se ha representado en la Figura 3.2.1. En caso contrario, también podrian recurrir a
algin otro esquema grafico como, por ejemplo, dibujar los huecos de las cocheras con

los coches llegando sucesivamente o con las letras representando a los vecinos segun
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van aparcando. En este caso, podrian fijar la primera letra y variar todas las demas para
encontrar las opciones posibles. Si comenzaran fijando la A en la primera cochera,
resultarian 6 opciones posibles: ABCD — ABDC — ACBD — ACDB — ADBC — ADCB.

Después, como ni las letras ni las cocheras se repiten, uinicamente tendrian que
multiplicar las 6 opciones resultantes de fijar la letra A por 4, teniendo en cuenta que
son cuatro vecinos. Entonces, la solucidn seria:

N=6-4=24

Con cualquiera de las estrategias anteriores se llegaria a la solucion correcta. En
caso de que algin estudiante haya estudiado combinatoria e identifique la solucién del
problema como el nimero de permutaciones de un conjunto de cuatro elementos sin
repeticion, también podria utilizar la expresion formal:

P, =41 =24

Problema 3. ;De cuantas formas diferentes puedo ordenar los numeros 1,2, 4, 6y 8?

De nuevo, el tercer problema sigue el modelo de colocacion. En este caso, se trata
de ordenar cinco cifras numéricas en distintas maneras, es decir, podemos considerar
dos conjuntos diferentes: a) por un lado, las cifras numéricas; y b) por otro, los lugares
en que se colocan, diferenciados por su posicion, como si se colocaran en cinco celdas o
casillas. Por tanto, los elementos a permutar son niimeros, entre los que no se considera
ninguna repeticion, ya que las cinco cifras son diferentes entre si. Ademas, las
posiciones que ocuparan son totalmente distinguibles: primera, segunda, tercera, cuarta
y quinta. En cada construccion se utilizan los cinco nimeros, por lo que serd importante
el orden en el que se dispongan, siendo evidentemente diferente, por ejemplo, 12345 de
54321. Por todo ello, se trata de un problema de permutaciones sin repeticion.

Este problema es algo mas complejo ya que tal cantidad de cifras numéricas eleva
mucho el nimero de posibilidades. Seria una buena opcion intentar resolverlo por
recursion, es decir, comenzar por un numero inferior de cifras e ir observando lo que
pasa segun se afiaden las demas.

Empezando por la primera cifra, el 1, solo se podria construir un nimero: 1.
Después, considerando las cifras 1 y 2, ya surgen dos opciones: 12 — 21. Se razona
facilmente observando que la nueva cifra 2 puede ocupar dos lugares: antes del 1 y

después del 1.
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Para 1, 2 y 3, utilizando los resultados anteriores, ya se pueden encontrar hasta seis
posibilidades: 123 — 132 — 312 — 213 — 231 — 321. De nuevo, la clave esta en percatarse
de que para cada configuracion, por ejemplo 12, la nueva cifra 3 puede ocupar tres
posiciones diferentes: antes del 1, entre el 1 y el 2 y después del 2. Del mismo modo
ocurre para la configuracion 21; por tanto, 2 - 3 = 6 posibilidades.

Siguiendo con este razonamiento, de nuevo las opciones posibles al anadir la cifra 4
se podrian obtener multiplicando las seis posibilidades del caso anterior por las cuatro
posiciones que puede ocupar la cifra nueva en cada una de ellas, resultando un total de
6 - 4 = 24 posibilidades. Finalmente, extendiendo lo anterior para la cifra 5, el nimero
total de posibilidades serian 24 - 5 = 120.

Si algin alumno fuera conocedor de los diagramas en arbol, también podrian
utilizarlo, aunque no seria eficiente construirlo al completo. Como no hay cifras
repetidas, lo mejor seria construirlo a partir de una de las cifras, por ejemplo el 1, de
forma similar al del Problema 1, obteniendo 24 posibilidades, y multiplicar por 5,
puesto que hay cinco cifras de las que se va a obtener el mismo nimero: 24 - 5 = 120.

Con cualquiera de las estrategias anteriores se llegaria a la solucion correcta. En
caso de que algin estudiante haya estudiado combinatoria e identifique la solucién del
problema como el nimero de permutaciones de un conjunto de cinco elementos sin
repeticion, también podria utilizar la férmula de las permutaciones:

P; =5!=120

Problema 4. Tres chicos Alicia, Berta y Carlos se ofrecen voluntarios para formar parte de un comité que consta de
Presidente, Tesorero, Secretario.
(De cuantos modos diferentes se podria elegir al Presidente, Tesorero y Secretario de este comité entre los tres

chicos?

El cuarto problema sigue el modelo de seleccion, puesto que a partir del conjunto
inicial formado por tres chicos, que en adelante se identifican por sus iniciales, A para
Alicia, B para Berta y C para Carlos, se va a ir seleccionando para constituir un comité
con tres miembros. En este caso los elementos a permutar son personas y, por ello, no
hay repeticion. Este es quiza uno de los problemas donde es més claro que el orden
importa, ya que el primer seleccionado ocupara el cargo de Presidente, el segundo el de
Tesorero y el ultimo el de Secretario. Finalmente, como se tiene un conjunto de tres

candidatos para un total de tres puestos dentro del comité, se seleccionaran todas las
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personas del conjunto y se cubrirdn todos los cargos. Se trata de un problema de
permutaciones sin repeticion.

Como en los casos anteriores, existen de nuevo varias formas de abordar este
problema. Quiza una buena manera seria utilizar parte del diagrama en arbol o, en su
defecto, parte de algun tipo de esquema grafico, que se haya utilizado en el Problema 2,
en el que cuatro vecinos iban ocupando sucesivamente cuatro cocheras. Este ejercicio es
muy similar puesto que ahora tres candidatos tienen que ir cubriendo tres puestos
diferentes de un comité. Es cuestion de observar como estos dos problemas se sustentan
sobre una misma estructura.

Alternativamente se podria usar la enumeracion sistematica de los elementos. Si
para cada configuracion, el primer nombre corresponde al Presidente, el segundo al
Tesorero y el tercero al Secretario, podria fijar uno de los candidatos, por ejemplo A, y
variar sistematicamente B y C, resultando ABC y ACB. A continuacion, repitiendo el
proceso fijando B, llegarian a BAC y BCA; y, por ultimo, fijando C se obtiene CAB y
CBA, por lo que encontrarian las 6 opciones posibles.

Como siempre, en caso de que algin estudiante haya estudiado combinatoria e
identifique la solucion del problema como el nimero de permutaciones de un conjunto
de tres elementos sin repeticion, también podria utilizar la expresion formal:

Problema 5. En un bombo hay cuatro bolas numeradas con los digitos 2, 4, 7, y 7. Elegimos una bola del bombo y
anotamos su numero. Sin devolver la bola al bombo sacamos un segundo niimero y asi hasta agotar las cuatro bolas.

Por ejemplo, podemos sacar el nimero 2774. ;Cuantos numeros diferentes podemos obtener con este sistema?

El quinto problema también sigue el modelo de seleccidon, puesto que a partir del
conjunto inicial formado por cuatro bolas se va extrayendo, una a una, para formar un
nimero de cuatro digitos. En este caso los objetos son niimeros y, como se puede
observar, hay una repeticion. El orden es importante porque el cambio de posicion de
una de las cifras da lugar a un nimero final diferente, como por ejemplo, 2774 y 7247.
También en este caso se agotan las cifras ya que se extraen todas las bolas del bombo.
En conclusion, se trata de un problema de permutaciones con repeticion, donde el
nimero 2 y el 4 sélo estan una vez, mientras que el niimero 7 aparece repetido dos

veces, haciendo un total de cuatro nimeros dentro del bombo.
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Como en todos los problemas anteriores, este problema se puede resolver mediante
diagrama en arbol o enumeracion sistematica. De hecho, tiene una especial similitud
con el Problema 1, en el que habia cuatro fichas de colores, en la que dos de ellos solo
estan una vez y un tercero aparece repetido dos veces. El resultado al que llegarian seria
de 12 posibilidades.

Aplicando la férmula, para un conjunto de cuatro elementos que se van a permutar,
teniendo en cuenta que el 7 se repite dos veces, el 2 una vez y el 4 una vez, el numero

total de permutaciones posibles seria:
4! 24
P =Tz 11

12

Problema 6. Tres chicas, Rosa, Ana y Lucia quieren dar clases de piano. El profesor tiene libre los lunes, martes,
miércoles y jueves. Rosa y Ana se conforman con una clase a la semana, pero Lucia quiere dar dos clases.

(De cuantas formas diferentes podria el profesor completar su horario para atender a las chicas?

Finalmente, se cierra el cuestionario con un ultimo problema en el contexto de
colocacion, pues se trata de colocar los nombres de tres chicas en los huecos del horario
del profesor. Los elementos, en este caso, son las propias chicas y hay que tener en
cuenta el niimero de clases que quieren recibir. Las celdas o casillas del horario en este
caso son totalmente distinguibles, pues se organizan segln los dias de la semana. Por
ese mismo motivo, el orden de colocacion de las chicas importa, puesto que segin como
se ordenen, tendran que asistir a las clases en dias concretos. También, como puede
observarse facilmente, aunque hay tres chicas, demandan un total de cuatro clases
semanales, luego cubriran por completo los cuatro huecos libres en el horario del
profesor de piano. Finalmente, hay una repeticion, ya que Lucia quiere asistir a las
clases dos veces por semana. Por todo ello, este es un problema de permutaciones con
repeticion.

Si algin estudiante conoce el diagrama en arbol, podria utilizarlo para resolver este
problema de forma similar a los anteriores. Pero también serian ftiles, en este caso,
otros esquemas graficos, como una tabla en forma de horario en el que ir enumerando
de forma sistematica las posibles opciones para colocar los nombres de las chicas. Para
ello, seria conveniente fijar el nombre de una y variar las otras dos. Mediante estos

sistemas se podria llegar a la solucion del problema.

45 |




Estudio de evaluacion

Finalmente, si alglin estudiante tuviese conocimiento de combinatoria, dado un
conjunto de cuatro elementos que se van a permutar, teniendo en cuenta que a la semana
se repiten dos veces las clases de Lucia, una vez las de Rosa y una vez las de Ana, el

numero total de permutaciones posibles seria:
p B 4! 24
P20 11 24101

12

3.3 RESULTADOS EN EL PROBLEMA 1

Una vez recogidos los cuestionarios se analizaron las respuestas, estudiando por un
lado su correccion y por otro la estrategia utilizada. A continuaciéon se exponen los
resultados en cada problema, comenzando por el andlisis de las soluciones y siguiendo

por el de las estrategias empleadas.

Problema 1. En una caja hay cuatro fichas de colores: dos azules, una blanca y una roja. Se toma una
ficha al azar y se anota su color. Sin devolver la ficha a la caja, se toma una segunda ficha, y se anota su
color.

Se continta de esta forma hasta que se han seleccionado, una detras de otra, las cuatro fichas.

(De cuantas formas diferentes se puede hacer la seleccion de las fichas? Ejemplo: se pueden seleccionar

en el siguiente orden, Blanca, Azul, Roja y Azul. (Navarro-Pelayo y Roa).

Soluciones

Solucion correcta: Una solucion correcta es aquella en la que se han encontrado las
doce posibilidades de extraccion de las fichas de colores, con cualquiera de las
estrategias mencionadas anteriormente y aplicadas en forma correcta.

Sirva como ejemplo la Figura 3.3.1, en la que el estudiante obtiene la respuesta
correcta mediante enumeracién completa. Se observa que comienza fijando el color de
la primera ficha (azul) hasta que agota todas las posibilidades. La enumeracion no es
demasiado sistematica, ya que no fija a continuacion el color de la segunda bola, pero, a
pesar de ello, no se equivoca. Es decir, el estudiante fija un elemento para disminuir el
tamafio de la permutacion y dividir el problema en tres partes (hallar las permutaciones
de los restantes elementos, cuando se fija uno). La estrategia es propia de un desarrollo
combinatorio intermedio segin Inhelder y Piaget (1955) y aparecid también en la
investigacion de Roa, Batanero y Godino (2003), realizada con estudiantes

universitarios.
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Figura 3.3.1. Ejemplo de solucion correcta en el problema 1

Solucion parcialmente correcta: Consideramos que una solucidén es parcialmente
correcta cuando se han encontrado so6lo algunas de las doce posibilidades de extraccion
de las fichas de colores, pero no todas. En la solucion pueden aparecer repetidas algunas
de las extracciones posibles, pero no se incluyen extracciones imposibles, es decir,
extracciones en las que se hayan considerado un numero de fichas o de colores que no

se correspondan con los que hay inicialmente en la caja (ver ejemplo en la Figura 3.3.2).

Figura 3.3.2. Ejemplo de solucion parcialmente correcta en el problema 1

En este ejemplo se repite la primera permutacion (con la ultima) y faltan cuatro
permutaciones. El fallo se debe a que no hay una enumeracion sistematica, sino que la
enumeracion no es sistematica, sino que se completa mediante ensayo- error. Este tipo
de estrategia ha sido descrita, entre otros por Scardamalia (1977) en una investigacion

con chicos entre 8 y 15 afios.
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Solucion incorrecta: una solucidon incorrecta es aquella en la que se ha incluido
alguna extraccion imposible, en la que hay méas o menos de cuatro fichas, o se han
utilizado colores que no estaban dentro de la caja al inicio (Figura 3.3.3). En el siguiente
ejemplo se puede notar como en algunas permutaciones se incluyen cinco elementos en
lugar de cuatro. Por tanto el estudiante no interpreta correctamente los datos del

enunciado.

Figura 3.3.3. Ejemplo de solucion incorrecta en el problema 1

En la Tabla 3.3.1 se presenta el porcentaje de soluciones al problema 1, segiin su
correccion. Se observa una mejora muy clara en el nimero de soluciones correctas y el

descenso de las incorrectas y parcialmente correctas al pasar de curso.

Tabla 3.3.1. Porcentaje de soluciones correctas, parcialmente
correctas e incorrectas en el problema 1

1°(n=23) 2°(n=28) 3°(n=24)

Correctas 8,7 17,9 41,7
Parcialmente correctas 69,6 82,1 54,2
Incorrectas 21,7 0,0 4.1

Los resultados son mucho mejores que los de Navarro-Pelayo (2004) que obtuvo
27,5% de respuestas correctas en chicos de 14 afios con instruccion en combinatoria y
16,3% en chicos de 14 afos sin instruccion. En nuestro caso solo tenemos peores
resultados en 1° curso, pero los chicos son de menor edad. Navarro Pelayo no considera
las respuestas parcialmente correctas. Por otro lado, nos acercamos en el grupo mayor
de estudiantes mucho a los resultados de Roa, con estudiantes de ultimo afio de la

licenciatura de matematicas, que obtuvo el 44% de soluciones correctas.
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Estrategias de resolucion

Ademas de estudiar las soluciones, hemos analizados las estrategias seguidas para
determinarlas. Se han encontrado las siguientes:

Esquemas graficos: aunque ninguno de los grupos conoce los diagramas de arbol,
puede apreciarse entre las soluciones aportadas como algunos estudiantes realizan algin
esquema similar, agotando todas las posibilidades que resultan cuando se empieza con
un determinado color, después con otro, y asi sucesivamente hasta cubrirlas todas. Por
ello, suele corresponder a enumeraciones sistematicas, incluso aunque no sean
completas. Para ello se apoyan en esquemas graficos a los que tinicamente les faltan las

“ramas” para que se puedan considerar verdaderos diagramas de arbol (Figura 3.3.4).

Figura 3.3.4. Ejemplo de aplicacion de un esquema grafico en el problema 1

Enumeracion sistematica completa: en algunos casos se ha utilizado la técnica de la
enumeracion sistematica, entendiendo como tal, fijar un primer color y variar los
posibles colores extraidos en segundo lugar; después, con cada una de las posibilidades
encontradas de dos colores, variar la extraccion del tercer color; y, finalmente, repetir el
proceso para la tltima extraccion.

Enumeracion sistemdtica incompleta: otras veces en cambio, la enumeracion
sistemdtica no se puede considerar completa. Los motivos habituales son que el
estudiante no considera todos los casos, empieza por una enumeracion sistematica y
termina utilizando el ensayo- error, fija s6lo la primera extraccién, pero no las
siguientes, etc. En definitiva, enumeran, pero sin seguir un criterio fijo, un patron,
durante todo el recuento, sino s6lo de forma parcial.

Enumeracion no sistemdtica o ensayo- error: por ultimo dentro de la enumeracion,
también se encuentran casos en los que se realiza de forma totalmente aleatoria, sin fijar
colores en ningin momento, sin que sea posible encontrar el mas minimo atisbo de
regularidad. Suelen dar lugar a repeticiones y a que falten algunas de las posibilidades,

lo que redunda en un recuento incompleto.
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Formulas: los grupos a los que se les ha pasado el cuestionario no tienen
instruccion en combinatoria y la mayoria desconoce las distintas tipologias y la
formulacion especifica de cada una. Pero algunos vienen de otros centros donde podrian
haberla estudiado; o bien han intentado deducirlas y utilizarlas en la resolucion de los
problemas (Figura 3.3.5). En este ejemplo, aunque no se usa el término apropiado
(combinaciones y no permutaciones), se ha aplicado la regla del producto. Como hay
cuatro elementos, se supone que cada uno se puede colocar en cada posicion,
obteniendo la potencia dada. Hay dos errores en esta formula; a) no se tiene en cuenta
que hay dos bolas indistinguibles; b) tampoco se tiene en cuenta que, fijado un
elemento, ya quedan soélo tres para el siguiente factor, en el siguiente dos y al final s6lo
uno. El error de confundir elementos distinguibles e indistinguibles fue citado por

Navarro-Pelayo, Batanero y Godino (1997) y Roa, Batanero y Godino (2001).

Figura 3.3.5. Ejemplo de aplicacion de una férmula en el problema 1

En la Tabla 3.3.2, se muestran los porcentajes de estudiantes que utilizaron cada
una de las estrategias observadas. Se ha incluido una fila adicional para almacenar todos
aquellos casos en los que los estudiantes aportan un nimero como solucion, pero sin dar

ninguna indicacion de la estrategia que han utilizado para determinarlo.

Tabla 3.3.2. Porcentaje de estrategias en el problema 1

1°(n=23) 2°(n=28) 3°(n=24)

Esquema grafico 43 3,6 12,5
Enumeracion sistematica completa 8,7 7,1 20,8
Enumeracion sistematica incompleta 0,0 28.6 25,0
Enumeracion no sistematica o ensayo- error 69.6 57,1 333
Foérmulas 8,7 3,6 8,3
Tablas 0,0 0,0 0,0
Resultado sin estrategia 8,7 0,0 0,0

Se observa que la estrategia mas frecuente es la enumeracion y son pocos los
estudiantes que realizan un esquema grafico (aumentando el nimero con el curso) o
aplican la regla del producto. Ademas la enumeracion es casi siempre no sistematica,

basada en ensayo y error, aunque cuando se avanza de curso va aumentando la

50 |



Estudio de evaluacion

enumeracion sistematica incompleta o completa. En la investigacién de Roa (2000) con
estudiantes universitarios hubo también un gran porcentaje de enumeracion en los
problemas de permutacioén con pocos elementos, aunque menos cuando los elementos
crecen o son permutaciones con repeticion. En este caso el nimero de enumeraciones

sistematicas y completas fue mayor, llegando en algiin problema al total de estudiantes.

3.4 RESULTADOS EN EL PROBLEMA 2

Problema 2. El garaje de un edificio tiene cuatro plazas numeradas de 1 a 4. En la casa hay cuatro
vecinos: Angel, Beatriz, Carmen y Daniel que pueden colocar cada dia el coche en el lugar que

prefieran, si no esta ocupado. Este es el esquema de la cochera:

1121314

Por ejemplo, Angel puede aparcar su coche en el aparcamiento niimero 1, Beatriz en el nimero 2, Daniel
en el nimero 3 y Carmen en el nimero 4. ;De cuantas formas posibles pueden Angel, Beatriz, Carmen y

Daniel aparcar sus coches en la cochera?

Soluciones

Solucion correcta: una solucion correcta es aquella en la que se han encontrado las
veinticuatro formas en las que los vecinos pueden ocupar las cocheras. Por ejemplo, en
la Figura 3.4.1, se puede observar como el estudiante ha aplicado la enumeracion

sistematica para encontrar las soluciones.

Figura 3.4.1. Ejemplo de solucion correcta en el problema 2

Aunque no ha seguido el orden estricto de las letras A, B, C y D, es evidente que ha
fijado la primera letra y ha variado la siguiente; sobre las parejas obtenidas ha variado la

tercera letra y, por tltimo, con las ternas encontradas ha variado la cuarta letra, logrando
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determinar todas las soluciones posibles con éxito. Muestra por tanto un razonamiento
recursivo al resolver el problema disminuyendo sistematicamente el numero de
elementos y luego usando la solucion para continuar la tarea (Kapur, 1970).

Solucion parcialmente correcta: una solucion parcialmente correcta es aquella en la
que se han encontrado sélo algunas de las veinticuatro posibilidades de colocacion de
los vehiculos, pero no todas. Pueden aparecer repetidas algunas de las colocaciones
posibles, pero, a pesar de eso, nunca estaran las veinticuatro soluciones totales.

Solucion incorrecta: las soluciones incorrectas para este problema, las forman
fundamentalmente resultados numéricos erroneos alcanzados tras la aplicacion de una
formula que no se corresponde con el tipo de permutacion del problema o aquellas que
han sido dadas por estudiantes que no han entendido del todo el enunciado o han
elegido un sistema para expresar su solucion que hace dificil o imposible identificarla.

Por ejemplo, en la Figura 3.4.2 se puede ver una solucion muy dificil de interpretar,
en la que no queda clara cuadl es la distribucion de los coches en cada uno de los casos
posibles, ni cuantos hay en total. De hecho, es posible que el estudiante no haya

comprendido correctamente el enunciado del problema.

Figura 3.4.2. Ejemplo de solucion incorrecta en el problema 2

Tabla 3.4.1. Porcentaje de soluciones correctas, parcialmente
correctas e incorrectas en el problema 2

1°(n=23) 2°(n=28) 3°(n=24)

Correctas 4,3 25,0 25,0
Parcialmente correctas 65,3 67,9 70,8
Incorrectas 30,4 7,1 4,2

En la Tabla 3.4.1 se presenta el porcentaje de soluciones al problema 2, segun su
correccion, siendo lo mas frecuente la solucién parcialmente correcta. La solucion
correcta solo se alcanza en el 25% de los estudiantes mayores, mientras que en el
trabajo de Roa (2000) la dieron el 75% de los estudiantes universitarios y en el de

Navarro-Pelayo, en un enunciado similar, pero con 3 coches y 5 plazas para colocar, el
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porcentaje de respuestas correctas fue el 3,8% en estudiantes de 12 afios sin instruccion
y el 41,8% en estudiantes de 14 afios con instruccion.

En este problema, el nimero de soluciones correctas mejora de 1° a 2° ESO, aunque
se mantiene entre 2° y 3° ESO. Por otro lado, si que mejora el nimero de soluciones
parcialmente correctas y desciende el nimero de incorrectas con el avance de los cursos,

lo que podemos relacionar con la mayor edad y maduracion de los estudiantes.

Estrategias de resolucion

Se han encontrado las siguientes:

Enumeracion sistematica completa: en este problema se pueden encontrar ejemplos
en los que se alcanzan las soluciones aplicando una enumeracion sistematica completa.
Comienzan fijando en la primera plaza de garaje a uno de los vecinos; después; estando
ocupada la primera, fijan también la segunda variando los vecinos restantes; a
continuacion, para cada opcion en la que se ocupan las dos primeras plazas, varian la

tercera; y, finalmente, para cada situacion de tres vecinos, completan con el tltimo.

Figura 3.4.3. Ejemplo de aplicacion de enumeracion sistematica
incompleta en el problema 2
Enumeracion sistematica incompleta: otras veces la enumeracion sistematica no es
completa del todo. Los motivos habituales son similares a los del problema 1: se
empieza por una enumeracion sistematica y se termina utilizando el ensayo- error, se
fija s6lo la primera plaza de aparcamiento y se varian las tres restantes sin criterio
alguno, etc. No obstante, en algunas ocasiones consiguen alcanzar todas las

permutaciones posibles, como es el caso del ejemplo en la Figura 3.4.3.
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Enumeracion no sistemdtica o ensayo- error: se encuentran casos en los que la
enumeracion sin ningin patrén de regularidad, sino rellenando las plazas de garaje de
formas diferentes por pura observacion. A veces aparecen incluso soluciones repetidas,
aunque nunca alcanzan todas las soluciones. Siempre se queda incompleto el recuento.

Formulas: apenas se encuentran estudiantes que hayan buscado una solucion
mediante férmulas en este problema, quizas porque en todos los cursos se trata de
estudiantes sin instruccion en combinatoria; no obstante, puede que hayan estudiado
algo en otros centros o puede que simplemente hayan intentado deducir una expresion
que les permita evitarse el recuento.

En la Tabla 3.4.2, se muestran los porcentajes de estudiantes que utilizaron cada
una de las estrategias observadas, siendo la més frecuente la enumeracion no sistematica
o ensayo-error. El resto apenas se usa. La Ultima fila almacena todos aquellos casos en
los que los estudiantes aportan un numero como solucion del problema, pero sin dar

ninguna indicacion de la estrategia que han utilizado para determinarlo.

Tabla 3.4.2. Porcentaje de estrategias en el problema 2

1°(n=23) 2°(n=28) 3°(n=24)

Esquema grafico 0,0 0,0 0,0
Enumeracion sistematica completa 0,0 10,7 8,3
Enumeracion sistematica incompleta 4,3 17,9 25.0
Enumeracion no sistemdtica o ensayo- error 73,9 67,8 62,5
Foérmulas 0,0 3,6 4,2
Tablas 0,0 0,0 0,0
Resultado sin estrategia 21,8 0,0 0,0

3.5. RESULTADOS EN EL PROBLEMA 3

Problema 3. ;De cuantas formas diferentes puedo ordenar los numeros 1, 2,4, 6 y 8?

Soluciones

Solucion correcta: es aquella en la que se han encontrado las ciento veinte formas
diferentes en las que se pueden ordenar los nimeros propuestos en el enunciado.

En este caso, quiza sea demasiado prolongado formar todas las ordenaciones
diferentes mediante un esquema o una enumeracion, por lo que varios de los

estudiantes han intentado buscar algun tipo de generalizacién. Por ejemplo, obsérvese
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en la Figura 3.5.1, como el estudiante ha aplicado la enumeracidon sistematica para
encontrar las soluciones resultantes de fijar el primer nimero, esto es, veinticuatro, para
posteriormente, aprovechando que los nimeros no se repiten, multiplicar por el total de
numeros en lugar de seguir enumerando para cada uno de ellos de forma individual.
Esta estrategia muestra un pensamiento recursivo y capacidad de generalizaciéon en el

estudiante.

Figura 3.5.1. Ejemplo de solucion correcta en el problema 3

Solucion parcialmente correcta: una solucidn parcialmente correcta es aquella en la
que se han encontrado s6lo algunas de las soluciones correctas, pero no todas. Pueden
aparecer repetidas algunas de las ordenaciones posibles, pero no ordenaciones
imposibles en las que aparezcan mas nimeros o menos de los que se proponen en el
enunciado u otros diferentes.

Solucion incorrecta: las soluciones incorrectas para este problema, las forman
fundamentalmente resultados numéricos erroneos alcanzados tras la realizacion de un
calculo incorrecto. Al tratarse de un problema tan largo para resolverlo por
enumeracion, varios de los estudiantes han optado por algin tipo de generalizacion,
pero muchas veces no lo han hecho de la forma correcta.

Por ejemplo, en la Figura 3.5.2 se observa una enumeracion sistematica incompleta,
en la que se ha fijado la primera y segunda cifra, pero las cifras finales se han dispuesto
desatendiendo el orden correcto. Una vez que concluye todas las ordenaciones posibles
tras fijar las dos primeras cifras, también realiza mal el célculo, ya que multiplica por 5
numeros, cuando deberia haber multiplicado por las 6 ordenaciones que ha obtenido y, a
continuacion, por las 5 cifras. Evidentemente, también la forma de expresarse es

incorrecta, puesto que 4 - 5 # 20 - 5 = 100.
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Figura 3.5.2. Ejemplo de solucion incorrecta en el problema 3

En la Tabla 3.5.1 se presenta el porcentaje de soluciones al problema 3, segun su
correccion, siendo lo mas comun la parcialmente correcta, sin apenas soluciones
correctas. Navarro-Pelayo (1994) encontr6 un 77% de respuestas correctas en los chicos
sin instruccion y 77,2% en los que habian tenido instruccién en un problema de
ordenacion de tres numeros. No obstante, hay que reconocer que las permutaciones de
tres elementos son mucho mas sencillas de obtener que las de cinco con ensayo y error.

En este caso, el nimero de soluciones correctas mejora de 3° ESO, aunque se
mantiene entre 1° y 2° ESO. Por otro lado, si que mejora el nimero de soluciones
parcialmente correctas entre 1° y 2° ESO, para mantenerse en 3° ESO, y desciende el
nimero de soluciones incorrectas con el avance de los cursos, luego también en este
problema se puede relacionar este hecho con la mayor edad de los estudiantes. Es mas,
ante un problema de mas complejidad que los dos anteriores, s0lo se encuentran

soluciones correctas en 3° ESO.

Tabla 3.5.1. Porcentaje de soluciones correctas, parcialmente
correctas e incorrectas en el problema 3

1°(n=23) 2°(n=28) 3°(n=24)

Correctas 0,0 0,0 8,3
Parcialmente correctas 60,9 75,0 75,0
Incorrectas 39,1 25,0 16,7

Estrategias de resolucion
Se han encontrado las siguientes:
Enumeracion sistematica completa: aunque no ha habido ningiin estudiante que

haya encontrado las ciento veinte soluciones mediante la aplicacion de la enumeracion
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sistematica completa, si es cierto que se ha utilizado como antesala de algin tipo de
calculo, que después seria correcto o incorrecto.

Por ejemplo, en la Figura 3.5.3, se puede observar como el estudiante construye
mediante una enumeracion sistematica completa todas las ordenaciones posibles tras
fijar la primera cifra. A partir del nimero 1, analiza los casos con la segunda cifra; con
las posibilidades que obtiene va fijando la tercera, y termina variando la cuarta y la
quinta. Una vez encontradas todas las ordenaciones para el nimero 1, intenta encontrar
todas las del problema aplicando la regla del producto, lo cual es correcto, aunque
finalmente se equivoca al multiplicar por las 4 cifras que le faltan, en lugar de por las 5

cifras que proponia el problema. Por tanto le ha fallado el razonamiento recursivo.

Figura 3.5.3. Ejemplo de aplicacion de enumeracion sistematica

completa en el problema 3

Enumeracion sistemdtica incompleta: otras muchas veces la enumeracion
sistematica no es completa del todo. Los motivos son los habituales: se empieza por una
enumeracion sistematica y se termina utilizando el ensayo- error, se fija solo la primera
cifra y se varian las restantes sin criterio alguno, etc. Pero en este caso con tantas
opciones, nadie consiguid alcanzar la solucion correcta aplicando esta estrategia.

Enumeracion no sistemdtica o ensayo- error: si las estrategias de enumeracion
sistematica incompleta han fallado en todos los casos, la enumeracion no sistematica lo
hace estrepitosamente, porque ni siquiera es posible encontrar un calculo numérico que
tenga sentido tras aplicar el ensayo- error. Son simplemente recuentos aleatorios de

algunas de las ordenaciones a las que pueden dar lugar las cinco cifras propuestas, pero
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en ningun caso se acompafia de cdlculos posteriores, ni mucho menos se alcanza la
solucion final correcta. Habitualmente da la sensacion de que el estudiante se detiene
porque ya no es capaz de distinguir si ya ha considerado una determinada ordenacion de
las cifras, cudles le faltan, ni cuando las habra construido todas. El uso de esta estrategia

en problemas con tantas posibilidades hace dificil saber cuando has acabado.
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Figura 3.5.4. Ejemplo de aplicacion de ensayo- error en el problema 3

Formulas: 1a mayor parte de las veces se han utilizado como apoyo a algin tipo de
enumeracion sistematica. No obstante, solo a los que han intentado deducir una formula

que les diera la solucion de forma directa se les ha catalogado dentro de esta estrategia.

Tabla 3.5.2. Porcentaje de estrategias en el problema 3

1°(n=23) 2°(n=28) 3° (n=24)

Esquema grafico 0,0 0,0 0,0
Enumeracion sistematica completa 43 0,0 42
Enumeracion sistematica incompleta 0,0 14,3 54,2
Enumeracion no sistematica o ensayo- error 60,9 60,7 33,2
Foérmulas 0,0 0,0 472
Tablas 0,0 0,0 0,0
Resultado sin estrategia 34,8 25,0 472

En la Tabla 3.5.2, se muestran los porcentajes de estudiantes que utilizaron cada
una de las estrategias observadas. Como es costumbre, en la ultima fila se almacenan
todos aquellos casos en los que los estudiantes aportan un nimero como solucion del
problema, pero sin dar ninguna indicacién de la estrategia que han utilizado para
determinarlo. Vemos que la estrategia predominante es la enumeracidon no sistematica,

seguida por la sistematica incompleta que es la mas frecuente en 3° curso.
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3.6. RESULTADOS EN EL PROBLEMA 4

Problema 4. Tres chicos Alicia, Berta y Carlos se ofrecen voluntarios para formar parte de un comité que consta de
Presidente, Tesorero, Secretario.
(De cuantos modos diferentes se podria elegir al Presidente, Tesorero y Secretario de este comité entre los tres

chicos?

Soluciones

Solucion correcta: Se considera correcta la solucion en la que se han encontrado las
seis formas diferentes de constituir el comité. En cada una de ellas, los distintos cargos
tienen que estar asignados a una y s6lo una de las personas que se han ofrecido como
voluntarios y debe estar expresado de forma clara cudl ocupa Alicia, cual Berta y cual
Carlos.

Solucion parcialmente correcta: una solucion parcialmente correcta es aquella en la
que se han encontrado so6lo algunas de las soluciones correctas, pero no todas. A pesar
de no ser un problema demasiado extenso, podrian aparecer algunos de los repartos
repetidos, pero nunca ordenaciones en las que alguno de los voluntarios ocupase mas de
un puesto o se dejase alguno de los cargos sin cubrir.

Solucion incorrecta: las soluciones incorrectas para este problema, las forman
aquellas en las que no se ha entendido el objetivo del problema o no se ha expresado
con claridad cudl es la distribucion de los cargos. Por ejemplo, en la Figura 3.6.1 se
observa como el estudiante ha adjudicado los tres puestos a cada uno de los
voluntarios, pero no ha llegado a constituir el comité utilizando distintas combinaciones.
De hecho, ni siquiera contesta a la pregunta del problema dando como solucién un

nuamero concreto de soluciones.

Figura 3.6.1. Ejemplo de solucion incorrecta en el problema 4
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En la Tabla 3.6.1 se presenta el porcentaje de soluciones al problema 4, segin su
correccion, siendo la mas frecuente correcta o parcialmente correcta. En un item similar,
donde se dispone de cuatro candidatos para elegir un comité de tres miembros, Navarro-
Pelayo (1994) obtiene solo 9,5% de respuestas correctas en los chicos de 14 afios sin
instruccion y 59,7% en los que tenian instruccion; por tanto relativamente nuestros
resultados son mejores.

En este caso, el numero de soluciones correctas mejora progresivamente en todos
los cursos desde 1° ESO a 3° ESO. Por otro lado, tanto el nimero de soluciones
parcialmente correctas como el numero de soluciones incorrectas desciende también con
el avance de los cursos, siendo mas acusado este ultimo de 1°a 2° ESO que de 2° ESO a
3° ESO; luego una vez mas en este problema se puede relacionar este hecho con la
mayor edad de los estudiantes. Es mas, ante un problema de mas complejidad que los

dos anteriores, solo se encuentran soluciones correctas en 3° ESO.

Tabla 3.6.1. Porcentaje de soluciones correctas, parcialmente
correctas e incorrectas en el problema 4

1°(n=23) 2°(n=28) 3°(n=24)

Correctas 8,7 39,3 62,5
Parcialmente correctas 60,9 46,4 25,0
Incorrectas 30,4 14,3 12,5

Estrategias de resolucion

Se han encontrado las siguientes:

Enumeracion sistematica completa: dadas las caracteristicas de este problema, la
enumeracion sistemdtica completa ha sido una de las estrategias mas utilizadas. En
general, los estudiantes han mantenido fijo el orden de los cargos, esto es, primero el
Presidente, segundo el Tesorero y tercero el Secretario, para ir variando las posiciones
de las iniciales de los nombres de los voluntarios: A, B, C. Fijando la A, variaban By C,
y después, sobre AB y AC, variaban las inicial restante. Por tltimo, repetian el proceso
fijando B inicialmente y después fijando C.

Enumeracion sistematica incompleta: otras muchas veces la enumeracion
sistematica no ha sido completa a pesar de la brevedad de la resolucion. En la mayoria

de los casos se ha debido a una mala eleccion del sistema de codificacion del problema.
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Por ejemplo, en la Figura 3.6.2 se observa como el estudiante codifica cada puesto
asignado utilizando la inicial del voluntario y la inicial del puesto, lo cual hace que sea
muy complicado realizar una enumeracion sistematica completa. No obstante, si se
analiza la secuencia con detalle, se puede ver como en las ultimas seis distribuciones
para el comité se han ido fijando progresivamente los cargos (primero el de Tesorero,
después el de Presidente y, por ultimo, el de Secretario), siguiendo una auténtica
enumeracion sistematica, dando légicamente lugar a configuraciones repetidas que ya

aparecen entre las cuatro primeras, pero no obstante correctas.

Figura 3.6.2. Ejemplo de enumeracion sistemdtica incompleta en el problema 4

Enumeracion no sistematica o ensayo- error: también en este ejercicio, a pesar de
las pocas permutaciones que se pueden construir, se encuentran casos en los que la
enumeracion se ha realizado de forma aleatoria, asignando los cargos al azar e
intentando no repetir ninguna posibilidad.

Formulas: son pocos los que han intentado deducir una féormula para la resolucion,
probablemente debido al reducido niimero de permutaciones con las que se puede
formar el comité. Aun asi, ha habido algunos casos, pero que no han alcanzado
soluciones correctas ya que han seguido aplicando razonamientos mas propios de los
problemas anteriores.

Tablas: por primera vez se utilizan tablas, aunque sea como apoyo a algun tipo de
enumeracion. Aprovechando las dos variables, nombre del voluntario y cargo a ocupar
dentro del comité, se han construido distintos tipos de tabla.

En la Figura 3.6.3 se trata de una tabla en desarrollo vertical en la que se han fijado
los puestos que constituyen en comité y se han ido variando los nombres de los
voluntarios. Como se puede observar, se sigue el criterio de una enumeracion

sistematica completa.
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Figura 3.6.3. Ejemplo del uso de tablas en el problema 4

En la Tabla 3.6.2, se muestran los porcentajes de estudiantes que utilizaron cada
una de las estrategias observadas. Como es costumbre, en la tltima fila se almacenan
todos aquellos casos en los que los estudiantes aportan un nimero como solucion del
problema, pero sin dar ninguna indicacion de la estrategia que han utilizado para
determinarlo. De nuevo la estrategia que predomina es la enumeracidon no sistematica,
pero en este problema va dando paso la sistematica segun se avanza el curso y también

aumenta el uso de tablas.

Tabla 3.6.2. Porcentaje de estrategias en el problema 4

1°(n=23) 2°(n=28) 3°(n=24)

Esquema grafico 0,0 0,0 0,0
Enumeracion sistemdtica completa 0,0 214 29,2
Enumeracion sistematica incompleta 0,0 3,6 12,5
Enumeracion no sistematica o ensayo- error 52,2 42,9 12,5
Férmulas 0,0 0,0 12,5
Tablas 13,0 17,9 25,0
Resultado sin estrategia 34,8 14,2 8,3

3.7. RESULTADOS EN EL PROBLEMA 5

Problema 5. En un bombo hay cuatro bolas numeradas con los digitos 2, 4, 7, y 7. Elegimos una bola del bombo y
anotamos su numero. Sin devolver la bola al bombo sacamos un segundo numero y asi hasta agotar las cuatro bolas.

Por ejemplo, podemos sacar el numero 2774. ;Cuantos numeros diferentes podemos obtener con este sistema?

Soluciones
Solucion correcta: se considera como solucion correcta para el problema 6 aquella
en la que se han encontrado las doce formas diferentes en las que se pueden ordenar los

numeros propuestos en el enunciado, teniendo en cuenta que la cifra 7 aparece repetida.
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En la Figura 3.7.1, se puede observar como el estudiante ha aplicado la
enumeracion sistematica para encontrar las ordenaciones, fijando la primera cifra
(aunque no lo ha hecho en el orden natural 2-4-7, sino 2-7-4), después la segunda cifra
y, finalmente, variando las dos tltimas; obsérvese que sélo construye una permutacion
cuando las dos ultimas cifras se corresponden con el nimero 7, luego considera la

repeticion.

Figura 3.7.1. Ejemplo de solucion correcta en el problema 5

Solucion parcialmente correcta: una solucidon parcialmente correcta es aquella en la
que se han encontrado sdlo algunas de las soluciones correctas, pero no todas. Se
incluyen en esta categoria también aquellos casos que contemplen permutaciones
repetidas, pero no ordenaciones imposibles en las que aparezcan mas nimeros 0 menos
de los que se proponen en el enunciado u otros diferentes.

En la Figura 3.7.2 se puede ver que el estudiante aporta 12 ordenaciones posibles,
pero, sin embargo, las tres ultimas estan repetidas. Se intuye que debido a la inercia de
las tres primeras construcciones elaboradas fijando como primera cifra el 2, y las tres
segundas fijando el 4, se ha seguido fijando primero un 7 y, para terminar, el otro 7, es
decir, que no solo le han faltado ordenaciones por montar sino que ademds ha

considerado diferentes las dos cifras 7.

Figura 3.7.2. Ejemplo de solucion parcialmente correcta en el problema 5

Solucion incorrecta: las forman fundamentalmente resultados numéricos erroneos
alcanzados tras la realizacion de un cdlculo incorrecto. Se estima que, llevados de
ciertos razonamientos o calculos en problemas anteriores, han intentado extrapolarlos a
este problema y han incurrido en el error. En otras ocasiones, se han utilizado mas o

menos nimeros de los que hay en el enunciado o con més repeticiones de las dadas.
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En la Tabla 3.7.1 se presenta el porcentaje de soluciones al problema 5, segun su
correccion. Navarro Pelayo en un item con el mismo contexto, pero con todas las cifras
diferentes, obtiene un 12,5% de respuestas correctas en los chicos sin instruccion y
59,1% en los que recibieron instruccion. Nuestro problema es mads dificil y a pesar de
ello, los alumnos de 3° curso tienen mejores resultados que los de Navarro-Pelayo en el
grupo sin instruccion.

En nuestro caso, el nimero de soluciones correctas mejora progresivamente segun
se avanza de nivel educativo. En relacion con ello, también desciende el nimero de
soluciones incorrectas con el avance de los cursos, luego una vez mas en este problema

se puede relacionar la mejora del razonamiento con la mayor edad de los estudiantes.

Tabla 3.7.1. Porcentaje de soluciones correctas, parcialmente
correctas e incorrectas en el problema 5

1°(n=23) 2°(n=28) 3° (n=24)

Correctas 43 10,7 37,5
Parcialmente correctas 60,9 71,4 50,0
Incorrectas 34,8 17,9 12,5

Estrategias de resolucion

Se han encontrado las siguientes:

Enumeracion sistematica completa: como en problemas anteriores, en ocasiones se
ha utilizado esta estrategia fijando una primera cifra: 2-4-7; después, con cada una de
ellas, la segunda: 24-27-42-47-72-74-77; y, finalmente, variando las dos ultimas si era
posible: 2477-2747-2774-4277-4727-4772-7247-7274-7427-7472-7724-7742, teniendo
en cuenta siempre que, aunque el 7 aparece repetidos dos veces, dentro de un nimero
construido con tales cifras, representa lo mismo.

Enumeracion sistemdtica incompleta: también se ha encontrado enumeracion
sistematica no totalmente completa. Los motivos habituales son los mismos que ya se
han expuesto anteriormente: se empieza por una enumeracion sistematica y se termina
utilizando el ensayo- error o incluso a veces en sentido opuesto, se fija solo la primera
cifra y se varian las restantes sin criterio alguno, etc.

Enumeracion no sistemdtica o ensayo- error: de nuevo se procede a enumerar en
base a una construccion aleatoria de los nimeros. En este caso, podria considerarse que

hay un reducido nimero de cifras, maxime con la repeticion de una de ellas, y en
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ocasiones se alcanza la solucidon correcta; pero en muchas otras, la falta de orden y
organizacion provoca que apenas falten una o dos ordenaciones para completarlas todas

como puede apreciarse en la Figura 3.7.3.

Figura 3.7.3. Ejemplo de aplicacion de ensayo- error en el problema 5

Formulas: a estas alturas del cuestionario, algunos estudiantes creen haber
encontrado expresiones algebraicas que sirven para resolver todos los problemas y, ante
la dificultad de enumerar la ingente cantidad de ordenaciones que se pueden construir
con cuatro cifras, tratan de aplicar una formula general. Para ello, extrapolan de un
problema a otro, sin analisis ni diferenciacion previa, cayendo normalmente en el error,
como el la Figura 3.7.4, donde se aplica una féormula que ya se utiliz6 en otro problema,

pero sin tener en cuenta que aqui el muestreo es sin reemplazamiento de las bolas.

Figura 3.7.4. Ejemplo de aplicacion de formulas en el problema 5

Tabla 3.7.2. Porcentaje de estrategias en el problema 5

1°(n=23) 2°(n=28) 3° (n=24)

Esquema grafico 0,0 0,0 0,0
Enumeracion sistematica completa 0,0 7,1 41,7
Enumeracion sistematica incompleta 4,3 28.6 12,5
Enumeracion no sistematica o ensayo- error 60,9 46,4 29,2
Foérmulas 0,0 0,0 12,4
Tablas 0,0 0,0 0,0
Resultado sin estrategia 34,8 17,9 472

En la Tabla 3.7.2, se muestran los porcentajes de estudiantes que utilizaron cada
una de las estrategias observadas, incluyendo en la ultima fila se almacenan los casos en

los que los estudiantes aportan un numero como solucién del problema, pero sin dar
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indicacion de la estrategia que han utilizado para determinarlo. Las estrategias varian
con el curso, restringiéndose practicamente al comienzo a enumeracion no sistematica,
para tener una mayor gama de estrategias segin se avanza el curso, incluyendo

enumeracion sistematica y féormulas en 3° curso.

3.8. RESULTADOS EN EL PROBLEMA 6

Problema 6. Tres chicas, Rosa, Ana y Lucia quieren dar clases de piano. El profesor tiene libre los Lunes,
Martes, Miércoles y Jueves. Rosa y Ana se conforman con una clase a la semana, pero Lucia quiere dar dos
clases.

(De cuantas formas diferentes podria el profesor completar su horario para atender a las chicas?

Soluciones

Solucion correcta: se considera como solucion correcta aquella en la que se han
encontrado las doce formas de distribuir el horario. En cada una de ellas, Lucia debe
aparecer dos veces, mientras que Rosa y Ana s6lo tienen que hacerlo una vez; y todos
ellas en dias diferentes.

Solucion parcialmente correcta: una solucion parcialmente correcta es aquella en la
que se han encontrado so6lo algunas de las soluciones correctas, pero no todas. Pueden
aparecer repartos repetidos o puede que falten algunas de las distribuciones posibles,
pero entre las soluciones que se presenten cada dia sdlo puede haber una estudiante y
deben respetarse el nimero de horas semanales que demanda cada una de ellas.

Solucion incorrecta: las soluciones incorrectas las forman aquellas en las que no se
ha entendido el problema en si, no se ha expresado con claridad cual es la distribucion
de las horas o se han programado sesiones de piano con mas de una alumna.

Por ejemplo, en la Figura 3.8.1 se puede intuir que el sistema elegido para presentar
las soluciones no es el mas adecuado, ya que cuesta averiguar qué elementos
corresponden a cada permutacion. Ademas, en muchas de ellas los dias se repiten, es
decir, dos alumnas diferentes asistirdn a clase juntas el mismo dia. El problema se
produce porque se confunde el conjunto a colocar (dias de la semana) con el de objetos
a ser colocados (las nifias). Hay que distribuir los cuatro dias entre las tres nifias,
teniendo en cuenta que Lucia necesita dos dias. Seria la forma mas sencilla de hacerlo
fijar los cuatro dias, colocar a Lucia en dos y luego completar los dias con las otras dos
nifias, pero el estudiante lo hace al contrario. Esta dificultad también aparecid en

Navarro-Pelayo (1994).
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Figura 3.8.1. Ejemplo de solucidn incorrecta en el problema 6

En la Tabla 3.8.1 se presenta el porcentaje de soluciones al problema 6, segun su
correccion. Este problema es nuevo, por lo que no podemos comparar con las
investigaciones previas. En este caso, el nimero de soluciones correctas una vez mas
mejora progresivamente en todos los cursos desde 1° ESO a 3° ESO, aunque las
diferencias son en este caso menos significativas. Por otro lado, también el niimero de
soluciones incorrectas desciende con el avance de los cursos, siendo mas acusado este
ultimo de 1° a 2° ESO que de 2° ESO a 3° ESO; luego en este ultimo problema como en

todos se pueden relacionar estos hechos con la mayor edad de los estudiantes.

Tabla 3.8.1. Porcentaje de soluciones correctas, parcialmente
correctas e incorrectas en el problema 6

1°(n=23) 2°(n=28) 3° (n=24)

Correctas 4.4 14,3 16,7
Parcialmente correctas 47,8 57,1 70,8
Incorrectas 47,8 28,6 12,5

Estrategias de resolucion

Se han encontrado las siguientes:

Enumeracion sistemdtica completa: aprovechando el orden natural de los dias de la
semana, en este caso concreto lunes, martes, miércoles y jueves, se ha aplicado la
enumeracion sistematica sobre los nombres o solo las iniciales de las alumnas de piano.
Se fija una de ellas para el lunes y se varian las demas para el martes, y completados
esos dias, se varian las restantes horas.

Un ejemplo seria el de la Figura 3.8.2, en el que ni siquiera se marcan los dias sino

que se confia en el conocimiento general de cualquier lector, sobreentendiendo que el
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primer nombre o inicial se refiere al lunes, el segundo al martes y asi sucesivamente

hasta completar el horario del profesor.

Figura 3.8.2. Ejemplo de enumeracion sistemdtica completa en el problema 6

Enumeracion sistemdtica incompleta: como en todos los problemas, también ha
habido casos de enumeracidon sistematica incompleta, en la mayor parte de los casos
debido a una mala eleccion del sistema de codificacion del problema, pero en otros
porque sb6lo se ha fijado el primer nombre o porque se ha empezado de forma
sistemadtica, pero se ha terminado con ensayo- error.

Por ejemplo, en la Figura 3.8.3 es posible que el sistema de codificacion entorpezca
la aplicacion de una enumeracion sistematica completa, ya que tanto los dias como los
nombres se identifican mediante letras, que en ocasiones hasta coinciden, como es el

caso de lunes y Lucia.

Figura 3.8.3. Ejemplo de enumeracion sistematica incompleta en el problema 6

Enumeracion no sistemadtica o ensayo- error: también en este ejercicio se
encuentran casos en los que la enumeracion se ha realizado de forma aleatoria,
conectando dias y nombres aleatoriamente e intentando no repetir ninguna posibilidad.

Formulas: como en el problema anterior, algunos estudiantes han extrapolado
expresiones algebraicas que habian deducido para otros problemas, sin pararse a
analizar las condiciones concretas de este caso. En ningliin caso, se han encontrado

expresiones de combinatoria como tal.
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Tablas: una vez mas, aprovechando el formato de horario semanal que plantea el
problema, se utilizan tablas, aunque solo sea como apoyo a algin tipo de enumeracion.
Aprovechando las dos variables, dia de la semana y nombre de la alumna, se han
construido distintos tipos de tabla, aunque ninguna de ellas es de doble entrada.

Como en la Figura 3.8.4, se trata siempre de tablas en las que se fijan los dias de la
semana en la parte superior, a modo de horario estandar para después distribuir a las

alumnas. En este caso, se sigue el criterio de una enumeracion sistematica incompleta.

Figura 3.8.4. Ejemplo del uso de tablas en el problema 6

En la Tabla 3.8.2, se muestran los porcentajes de estudiantes que utilizaron cada
una de las estrategias observadas, incluyendo también aquellos casos en los que los
estudiantes aportan un numero como solucion del problema, pero sin dar ninguna

indicacion de la estrategia que han utilizado.

Tabla 3.8.2. Porcentaje de estrategias en el problema 6
1°(n=23) 2°(n=28) 3°(n=24)

Esquema grafico 0,0 0,0 0,0
Enumeracion sistematica completa 0,0 3,6 12,5
Enumeracion sistematica incompleta 0,0 10,7 4.2
Enumeracion no sistematica o ensayo- error 52,2 46,4 41,6
Foérmulas 0,0 0,0 12,5
Tablas 17.4 14,3 25,0
Resultado sin estrategia 30,4 25,0 472

Lo mas frecuente es la enumeracion no sistematica, aunque ahora hay un

porcentaje apreciable de uso de tablas en todos los cursos y de formulas en tercero.
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3.9. SINTESIS DE RESULTADOS

Para tener una vision general de los resultados obtenidos, a continuacion
compararemos estos resultados en funcion de las diversas variables consideradas. En
primer lugar, se analiza la diferencia entre los problemas de permutaciones ordinarias y
con repeticion; seguidamente, las observables entre los problemas de seleccion y
colocacion y, finalmente, las diferencias por curso.

Para ello en cada caso totalizamos las otras variables sumando los resultados,

excepto en la variable analizada.

3.9.1. COMPARACION ENTRE PERMUTACIONES ORDINARIAS Y CON
REPETICION

Para comparar los problemas de permutaciones ordinarias y con repeticion
sumamos todos los resultados en cada problema por curso sin tener en cuenta si se trata
de un problema de seleccion o colocacion; lo mismo para el resto de variables.

En la Figura 3.9.1 presentamos el porcentaje de respuestas correctas, parcialmente
correctas e incorrectas en estos dos tipos de problema, observando que no hay
diferencias entre los mismos. En cambio en el trabajo de Navarro-Pelayo (1994)
resultaron mucho mas sencillos los problemas de permutaciones ordinarias, con
alrededor del 62% de respuestas correctas, frente al 25% en las permutaciones con
repeticion. Esta autora calcula estos porcentajes sin diferenciar los alumnos con y sin

instruccion y, por otro lado, no considera las respuestas parcialmente correctas.

Figura 3.9.1. Porcentaje de respuestas segun correccion en problemas de permutaciones

ordinarias y con repeticion
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Siguiendo un método similar, en la Figura 3.9.2 se presentan los porcentajes de cada
una de las estrategias observadas. A simple vista, la estrategia mas utilizada ha sido la
enumeracion no sistematica en los dos tipos de problema. El resto de las estrategias se
han utilizado en un tanto por ciento similar, excepto el uso de formulas, que casi se
duplica en los problemas de permutaciones con repeticion, y el esquema grafico que ha
sido solo utilizado en los problemas de repeticion. También conviene remarcar que las
formulas han sido especialmente utilizadas en los ultimos problemas del cuestionario,
sin que los alumnos valorasen si existian o no repeticiones, en un intento de resolverlos

extrapolando resultados a los que habian llegado en los problemas iniciales.

Figura 3.9.2. Porcentaje de estrategias segun correccion en problemas de permutaciones

ordinarias y con repeticion

3.9.2. COMPARACION ENTRE PROBLEMAS DE SELECCION Y DE
COLOCACION

Para comparar los problemas de seleccion y de colocacion sumamos todos los
resultados en cada problema por curso, sin tener en cuenta si se trata de un problema de
permutaciones con o sin repeticion y de la misma forma para el resto de variables.

En la Figura 3.9.3 presentamos el porcentaje de respuestas correctas, parcialmente
correctas e incorrectas, observando que los problemas de seleccion han sido mas
sencillo para los estudiantes, al igual que ocurrid en la investigacion de Navarro-Pelayo
(1994) y segun indican Fischbein y Gazit (1988). El porcentaje de respuestas correctas
(25,8) duplica en los problemas de seleccion al correspondiente a los problemas de

colocacion (11,1). Ademads hay un 7% menos de respuestas incorrectas.
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Las diferencias entre respuestas incorrectas y parcialmente correctas entre los
problemas de colocacion y seleccion son muy similares, aproximadamente de 7 puntos
porcentuales; mientras que en el caso de las respuestas correctas, la diferencia es de
aproximadamente el doble, 14 puntos porcentuales, en este caso tomando como

referencia los problemas de seleccion frente a los de colocacion.

Figura 3.9.3. Porcentaje de respuestas segiin correccion en problemas

de seleccion y colocacion

De nuevo repitiendo el método para representar los porcentajes de las estrategias
aplicadas, se observa en la Figura 3.9.4 que la mas utilizada vuelve a ser la enumeracion
no sistematica. Comparando los dos tipos de problema, se ha utilizado mas la estrategia
de enumeracion no sistematica en los problemas de colocacion, 55,5%, frente al 44,9%
en los de seleccion. En los problemas de seleccion ha sido mas aplicada la enumeracion

sistematica completa y las formulas.

Figura 3.9.4. Porcentaje de estrategias segiin correccion en problemas

de seleccion y colocacion
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3.9.3. COMPARACION POR CURSO

Finalmente, para comparar los resultados de los tres cursos, se suman las soluciones
correctas, parcialmente correctas e incorrectas que cada curso ha obtenido sin tener en
cuenta que los problemas fueran de seleccion o colocacion, sin repeticion o con
repeticién y comparando los resultados en los tres cursos participantes.

En la Figura 3.9.5 presentamos los porcentajes para cada curso, observando
claramente un aumento de las respuestas correctas con el avance de los niveles
educativos, es decir, con la edad de los alumnos, al mismo tiempo que también
desciende el porcentaje de respuestas incorrectas. Este resultado coincide con lo
expuesto en la investigacion de Fischbein y Gazit (1988), pues el razonamiento
combinatorio parece desarrollarse espontdneamente con la edad, aunque no
completamente. Vemos, que efectivamente son so6lo el 32% las respuestas correctas en
el curso tercero, pero también notamos que duplican las de segundo y multiplican por
seis las de primero.

Igualmente hay un gran descenso de las respuestas incorrectas de primero a tercero,
que se reducen a la tercera parte. Puesto que la ensefianza favorece en gran medida el
razonamiento combinatorio, pensamos que estos resultados apoyarian el iniciarla desde

el tercer curso, donde los estudiantes tienen ya una buena intuicion para el tema.

Figura 3.9.5. Porcentaje de respuestas segun correccion por cursos

En lo que respecta a las estrategias, a partir de la Figura 3.9.6 se concluye que la
enumeracion es la técnica mas utilizada en todas sus versiones y en todos los cursos.
Con el aumento de la edad, cada vez van siendo enumeraciones mas sistematicas, que
pasan del 2,2% en primer curso a 19,5% en tercero en detrimento del ensayo- error, que

se reduce del 61,6% en primero a 35,4% en tercero.
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Figura 3.9.6. Porcentaje de estrategias segun correccion por cursos

También destacan otras estrategias como el uso de tablas o formulas a medida que

crecen los alumnos; el uso de tablas llega al 8,3% y el de formulas al 9% en tercero. Por

otro lado, va dejando de aparecer la falta de argumentos para explicar los resultados

alcanzados.

3.9.4. CONFLICTOS SEMIOTICOS OBSERVADOS

En el analisis de las respuestas parcialmente incorrectas e incorrectas, se han

observado algunos conflictos semioticos de los estudiantes:

No diferenciar permutaciones idénticas. Aparece como efecto de la enumeracion
no sistematica, cuando el estudiante repite una permutacion listada previamente
(ver ejemplo en la Figura 3.3.2).

No agotar todas las posibilidades para producir un conjunto de permutaciones,
debido a que no utiliza un razonamiento recursivo completo, por lo que, al
producir las permutaciones mediante ensayo y error, olvida algunos casos
(también en la Figura 3.3.2).

Confusion en el numero de elementos al formar una muestra. Cuando al formar
la permutacion el numero de objetos es mayor que el original (Figura 3.3.3).
Confundir las caracteristicas del elemento a permutar: Por ejemplo, al permutar
bolas de colores, incluir un color que no aparece en la formulacion del problema.
Repetir un elemento cuando no esta permitido. En una permutacion ordinaria
repetir alguno de los elementos, confundiendo permutacién con y sin repeticion.

Aparece en Navarro-Pelayo (1994) y Roa (2000).
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o Considerar distinguibles elementos que no lo son. Esto ocurre principalmente en
las permutaciones con repeticion y fue observado por Navarro- Pelayo (2004)
(ver figura 3.3.5).

o Al fijar una variable en una permutacion de tamario n, no observar que hay que
trabajar con una permutacion de tamario n-1 para fijar el resto.

o Confundir el tamario de la permutacion que se debe formar;, por ejemplo,
formar pares de objetos (Figura 3.4.2).

e Fallo en la aplicacion de la regla del producto. Fijadas algunas posiciones, para
hallar todas las permutaciones a que da lugar no se multiplica por el nimero de
permutaciones posibles, sino por el numero inicial de elementos.

e Confundir el conjunto a colocar con el conjunto de puestos que debe ser
colocado en el modelo de colocacion (ver Figura 3.8.1). También aparece en

Navarro-Pelayo.

3.10. DISCUSION E IMPLICACIONES PARA LA ENSENANZA

Como se expuso en el Capitulo 2, Fischbein (1975) consiguié mostrar que la
capacidad para resolver problemas de combinatoria no se alcanza de forma espontanea
cuando los alumnos no han recibido instruccion al respecto, ni siquiera en el nivel de las
operaciones formales. Igualmente, en el estudio de Navarro-Pelayo se observa una gran
mejora en los estudiantes que han recibido instruccion. Y, del mismo modo, también
otros autores han planteado que la edad media a la que se alcanza el pensamiento formal
es bastante diferente a los 14-15 afios marcados por Piaget e Inhelder (1951); incluso a
la ampliacion posterior hecha por Piaget hasta el periodo comprendido entre los 15-20
afios. Es mas, sugieren que un numero significativo de personas no llega a alcanzarlo
nunca. Sea como fuere, la cuestion es que cuantiosos estudios indican que, con cierta
frecuencia, los adultos presentan sesgos en su razonamiento probabilistico, como
consecuencia evidente de un fragil y deficiente razonamiento combinatorio.

En este sentido, los resultados presentados en este capitulo confirman estas
opiniones y ponen de manifiesto las dificultades que presentan los estudiantes sin
instruccion en combinatoria, asi como la escasez y poca solidez de sus estrategias, a
pesar de las limitaciones y la sencillez del cuestionario empleado. Algunos estudiantes
se encuentran a un paso de finalizar sus estudios obligatorios y podrian entrar en muy

pocos afios en el mercado laboral arrastrando todas estas carencias.
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La combinatoria es la base de la matematica discreta y un gran apoyo en el estudio
de la probabilidad, por lo que un razonamiento combinatorio incompleto dificulta estas
otras materias, pero, sin embargo, es posible introducir ideas combinatorias en
diferentes ramas de las matematicas y en forma gradual (Godino y Batanero, 2016). Por
tanto, se concluye este capitulo con la esperanza de motivar e inspirar, tanto a los
profesores para su labor en el aula, como a las personas que disefian los curriculos, para
que se conciencien de la importancia del tema y promuevan la ensefianza de la
combinatoria en esta etapa educativa. Las conclusiones de todos los estudios como el
nuestro, asi como las reflexionen resultantes sobre la metodologia y los contenidos
matematicos que se transmite a los estudiantes del hoy, contribuyen a mejorar la
ensefianza en aras de que la sociedad adulta del mafana consiga o haya conseguido

desarrollar plenamente el pensamiento formal.
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CAPITULO 4. CONCLUSIONES

4.1 INTRODUCCION

Para finalizar el presente Trabajo Fin de Master, en este Ultimo capitulo se exponen
las conclusiones obtenidas a lo largo del mismo, en base a los resultados a los que se ha
llegado tras el andlisis de los cuestionarios y su relacion con los objetivos que se
plantearon al inicio del estudio.

Del mismo modo, tales conclusiones se complementan con una breve descripcion
de las limitaciones que tiene el trabajo, ademds de una serie de propuestas en forma de
nuevas lineas de investigacion, para que se puedan completar los resultados obtenidos.
Como cierre, dadas las caracteristicas del estudio, se termina con una breve reflexion

sobre las posibles implicaciones que puede tener para la ensefianza de la Combinatoria.

4.2 CONCLUSIONES SOBRE LA DIFICULTAD DE LOS PROBLEMAS

El primero de los objetivos que se plantearon al inicio del trabajo se centraba en el
estudio de la dificultad de los problemas y se redactd en el modo siguiente:

Ol. Analizar la dificultad relativa de los problemas de permutacion, medida en
porcentaje de respuestas correctas, en funcion del curso escolar y de las variables de
tarea: tipo de permutacion y modelo implicito del enunciado, ya que se habia detectado
en trabajos previos su influencia en dicha dificultad.

Para alcanzarlo, se construy6 un cuestionario formado por seis problemas en que se
varian sistematicamente las variables sefialadas y se pas6 a una muestra de estudiantes
de diferentes cursos.

En base al analisis de los resultados obtenidos con los cuestionarios, se puede
concluir en que el razonamiento sobre los problemas de permutacion mejora entre los
alumnos con la edad, es decir, con el avance de los cursos, ya que el porcentaje de
respuestas correctas mejora en cada nivel escolar, teniendo en cuenta que ninguno ha
recibido instruccion previa. Este resultado confirma los estudios previos realizados por
Fischbein y Gazit (1988) y Fischbein, Pampu y Minzat (1970) en los que también se

observa mejor razonamiento en los chicos de mayor edad.

77|



Conclusiones

Por otro lado, al comparar los problemas, segun el modelo implicito en el
enunciado, resulta que los estudiantes han tenido menos dificultades para resolver
correctamente los problemas de seleccion que los de colocacion, de acuerdo con los
resultados de Navarro-Pelayo, Batanero y Godino (1977). En su caso, los autores
indican que la diferencia se debe a que los problemas de seleccion son los utilizados
para definir las operaciones combinatorias, pero en nuestro estudio los alumnos no han
recibido ensefianza sobre el tema. Pensamos que el resultado se explica por ser la
seleccion una operacion mas relacionada con la actividad cotidiana. Ademdas hay un
menor numero de problemas diferentes de seleccion que de colocacion, segin se vio en
el primer capitulo.

Sin embargo, no han resultado diferencias significativas en funcion del tipo de
permutacion, contradiciendo el trabajo de Navarro-Pelayo (1994). En nuestro caso, se
ha utilizado un nimero mayor de problemas de permutacidon con y sin repeticion que los
propuestos por la citada autora, lo que puede contribuir a la diferencia de resultados; y
también a que los estudiantes que recibieron instruccion en dicho trabajo habian
estudiado uUnicamente las permutaciones ordinarias. Por lo general, que haya o no

repeticion de elementos, no ha supuesto una dificultad adicional en nuestro estudio.

4.3 CONCLUSIONES SOBRE LAS ESTRATEGIAS UTILIZADAS

Lo relacionado con las estrategias se recoge en el segundo objetivo, que se planted
en la siguiente forma:

O2. Analizar las estrategias que usan los estudiantes para resolver este tipo de
problemas. No se espera que los estudiantes usen las operaciones combinatorias, pero
se puede estudiar si llegan a dar una formula, usando previamente las reglas de la
suma y producto, si realizan una enumeracion sistemdtica o no sistemdtica, si se
apoyan en un esquema grdfico, o cualquier otra estrategia.

Para cumplir este objetivo se analizaron las estrategias seguidas en cada problema
diferenciando el tipo de enumeracion, asi como el uso de féormulas o esquemas graficos.
En nuestro estudio, tal y como se esperaba, y al contrario que en el trabajo de Navarro-
Pelayo (1994) o Roa (2000), ninglin alumno ha conseguido deducir por si mismo la
formula precisa que resuelve la estructura combinatoria de cada problema, pues esta
deduccién requeriria la aplicacion recursiva de la regla del producto. Algunos

estudiantes, sobre todo los de tercer curso, han intentado deducirlas sin éxito,
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proponiendo distintos tipos de potencias, que estan mas cerca de las variaciones que de
las permutaciones. Del mismo modo, el esquema grafico ha sido una de las estrategias
menos utilizadas, y muy pocos llegan a la elaboracion de un diagrama en arbol.

Por otro lado, se observa de manera muy generalizada en todos los niveles el uso de
la enumeracidn, si bien es cierto que es mas sistematica a medida que se avanza de
curso. Mientras que en el primer curso se encuentra mas a menudo la enumeracion no
sistematica o ensayo- error, que deriva en muchas soluciones incorrectas o inconclusas,
siendo practicamente inexistente la enumeracion sistematica, en el tercero el porcentaje
de enumeracion sistemdtica, considerando completa e incompleta, ya iguala al de
enumeracion no sistematica. También el uso de tablas crece segin avanzan los niveles,

pero no aparece en grandes porcentajes.

4.4 CONCLUSIONES RESPECTO A LOS CONFLICTOS SEMIOTICOS

En el tercer objetivo se planted el estudio de los conflictos semidticos de los
estudiantes, con el siguiente enunciado:

03. Identificar los principales conflictos semioticos latentes en las respuestas y
estrategias de los estudiantes. Se vera si se confunde el tipo de elementos y si se tiene
en cuenta el orden y la repeticion.

En la Seccion 3.9.4, se ha realizado una descripcion de todos los conflictos
semiodticos identificados en nuestro estudio. Se ha observado que por lo general no se
producen confusiones con el tipo de elemento, aunque a veces se hayan formado
configuraciones con mas elementos de los que contenia el conjunto inicial o se hayan
incluido colores que no aparecen en el enunciado del problema. Del mismo modo,
tampoco se ha encontrado apenas el error de repetir elementos en una permutacion
ordinaria en la que no se puede repetir, sin embargo, especialmente en las
permutaciones con repeticion, si que ha sido mas recurrente el error de distinguir entre
dos elementos que son exactamente iguales.

Otros conflictos de los estudiantes han sido fallar en aplicar la regla del producto,
confundir permutaciones idénticas o confusion en el nimero de elementos permitidos al

formar una muestra.
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4.5 COMPARACION CON EL ESTUDIO DE NAVARRO-PELAYO

Nuestro ultimo objetivo era el siguiente:

O4. Comparar todos estos resultados con los obtenidos por Navarro-Pelayo (1994).
Esta autora utilizo todas las operaciones combinatorias, pero respecto a las
permutaciones su estudio es mas limitado que el nuestro. Estudiaremos si se mantienen
los porcentajes de repuestas correctas o encontramos cambios.

A lo largo del Capitulo 3, se han ido realizando comparaciones con los resultados
de Navarro-Pelayo, cuyos estudiantes tenian 14 afios y la mitad de ellos habian recibido
instruccion. Por tanto, se comparan con los resultados en tercer curso, que son los
alumnos de edad mas similar a la de dicho estudio.

En resumen, los resultados de los estudiantes sin instruccion fueron ligeramente
mejores en el problema 1, algo inferiores en el problema 5, muy similares en el
problema 3 y bastante mejores en los problemas 2 y 4. En lo que respecta al problema 6,
la autora no lo considero en su trabajo. Globalmente, no hay una gran variacion respecto
al trabajo citado, pudiéndose achacar las pequenas diferencias al menor tamafio de

nuestra muestra.

4.6 LIMITACIONES DEL ESTUDIO

La principal limitacion que se identifica en este estudio es su alcance. Al tratarse de
un estudio de evaluacion, fue necesario construir un cuestionario en el que se acotaron
muchos de los contenidos en los que interviene el razonamiento combinatorio, de forma
muy razonable, por otra parte, dadas las circunstancias, ya que se iba a presentar a
alumnos desde primer a tercer curso de la ESO que no habian recibido apenas nociones
de combinatoria. Ademas se prefiri6 centrarlo inicamente en las permutaciones, pues es
el contenido explicitamente citado en las orientaciones curriculares, que estos alumnos
estudiaran a partir del tercer curso.

Pero no es menos cierto que los resultados de la investigacion podrian ampliarse si
se introdujeran problemas donde aparecieran permutaciones ciclicas o incluso otro tipo
de estructuras combinatorias, como las variaciones o las combinaciones, con y sin
repeticion. Del mismo modo, también resultaria complementario plantear problemas
donde esté implicito el modelo de particion, ademas de los de seleccion y colocacion

que han sido utilizados.
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Por otro lado, también existen carencias en cuanto a la muestra. El estudio se ha
llevado a cabo con estudiantes del mismo instituto, muchos de los cuales han realizado
también sus estudios de primaria en el mismo colegio, compartiendo asi maestros,
profesores, compafieros, libros de texto, métodos pedagdgicos, etc. Aunque es evidente
que supone un mayor esfuerzo para el investigador, recolectar cuestionarios de una
muestra mas diversa, a nivel provincial, autondémico o incluso nacional, enriqueceria los
resultados y les daria un valor mucho mas general.

Igualmente seria enriquecedor complementar el estudio con entrevistas que revelen

mejor la forma de razonar de los estudiantes.

4.7 LINEAS DE INVESTIGACION FUTURAS

Como se menciona en el apartado anterior, el cuestionario que se ha utilizado en el
estudio estd acotado a problemas relativos a permutaciones ordinarias y permutaciones
con repeticion, aprovechando que esta operacion combinatoria era la inica mencionada
explicitamente hasta tercer curso de ESO en las nuevas directrices curriculares. Pero
esta investigacion podria a su vez complementarse con réplicas similares donde entren
en juego problemas sobre variaciones con y sin repeticion o problemas sobre
combinaciones con y sin repeticion, que tendran que estudiar en cursos posteriores. A su
vez o en trabajos paralelos, también se podrian incluir todos los modelos combinatorios:
seleccion, colocacion y particion.

Por otro lado, siguiendo la estela de las investigaciones de Fischbein sobre el efecto
que podria tener la instruccion sobre el desarrollo de la capacidad combinatoria,
disefiando para ello su propia metodologia y recursos didacticos, muy apoyados en
sistemas de representacion como el diagrama en arbol, se podrian plantear lineas de
investigacion orientadas igualmente al disefio de materiales didacticos, que pudieran
compatibilizarse con las estrechas lineas marcadas por el curriculo vigente, con el
objetivo de mejorar el razonamiento combinatorio entre los alumnos y poder evaluarlo
antes de que reciban instruccion sobre operaciones combinatorias, bien sean

permutaciones en 3° ESO o variaciones y combinaciones en 4° ESO.
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