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INTRODUCCION

El Trabajo que se desarrolla en esta edicion se centra en las nociones de correlacion
y regresion, y se plantea con la finalidad de servir de fundamentacion tedrica para una
futura investigacion centrada en el conocimiento profesional del profesor de
matematicas en torno a estas nociones, en el sentido propuesto por Ball, Thames y
Phelps (2008), en futuros profesores de Educacion Secundaria y Bachillerato.

Es objeto de interés este nivel educativo ya que, estas nociones se introducen de
modo implicito en el ultimo curso de la Educacion Secundaria Obligatoria, a través del
estudio de las tablas de contingencia, y se fijan sus contenidos en la ensefianza
postobligatoria de Bachillerato, en las asignaturas de Matematicas | y Matematicas
aplicadas a las Ciencias Sociales | de las modalidades de Ciencias y Tecnologia y
Humanidades y Ciencias Sociales, respectivamente, con contenidos similares. Asi, su
ensefanza se enmarca en el estudio de la distribucion bidimensional, y las relaciones
entre dos variables estadisticas (MEC, 2007b).

La aportacion de conocimiento de este trabajo se refiere, principalmente, al analisis
de investigaciones especificas desarrolladas en torno a la correlacion y regresion, y por
otro lado, al andlisis de dos libros de texto en que se presentan estas nociones,
basandonos en el Enfoque Ontosemiotico de la cognicidon e instruccidon matematica,
herramienta desde la cual pretendo desarrollar mi futura tesis. Estas y otras aportaciones
se distribuyen en los siguientes capitulos:

El primer capitulo muestra la importancia de la Educacion estadistica, se analizan la
correlacion y regresion desde diversos puntos de vista (origen historico, importancia en
estadistica, los objetos matematicos relacionados con el tema y su enseflanza). Se
finaliza con los objetivos del trabajo.

El segundo capitulo desarrolla los antecedentes de investigacion, organizada en los
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siguientes apartados: el razonamiento covariacional y las tareas covariacionales; las
tareas correlacionales, pasos y estrategia, estimacion de la correlacion ap artir de
diferentes representaciones, sesgos y concepciones incorrectas; desarrollo del
razonamiento correlacional en la ensefianza; sugerencias para la ensefianza del tema y
estudios sobre libros de texto.

Tras este recorrido tedrico, que proporciona el soporte de nuestra investigacion, se
presenta en el tercer capitulo un andlisis de dos libros de texto posteriores a la
publicacion del Real Decreto de Ensefianzas Minimas en Bachillerato (MEC, 2007b)
para acercarnos un poco mas ala forma en que estos conceptos se introducen en la
ensefianza en este nivel educativo. Utilizando nuestro marco tedrico, que se presenta en
el Apéndice 1, se describen los diferentes objetos matematicos y la forma en que se
presentan, asi como algunos conflictos semioticos encontrados en los libros.

La Memoria se completa con las conclusiones, referencias, el marco teodrico
(Apéndice 1), el significado de la correlacion y regresion en nuestro estudio e
importancia que estas nociones poseen en la estadistica (Apéndice 2), una lista de
términos utilizados en cada libro de texto (Apéndice 3), y finalmente una tarea
covariacional resuelta en uno de los libros de texto analizados (Apéndice 4), que se hace
destacar por el modo de proceder que se presenta, ya que se asemeja a la resolucion de

un proyecto en el aula.



CAPITULO 1.
EL PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1. INTRODUCCION

En este capitulo se presenta la problematica de la investigaciéon, y se justifica su
importancia. En primer lugar se describe la emergencia reciente de la educacion
estadistica como campo propio de investigacion, y se resalta la importancia de la
alfabetizacion estadistica de los ciudadanos. En las siguientes secciones, hacemos una
somera descripcion de la correlacion y regresion, describiendo su origen historico y
resaltando su actual importancia, en particular, en el andlisis exploratorio de datos.
Seguidamente se analiza la presencia de la Estadistica en la ensefianza de las
Matematicas, realizando un estudio mas detallado de las nociones de correlacion y

regresion. Se finaliza con la presentacion de nuestros objetivos para este trabajo.

1.2. DE LAESTADISTICA A LA EDUCACION ESTADISTICA

La Estadistica es una disciplina que ha acompafiado al hombre desde su existencia.
Como sefiala Gutiérrez (1994, p.21): “Los origenes de la estadistica se confunden con los
de la humanidad; pero sélo en tiempos recientes ha adquirido la categoria de disciplina
relevante”. El autor aconseja distinguir entre estadisticas en plural y estadistica en
singular. Las estadisticas, son las colecciones de datos obtenidos mediante el proceso
estadistico, mientras que la estadistica, como ciencia, “estudia el comportamiento de los
fendmenos llamados de colectivo.” (Gutiérrez, 1994, p.22). El material de estudio seria
esta informacion recogida, tratada mediante un modo propio de razonamiento “el método
estadistico” que genera previsiones en caso de incertidumbre.

Hace unos afios, pocos investigadores se interesaban por la ensefianza y aprendizaje
de la Estadistica, pero en la actualidad, asistimos a gran interés en este tema (Estrada,
2002). La preocupacion por la educacion estadistica se muestra en los ICOTS
(International Conference on Statistical Education) que se iniciaron en 1982 o las
actividades de sociedades de estadistica o de educacion que han dedicado temas
especificos a la educacion estadistica como por ejemplo: los Congresos Internacionales
de Educacion Matematica (ICME), ASA (American Statistical Association,), AERA
(American Educational Research Association y Sociedad Espafiola de Investigacion en

Educacion Matemaética (Batanero, 2002).
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Otro indicador es la fundacién en 1991 de la IASE (International Association for
Statistical Education) y las revistas orientadas a los profesores como Teaching Statistics,
Induzioni o Journal of Statistics Education (Ottaviani, 1998). También aparecen revistas
de investigacion como Statistics Education Research Journal (SERJ), Statistique et
Enseignement y Technology Innovations in Statistics Education. Como indican Batanero
y Godino (2005) el siglo XX fue el siglo de la Estadistica, y su final ha marcado la
emergencia de la Educacion estadistica. La principal razon radica en la presencia que ésta
adquiere en nuestro entorno, como muestra el libro de Tanur et al. (1972) que subraya la
naturaleza humana de la estadistica y su presencia en la sociedad donde se requiere un

pensamiento estadistico, que se resalta en la siguiente seccion.

Necesidad de alfabetizacion estadistica

Es también evidente la presencia de la estadistica en la vida diaria del ciudadano
(prensa, radio, TV, libros y revistas especializadas, etc.). La estadistica puede ser
utilizada como método de investigacion y como vehiculo de transmisién de informacion
y asi el ciudadano precisa una terminologia y un tipo de razonamiento que requieren de
una ensefianza y aprendizaje especificos. Esta necesidad ha sido observada por los
organismos productores de estadistica. Las estadisticas elaboradas por el gobierno de un
pais influyen en las vidas profesionales y personales de sus conciudadanos. Es por ello
necesario fortalecer el pensamiento estadistico en todos los sectores de nuestra poblacion
(Wallman, 1993). Ello lleva ad iversas perspectivas en torno a la alfabetizacion

estadistica. Por ejemplo, Wallman (1993) nos indica que:

Alfabetizacion estadistica™ es la capacidad de comprender y evaluar criticamente los resultados
estadisticos que impregnan nuestra vida cotidiana - junto con la capacidad de apreciar las
contribuciones que el pensamiento estadistico puede hacer en las decisiones publicas y privadas,
profesionales y personales. (Wallman, 1993, pag. 1)

La cooperacion de los ciudadanos para facilitar informacion en cualquier
investigacion, o la desconfianza ante el trato de la informacion suministrada, se relaciona
con la “alfabetizacion estadistica”. Por ello el consumidor, no sélo debe entender mejor

las estadisticas sino potenciar su pensamiento estadistico (Moore, 1990).

1.3. CORRELACION Y REGRESION
La correlacion y regresion subyacen en multitud de métodos estadisticos, pues
generalizan la idea de dependencia funcional (Batanero, 2001). Disciplinas como la

Psicologia, Sociologia y la Didactica Estadistica aportan conocimiento sobre estos
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topicos, corroborando la dificultad intrinseca del ser humano en la emision de juicios de
asociacion. La importancia de estas investigaciones se debe a que el razonamiento
humano en situaciones de incertidumbre esta regido por valores y creencias del propio
individuo. Por ello el procesamiento de la informacion difiere de un proceso algoritmico
que produce una solucidn para cualquier problema, dentro de una clase dada (Batanero,
2001). La exigencia de un disefio de ensefianza idoéneo para estas nociones, no es banal,
pues observamos su limitada presencia en la normativa que regula el sistema educativo
espaiiol', aunque autores, como King (2000) han tratado de inducir el razonamiento

covariacional desde la Educacion Primaria. Como indica Moritz:

Una vez que los estudiantes han comenzado a tratar el contexto de las variables, se puede comenzar
a investigar la covariacion existente, discutir los modos de razonamiento acerca de esta
covariacion, y poco a poco, ir presentando las convenciones para expresar sus razonamientos en
los graficos, términos y métodos numéricos. (Moritz, 2004, p. 253).

A continuaciéon describimos brevemente los origenes de estas nociones y su

importancia actual en estadistica.

1.3.1. ORIGEN HISTORICO

El dia a dia esta repleto de ejemplos en los que tomamos decisiones atendiendo al
grado de asociacion existente entre las variables que consideramos influyentes. Los
juicios sobre la posible asociacion de variables, acompanan al ser humano desde el
comienzo de su existencia. A modo de ejemplo podemos citar los juicios de asociacion
que en la civilizacion Egipcia se realizaron entre la crecida del rio Nilo y la periodicidad
del ascenso (en igual sentido que el Sol) de la estrella Sirio. Esta observacion y su
analisis, motivaron cuestiones que dieron un avance considerable al conocimiento
cientifico como es la construccion de calendarios en cuanto a la medicion del tiempo.

Los primeros trabajos cientificos que encontramos sobre el tema proceden de Galton
(1822-1917). Segun Hald (1998), Galton estudi6 medicina y matematicas en Londres y
Cambridge. En 1844 muri6 su padre, dejandole una inmensa fortuna que le permitio
dedicar su vida a los estudios geograficos y meteoroldgicos. En el periodo 1865-1890, su
principal interés fueron los estudios empiricos de las leyes de la herencia por medio de
métodos estadisticos donde, la labor investigadora desarrollada por investigadores como
Lambert-Adolphe-Jacques Quetelet (1796-1874 fueron de gran apoyo en cuanto al

desarrollo de las nociones de correlacion y regresion (Hald, 1998).

! Los contenidos de correlacion y regresion se contemplan en el primer curso de Bachillerato en las
asignaturas de Matematicas [ y Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales I de las modalidades de
Ciencias y Tecnologia y Humanidades y Ciencias Sociales respectivamente.
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Quetelet, (nacido en Ghent, Bélgica, obtuvo el doctorado en Matematicas con una
tesis sobre secciones conicas) fue director del observatorio astronomico de Bruselas. En
relacién con la correlacion sus aportaciones se circunscriben a sus estudios sobre el
hombre medio, estudiando medias y desviaciones de medidas antropométricas,
analizando la influencia de variables independientes como el sexo, edad, profesion o
nivel de educacion. Relaciona dos o mas variables y llega a obtener una ecuacion de una
hipérbola que relaciona la edad y la altura de las personas entre cero y 30 afios. Introduce
la distribucién normal en Biometria (Hald, 1998). Su originalidad es haber considerado la
dispersion y extender el uso de la ley normal (bien conocida en Astronomia) al ajuste de
medidas antropométricas, (Seal, 1967).

Otro avance consisti6 en el estudio conjunto de la variacion de dos medias realizado
por Francis Galton, quien no c onocia los refinados métodos estadisticos de la época,
debidos a Laplace y Gauss. Sin embargo, por medio de investigaciones empiricas de las
leyes de la herencia, estudia la variabilidad de caracteristicas humanas y desarrolla sus
propios y rudimentarios métodos para describir observaciones univariadas y bivariadas
normalmente distribuidas, explicando la utilidad y el significado de la correlacion y
regresion no solamente en el contexto de la herencia, sino en forma general. Galton
utiliza el método de Quetelet para ajustar una distribucion normal a sus datos. Este
método era muy simple, ya que, requiere solamente el calculo de frecuencias relativas y
la interpolacion en la tabla de la binomial acumulativa. Como no domina con soltura la
matematica de su tiempo utiliza artificios mecanicos para “probar” las propiedades de la
distribucion binomial como el de la Figura 1.1 que llamé “quincunx” (1889), también

llamado aparato de Galton.

Figura 1.1. Versiones del quincux en “Natural Inheritance” (Hald, 1998, p. 605)

Su parentesco con Charles Darwin le interesoé por ofrecer un sustento cientifico a la
ley de herencia bioldgica presentada en “El origen de las especies’ escrito por Darwin en

1859. Al no disponer de suficientes datos humanos, disefidé un experimento con semillas
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de guisantes (Hald, 1998). Motivado por la idea de que ciertos caracteres de los padres y
otros antepasados influian en los hijos, planeé un método de trabajo donde, al observar
que la distribucion de los pesos de las semillas utilizadas se distribuia segiin una
distribucién normal, seleccion6 7 grupos conteniendo cada grupo 70 semillas del mismo
peso. El peso de cada semilla de cada grupo era la media més omenos 0,1,2 y 3,
desviaciones tipicas. Pidi6 a 7 amigos de diferentes partes del pais que cultivaran un
grupo de semillas y que le enviaran las semillas cosechadas. Sus conclusiones, que ilustra
en dibujos similares a los de un quincunx (Figura 1.2) fueron:

a. Para cada grupo de semillas padres, el peso de las semillas filiales estaba
normalmente distribuido;

b. El peso medio de las semillas filiales es una funcion lineal del peso de las semillas
padres con una pendiente menor que la unidad, es decir, el peso medio de la
progenie se desvia menos de la poblaciéon media que de los padres, Galton llamé a
esta propiedad reversion (después se llamara correlacion);

c. La desviacion probable del peso de las semillas filiales es la misma para todos los

grupos y mas pequefia que la desviacion probable del peso de las semillas padres.

Los padres de peso M+x producen hijos adultos de peso medio M +r-x, donde

0<r<1. El peso de los hijos llega a ser M +r-X+y=M +2 por la variacioén aleatoria de
entre hijos del mismo grupo de padres, variacion que se observa en el quincunx. La

. . ;- . . . 2 2 .
identidad estadistica de las dos generaciones significa que o, =o, , en consecuencia,

X y »

2

;=05 -(l—rz), que nos da la relacion entre la

oy=r’-o, +o,, 0lo que es lo mismo, o

varianza condicional (variacidn entre grupos), la varianza marginal (la variacion entre el

total de la poblacion) y el coeficiente de reversion (Estepa, 1994).

Figura 1.2. Ilustracion de Galton de la identidad estadistica de dos generaciones (Hald, 1998, p. 606)

7
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En 1869 Galton publica “Hereditary Genius”, orientado a estudiar la influencia de
los padres y otros antepasados en los hijos. El método para expresar estas relaciones lo

describe del siguiente modo:

Parecia evidente por observacion, y habia sido completamente confirmado por esta teoria, que
existia un ““indice de correlaciéon™; o sea, una fraccion, que ahora llamamos simplemente r que
relaciona con la mayor aproximacion cada valor de desviacion (de la media) por parte del sujeto
con el promedio de todas las desviaciones asociadas, del pariente, tal como ha sido descrito. Por lo
tanto, la aproximacién de cualquier parentesco especifico puede ser hallada y expresada con un
término Unico. Si un individuo particular se desvia mucho, el promedio de las desviaciones de todos
sus hermanos sera una fraccion definida de esa cantidad; del mismo modo que los hijos, los padres,
primos hermanos, etc. Cuando no hay relacion alguna, r se vuelve igual a 0; cuando es tan cercana
que sujeto y pariente poseen idéntico valor, entonces r = 1. Por lo tanto, el valor de r reside siempre
entre los limites extremos de 0 y 1 (Newman, 1956, pg. 239).

Galton no habia considerado mas que la distribucion de una medida X , tomada
conjuntamente sobre el padre y su descendencia, pero con posterioridad se da cuenta de la
posibilidad de estudiar variaciones conjuntas de medidas biologicas diferentes sobre los
mismos individuos. En su obra, “Natural Inheritance” (1889), propone un formidable
programa de investigacion biométrica: estudiar estadisticamente la variabilidad y la
plasticidad de las formas vivientes, a fin de confirmar matematicamente el mecanismo de
la evolucion descrito por Darwin (Benzecri, 1982). Este programa es continuado por
prestigiosos autores como Edgeworth, Pearson, Yule, Seppard (Hald, 1998) que en

tiempos posteriores desarrollaron estas ideas en profundidad.

1.4. ENSENANZA DE LA CORRELACION Y REGRESION

La seccion anterior justifica la importancia que la estadistica en general y la
correlacion y regresion en particular poseen en la formacion integral de nuestros
escolares. En lo que sigue, primero haremos una breve referencia a los contenidos de
estadistica y su secuenciacion en el sistema educativo andaluz y seguidamente

analizamos con mds detalles los contenidos concretos sobre correlacion y regresion.

1.4.1. CONSIDERACIONES GENERALES SOBRE LA ENSENANZA DE LA
ESTADISTICA

La estadistica comienza ya en la Educacion Infantil en Andalucia (Consejeria de
Educacion, 2008a) donde se alude al desarrollo de la capacidad de “comprender y
representar algunas nociones y relaciones ldgicas y matematicas referidas a situaciones
de la vida cotidiana™ y se considera relevante que “los nifios y las nifias constaten la
existencia en nuestras vidas de situaciones con interrogantes o incdgnitas cuya

resolucion exige la reflexion sobre ellas y la aplicacion de esquemas de pensamiento.”.
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Para cllo, y mediante ‘“situaciones siempre vinculadas a su entorno y vivencias
cotidianas” se plantean la necesidad de propuestas educativas que impliquen “la recogida
de datos y la organizacion de los mismos.”, donde con la ayuda del maestro se describan
los datos recogidos, y se pueda discernir desde una terminologia cercana y comprensible,
“si una situacion es probable o improbable.” También la encontramos en ¢l segundo
ciclo de Educacion Infantil, dentro del area de Conocimiento del entorno, concretamente
en el Bloque I: Medio fisico: elementos, relaciones y medidas, en la seccion de Elementos
y relaciones. La representacion matematica (Consejeria de Educacion, 2008a, p. 33).

Una nocién que deben tratarse desde una temprana edad, como sefiala el curriculo
correspondiente a la Educacion Infantil en Andalucia (Consejeria de Educacion, 2008a),
es la de situacion aleatoria, pues los alumnos perciben el mundo que les rodea desde una
concepcion determinista. La interdisciplinariedad de la estadistica debiese hacerse notar,
proporcionando a los nifios ricas experiencias que favorezcan el reconocimiento de los
aspectos aleatorios y deterministas de nuestro entorno.

El caracter continuo de los procesos de ensefianza en la educacion basica (Educacion
Primaria y Educacion Secundaria Obligatoria), mantienen una formulacion sensiblemente
paralela, considerando los aspectos estadisticos como parte integrante del area de
matematicas, si bien, la formulacion, las ideas y las técnicas estadisticas en la educacion
secundaria obligatoria serd, logicamente, mas compleja, respondiendo ademas a la
diferencia de contenidos relativos a la opcionalidad de la asignatura de Matematicas
(opcion A 'y opcion B) en el cuarto curso de esta etapa. En cuanto a la educacion
secundaria postobligatoria, destacamos la presencia de la Estadistica en dos de las tres
modalidades en que se desarrolla el Bachillerato (MEC, 2007b): Ciencias y Tecnologia
(asignaturas de Matematicas 1 y II) y Humanidades y Ciencias Sociales (asignaturas de
Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales 1 y II).

La introduccion de nuevos temas de contenido estadistico en los curricula supone un
reto para los profesores al tener que preparar, adaptar e impartir los “nuevos contenidos”.
A todas estas consideraciones, hemos de anadir el aspecto interdisciplinar que podemos
relacionar con las Ciencias Sociales, Biologia, Geografia e Historia. Las orientaciones de
la Ley de Educacion de Andalucia en cuanto a la vision interdisciplinar de los contenidos
en su ensefianza, hace la tarea del profesor ain mds complicada. Se afiaden las
dificultades de tipo filosofico, epistemoldgico y didactico, ligadas a la interpretacion y
aplicacion de los conceptos estadisticos en situaciones practicas. Una aproximacion
didactica a esta problematica es la evidenciada por Batanero (2001) cuando sefiala la

importancia del aprendizaje de la estadistica, con una doble funcionalidad:

9
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- Ayudan al alumno a entender su entorno, mucho antes de que tome conciencia de la
complejidad matemadtica subyacente.

- Preparan el conocimiento analitico posterior. Debido al escaso tiempo de que se
dispone, algunos profesores justifican la necesidad de cefiir la ensefianza de los
contenidos estadisticos a la transmision de una serie de formulas. Pero, segun nuestro
marco teorico, los objetos matemdticos emergen del conjunto de practicas
(situaciones-problema) que el alumno realiza. De este modo, cuando el alumno
interacciona con los objetos matematicos involucrados en las diferentes situaciones-
problema, adquieren significado personal en el alumno. Si las nociones estadisticas se
presentan a los alumnos de un modo limitado, les impide adquirir un razonamiento
superior, que permita ser generalizado y no se limite a la practica particular. Pueden
propiciar la impresion de que las técnicas estadisticas son mas importantes que los
resultados obtenidos. En cualquier caso, el alumno se limita a aplicar la estadistica
como un c onjunto de formulas (que no e ntiende), que ofrecen conclusiones que,
tristemente, no saben interpretar.

Por otro lado la idea de que la ensefianza de la Estadistica debe posponerse a los
cursos proximos a la Universidad o la Escuela Politécnica, es totalmente contraria a los
principios que rigen la actual Ley Organica de Educacion, donde se pretende
proporcionar una educacion de calidad a todos los ciudadanos y ciudadanas. Pues ello
implicaria que una parte importante de la poblacion quedaria privada de la adquisicion de
conceptos y técnicas de gran importancia para su vida. Por otra parte, la investigacion en
Educacion Estadistica existente, como por ejemplo los pioneros de Fischbein (1975),
demuestran la posibilidad de iniciar a los nifios en el estudio de la probabilidad desde
edades tempranas.

No vamos a negar la dificultad de ciertas nociones estadisticas, pero como deciamos
anteriormente, existen diferentes niveles de comprension susceptibles de ser adaptados a
cada etapa educativa. Para ello, trabajar las nociones estadisticas bésicas desde la
Educacion Infantil, adecuando paulatinamente los niveles de profundidad a la madurez de
los alumnos, permitird construir una idea mas clara de los diferentes contextos de los
datos, del fundamento de las técnicas estadisticas aplicadas, y en definitiva, una vision
mas real de la ciencia Estadistica. Ademas la introduccién de la estadistica permite
ampliar la cultura estrictamente determinista comun en la clase de Matematicas.

Dadas estas consideraciones sobre la ensefianza de los contenidos estadisticos, nos

centramos a continuacion en las nociones de correlacion y regresion.
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1.4.2. LA CORRELACION Y REGRESION EN LAS ORIENTACIONES
CURRICULARES

Emitir juicios de asociacion efectivos en la toma de decisiones, implica en particular,
el dominio de las nociones de correlacion y asociacion. Estas nociones no son tratadas
como contenidos de ensefianza en la educacién bdésica, aunque por ello no de bemos
desligar su presencia implicita en el estudio de las tablas de contingencia. Una breve
mencion a ellas aparece ya en la Educacion Primaria (MEC, 2006, p.43099) donde se
hace mencion a “Lectura e interpretacion de tablas de doble entrada de uso habitual en
la vida cotidiana.”.

También implicitamente se presenta en la asignatura de Matematicas en cuarto de
ESO (MEC, 2007a), en sus dos opciones: A y B, donde como criterio de evaluacion se
indica que “Se pretende, ademas, que los resultados obtenidos se utilicen para la toma de
decisiones razonables en el contexto de los problemas planteados” (pp. 758 y 760), en
cuanto ala aplicacion de los conceptos y técnicas de calculo de probabilidades para
resolver diferentes situaciones y problemas de la vida cotidiana. Ademas, es presente la
relevancia y el sentido educativo implicito de estas nociones en el curriculo
correspondiente a la Educacion Secundaria Obligatoria en Andalucia, donde se indica
que: “El estudio de las relaciones entre las variables y su representacion mediante
tablas, graficas y modelos matematicos contribuird a describir, interpretar, predecir y
explicar fenémenos econémicos, sociales o naturales.” (Consejeria de Educacion, 2007,
p.55)

Centrandonos en la ensefianza postobligatoria de Bachillerato, las nociones de
correlacion y regresion se incluyen en los contenidos de las asignaturas Matematicas [y
Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales I de las modalidades de Ciencias y
Tecnologia y Humanidades y Ciencias Sociales respectivamente (MEC, 2007b), donde se
concretan estos contenidos en el bloque 4:”Estadistica y Probabilidad: Distribuciones
bidimensionales. Relaciones entre dos variables estadisticas. Regresion lineal” (p.
45449). También se especifican los criterios de evaluacion as eguir, entre los que

destacamos los dedicados concretamente a estas nociones:

6. Asignar probabilidades a sucesos correspondientes a fendmenos aleatorios simples y compuestos
y utilizar técnicas estadisticas elementales para tomar decisiones ante situaciones que se ajusten a
una distribucidon de probabilidad binomial o normal.

En este criterio se pretende medir la capacidad para determinar la probabilidad de un suceso,
utilizando diferentes técnicas, analizar una situacion y decidir la opcién mas conveniente. También
se pretende comprobar la capacidad para estimar y asociar los parametros relacionados con la
correlacion y la regresion con las situaciones y relaciones que miden.

En la asignatura de Matematicas aplicadas alas Ciencias Sociales I, se concretan
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estos contenidos en el bloque 3 denominado “Probabilidad y estadistica” (MEC, 2007b,
p. 45475):

- Distribuciones bidimensionales. Interpretacion de fenomenos sociales y econdmicos en los que
intervienen dos variables a partir de la representacion grafica de una nube de puntos.
- Grado de relacién entre dos variables estadisticas. Regresion lineal. Extrapolacion de resultados.

Igualmente se especifican los criterios de evaluacion a seguir, entre los que

destacamos los dedicados concretamente a estas nociones:

6. Distinguir si la relacién entre los elementos de un conjunto de datos de una distribucién
bidimensional es de caracter funcional o aleatorio e interpretar la posible relacidn entre variables
utilizando el coeficiente de correlacién y la recta de regresion.

Se pretende comprobar la capacidad de apreciar el grado y tipo de relacion existente entre dos
variables, a partir de la informacién grafica aportada por una nube de puntos; asi como la
competencia para extraer conclusiones apropiadas, asociando los parametros relacionados con la
correlacion y la regresion con las situaciones y relaciones que miden. En este sentido, mas
importante que su mero céalculo es la interpretacion del coeficiente de correlacion y la recta de
regresién en un contexto determinado.

Al desarrollar los nucleos de contenidos propuestos en dicho Real Decreto (MEC,
2007b) se remite a estos contenidos, que deben desarrollarse teniendo en cuenta cuatro
nucleos transversales: La resolucion de problemas; Aprender de y con la Historia de las
Matematicas; Introduccion a los métodos y fundamentos matematicos y Modelizacion
matematica (Consejeria de Educacion, 2008b).

Como hemos indicado, la relevancia y el sentido educativo de estas nociones es
manifestado ya, en el curriculo correspondiente a la Educacion Secundaria Obligatoria,
aun no contemplandose explicitamente la ensefianza de estas nociones en el desarrollo
curricular de esta etapa educativa. La adquisicién de estas nociones es un ttil para todo

ciudadano en su vida en sociedad, y ésta es la motivacion principal de nuestro estudio.

1.4.3. PERSPECTIVA INTERNACIONAL

La asociacion, correlacion y regresion también se incluye en los documentos
curriculares de otros paises en la etapa de secundaria. Como ejemplo, analizamos el
curriculo americano, donde se incluye en los grados 6-8 y 9-12, es decir, en edades

correspondiente a nuestra secundaria y Bachillerato.

NCTM (2000)

Los Estandares del National Council of Teachers of Mathematics justifican el bloque
de Analisis de Datos y Probabilidad por la cantidad de datos disponibles para la toma de
decisiones en los diversos campos profesionales y en la vida diaria.

Indican que con frecuencia la informacidn estadistica se utiliza de manera incorrecta
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para orientar la opinion publica en una determinada direccién o dar una imagen sesgada

de la efectividad de algunos productos comerciales. Esto lleva a que es necesario que los

ciudadanos tengan una base suficiente sobre el andlisis de datos y algunas nociones

elementales de probabilidad para poder razonar de manera estadistica; destreza necesaria

para convertirse en ciudadanos informados y consumidores inteligentes. Respecto ala

correlacion y la regresion, se mencionan contenidos relacionados en los siguientes

estandares:

1. Formular preguntas que pueden ser atendidas con datos y recolectar, organizar y

mostrar datos relevantes para responderlas:

En los grados 6-8 todos los estudiantes deben formular preguntas, disefiar estudios
y recoger datos acerca de una caracteristica compartida por dos poblaciones o
caracteristicas diferentes dentro de una poblacion; también han de seleccionar,
crear, y usar adecuadamente representaciones graficas de datos, incluyendo
histogramas, diagramas de caja, y diagramas de dispersion;

En los grados 9-12 todos los estudiantes deben comprender el significado de los
datos de medida y categoéricos, univariados y bivariados, y el término variable;
asimismo comprender los histogramas, diagramas de caja paralelos y diagramas

de dispersion y utilizarlos para representar los datos;

2. Seleccionar y usar métodos apropiados para analizar los datos:

En los grados 6-8 todos los estudiantes deben discutir y comprender la
correspondencia entre los conjuntos de datos y su representacion grafica,
especialmente con los histogramas, tallo y hojas de graficos, diagramas de caja, y
diagramas de dispersion.

En los grados 9-12 todos los estudiantes deben ser capaces de representar datos
bivariados en un diagrama de dispersion, describir su forma, y determinar los
coeficientes de regresion, las ecuaciones de regresion y coeficientes de
correlacion con herramientas tecnologicas; deben representar y discutir datos de
dos variables, donde al menos una variable es categorica; también identificar las
tendencias en los datos de dos variables y encontrar funciones que el modelo de

datos o transformar los datos para que puedan ser modelados.

3. Desarrollar y evaluar inferencias y predicciones basadas en los datos:

En los grados 6-8 los estudiantes deben hacer conjeturas sobre las relaciones entre
dos caracteristicas de una muestra en base a un diagrama de dispersion de los
datos y aproximar la recta de mejor ajuste; deben usar estas conjeturas para

plantear nuevas preguntas y disefiar estudios que permitan responderlas.
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Proyecto GAISE

Este proyecto (Franklin y cols., 2005) completa en Estados Unidos al anterior y esta

dirigido a dos grupos de estudiantes: para la educacion K-12 y para estudiantes en cursos

preuniversitarios. Fueron elaborados por la Asociacion Americana de Estadistica y el

National Council of Teachers of Mathematics. En relacion al periodo K-12 (desde

preescolar hasta final de la secundaria), se indica que cualquier curso de estadistica debe

tener como principal objetivo ayudar a los estudiantes a aprender los elementos basicos del

razonamiento estadistico, que son los siguientes:

La necesidad de datos. Reconocer la necesidad de basar las decisiones personales en la
evidencia (datos), ademas de reconocer los problemas y peligros que pueden surgir al
actuar sobre supuestos que no estan respaldados por datos.

La importancia de generar buenos datos. Reconocer la dificultad de conseguir datos de
calidad, resaltando que en ocasiones es necesario emplear bastante tiempo en la
obtencion de datos de buena calidad y este tiempo no debe considerarse como perdido.
La presencia de la variabilidad. Reconocer que la variabilidad esta presente en muchos
fenomenos cotidianos. La variabilidad es la esencia de la estadistica como disciplina y no
puede ser entendida solamente a través de su estudio, sino que debe ser experimentada.
La cuantificacion y explicacion de la variabilidad. Reconocer que la variabilidad puede
ser medida y explicada, tomando en consideracion la aceptacion de la idea de
aleatoriedad y variable aleatoria: estudiando y analizando los promedios y estadisticos de
dispersion de dichas variables y por medio de una variedad de modelos matematicos y
estadisticos.

Mas datos y conceptos y menos formulas. Cualquier curso en estadistica puede ser
mejorado poniendo mas énfasis en los datos y conceptos, y menos en los algoritmos. En
la mayor medida de lo posible, se debe dedicar mas tiempo a act ividades de
interpretacion de calculos estadisticos y graficos.

Fomento del aprendizaje activo. Los profesores de estadistica deberian basarse mucho
menos en las lecciones magistrales y mucho mas en otras opciones tales como proyectos
estadisticos, ejercicios de laboratorio y resolucion de problemas en equipo y discusion 'y
debates sobre las actividades y resultados de las mismas. Unos de los objetivos seria que

los estudiantes tuviesen una participacion mas activa.

A raiz de estudiar dichos documentos, se concluye que el curriculo norteamericano es
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muy avanzado en lo que se refiere a estadistica y se supone que al ingresar en la universidad

los estudiantes comprenden los rudimentos de la estadistica descriptiva y analisis de datos.

Este curriculo ha tenido mucha influencia en el desarrollo del actual curriculo de Educacion

Primaria en Espafia, por lo que sus recomendaciones debieran tenerse en cuenta en la

formacion de profesores. En este informe se contemplan tres niveles de aprendizaje de los

contenidos. En relacion al tema que nos ocupa, los contenidos sugeridos en cada nivel son
los siguientes:

- Nivel A: Observar la asociacion entre dos variables; estudiar la asociacion a partir de
representaciones. Por ejemplo, estudiar la asociacion entre una variable numérica y otra
cualitativa a partir de diagramas de puntos y entre dos variables cuantitativas a partir de
diagramas de dispersion.

- Nivel B: Cuantificar de algin modo la asociacion con modelos simples; notar diferencias
de intensidad de la asociacion; realizar interpretaciones basicas de modelos de la
asociacion; comenzar a diferenciar entre asociacion y causalidad. Los estudiantes
debieran interpretar la asociacion en tablas de contingencia a partir de la comparacion de
proporciones; la asociacion entre una variable cuantitativa y otra cualitativa a partir de
diagramas de cajas o comparando resimenes estadisticos; y entre dos variables
cuantitativas mediante el nimero de puntos que cae en las cuatro zonas determinadas por
los valores medios de las variables, segun sugiere Holmes (2001) y ajustar una linea (en
caso de regresion lineal) en forma aproximada, con ayuda de software.

- Nivel C: Cuantificar la asociacion ajustando modelos a los datos. Interpretar medidas de
intensidad de la asociacién y modelos de asociacion; distinguir las conclusiones que
pueden obtenerse de estudios experimentales y correlacionales. Se sugiere como ejemplo
que los estudiantes calculen la recta de regresion con ayuda de software, dibujen los
residuos para evaluar la bondad de ajuste e incluso determinen los intervalos de confianza
del 95% para la prediccion del valor de la variable dependiente en funcion de la

independiente.

1.5. OBJETIVOS DEL PRESENTE TRABAJO

La presente edicion se enmarca dentro del Proyecto de Investigacion EDU2010-
14947 “Evaluacion y desarrollo de conocimientos matematicos y didécticos de
profesores. Aplicacion a los contenidos relacionados con la estadistica y probabilidad”.
Mais concretamente, en una futura tesis doctoral se pretende construir un instrumento
valido y fiable de evaluacion de los conocimientos matematicos para la ensefianza de la

correlacion y regresion segun el modelo de Ball, Thames y Phelps (2008), apoyado en
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el Enfoque Onto-semiodtico para la didactica de la matematica (Ver Apéndice 1)
utilizando la metodologia propuesta por Godino (2009).

Un primer paso para la construccion de este cuestionario es construir los
fundamentos adecuados para definir de una forma valida “el conocimiento matematico
para la ensefnanza de la correlacion y regresion”, que es un constructo inobservable (Ledn
y Montero, 2003). Dichos fundamentos estdn constituidos por el marco tedrico del
estudio (Apéndice 1), la revision de las investigaciones sobre correlacion y regresion
(Capitulo 2) y por el estudio curricular y matematico de estos objetos que se ha llevado a
cabo en este capitulo. Asimismo se complementa con el estudio del tema en dos libros de

texto (Capitulo 3). Consecuentemente, los objetivos de esta Memoria son los siguientes:

O1. Analizar los contenidos sobre correlacion y regresion desde el punto de vista
elemental y descriptivo para identificar los objetos matematicos especificos en los
que se enfocara la evaluacion del conocimiento matematico para la ensefianza de los
futuros profesores. Este objetivo se aborda en este Capitulo 1.

02. Analizar asimismo los contenidos curriculares del tema en el Bachillerato, que
también se desarrolla en este capitulo, donde ademas se extiende el analisis curricular
a los estandares del NCTM vy el proyecto GAISE.

03. Profundizar en el marco tedrico que sera fundamento del trabajo de tesis futuro. En
el Apéndice 1 se realiza unr esumen extenso de los principales documentos
producidos en el Enfoque Onto-semidtico.

O4. Realizar una revision bibliografica y clasificacion sobre la investigacion especifica
relacionada con el tema. Este estudio se recoge en el Capitulo 2 y permitira
familiarizarse con el campo de investigacion, y recoger items que podrian ser utiles
en la construccion de los que se incorporen al cuestionario de profesores. También
permitird recoger ejemplos de respuestas correctas e i ncorrectas dadas por los
estudiantes a items de evaluacion, que pudieran usarse en la construccion de items
dirigidos a la evaluacion de los profesores.

O5. Realizar un analisis del contenido que sobre correlacion y regresion se incluye en
dos libros de texto del Bachillerato de Ciencias Sociales. Este estudio se desarrolla
en el Capitulo 3 en que, utilizando elementos de nuestro marco tedrico se analizan
los campos de problemas, lenguaje, propiedades, conceptos, propiedades,
procedimientos y argumentos presentados. Todo ello con la finalidad de completar el

significado de referencia de la correlacion y regresion para nuestra futura tesis.



CAPITULO 2.
ANTECEDENTES

2.1. INTRODUCCION

El presente capitulo, constituye una sintesis de las investigaciones mas relevantes
sobre la correlacion y regresion. Aunque nos restringimos al estudio de la asociacion
entre variables cuantitativas, para enmarcar el estudio, se comienza con una
introduccion al razonamiento covariacional y los pasos en tipo de tareas. Seguidamente,
se describen las estrategias intuitivas de los estudiantes en la deteccion de la correlacion,
a partir de diagramas de dispersion, los sesgos en estas tareas, las concepciones,
precision en la estimacion del coeficiente de correlacion desde diversas
representaciones, y desarrollo del razonamiento correlacional con la ensenanza. Un
segundo bloque es el andlisis de la libros de texto, donde comenzamos con unas
consideraciones sobre la transposicion didactica y se describen algunas investigaciones

sobre la presentacion de la estadistica en los textos de secundaria.

2.2. INVESTIGACIONES SOBRE LA CORRELACION Y REGRESION
2.2.1. RAZONAMIENTO COVARIACIONAL

Explicar, controlar y predecir los sucesos que se presentan en nuestro dia a dia,
depende de habilidades para detectar covariaciones (Alloy y Tabachnik, 1984). El
razonamiento covariacional como actividad cognitiva fundamental no estd exento de

dificultades (Moritz, 2004; Zieffler, 2006; McKenzie y Mikkelsen, 2007). Alloy y

Tabachnik (1984) plantean la cuestion: “¢Bajo qué condiciones son los organismos

precisos en la deteccion de la covariacion entre sucesos?” (p. 113), reduciendo a dos

las fuentes de informacion relevantes para percibir la covariacion entre dos eventos:

- Las expectativas previas o creencias. El “individuo” posee ideas o juicios sobre la
asociacion de los fendmenos tratados, debidas a la experiencia previa en situaciones
similares o bien a otras fuentes por ejemplo, la transmision cultural o bioldgica.

- La informacion objetiva de la situacion aleatoria o informacion acerca de las
relaciones de los fendmenos en el entorno, que puede ser débil debida ala poca
experiencia con los fendémenos de la situacion, o una informacion ambigua.

Atendiendo a esta caracterizacion, McKenzie y Mikkelsen (2007) aportan un punto
de vista bayesiano al razonamiento covariacional, indicando que nuestro sistema

cognitivo se aproxima a la tarea de covariacion desde un marco inferencial. Sugieren
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que el ser humano utiliza el procedimiento bayesiano para evaluar la covariacion, dado
que las personas son sensibles a las creencias previas y a la rareza de los datos. También

indican que las condiciones en el laboratorio influyen en el razonamiento de los sujetos.

2.2.2. PASOS EN UNA TAREA COVARIACIONAL

Diversos autores como Crocker (1981) o Moritz (2004) distinguen subtareas en que
se puede descomponer un estudio covariacional, desde recoger datos para estudiar la
asociacion estadistica hasta para producir juicios y predicciones de interés para el
investigador. Crocker (1981), presenta esta subdivision de tareas del siguiente modo:

1. Decidir los tipos de datos a recolectar;

2. Elegir la muestra de la poblacion de estudio;

3. Diferenciar o interpretar los casos, (codificar los datos recolectados);

4. Recodificar y estimar las frecuencias de los casos determinados;

5. Integrar resultados; y por ultimo,

6. Utilizar las estimaciones como fundamente para hacer predicciones o emitir juicios.

Moritz (2004) describe una secuenciacion resumida en cuatro pasos, donde el
inicial es la generacion de hipotesis sobre la asociacion de las variables de estudio,
precisando, ademas, la representacion grafica de los datos recolectados. Una
implicacion didactica es la importancia de considerar la construccion de graficas
estadisticas en el proceso de ensefianza. Por ejemplo, las graficas de series temporales
sirven para introducir la asociacion de un modo natural.

Zieffler (2006) indica que la mayoria de los estudios se centran en el paso (6)
anterior, es decir, determinar si existe relacion entre dos variables y justificar esta
decision. En las tablas de contingencia abarca de cuatro categorias de respuestas:

- Covariacion minima. Los sujetos utilizan la informacion de una sola celda.

- Covariacion inadecuada. Los sujetos utilizan la informacion de dos celdas.

- Covariacion adecuada. Los sujetos utilizan las cuatro celdas, inadecuadamente.

- Covariacion avanzada. Los juicios usan adecuadamente las cuatro celdas.

Los principales resultados de estas investigaciones son los siguientes (Ver
exposicion mas detallada en Estepa, 1994 y Cafiadas, 2010):

- Las creencias o teorias previas de los individuos sobre la relacion entre las variables
de estudio, tienen una gran influencia en sus juicios de covariacion; fendémeno
conocido como correlacion ilusoria (Chapman y Chapman, 1967);

- Los juicios de asociacion parecen estar mas influenciados por la presencia conjunta

de las variables de estudio que por la ausencia conjunta de éstas;
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- Hay gran dificultad para el razonamiento covariacional negativo, esto es, para
identificar la asociacion inversa (Estepa, 1994);

- Los juicios de asociacion tienden a evidenciar una asociacion inferior a la que
realmente presentan las variables de estudio; y

- Existe una tendencia a establecer relaciones de causalidad en el estudio de la

asociacion de entre variables (también descrito por Estepa, 1994),

2.2.3. LAS TAREAS DE CORRELACION

En el desarrollo del razonamiento covariacional, se requieren objetos matematicos
relacionados con el analisis de datos bivariados. Los mas importantes son los referidos a
la correlacion y regresion entre variables numéricas, donde nos centramos para
fundamentar el disefio del proceso de ensefianza y la evaluacion de la capacidad de

nuestro alumnado en el desempeio de las nociones tratadas ya que:

Junto con el desarrollo del curriculum para promover el razonamiento del estudiante en
estadistica se debe proceder a la evaluacion de este razonamiento. (Zieffler, 2006, p. 3).

La investigacion en Psicologia llevada a cabo en un amplio rango de edad (desde
primaria hasta estudiantes universitarios), ha producido resultados solidos (Zieffler,
2006). Y aunque las investigaciones didacticas se interesen mas por como los
estudiantes razonan en un contexto educativo las tareas dadas son similares al as
descritas en Psicologia. La mayor parte de esta investigacion ha sido enfocada al estudio
de la evaluacion de la covariacion de variables binarias (presencia-ausencia de cierto
caracter en la poblacion), evidenciandose la pobreza de razonamiento del ser humano en
tareas relativas a su resolucion (Zieffler, 2006; McKenzie y Mikkelsen, 2007). En las

siguientes secciones, se recogen los resultados mas relevantes.

2.2.4. ESTRATEGIAS EN LA DETECCION DE LA CORRELACION A
PARTIR DE DIAGRAMAS DE DISPERSION
Diversas investigaciones (Sanchez Cobo, 1998; Sanchez Cobo, Estepa y Batanero,
2000; Canadas, 2010; Canadas, Batanero, Contreras y Arteaga, 2011) llevan a cabo un
estudio pormenorizado de la resolucion de las tareas de covariacion propuestas a los
alumnos, clasificandose los tipos de problemas en tres tipos (Sanchez Cobo, 1998):
a. Juicios de asociacion en tablas de contingencia. Se trata de analizar la asociacion
entre dos variables cualitativas y el sujeto debe utilizar las frecuencias de dicha tabla.
b. Juicios de asociacion en diagramas de dispersion. Donde se trata de analizar la

asociacion entre dos variables numeéricas.
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c. Juicios de asociacion en la comparacion de muestras. Se estudia la relacion entre

una variable cuantitativa y otra variable cualitativa.

En los estudios llevados a cabo en torno a cada uno de estos bloques de tareas, se

presentan diferentes estrategias de resolucion por parte de los estudiantes (Estepa, 1994;

Batanero, Estepa, Godino y Green, 1996; Sanchez Cobo, 1998; Cafiadas, 2010).

Nosotros nos restringimos al estudio de las estrategias empleadas en la deteccion de la

covariacion entre dos variables numéricas, es decir, a partir de diagrama de dispersion.

Estrategias empleadas en diagramas de dispersion

Estepa y Batanero (1996) estudian las estrategias en los juicios de asociacion en

una muestra de 213 estudiantes del curso preuniversitario, entre ellas cuando los datos

se dan en un diagrama de dispersion, donde puede determinarse visualmente la

asociacion entre las dos variables. Clasifican las estrategias encontradas en tres tipos:

- Estrategias correctas:

1.

Comparacion global. Cuando el alumno da un juicio global correcto de la
relacion entre las dos variables.
Crecimiento. Se usa como argumento ¢l crecimiento, decrecimiento o constancia

de la forma de la nube de puntos para justificar el tipo de dependencia.

- Estrategias parcialmente correctas:

3.

4,

Comparacion con un patrén. Se compara la forma de la nube de punto con una
funcion conocida, por ejemplo, lineal o cuadratica.
Interpretacion correcta de puntos aislados que cumplen el tipo de relacién

existente entre las variables.

- Estrategias incorrectas:

5.

Interpretacion incorrecta de puntos aislados. El alumno emplea pares aislados
de valores para interpretar, de forma incorrecta, la relacion entre las variables.
Teorias previas. Se usan las teorias previas sobre el contexto para argumentar la
asociacion, es decir, se manifiesta explicitamente la correlacion ilusoria.

Otras variables. Cuando la existencia de otras variables que puedan influir en la
dependiente es considerada como motivo para la no existencia de asociacion.
Uniformidad. Se argumenta que no existe dependencia porque a un solo valor de
la variable dependiente pueden corresponder varios de la dependiente.
Causalidad. A pesar de la asociacion empirica, se argumenta que no existe

asociacion entre las variables, ya que no existe relacion causa-efecto.
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A modo de réplica, Sanchez Cobo (1998), corrobora la existencia de tres ejes que
explican las relaciones existentes entre las tareas planteadas y las estrategias empleadas:
- En primer lugar, encuentra una oposicion entre el razonamiento numérico y grafico:

“Los alumnos recurren a la representacion grafica para estimar el coeficiente de
correlacion cuando ésta no aparece en el enunciado del problema” (Sanchez Cobo,
1998, p. 252).

- También se muestra un empleo de argumentaciones conjuntas (numéricas, graficas,
y teorias previas) donde tan solo se requiere un argumento grafico, principalmente en
situaciones cercanas al alumno donde “le es menos necesario el recurso a
estrategias complementarias.” (Sanchez Cobo, 1998, p. 253).

- En tercer lugar, existe un conflicto semidtico entre el crecimiento/decrecimiento no
uniforme de las dos variables mostradas mediante una tabla de datos y el
crecimiento/decrecimiento uniforme de la dependencia funcional. En este caso el

alumno tiende a responder segun sus teorias previas o con argumentos incorrectos.

2.2.5. ESTIMACION DE LA CORRELACION A PARTIR DE DIFERENTES
REPRESENTACIONES
Sanchez Cobo (1998) hizo notar que los alumnos comprenden con facilidad la
adimensionalidad del coeficiente de correlacion, asi como la relacion entre el signo de la
correlacion y el sentido en que covarian los valores de una variable bidimensional, no
obstante, presentan dificultades en la concepcion de una covariacion negativa. La
estimaciéon es mas precisa al estimar el coeficiente de correlacion a partir de un

diagrama de dispersion, asi como la tarea inversa y cuando la es mas intensa:

Es pertinente manifestar que los estudiantes tienen mas facilidad en conectar la dispersion de la
nube de puntos con la intensidad de la dependencia que con el coeficiente de correlacion. Ademas,
parece mas sencillo de comprender la correspondencia entre la intensidad de la dependencia y la
dispersion de la nube de puntos que la existencia entre el signo de la correlacion y la pendiente de
la recta de regresion. (Sanchez Cobo, 1998, p.210).

Los errores son mayores al construir una nube de puntos a partir de una descripcioén
verbal y estimar el coeficiente de correlacion desde una tabla de valores numéricos. En
cuanto a la capacidad de proponer situaciones factibles a un coeficiente de correlacion
dado, los alumnos en su mayoria proponen variables bidimensionales consistentes. El
63,5% de los alumnos propone variables cuya correlacion tiene el mismo signo que el
dado en el problema y se observan dificultades en la identificacion de la dependencia
funcional y, en menor medida, de la independencia. Otros resultados de este estudio

son:
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- Aunque los alumnos tienen presente que la intensidad de la dependencia se obtiene a
partir del coeficiente de correlacion, presentan dificultades al comparar diferentes
valores del coeficiente de correlacion distintos de: -1, 0 y 1.

- La dificultad en diferenciar la variable explicativa de la explicada en el calculo de la
recta de regresion. Dos de cada cinco estudiantes, aproximadamente, relacionan que
ambas rectas de regresion son perpendiculares cuando el coeficiente de correlacion
es nulo, evidenciandose que se considera casi en exclusiva, la modelizacion de ajuste
lineal. En concreto, casi la mitad de los sujetos del estudio consideran que si existe
correlacion positiva, ésta se deduce en una dependencia lineal.

El razonamiento sobre la covariacion implica procesos de traduccion entre los datos,
sus representaciones graficas y descripciones verbales, asi como procesos tales como el
calculo estadistico, uso de modelos matematicos para el ajuste de datos y traduccion
desde y hacia las expresiones algebraicas y graficas utilizadas, asi como juicio sobre
posible existencia de relaciones causales. Moritz (2004), presenta un resumen (Figura

2.2.5.1) donde se reflejan estas destrezas o habilidades requeridas.

Figura 2.2.5.1. Representaciones y destrezas de la covariacion estadistica (Moritz, 2004, p. 230).

El estudio de Sanchez Cobo y cols. (2000), nos acerca un poco mas a comprender el
modo en que los alumnos universitarios adquieren la nocion de correlacion, todo ello
cimentado en estudios previos (Batanero, Estepa y Godino, 1997; Batanero y Godino,
1998; Batanero, Godino y Estepa, 1998; Estepa 1994; Estepa y Batanero, 1996; Estepa
y Sanchez Cobo, 1998). Sanchez Cobo y cols. (2000), abordan una investigacién que

considera cuatro formas de representar la correlacion entre dos variables cuantitativas:
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b. Descripcion verbal, cuando describimos una distribucion bivariada mediante el
lenguaje natural

c. Tabla de valores, o presentacion de un conjunto de pares de valores numéricos de
una distribucion bivariada,

d. Diagrama de dispersion, cuando ¢l conjunto de pares de valores de una distribucion
bivariada se presentan mediante un diagrama cartesiano, y

e. Coeficiente de correlacion, cuando se da el coeficiente de correlacion existente entre
dos modalidades de una distribucion bivariada.

Con las seis tareas, con cinco apartados (subtareas) cada una, se presentan

diferentes tipos de covariacion (Barbancho, 1973):
Dependencia causal unilateral: Cuando la ocurrencia de una variable X (causa)
influye en la ocurrencia de Y (efecto), y no al contrario, (subtarea t2d).
Interdependencia: Cuando la ocurrencia de una variable X influye en la ocurrencia
de una variable Y, y viceversa (como por ejemplo en la subtarea tla).
Dependencia indirecta: Dos variables pueden mostrar cierta covariacion debido a la
variacion de una tercera variable que estd correlacionada con ambas, produciendo
una asociacion aparente (como en la subtarea t2e).
Concordancia: Correlacion producida por la ordenacion de un conjunto de datos por
dos personas de forma independiente (por ejemplo, la subtarea t4b).
Covariacion casual: Cuando parece que en la covariacion de dos variables hay cierta
sincronia, lo cual podria interpretarse como la existencia de asociacion entre ambas;
sin embargo, ésta es casual o accidental (como en la subtarea tle).

Se atiende igualmente a la intensidad y direccion de la correlacion, a la posible
linealidad, las teorias previas de los alumnos, la precision de las estimaciones, las
estrategias empleadas, y la identificacion de situaciones reales en que se presente un
valor dado del coeficiente de correlacion. Los alumnos muestran una buena capacidad
de estimacion de la correlacion, mejorando cuando mayor es la intensidad de ésta.

Moritz (2004) se estudia tres destrezas importantes: (a) generar datos especulativos,
mediante el desarrollo de graficos que reflejen los juicios de asociacion textuales, (b)
interpretar graficos tales como diagramas de dispersion con la correspondiente emision
de juicios de asociacion, (c) e interpretar tablas de frecuencias de datos covariados.
Destaca las siguientes dificultades:

- Considerar tan so6lo la correspondencia de datos bidimensionales aislados, en lugar

de considerar la tendencia global de éstos;
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- Considerar las correspondencia de las dos variables implicadas en el estudio de modo
conjunto, en lugar de considerar cada una de las variables de modo aislado;

- Las teorias o creencias previas en cuanto a las variables de estudio y su asociacion.

Algunas sugerencias para solventar estas dificultades son:

- La lectura progresiva punto a punto hasta una posterior generalizacion con los datos
disponibles;

- La utilizacién de un enfoque de variacion temporal que permita a los estudiantes
centrarse en el cambio de una variable mediante la variacion implicita de la variable
tiempo para una posterior correspondencia entre variables no temporales;

- Alentar la apariciéon de las creencias y teorias previas que serian poco a poco
equilibradas mediante la informacion proporcionada por el estudio. Afiadir tareas que
impliquen un r azonamiento covariacional contraintuitivo donde, se cuestione de
modo natural, la fiabilidad del conjunto de datos de que se dispone.

McKenzie y Mikkelsen, (2007 indican que, aunque las creencias y teorias previas
son imprecisas e inexactas, son de interés, dado que cuestionan cémo debiese ser la
relacion de dichas teorias y la informacion de la tarea desde una perspectiva bayesiana,
categorizando éstas creencias previas no como un error, sino como util de ensefianza.
Una actividad curiosa que Moritz (2004) propone, es el uso de graficos manuales

desarrollados de modo anénimo por los estudiantes, para su estudio en el aula.

2.2.6. SESGOS EN EL RAZONAMIENTO CORRELACIONAL

Otro punto en que se ha centrado la investigacion es la presencia de errores o
sesgos en los juicios de correlacion o en la estimacion de su signo e intensidad. Son
debidas aex istir en los sujetos expectativas o esquemas referidos a los estimulos
presentes en la situacion a que se enfrentan (Crocker, 1981; Alloy y Tabachnik, 1984).
El sesgo que mas interés ha suscitado es la correlacion ilusoria (Chapman y Chapman,

1967). Se define del siguiente modo:

Correlacion ilusoria es un error sistematico en el informe de tales relaciones. Es definida segin
el informe dado por un observador de una correlacion entre dos clases de eventos que en
realidad (a) no estan correlacionados, o (b) estan correlacionados en menor medida que lo
manifestado, o (c) estan correlacionados en sentido contrario del que se manifiesta en el
informe.(Chapman y Chapman, 1967, p. 194).

Es clara la vulnerabilidad del ser humano a creer lo que ve o siente frente a lo que
cualquier informe le pueda proporcionar (Chapman y Chapman, 1967). Por ello muchos
autores proponen advertir a nuestros estudiantes de la dificultad que conlleva un

razonamiento covariacional correcto, con el fin de sensibilizar ante el peligro que
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acarrean sus sesgos (Chapman y Chapman, 1967,1969; Moritz, 2004). En concreto,

Chapman y Chapman defienden la necesidad de incluir, en el periodo de formacién de

los futuros profesionales de la medicina, la evidencia manifiesta de estos sesgos y en la

toma de decisiones dada su responsabilidad (Chapman y Chapman, 1967, 1969). Engel

y Sdelmeir (2011), describen los siguientes sesgos complementarios:

No tener en cuenta las variables extrafias. La paradoja de Simpson ocurre cuando se
olvida una variable extrana que influye en la correlacion entre otras dos. Dicha
variable podria hacer cambiar el sentido de la correlacion o su intensidad.

El efecto de regresion. Es habitual en una situacion de test- retest que los sujetos con
puntuaciones atipicas en la primera prueba vuelvan hacia el valor medio en la
segunda. Esto se considera por algunas personas indicativo de un cambio debido al

tratamiento, cuando es una propiedad de la regresion.

2.2.7. CONCEPCIONES SOBRE LA CORRELACION

En su estudio Estepa (1994) observar que, en algunos estudiantes, una estrategia

correcta o parcialmente correcta no se corresponde con una decision correcta. Considera

que ello se debe a que el estudiante tiene concepciones erroneas sobre la asociacion,

superpuestas con otras correctas. A lo largo de sus trabajos describe las siguientes

(Estepa, 1994; Estepa y Batanero, 1996; Batanero, Estepa y Godino, 1997):

La concepcién determinista de la asociacion. Los alumnos tienden a asignar un
unico valor de la variable independiente a cada uno de los valores considerados de la
variable dependiente. Esto es, la relacion de las variables solo es considerada desde
un punto de vista funcional. En casos extremos, exigen la existencia de una féormula
que ligue las dos variables (concepcion algebraica de la asociacion).

La concepcion local de la asociacion. Los alumnos se limitan a confirmar la
asociacion segun un subconjunto de éstos que de algiin modo justifique algun tipo de
patrén, obviando la tendencia global de los datos.

Concepcion unidireccional: En este caso del estudiante que no admite la asociacion
inversa, considerandose la intensidad de la asociacidon, pero nos u signo y
considerando la dependencia inversa como independencia.

Concepcion causal: Cuando solo considera la dependencia entre variables si puede
adjudicarse a la presencia de una relacion causal entre las mismas.

Transitividad. El coeficiente de correlacion no tiene propiedad transitiva; es decir,

dos variables A y B pueden estar correlacionadas, asi como B y C sin estarlos A y C.
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Esta propiedad no se comprende por parte de los estudiantes (Castro-Sotos, Van

Hoof, Van den Noortgate, & Onghena, 2009).

2.2.8. DESARROLLO DEL RAZONAMIENTO CORRELACIONAL EN LA
ENSENANZA
Algunos autores han analizado el aprendizaje de la correlacion y regresion con

experiencias especificas docentes. A continuacion describimos los principales.

Estudio de Estepa

Estepa (1994) realiza también un estudio del efecto de la ensefianza basada en un
uso intensivo de ordenadores en un curso de analisis exploratorio de datos con 22
futuros maestros. Batanero, Estepa y Godino (1997) estudian los cambios después de la
instruccion, mediante un cuestionario, observandose que en los items relacionados con
los juicios de correlacion en diagramas de dispersion hubo un a umento fuerte en el
nimero de estrategias correctas (casi el doble), aunque el cambio no fue homogéneo,
pues en un diagrama en que la correlacion se debia a concordancia (y no a relacion
causa-efecto) no mejoraron las estrategias. Los autores indican que gran parte de los
estudiantes de su muestra superaron la concepcion determinista y la concepcion local de
la asociacion, pero, en general, no se observa mejora respecto a la concepcion causal de
la correlacion. Por consiguiente, creen que hay una necesidad de encontrar las nuevas
actividades practicas que ayuden a los estudiantes a reflexionar sobre este tema.

Estepa (1994) también propuso a los alumnos una prueba final para ser resuelta con
ayuda del ordenador. Esta evaluacion era abierta (en el sentido que el alumno podia usar
cualquier programa del software proporcionado) e incluyé una pregunta sobre la
correlacion numérica. Aunque algunos alumnos lo resolvieron correctamente mediante
el estudio del coeficiente de correlacion o a partir del diagrama de dispersion, otros lo
trataron incorrectamente como un problema de comparacion de las dos variables (y no
de asociacion) aplicando procedimientos inapropiados, por ejemplo, comparar
promedios de las dos variables. En consecuencia,se deduce que el ordenador por si solo

no es suficiente para que los estudiantes adquieran competencia en el analisis de datos.

Actos de comprensién de la asociacion
Los autores analizaron, mediante grabaciones, entrevistas y analisis de las tareas
escritas y resueltas por ordenador, el proceso de ensefianza para dos estudiantes, y

describieron los siguientes actos de comprension (Sierpinska, 1994) de la correlacion:
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1. Para estudiar la correlacion se ha de tener en cuenta la distribucién completa.
Encontrar las diferencias locales no es suficiente, puesto que la asociacion debe ser
deducida de los datos completos.

2. De la misma frecuencia absoluta se pueden ser calculadas dos frecuencias relativas
condicionales diferentes, dependiendo de cual es la variable condicionada, pues el
papel de la condicion y lo que se condiciona no es intercambiable. Falk (1986) y
otros autores han sefialado que los estudiantes no discriminan entre la probabilidades
P(A/B) y P(B/A). Muchos estudiantes en el estudio mostraron una confusion similar,
aunque lo solucionaron con ayuda del profesor.

3. Dos variables son independientes si la distribucion de una de estas variables no
cambia cuando la condicionamos por valores de la otra variable. Hasta sesion 5, los
estudiantes no descubrieron esta propiedad.

4. Cuando se estudia la asociacion (correlacion) ambas variables juegan un papel
simétrico. Sin embargo, cuando investigamos la regresion el papel jugado por las
variables no es simétrico. El hecho es que esa correlacion ignora la distincion entre
explicativas y variables de respuesta, mientras en la regresion esta diferencia es
esencial y causa mucha confusion para los estudiantes.

5. Una correlaciéon positiva sefiala a una asociacion directa entre las variables.
Aunque, en la sesion 6, los estudiantes podian interpretar el tamafio del coeficiente
de correlacion, no hablaron del tipo de la asociacion (directa o inversa). Al final de la
sesion, notaban que cuando el coeficiente de correlacion es positivo, y hay una
relacion lineal, las variables son asociadas positivamente.

6. Una correlacion negativa sefiala a una asociacién inversa entre las variables.
Cuando, en la sesion 6, los estudiantes encontraron un coeficiente de correlacion
negativo por primera vez, se extrafiaron tanto que preguntaron a su profesor si esto
era posible. También tenian problema cuando comparaban dos coeficientes de
correlacion negativos. No usaron el término "asociacion inversa" explicitamente, ni
diferenciaron entre los dos tipos de la relacion al final de su aprendizaje.

7. El valor total del coeficiente de correlacion indica la intensidad de la asociacion.
Aunque los estudiantes relacionaron el valor total del coeficiente de correlacion con

la intensidad de la relacion, no relacionaron esta idea con la dispersion de los datos.

Investigacion de Sanchez Cobo
El estudio descriptivo del razonamiento covariacional, es objeto de interés de varios

investigadores, como la desarrollada por Sanchez Cobo (1998) quien intenta
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caracterizar el significado personal que los alumnos universitarios dan a la correlacion y
regresion al finalizar un curso de introduccion de Estadistica en la Universidad,
mediante la descripcion de los errores conceptuales y procedimentales de los alumnos,
la estimacion que hacen del coeficiente de correlacion a través de diferentes
representaciones de la correlacion (verbal, tabla y grafico) y la capacidad de traduccion
entre dichas representaciones.

Su muestra estuvo compuesta de 193 estudiantes de las carreras de la Diplomatura
de Empresariales (104) y de la Diplomatura de Enfermeria (89) de la Universidad de
Jaén. Sus resultados indican que la mayoria de los alumnos conocen que el signo de la
covarianza denota la direccion de la correlacion existente entre las componentes de la
variable bidimensional. Asi mismo, un pe quefio porcentaje de alumnos notoma en
consideracion el decrecimiento de la intensidad de dependencia al disminuir el valor
absoluto de la covarianza, ademas de la posibilidad de que la relacion entre las variables
sea no lineal (aunque se presente una covarianza positiva).

Sanchez Cobo (1998) hizo notar que los alumnos, al finalizar la ensefianza
comprenden con facilidad la adimensionalidad del coeficiente de correlacidn, asi como
la relacion entre el signo de la correlacion y el sentido en que covarian los valores de
una variable bidimensional. No obstante, presentan dificultades en la concepcion de una
covariacion negativa, captada por menos del cincuenta por ciento de los sujetos. La
estimacion es mas precisa al estimar el coeficiente de correlacion a partir de un
diagrama de dispersion, asi como la tarea inversa, haciéndose mayor esta precision

cuando la correlacion es mas intensa:

es pertinente manifestar que los estudiantes tienen méas facilidad en conectar la dispersion de la
nube de puntos con la intensidad de la dependencia que con el coeficiente de correlacion. Ademas,
parece mas sencillo de comprender la correspondencia entre la intensidad de la dependencia y la
dispersién de la nube de puntos que la existencia entre el signo de la correlacion y la pendiente de
la recta de regresion. (Sanchez Cobo, 1998, p.210).

El autor sugiere que esto puede ser debido, a que los diagramas de dispersion son
una de las representaciones que los alumnos han usado con frecuencia en la ensefanza.
Los errores son mayores al construir una nube de puntos a partir de una descripcion
verbal y estimar el coeficiente de correlacion desde una tabla de valores numéricos. En
cuanto a la capacidad de proponer situaciones factibles a un coeficiente de correlacion
dado, los alumnos en su mayoria proponen variables bidimensionales consistentes. El
63,5% de los alumnos propone variables cuya correlacion tiene el mismo signo que el

dado en el problema y se observan dificultades en la identificacion de la dependencia



LA CORRELACION Y REGRESION EN BACHILLERATO: ANALISIS DE DOS LIBROS DE TEXTO
MARIA MAGDALENA GEA SERRANO

funcional y, en menor medida, de la independencia. Otros resultados de este estudio

son:

- Aunque los alumnos tienen presente que la intensidad de la dependencia se obtiene a
partir del coeficiente de correlacion, presentan dificultades al comparar diferentes
valores del coeficiente de correlacion distintos de: -1, 0 y 1.

- La dificultad de diferenciar la variable explicativa de la explicada en cuanto al
calculo de la recta de regresion. Dos de cada cinco estudiantes, aproximadamente,
relacionan que ambas rectas de regresion son perpendiculares cuando el coeficiente
de correlacion es nulo, evidenciandose que se considera casi en exclusiva, la
modelizacion de ajuste lineal. Casi la mitad de los sujetos del estudio consideran que

si existe correlacion positiva, ésta se deduce en una dependencia lineal.

Investigacion de Zieffler

Algunos factores que podrian explicar el razonamiento covariacional de nuestros
estudiantes son la secuenciacion de los temas en un curso de estadistica, o el desarrollo
del razonamiento de los estudiantes sobre temas anteriores. La investigacion de Zieffler
(2006) pretende, caracterizar el desarrollo del razonamiento covariacional de los
estudiantes en cuanto a datos bivariados cuantitativos y en un segundo nivel, estudiar
los factores explicativos del razonamiento covariacional. El autor realiza una
investigacion en un curso universitario de introduccion con 113 estudiantes y parte de
evaluaciones del razonamiento de los estudiantes sobre las nociones referidas ala
distribucion de una variable estadistica, previo analisis de disefio de muestras
(muestreo) y AED. Dos profesores ordenaron al azar los temas referentes al analisis
bidimensional. Uno comenzd con este tema y concluyd con los temas relacionados con
distribuciones muestrales, probabilidad e inferencia y el otro invirtié el orden, dejando
el tema de variables bidimensionales se ensefio al final de curso.

Zieffler observo un d esarrollo del razonamiento covariacional marcado por la
idiosincrasia de cada individuo. Lo describe con la metafora de “modelo cuadratico”
porque, aunque los alumnos muestran inicialmente un gran avance en su razonamiento
covariacional, con el tiempo decrece su intensidad, incluso retrocediendo. Un hallazgo
interesante es que la mayor parte del cambio ocurre al inicio de la instruccion, previa a
la ensefianza formal de este tema, evidenciando la existencia del significado personal de
este objeto matematico en si mismo, mas que ser producto de una instruccion formal,
aunque es posible que la brevedad de la unidad en el curso de introduccion a la

estadistica, afecte al desarrollo posterior de este razonamiento.
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No se observo una influencia en el desarrollo del razonamiento covariacional
marcada por la secuenciacion del tema. De cualquier modo, Zieffler remarca la
influencia, obvia, de la ensefianza de este tema, previa a otros temas, como por ejemplo
la inferencia, dadas las anécdotas a que se enfrentd con los estudiantes. Por ultimo, en
cuanto a la tercera cuestion planteada, se encuentra una marcada influencia del estudio
de la variable estadistica unidimensional en el desarrollo del razonamiento

covariacional. Respecto a estas dos ultimas cuestiones, Sanchez Cobo advierte que:

Aunqgue a toda nube de puntos podamos hacerle corresponder una curva de regresion, careceria
de interés hallarla si las caracteristicas de la variable estadistica no estuvieran correlacionadas o
si nos diera predicciones poco fiables e informacion de escasa trascendencia (Sanchez Cobo,
1998, p. 291).

luego se defiende la secuenciacion de trabajar en primer lugar la correlacion y luego

abordar la regresion. Ademas, este autor aboga por

que no se haga una aproximacion al concepto de variable estadistica bidimensional a partir de
dos variables estadisticas unidimensionales, como se efectuaba en algunos manuales de
bachillerato, ya que podria favorecer el que los alumnos sean poco conscientes de que dichas
variables unidimensionales tienen que estar referidas a la misma unidad estadistica, como ha
puesto de manifiesto los resultados de esta investigacion (Sanchez Cobo, 1998, p. 291).

2.3. ANALISIS DE LIBROS DE TEXTO
2.3.1. INTRODUCCION

El estudio del proceso de ensefanza y aprendizaje del saber matematico debe ser
concebido desde un e nfoque sistémico, cuya base o e squema de investigacion se

fundamenta en la nocién de sistema didéctico:

El didacta de las matematicas se interesa en el juego que se realiza -tal como lo puede observar, y
luego reconstruir, en nuestras clases concretas- entre un docente, los alumnos y un saber
matematico. Tres lugares, pues: es el sistema didactico. Una relacion ternaria: es la relacion
didactica. (Chevallard, 1991, p.15).

El saber matematico (conjunto de resultados admitidos como verdaderos por la
comunidad cientifica de referencia) o saber sabio, se encuentra sometido a un proyecto
social de ensefianza y aprendizaje y requiere de ciertas modificaciones para poder ser
ensenado (constituyéndose asi en saber a ensefar), y la nocidon de transposicion
didactica supone una poderosa herramienta que da respuesta a las restricciones

(anteriormente expuestas) que pesan sobre el sistema de enseflanza. Segliin Chevallard:

Para que la ensefianza de un determinado elemento de saber sea meramente posible, ese
elemento debera haber sufrido ciertas deformaciones, que lo haran apto para ser ensefiado. El
saber-tal-como-es-ensefiado, el saber ensefiado, es necesariamente distinto del saber-
inicialmente-designado-como-el-que-debe-ser-ensefiado, el saber a ensefiar [...]. El saber
ensefiado debe aparecer conforme al saber a ensefiar. (Chevallard, 1991, pp.16-17).
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Asi, cuando se construye el saber sabio, este se encuentra personalizado por el
investigador y contextualizado por las situaciones y problemas que se han estudiado
(unas veces son de la vida real y otras veces surgen del propio saber matematico y sus
relaciones). Sin embargo, el productor del saber, el investigador, cuando lo comunica, lo
despersonaliza y lo descontextualiza, quedando oculto todo este proceso de generacion.
Este se comunica de manera limpia, secuenciada.

Cuando el saber se encuentra constituido, las transformaciones, reformulaciones,
generalizaciones y aplicaciones que sufre, algunas veces pueden hasta hacer que pierda
su identidad. Algunas veces, los saberes son destruidos sea porque se identifican con
otros saberes ya conocidos, o bien, porque se incluyen en saberes mas fuertes, o, porque
simplemente se olvidan. El trabajo del profesor es, en cierta medida, inverso al del
productor del saber, debe producir una recontextualizaciéon y una repersonalizacion de

los conocimientos. Al respecto, cabe sefialar la siguiente reflexion de Chevallard:

Es muy necesario que el proceso de aprendizaje sea secuencial: pero el orden de aprendizaje no
es isomorfo en relacion con el orden de exposicion del saber; el aprendizaje del saber no es el
calco del texto del saber (Chevallard, 1991, p.74).

Tengamos en cuenta que estos conocimientos van a ser los conocimientos del
alumno, es decir, una respuesta natural a las condiciones particulares y personales que
son indispensables para que los nuevos conocimientos tengan sentido para el estudiante.
Cuando el estudiante se ha apropiado de los nuevos conocimientos con sentido y ha
adquirido un cierto dominio de ellos, debe re-descontextualizar y re-despersonalizar sus
nuevos conocimientos e identificarlos con los existentes en la comunidad matematica
cientifica. Es por ello necesaria la transformacion/adaptacion de los contenidos de saber
para constituirse en objetos de ensenanza, evitando, de algin modo, la ilusiéon de
transparencia en la ensefanza de los objetos matematicos, implicando en ciertos casos la
creacion de diversos objetos a exigencia de este proceso, como fue el caso de los
diagramas de Venn en cuanto ala ensefianza de la teoria de conjuntos en la escuela
primaria (Chevallard, 1991).

En consecuencia, se hace necesario el estudio del resultado de la transposicion
didactica, que se plasma en los libros de texto, para asegurar que el proceso de
transposicion no | leva a desajustes entre el significado institucional de los objetos
matematicos y el plasmado en dichos textos.

Son varios los autores que, en nuestro grupo de investigacion han analizado los
libros de texto, utilizando elementos del enfoque ontosemiotico, con la finalidad de

establecer un significado de referencia en su trabajo, bien para la construccion de
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cuestionarios de evaluacion, opa ra el disefio de procesos de estudio. A nivel
universitario, destacamos los trabajos de Alvarado (2007) sobre el teorema central del
limite, Cobo (2003) y Mayén (2009) sobre las medidas de tendencia central, Ortiz
(1999) sobre conceptos probabilisticos y Olivo (2008) sobre intervalos de confianza.
Debido a la restriccion de longitud de la Memoria, no nos es posible describir con

detalle los anteriores trabajos.

2.3.2. ESTUDIO SOBRE LA PRESENTACION DE LA CORRELACION Y

REGRESION EN LOS LIBROS DE TEXTO

Una primera investigacion sobre el tema es la de Sanchez Cobo (1998), quien
analiza 11 libros de texto de tercer curso de Bachillerato, nivel en que en aquella fecha
se ensefaba el tema. Para el andlisis de la presentacion tedrica se tiene en cuenta los
objetivos de los libros, la metodologia usada en la exposicion del tema, contenidos
matematicos presentados, numero de ejercicios y ejemplos y presencia de
consideraciones historicas. Se ofrece una taxonomia de definiciones y un analisis de las
demostraciones, tanto desde el punto de vista de la funcion que realizan como de las
componentes que la integran.

So6lo dos de los libros analizados presentan los objetivos; dos de ellos comienzan el
tema con exposiciones teoricas y el resto con ejemplos. Existe una presentacion basada
en el esquema teoria-practica, reforzada por la ubicacion de los ejemplos con relacion al
concepto que ejemplifican. Las definiciones son principalmente de tipo instrumental,
que pudieran transmitir la vision de las matematicas como conjunto de reglas y hechos a
ser recordados. Ademads, las demostraciones se presentan con una marcada funcién
explicativa y de conviccidn, obviando la necesidad de desarrollar en nuestros alumnos
la capacidad de argumentar de un modo ldgico.

Otra conclusion es que “apenas se presentan definiciones de tipo instrumental-
relacional” (Sanchez Cobo, 1998, p. 287) en los libros de texto, siendo en su mayoria
de tipo instrumental, pudiéndose con ello “transmitir una vision de las mateméticas
como disciplina conformada por una coleccion de reglas y hechos que deben ser
recordados y que se refieren sobre todo al calculo” (Sanchez Cobo, 1998, p. 287).

Analiza con detalle los contenidos expuestos, indicando que solo tres libros
incluyen la diferenciacion entre dependencia funcional, aleatoria e independencia y solo
uno aborda el tema de la covariacion. La mayoria de los textos incluye la correlacion y
la covarianza pero hay cuatro que no diferencian entre correlacion positiva y negativa.

La mayoria de los textos incluye la diferenciacion de las dos rectas de regresion.
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Respecto al andlisis de ejercicios se estudia la distribucion de las siguientes
variables de tarea: Contextos utilizados, contenido matematicos, tipo de dependencia y
valor absoluto del coeficiente de correlacion. Entre los tipos de tarea se diferencia:
Calculo, interpretacion, representacion grafica, predicciéon, comprobacion de
propiedades, comparacion de grados de asociacion y recogida y analisis de datos. Hay
un fuerte sesgo en estos ejercicios y diagramas de dispersion hacia la asociacion directa
y de fuerte intensidad. Se destaca la vertiente del ajuste de la recta de regresion
olvidando la problematica de la prediccion a partir de la misma. Asimismo es escasa la
discusion de los diferentes tipos de covariacion, falta de contextualizaciéon en los
ejercicios que, ademas, parecen pensados para ser resueltos con papel y lapiz y no
mediante el uso de las nuevas tecnologias.

Sanchez Cobo (1998) concluye que es de gran importancia ofrecer a nuestros
alumnos situaciones de aprendizaje que muestren la diversidad de tipos de covariacién
(dependencia, intensidad, signo), y que de algin modo contribuyan a eliminar las
concepciones erroneas que manifiestan nuestros estudiantes. D e ello se deduce el
interés de presentar a los alumnos contextos y datos reales.

Como complemento a la investigacion desarrollada por Sanchez Cobo y cols.

(2000) encontramos la desarrollada por Lavalle y cols. (2006). Los autores muestran la

necesidad de investigar acerca de cudles son los procesos de ensefianza que favorecen un
aprendizaje significativo para los alumnos.”” [Su estudio supone] ““un punto de partida para el
analisis de como funcionan las actividades propuestas en la practica aulica y sus consecuencias
didacticas (Lavalle y cols., 2006, p. 404).

Las autoras analizan del contenido, precisando las nociones “que necesitan ser
incorporados al tratamiento de la regresion y la correlacion lineal para favorecer la
comprension” (Lavalle y cols., 2006), asi como los procedimientos con los que se
vincula, y sus relaciones entre ellos. Estos son:

Variable estadistica, tanto unidimensional como bidimensional: variable explicativa
(X) y variable explicada/respuesta (Y); Identificar las variables en estudio; Distinguir
entre una variable respuesta y una variable explicativa; Identificar las unidades de
medida; Calcular la media y la desviacion.

Datos bidimensionales que se tratan para ser comparados, analizados e interpretados,
es decir, pares ordenados que pueden ser representados mediante puntos del plano
cartesiano; Identificar los valores de las variables como pares ordenados; Graficar la
nube de puntos/diagrama de dispersion; Identificar si hay relacion entre las variables

a partir del grafico (existe o no relacion, es lineal o no, etc.); Observando el grafico
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de dispersion de una relacion lineal, indicar aproximadamente qué tipo y grado de
relacion lineal existe (directa, inversa)
Gréfico de dispersion o nube de puntos, representacion en un sistema cartesiano de
los datos.
Coeficiente de correlacion lineal, el coeficiente de correlacion lineal cuantifica la
asociacion o relacion lineal de dos variables; los procedimientos son: Calcular la
covarianza. Calcular el coeficiente de correlacion. Interpretar valores del coeficiente
de correlacion.
Recta de regresion, para obtener una relacion funcional entre las variables que
contemple la componente aleatoria y determinista del fenomeno de estudio. En
particular, el proposito del analisis de regresion lineal, es obtener un ajuste de la
variable respuesta/explicada (Y) mediante una funcion lineal; Verificar a partir del
grafico la conjetura de relacion lineal entre las variables de estudio. Calcular los
coeficientes de la recta de regresion. Graficar la recta Interpretar los coeficientes de
la recta Observando la nube de puntos y la recta, indicar aproximadamente el grado
de relacion lineal existente.
Estimacion de los valores: una vez hallada la recta de ajuste minimo cuadratica,
seran estimados mediante la sustitucion en la recta de regresion obtenida de sus
correspondientes valores asociados en la variable explicativa (X). Si el valor de X
que sera sustituido en la recta de ajuste minimo cuadratica se encuentra en el rango
de valores observados de dicha variable, ocurre una interpolacion. Si el valor de X se
encuentra fuera del rango de valores, ocurre una extrapolacion; Calcular valores
estimados de y. Indicar graficamente el error de estimacion Interpretar el error como
desviacion
Las autoras analizan siete libros de texto, centrandose en: el enfoque con que se
presentan las nociones tratadas, el nivel de profundidad, si se deducen las formulas
referentes a las nociones del apartado anterior, el tipo de situaciones problematicas y si
se utiliza 6 se sugiere el uso de herramientas tecnoldgicas. Seis de los siete manuales

analizados introducen las nociones mediante problemas:

Muestran una intencion explicita por desarrollar los conceptos, haciendo énfasis en la
construccion critica de las habilidades del pensamiento, no en el enfoque tradicional de la
ensefianza de la estadistica, donde se pone de manifiesto el interés por el manejo de férmulas y
ecuaciones (Lavalle y cols., 2006, pp.390-391).

Las situaciones problematicas que proponen los textos analizados presentan mayor

cantidad de actividades donde se utiliza la relacion lineal directa que la inversa. Y en
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cuanto al uso de los ordenadores como herramienta de trabajo, ningun texto propone

actividades para el uso de ordenadores. En cuanto al nivel de profundidad, se distinguen

cinco niveles:

1. Se trabaja de modo intuitivo sin formalizar ningin concepto ni calculo. La
aproximacion se realiza mediante graficos y tablas de datos.

2. Se lleva a cabo un desarrollo profundo del tema, realzando los aspectos significativos
para la comprension

3. Igual profundidad que el nivel anterior, pero solo utilizando ejemplos y férmulas.

4. Desarrolla el concepto de correlacion y de modo intuitivo la regresion lineal

5. Desarrollan los conceptos de correlacion, regresion lineal y coeficiente de
correlacion con buena seleccion de problemas y enfocados a la comprension.

En cuanto a la deduccion de formulas, so6lo uno de los textos deduce la formula de
calculo de la covarianza aplicando propiedades de sumatoria, explicando que el método
para obtener la pendiente y la ordenada en el origen de la recta de regresion tiene como
premisa minimizar la expresion del error del modelo. La deduccion de la formula de
calculo no se desarrolla, sino que el método se sustenta en un desarrollo gréafico.

Las autoras proponen realizar un nivel de ensefianza de tipo descriptivo, donde no
se pretende tratar las nociones de modelo ni de inferencia estadistica. Con un marcado
cuidado por disponer de informacion previa a la secuencia de ensefianza relativa a los
conocimientos matematicos y estadisticos de los alumnos (funcién, ecuacion lineal,
variacion, etc.), y haciendo presente en su enseflanza los resultados de la literatura en
torno a los errores y dificultades del aprendizaje de los alumnos en cuanto al as
nociones de correlacion y regresion, sugieren una serie de actividades referidas al
tratamiento de datos bivariados, la relacion entre las variables y la nocién de correlacion
y la nocidn de regresion basado en tres pasos fundamentales: (1) tratamiento intuitivo,

(2) aproximacion grafica y (3) analisis numérico.

2.4. CONCLUSIONES

En este capitulo se ha presentado un resumen de las principales investigaciones
relacionadas con las ideas previas y el aprendizaje de la correlacion y regresion y un
breve resumen de algunas investigaciones sobre libros de texto.

Aunque el estudio de la covariacion no ha tenido mucha relevancia en didactica de
la matematica, encontramos una amplia literatura en psicologia, que describe, en
general, el razonamiento covariacional, como una competencia fundamental para la

toma de decisiones. El andlisis de las estrategias intuitivas de los estudiantes en la
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deteccion de la correlacion a partir de diversas representaciones muestra, por un lado, la
existencia de numerosas estrategias incorrectas; por otro, la de concepciones incorrectas
y sesgos en la deteccion de la correlacion.
Algunas de estas concepciones y sesgos son resistentes a experimentos de
ensefanza tradicionales e incluso a otros basados en el uso de tecnologia, por lo que
varios autores realizan sugerencias para una mejor enseianza del tema. Podemos
destacar, entre otras, las aportaciones que varios autores han sugerido en cuanto a la
ensefnanza de los conceptos de correlacion y regresion, como son la negociacion de
significados (Ballman, 1997; McClain y Cobb, 2001), el uso de proyectos de
investigacion (Groth y Powell, 2004), la inclusion en la ensefianza del AED

(Batanero, Estepa y Godino, 1991; Estepa, 1994; Batanero, Godino y Estepa,

1998), la simulacion (Ballman, 1997) y la utilizacion del desarrollo historico de

estas nociones (Estepa y Sanchez Cobo, 1994).

Son pocos los estudios especificamente centrados en la presentacion del tema en los
libros de texto y ninguno de los encontrados hace un uso sistematico del enfoque onto-
semidtico. De ello deducimos el interés de realizar un trabajo en que se profundice
sobre los tipos de problemas, lenguaje, conceptos, propiedades, procedimientos y tipos
de argumentos en el estudio de la correlacion y regresion, que es el objeto de nuestra

investigacion.



CAPITULO 3.

LA CORRELACION Y REGRESION
EN LOS LIBROS DE TEXTO

3.1. INTRODUCCION

En este capitulo se analiza la presentacion de las nociones de correlacion y
regresion en dos libros de texto de Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales I, de
primer curso de Bachillerato. Se pretende que sus resultados, junto con el estudio
curricular expuesto en el Capitulo 1, y los antecedentes (Capitulo 2) aporten al profesor
informacion para el disefio del significado institucional pretendido. La importancia del
analisis de los libros de texto se debe a que nos permiten observar algunos resultados de
la transposicion didactica (Chevallard, 1991), es decir de los cambios que experimenta

el conocimiento matematico, cuando es adaptado para pasar a ser objeto de ensefanza:

Para que la ensefianza de un determinado elemento de saber sea meramente posible, ese elemento
debera haber sufrido ciertas deformaciones, que lo haran apto para ser ensefiado. El saber-tal-
como-es-ensefiado, el saber ensefiado, es necesariamente distinto del saber-inicialmente-
designado-como-el-que-debe-ser-ensefiado, el saber a ensefiar [...]. El saber ensefiado debe
aparecer conforme al saber a ensefiar. (Chevallard, 1991, pp.16-17).

Cuando se construye el saber matematico, este se encuentra personalizado y
contextualizado por las situaciones y problemas que se han estudiado, pero el productor
del saber, al comunicarlo, lo despersonaliza y lo descontextualiza, quedando oculto este
proceso de generacién. Este se comunica de manera limpia, secuenciada y a veces, las

transformaciones que sufre, pueden hacer que pierda su identidad (Chevallard, 1991).

3.2. METODOLOGIA DEL ANALISIS

Se trata de una investigacion cualitativa, pues segun Kirk y Miller (1986), en ella se
incluyen “la induccion analitica, el analisis de contenido, la semidtica y ciertas
manipulaciones de archivos, informaticas y estadisticas” (pg. 10). Se mantiene una
concepcion global fenomenologica, que trata de identificar la naturaleza profunda de las
realidades (en este caso, el libro de texto) (Cook. y Reichardt, 2000). Segun las
clasificaciones recogidas en Bisquerra (1989), el proceso de investigacion seguido es
inductivo, pues partimos del examen de casos particulares y el objetivo es descubrir
generalizaciones a partir de observaciones sistematicas de la realidad. Es una
investigacion aplicada ya que estd encaminada a obtener criterios para el desarrollo

curricular. Es descriptiva, puesto que no s e manipula ninguna variable, sino que se
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limita a observar y describir los fendmenos.

La muestra utilizada (Tabla 3.2.1) es intencional, por tanto nos e aspira a
generalizar sino que se busca la comparabilidad y traducibilidad (Goetz y Lecompte,
1998), con lo que la responsabilidad de la generalizacion no esta en el investigador, sino
en el lector del informe resultante.

- La comparabilidad exige que el investigador use una terminologia y un marco
analitico normalizado. Las caracteristicas de la muestra y de los constructos
generados han de estar definidas con todo detalle para hacer posible la comparacion
de resultados con los de otros estudios relacionados.

- La traducibilidad es el grado en que los marcos tedricos y técnicas de investigacion
resultan comprensibles para otros investigadores de la misma disciplina o de otras

relacionadas.

Tabla 3.2.1. Libros de texto utilizados en el analisis

Codigo Referencia

T1 Colera, J., Oliveira, M.J., Garcia, R. y Santaella, E. (2008). Matematicas aplicadas a las
Ciencias Sociales I. Madrid: Grupo Anaya.
T2 Anguera, J., Biosca, A., Espinet, M. J., Fandos, M.J., Gimeno, M. y Rey, J. (2008).

Matematicas | aplicadas a las Ciencias Sociales. Barcelona: Guadiel.

Se ha realizado un andlisis de contenido, que asume que un texto puede dividirse en
unidades que pueden clasificarse en un nimero reducido de categorias en funcién de
variables subyacentes y que permiten realizar inferencias sobre su contenido
(Krippendorff, 1997). De acuerdo a Ghiglione y Matalén (1989), se trata de un analisis
de contenido tematico, donde se recurre a la lo6gica, y al conocimiento del investigador
sobre el tema para resumir el contenido del texto, definir categorias y verificar su
validez. Este conocimiento en nuestro caso lo hemos adquirido a través de la revision
bibliografica y el estudio histérico y matematico previo. El “enfoque ontosemiotico”
nos proporciona ademds una categorizaciéon de entidades matemadticas que aportan
orientacion y concrecion al andlisis de contenido. Seguimos el mismo método utilizado
en la investigacion de Cobo (2003), el cual consiste en los siguientes pasos:

1. Seleccionados los libros, y el capitulo correspondiente a la correlacion y regresion, se
efectuaron varias lecturas cuidadosamente, para determinar los parrafos que
constituirian la primera unidad de analisis.

2. Mediante un proceso ciclico e inductivo se compard el contenido de dichos parrafos

con los elementos de significado identificados en el significado de referencia, para
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determinar su presencia en los libros de texto. Estos elementos constituirian nuestras
unidades secundarias de analisis.

3. Una vez que se llegd au na lista de los principales campos de problemas,
definiciones, propiedades, representaciones, procedimientos y argumentos presentes
en los libros, se procedidé a analizar la forma en que se presentan y a buscar y
describir el ejemplo mas caracteristico, para cada posible presentacion,
seleccionando imagenes para ejemplificar cada elemento de significado hallado.

4. Elaboracion de tablas que resuman los resultados y permitan obtener conclusiones
sobre el significado de referencia en los libros analizados.

Finalmente, se realiza una discusion de los resultados del analisis en cada uno de

los elementos de significado, para contrastarlos con el analisis matematico llevado a

cabo en el Apéndice 2. Con estos elementos podemos determinar el significado

institucional que servird posteriormente, junto con el andlisis de las investigaciones
previas (Capitulo 2), para construir un cuestionario de evaluacion del conocimiento

matematico para la ensefianza de la correlacion y regresion en futuros profesores.

3.3. SITUACIONES-PROBLEMAS

Como se expone en Godino (2002), los objetos matematicos emergen para dar
solucion a problemas compartidos en el seno de instituciones especificas. Por tanto, el
primer elemento analizado son las situaciones que dotan de sentido a estos objetos
matematicos y que se pueden presentar, bien como ejercicios o como ejemplos a lo
largo del texto. En su estudio, Sdnchez Cobo (1998) estudia el contenido matematico,
centrandose en los aspectos procedimentales (construccion de la tabla de frecuencias,
calculo distribuciones marginales o ¢ ondicionales, calculo de momentos, calculo del
coeficiente de correlacion, representacion grafica y calculo de los coeficientes de
regresion). No clasifica especificamente los campos de problemas, por lo que este sera
un punto original de nuestro trabajo.

Al analizar el significado de la correlacion y regresion en nuestro estudio
(Apéndice 2), se indico que, al estudiar la posible relacion entre dos variables
estadisticas, las principales preguntas del investigador son las siguientes: ;Hay alguna
relacion entre las variables? ;Es intensa o moderada? ;Directa o inversa? ;Puedo usar
una variable para predecir la otra? (Batanero, Diaz y Gea, 2011).

De las anteriores preguntas se derivan los campos de problemas que se proponen en

los libros de texto, aunque se suele facilitar la solucién o guiarla, de modo, que,
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generalmente, estos problemas se convierten en ejercicios. Nosotros no hemos
diferenciado entre problemas y ejercicios, pues al ser nueva la situacion para el alumno,
puede para ¢€l, constituir un verdadero problema. Se afiade el que denominamos PO,
relacionado con la organizacion de los datos. A continuacion se describen, haciendo

finalmente alusion a la diversidad de contextos expuestos en ellos.

Situaciones-problemas

P0. Organizacion de datos bidimensionales y representacion en el registro grafico
y tabular. Este campo de problemas incluye ejercicios o ejemplos que conducen al
alumno a representar los datos, asi como a la lectura de dichas representaciones (Figura
3.3.1). La organizacién y representacion de datos es un primer requisito para el estudio
de la correlacion y constituye en si mismo una situacion problematica, ya que hay mas
de una solucion posible. Esta categoria se puede relacionar con los contenidos
“construir la tabla de frecuencias de la distribucion bidimensional” y “representacion
grafica del diagrama de dispersion” de Sdnchez Cobo (1998), quien no considera otros
tipos de representaciones tenidas en cuenta por nosotros.

En los textos analizados hemos advertido una intencion de ejercitacion del alumno
en la representacion de los datos, desde el punto de vista grafico y tabular. Aunque el
texto [T1] describe a grandes rasgos como es una tabla de doble entrada, asi como su
representacion en un diagrama de dispersion, el texto [T2] se detiene mucho mas en este

aspecto, destacamos, a modo de ejemplo, en la Figura 3.3.1 esta intencionalidad.

5, Esbo histograma tridimonsio-
nal reprosenta loa dalos que
50 han oblenido al obsorvas
on 50 nifice menores da wn

4. Organiza la siguients dEstribuciin en una tabla de doble entrada: L
_ ; m fom) @ ¥= poso fgl
0.0, 10,09, (2,5, 9.2), (5.2, 8.1), (7.4, 6.8), (10,2, 5.9), (13,2, 5.8), (152 58 Chsarva dicho grafics y res
(175, 48), (202, 4.4), (219, 4.2), (248, 39), (280, 35), (30,0, &1} ponicky @ i SHpuspnios cuss-
(33,1, 3,00, (35,1, 2.7, (38,1, 2.8), (40,3, 2.5), (423, 2.0) bonad
— Representa ol histograma tridimensional y la nube de punios de ladiss. @ 45wl 24 la talla miis fre-
ribuscitn CLsl i ks P cua

posan Mmends de 4 kgt
B iCuidl &5 ol peso mis
frocuente pars koS nifkos
G miden entre 55 om y
63 om?
ol LHay algun nifio que mida 72 om ¥ Qub DeSe mencs de 4 kg?

Figura 3.3.1. Ejercicios de representacion tabular y grafica de datos bidimensionales ([T2], p. 220)

P1. Analizar la existencia de relacion entre variables. Como se expuso en el
estudio historico, la correlacion y regresion surgen del trabajo de Galton para tratar de
medir la relacion entre caracteristicas fisicas de sucesivas generaciones de la misma
especie, problema que se extiende poco apoco al andlisis de relacion entre diversas

variables estadisticas (Hald, 1998). Este campo de problemas aparece con frecuencia en
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los textos analizados, fue también considerado por Lavalle y cols. (2006) y podemos
asimilarlo al tipo de tarea “interpretacion” en Sanchez Cobo (1998). Las tareas que
principalmente se plantean siguen un proposito comun y es que una vez organizados los
datos y representados (grafica o tabularmente), en algunos casos se acompaiie de una
reflexion sobre la dependencia funcional o estadistica de dichos datos, enfocado al
estudio de la dependencia lineal entre las variables, asi como sobre la intensidad de ésta.
Podemos subdividir este problema en los que se exponen a continuacion.

P1.1. Definir las variables que aparecen en un estudio estadistico bidimensional.
Este problema fue considerado en el estudio de Lavalle y cols. (2006) pero no por
Sanchez Cobo (1998). En el texto [T2] se propone una coleccion de ejercicios en que se
describe un supuesto estudio y se pide a los estudiantes indicar cuales son las variables
estadisticas consideradas. Por ejemplo, “Duracion e importe de las llamadas telefonicas
urbanas efectuadas en una ciudad durante 24 horas” ([T2], p. 216).

P1.2. Deducir la existencia de una dependencia funcional o estadistica. Otro
problema es estudiar la existencia de una dependencia funcional o aleatoria, es decir,
diferenciar si existe o no relacion entre las variables (o bien hay independencia) y en
caso de relacion, decidir si a cada valor de la variable independientes corresponde un
unico valor de la variable dependiente (relacion determinista o funcional) o va rios
(relacion estadistica o aleatoria). Por ejemplo, en el texto [T1] encontramos un problema
donde se pide, ademas de distinguir las variables de estudio, su posible dependencia, y
que se reflexione sobre si conforman una distribucion bidimensional ([T1], p.234).

P1.3. Determinar la intensidad de la relacion entre variables. Un segundo paso,
una vez detectada la relacion, es estudiar su intensidad, que variard desde el caso de
independencia hasta la dependencia funcional. El objeto matematico que permitira
deducir esta intensidad puede ser el diagrama de dispersion, y de forma mads precisa, la
covarianza y el coeficiente de correlacion lineal (Batanero y Diaz, 2008).

Las tareas planteadas sobre este punto se orientan preferentemente en determinar la
intensidad de la correlacion a partir del coeficiente de correlacion y se expone también
un procedimiento detallado para calcular el coeficiente de correlacion mediante una
calculadora. En ocasiones se trata de estimar dicho coeficiente a través de varios

registros como el grafico o tabular (Figura 3.3.2).
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10. Considera la distribucion de la siguiente tabla:
a) Dibuja el diagrama de dis-

- 2 2 2 |-
persion de la distribucion y o 2 2 2
describe el grado, el sentido ¥ 2 0 2 2 o 2
y el tipo de la comelacién
que se observa. X | 1 1 0 1 0 1
b) Calcula el coeficiente de ¥ 1 q 21779 P e |

Pearson.
¢) Relaciona los resultados obtenidos en los apariades anteriores.

Figura 3.3.2. Ejercicio de estimacion de la intensidad de la dependencia estadistica ([T2], p. 225)

P1.4. Determinar la direccion de la relacion entre variables. Un tercer problema,
para el caso de relacion lineal consistiria en estudiar el signo, determinando si la
relacion es directa (al crecer una variable crece la otra) o inversa (al crecer una la otra
disminuye). Hacemos notar que, en caso de relaciéon curvilinea (exponencial o

cuadratica, por ejemplo), este problema no tendria sentido.

P2. Predecir una variable en funcion de otra. Una vez detectada la existencia de
una relacion entre dos variables (problema de correlacion), interesa encontrar alguna
ecuacion que nos permita obtener una de las variables en funcion de la otra (problema
de regresion), problema que también aparece en los libros de texto y se puede asimilar a
la categoria “prediccion” del tipo de tarea de Sanchez Cobo (1998). En los textos
analizados se plantean estos ejercicios. Se expresa la ventaja de disponer de las rectas de
regresion para obtener estimaciones, mediante el ajuste lineal a la distribucion
bidimensional, se introduce la nomenclatura y propiedades de las rectas de regresion y
los coeficientes de regresion. También este problema se suele descomponer en varios
subproblemas en los libros de texto en la forma que sigue.

P2.1. Analizar el ajuste lineal entre variables. En primer lugar es necesario decidir
si una recta seria un buen modelo matematico para describir los datos, punto que so6lo se
considera el texto [T2], donde ademas se proponen ejercicios al respecto. En ambos
textos, las tareas que inicialmente se plantean piden trazar a ojo las rectas, o
representarlas una vez calculadas. Se persigue generar una idea intuitiva del trazo de la
recta como “mejor” ajuste al os datos del diagrama de dispersion, sin detenerse
demasiado en la deduccion matematica de dicha recta, dado que aplicar el criterio de
minimos cuadrados requeriria del uso de derivadas parciales, que los estudiantes de este
nivel educativo no conocen. Sanchez Cobo (1998) no menciona esta actividad.

Los libros analizados presentan diferentes casos con correlacion positiva y
negativa, mas o menos intensa, asi como correlacion nula. Aun asi, destacamos algunas
diferencias: el texto [T2] presenta ejercicios de asignacioén de una recta de regresion a
un diagrama de dispersion (Figura 3.3.3), que no se hace en el texto [T1]; y existe una
mayor cantidad de ejercicios puramente algebraicos (Figura 3.3.4) en el texto [T2] (2

ejercicios resueltos y 8 propuestos) que en el texto [T1] (2 ejercicios).
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15. Asocia razonadamente las ¥ ¥ ¥
siguientes rectas de regre-
sign con las nubes de pun-
tos de las figuras. . ew * >
aJ‘ HE XED « & * = L . -
b) y==x+4 *
¢ y=2 al X bl X el X

Figura 3.3.3. Ejercicio de analisis de regresion lineal, ([T2], p. 229)

16. Las rectas de regresion de Y sobre Xy de X sobre ¥
de una distribucidn bidimensional son las siguientes:

¥ =091x-588 18. Las rectas de regresion de una distribucién bidimen-
x = 0,85y +13,24 sional son las siguientes:
Calcula el coeficiente de Pearson de la distribucion. r: 0,83x-y=-097 s: x-058y=-028

Demuestra que res la recta de regresion de Y sobre

Sol.: r=0.879 Xy que s es la recta de regresion de X sobre Y,

Figura 3.3.4. Ejercicios de analisis de regresion lineal, ([T2], p. 230)

P2.2. Hacer estimaciones mediante el ajuste lineal entre variables. Una vez
calculada la recta de regresion, se plantean ejercicios de estimacion (Figura 3.3.5). Al
igual que es sugerido en Lavalle y cols. (2006), el célculo de la estimacion lleva
asociado una reflexidon en torno al valor esperado o promedio y el valor real, ya que

puede haber diferentes valores observados ([T1], pp. 231 y 236).

Figura 3.3.5. Estimacion mediante el ajuste lineal ([T1], p. 231)

En la Tabla 3.3.1 se clasifica el modo en que las situaciones problematicas se
presentan al alumno. El porcentaje de ejercicios para resolver es similar; y aunque el
primer texto ofrece mas ejercicios resueltos que ejemplos, las diferencias son pequefias.
Sanchez Cobo (1998) no realiza esta clasificacion en su estudio. En la Tabla 3.3.2 se
muestran los resultados del andlisis de los campos de problemas en los libros
analizados. Los dos textos (aunque con diferente frecuencia) tratan todos los campos
descritos. Cabe advertir una diferencia ya que en el texto [T2] no se incluyen ejemplos o

ejercicios resueltos relacionados con la calculadora.

Tabla 3.3.1. Frecuencias y (porcentajes) de categorias de problemas en los libros de texto

T1 T2
Ejemplos 21 (17,5) 31 (26,3)
Ejercicios 82 (68,3) 81 (68,6)
Ejercicios resueltos 12 (10) 6 5)
Ejercicios/Ejemplos resueltos con calculadora 5 4,2) 0 0)

120 118
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Tabla 3.3.2. Campos de problemas en los libros de texto

| Tl

T2

P0. Organizacion de datos bidimensionales en el registro grafico y tabular.

Ejemplos p- 226, 233 p- 216, 217, 218, 219(3),
220(2),

Ejemplo con p- 233

calculadora

Ejercicios' p.225(2),227,239(4), |p. 220(3), 225, 228, 232(2),

240

233(6), 234(4)

P1. Analizar la existencia de relacion entre variables.

P1.1. Definir las variables estadisticas | Ejemplos p. 216(2)

que aparecen en un estudio .

bidimensional. Ejercicios p. 238 p- 216(2)

P1.2. Deducir la existencia de una Ejemplos p-225(3), 226(3), p. 221(4), 222(3)
dependencia funcional o Ejercicios p. 225(2), 238(2) p. 221, 232(2), 233(2), 235
estadistica. Ejercicios resueltos | p. 234

P1.3. Determinar la intensidad de la Ejemplos p.-226(2), 227 p. 222(2), 225
relacion entre variables. Ejercicios p-227, 229, 238 (5), p- 223(2), 225(2), 228, 229,

239(6), 240(7), 241(5)

230(2), 232(2), 233(6),
234(3), 235 (3)

Ejercicios resueltos

p.229, 234, 235, 237

p. 229, 230

Ejercicios resueltos
con calculadora

p.229, 235

P1.4. Determinar la direccion de la
relacidn entre variables.

Ejemplo

p. 225, 226, 227

p. 223(2), 225,

Ejercicios

p. 225,227, 238 (4),
239, 240(3), 241(2)

p. 223(2), 225(2), 229, 233

Ejercicios resueltos

p. 234

p. 229

P2. Predecir una variable en funcién de

otra.

P2.1. Analizar el ajuste lineal entre
variables

Ejemplos

p.226(3), 227, 232(3)

p. 223(2), 224(4), 227

Ejercicios

p. 225,227, 238(2),
239(6),240(6), 241(4)

p. 223(2), 228(3), 229,
230(2), 232(6), 234, 235

Ejercicios resueltos

p.230, 231, 235, 236

p. 229, 230

Ejercicios resueltos
con calculadora

p.230, 235

P2.2. Hacer estimaciones mediante el | Ejemplos p. 227
ajuste lineal entre variables. Ejercicios p- 239(4), 240(4), p- 228(3), 231, 233(4),
241(4) 234(3), 235
Ejercicios resueltos |p.231, 236 p. 231

Contextos

Chevallard (1991) indica que en el proceso de transposicion didactica, una vez
introducido un tema en el sistema de ensefanza, el dispositivo didactico pretende,
progresivamente, buscarle aplicaciones, que pueden no tener relacion con aquellas en
que originariamente se inicio el concepto. La funcidon que tienen es permitir finalmente
la recontextualizacion del saber.

Con objeto de analizar este punto, también tenido en cuenta por Sanchez Cobo
(1998), se han estudiado los contextos de aplicacion, encontrando una gran variedad,
tanto para el desarrollo del tema como para el planteamiento de ejercicios. Los hemos
clasificado en seis categorias: fendmenos bioldgicos (como la estatura de hijos —
estatura de padres, precisamente el problema que histéricamente dio origen a la idea de

regresion), educativos (notas de exdmenes: fisica-matematicas; matematicas-filosofia),

1+ .. . .. ., . . .,
Ejercicio = ejercicio, problema o cuestion con fines de ejercitacion.
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deportivos (distancia del jugador — numero de encestes al jugar al baloncesto),
experimentacion en ciencias (aumento de peso de un animal — mg diarios de un
farmaco; alargamiento de una barra metalica — temperatura a la que se expone; altura
que alcanza una piedra y la fuerza con que se lanza), demografia-sociologia (renta per
capita — indice de natalidad) y economia (consumo de energia per cdpita y renta per
capita; kg de capturas de pescado y precio de subasta en la lonja). Hemos encontrado

también una séptima categoria “descontextualizados”.

Tabla 3.3.3. Contextos encontrados en el texto T1

Contextos Ejemplos Ejercicios en el Ejercicios resueltos Ejercicios propuestos al
desarrollo del tema finalizar el tema
Biolodgico p-225(1) p-225(2) p-238(2), 239(1), 240(1)
Ciencias p- 225(1), 227(1) p-225(3) p- 231(1), 234(1)  p.238(2), 239(2),
Demografia-sociologia p-225(1),227(1) p-239(1), 241 (1)
Deportes p.226(1) p.225(2),229(1)  p.237(1)
Economia p-225(3) p-235(2), p.236(1) p.238(3), 240(3), 241 (2)
Educativos p.226(2) p-229(1) p-229(1), 230(1),
p.234(1)
Descontextualizados p-233(1) p-238(4), 239(4), 240(6),
241 (3)
Tabla 3.3.4. Contextos encontrados en el texto T2
Contextos Ejemplos Ejercicios en el Ejercicios Ejercicios propuestos al
desarrollo del tema resueltos finalizar el tema
Biologico p.216(2), 221 p.216, 220, 221(3), 228 p.232
Ciencias p.228 p.231 p.232(5), 233(3), 234(2)
Demografia-sociologia p.221 p.233
Deportes p-217,220 p-216 p-232,235(2)
Economia p.219, 221, 225, p-216(3), p-231, 233(2), 234
227
Educativos p-218, 219, 220 p-216(2), 221(2)
Descontextualizados p.219, 222(5), p.220(2), 223(2), p-229(2), p-229(2), 230(4), 232(7),
223(4), 224(4), 225(2), 228 230(2) 234, 235(2)

En las Tablas 3.3.3 y 3.3.4 presentamos los resultados, encontrando gran cantidad
de ejercicios descontextualizados, siendo mayor en [T2] que en [T1], sobre todo en el

desarrollo del tema.

3.4. DEFINICIONES (CONCEPTOS)

De acuerdo a Godino (2003), las definiciones de conceptos son evocadas por el
alumno cuando realiza cualquier accidén para resolver las cuestiones planteadas. Es por
ello importante tener en cuenta los conceptos que permiten caracterizar el objeto de
estudio en el sistema de practicas planteadas. Sdnchez Cobo (1998) no diferencia entre
conceptos y propiedades, sino que engloba las dos categorias como “contenidos”. Antes
de exponer nuestros resultados,

indicamos que el texto [T2] introduce la unidad

recordando definiciones basicas como: estadistica, poblacion, individuo, variable
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estadistica (cualitativa, cuantitativa, continua, discreta) y sumatorio.

Variable estadistica bidimensional

El trabajo con la correlacion y regresion parte de la definicion de variable
estadistica bidimensional, pieza angular de todo estudio bivariado. Sdnchez Cobo indica
que algunos textos presentan dos variables estadisticas unidimensionales
separadamente, mientras otros incluyen la variable estadistica bidimensional pero no lo
estudia especificamente como contenido. En nuestro estudio, el texto [T1] prescinde de
esta nocion, y tan solo incluye el uso de la distribucion bidimensional desde un enfoque
funcional, con fin utilitario. Por el contrario, el texto [T2] expone la finalidad de un
estudio bidimensional de modo claro y conciso al comienzo del tema y ofrece una

definicion mas formal (Figura 3.4.1):

_ﬁ Se llama variable estadistica bidimensional a la que se obtie-
ne al considerar conjuntamente dos variables estad/sticas unidi-
mensionales X e Y, relativas a una misma poblacion. Se repre-

senta por el par (X, Y).

Figura 3.4.1. Definicion de variables estadistica bidimensional, ([T2], p. 216)

Tabla de doble entrada

Sanchez Cobo indica que estas tablas se presentan asociadas a la definicion de la
variable estadistica bidimensional y su tratamiento es diferente en los libros analizados.
El texto [T1] da una definicion de la tabla de doble entrada y da sentido a las
frecuencias de ésta al finalizar el tema. Se presentan solo cuatro (1 ejemplo a modo de
definicion, 1 e jercicio resuelto y 2 ejercicios propuestos) de un total de 24t ablas
expuestas en el tema (4 ejemplos, 6 ejercicios resueltos y 14 ejercicios propuestos).
Mayoritariamente se presentan tablas donde cada una de las variables que conforman la
variable estadistica bidimensional, aparecen en una columna o fila y sélo el 17% de las
tablas en el tema son propiamente de doble entrada.

En el texto [T2] se presentan 5 tablas de doble entrada (2 ejemplos de construccion
y 3 ejercicios propuestos) de un total de 20 tablas en el tema (1 a modo de ejemplo, 1
como ejemplo/ejercicio resuelto, 1 ejercicio resuelto y 12 ejercicios propuestos) lo que
supone 25% de las tablas. El texto [T2] ofrece un tratamiento mas apropiado de la tabla
de doble entrada como se puede observar en el planteamiento de ejercicios, en la
descripcion de los procedimientos de las diferentes representaciones graficas (véase la

Seccion 3.7), o en el tratamiento de otros conceptos.

Distribucion bidimensional
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El texto [T1] define la distribucion bidimensional a través de ejemplos, sefialando
que es el “conjunto de pares de valores (x,,y,),(X,,¥,)..... (x,.y,)” (véase el ejemplo

presentado en la Seccion 3.9). Por el contrario, el texto [T2] realiza una definicién mas
completa, indicando que se refiere al “conjunto de todos los datos procedentes de la

observacion de una variable estadistica bidimensional” ([T2], p.216).

Frecuencia marginal

Sanchez Cobo (1998) indica que este concepto se asocia a la distribucion
bidimensional, aunque en nuestro analisis sOlo es tratado en el texto [T2] en la
construccion de la tabla de doble entrada, indicando que corresponde a la frecuencia

absoluta de las celdas de la tltima fila 6 columna de dicha tabla ([T2], p.217).

Distribucion marginal

El texto [T1] usa esta nocion sin una definicion previa, a modo de etiquetado en una
tabla de frecuencias, potenciando el conflicto semidtico que se destacara en la Seccion
3.9. Por su parte, el texto [T2] la define al margen y como complemento a la definicion
de frecuencia marginal del siguiente modo: “Cuando se estudian por separado las
variables unidimensionales X e Y que forman la variable bidimensional (X,Y), se habla
de distribuciones marginales.” ([T2], p. 217). Sanchez Cobo indica que este concepto se
asocia a la distribucion bidimensional para mostrar la forma en que se puede deducir

aquella, de variables estadisticas unidimensionales.

Dependencia funcional / aleatoria o estadistica/ independencia

De acuerdo a Sanchez Cobo (1998) este es un concepto fundamental, que permite
integrar la correlacion y regresion. Al contrario que en su estudio, los textos analizados
describen la relacion funcional, diferenciandola de la aleatoria o estadistica. En el texto
[T1], y a partir de un ejemplo, se asemeja la relacion funcional a la existencia de una

formula de calculo exacto de la variable dependiente y el caso contrario a la estadistica:

Si lanzamos una piedra hacia arriba, llegara tanto mas alto cuanto mas fuerte la lancemos. Y hay una
formula que nos permite calcular, exactamente, la altura alcanzada en funcién de la velocidad con
que se lanza. Es una relacion funcional.

Las personas, en general, pesan mas cuanto mas altas son. Pero no se podria dar una férmula que
permitiera obtener el peso de cualquier persona conociendo su estatura. La relacion entre las
variables estatura-peso es estadistica. Se dice que hay una correlacion entre ellas. ([T1], p.225).

En el texto [T2] se da una definicion mas formal (Figuras 3.4.2 y 3.4.3), haciéndose
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mencion explicita a la nocién de independencia de variables estadisticas (véase la

Seccion 3.9, donde se hace también referencia a la nocion incorreladas).

; Entre dos variables estadisticas existe dependencia funcional . Enire dos variables estadisticas existe dependencia estadistica

'@ si estdn relacionadas de forma que sea posible determinar con o correlacion cuando los valores que toma una de elias estdn

8 exactitud los valores que toma una de ellas a partir de los que 88 relacionados con los valores que toma [a otra, pero no de mane-
tona la otra. ra exacta.

Figura 3.4.2. Definicion de dependencia funcional y estadistica ([T2], p. 221)

Dos variables estadisticas son independientes si no puede es-
tablecerse ninguna relacion entre los valores que toma una de
ellas y los que toma la otra.

Figura 3.4.3. Definicion de independencia ([T2], p. 221)

Coeficiente de correlacion de Pearson

El texto [T1] emplea esta nocion sin definirla (generando el conflicto que se
destacara en la Seccion 3.9), no e specifica su origen y utiliza la denominacién
“coeficiente de correlacion” (Figura 3.6.1). En la Figura 3.4.4 se presenta el modo en
que el texto [T1] introduce el coeficiente de correlacion a través de su formula, a partir
la cual sera sencillo posteriormente razonar que el signo de la correlacion y la
covarianza son iguales, puesto que las desviaciones tipicas siempre tienen signo
positivo. El texto [T2] se detiene mas en precisar la diferencia de medir
cuantitativamente la correlacion entre dos variables estadisticas y el caso en que

unicamente se considere la correlacion lineal.

RECUERDA Correlacion
Lnlﬂelvsviuﬁim fipica de una variable x se El valor de la correlacion entre las dos variables de una distribucion
D e bidimensional viene dado por la expresidn:
Ex? 2 Ty a,, ¢sla covarianea

o=\ -k Sgland

n a.g, G_‘:. o, son las desviaciones tipicas de cada variable
Figura 3.4.4. Férmula del indice de correlacion, ([T1], p. 228)

Correlacion

Esta nocion se incluye en todos los textos del estudio de Sdnchez Cobo (1998), asi
como en los textos que hemos analizado. En nuestro analisis observamos que la
correlacion es utilizada como sindénimo de dependencia estadistica, sin diferenciar que
las variables sean o no numéricas. Sin embargo, desde el punto de vista matematico, se
precisa que el término “correlacion” se aplica solo a v ariables cuantitativas. Solo el
texto [T2] hace mencién a la correlacion espurea, a modo de anotacion al margen del

texto:

Se dice que existe correlacion espuria entre dos variables estadisticas cuando éstas aumentan o
disminuyen de manera conjunta sin que exista una relacion causa-efecto entre ellas. Por ejemplo, es
muy posible que exista una cierta correlacion entre el nimero de restaurantes de una ciudad y el
numero de profesores que trabajan en ella. Esto se debe a que ambas variables estan relacionadas
con el nimero total de habitantes de la ciudad. ([T2], p.221)
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Covarianza
La covarianza proporciona un p rimer coeficiente de asociacion para variables
cuantitativas y es presentado en los dos textos analizados de modo formal, al igual que

en la mayoria de textos del estudio de Sanchez Cobo (1998):

La covarianza es la media aritmética de los productos de las desviaciones de cada par de datos
respecto de sus medias ([T2], p.235)

Lx, 1)

Figura 3.4.5. Posicion relativa de los datos bidimensionales a las medias de cada variable
unidimensional que dividen el eje cartesiano en cuatro cuadrantes ([T1], p. 228)

Desde nuestro punto de vista, es necesario ofrecer al alumnado una formula clara,
ademds de exponer todas las expresiones equivalentes, al menos aquellas que se
pretendan utilizar a lo largo del texto (en la Seccion 3.9 se sefialard un conflicto
semiotico relacionado con este aspecto). Destacamos el tratamiento que el texto [T1]
ofrece a la construccion de esta nocion, mediante la division en cuatro cuadrantes de la
nube de puntos por las rectas correspondientes a las medias de cada variable (Figura
3.4.5), ya que permite al alumnado desarrollar una comprension mas significativa.
Recordemos que este es el modo en que se razona el signo de la correlacion y la

covarianza en la propuesta didactica de Holmes (2001) (véase Apéndice 2).

Regresion
Ademas de la definicion se introducen la recta y sus coeficientes. A diferencia de
los textos de Sanchez Cobo (1998), en el texto [T2] se define la nocion de regresion y se

precisa con ello la finalidad del estudio de la regresion lineal:

Al andlisis que pretende determinar la curva que mejor aproxima un diagrama de dispersion se le
llama regresion. En este libro estudiaremos el caso de la regresion lineal, es decir, la determinacion
de la recta que mejor aproxima una nube de puntos. ([T2], p. 226)

Recta de regresion. Sanchez Cobo (1998) indica que en su estudio, el apartado
sobre la regresion se conforma principalmente alrededor de la determinacion de las dos
rectas. En nuestro caso, los libros analizados describen la recta de regresion de una
manera practica, utilizando graficos en los que se representan conjuntos de datos

bivariantes, con ejemplos que muestran la distancia de los puntos de la nube a la recta
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(Figura 3.4.6) asi como la tendencia de la variacion conjunta. Se destaca la diferencia
entre el valor observado o dato real (ordenadas del punto) y el predicho o dato teérico
(punto sobre la recta). Se concluye mostrando la definicion de la recta de regresion de
modo formal, y su justificacion a través del método de los minimos cuadrados.
Coeficiente de regresion / pendiente de la recta de regresion. En los textos

analizados se presenta la definicion de la pendiente de la recta de regresion mediante su

O'Xy

férmula m,, = . En el caso del texto [T2] pasa muy desapercibida, como una

2

Oy

anotacion al margen con el fin de remarcar la propiedad de los productos de las
pendientes, pero en el texto [T1] si ocupa unl ugar relevante. Hacemos notar la
imprecision en dicha definicion, dado que si disponemos de dos rectas de regresion (Y
sobre X y X sobre Y) el texto define a la pendiente de la recta de regresion de X sobre Y
como coeficiente de regresion de X sobre Y mientras que no guarda el mismo cuidado a
la hora de definir la pendiente de la recta de regresion de Y sobre X denominéndolo tan
solo como coeficiente de regresion. En el estudio de Sanchez Cobo (1998) el coeficiente

de regresion solo se incluye en la cuarta parte de los libros analizados.

e La recta que hace minima ka suma }_-.ei?" LENe Por eCuacion:

D\u

" . S
A 3 PP x-X)
Se llama recta de regresidn de Y sobre X
| - o, :
T ' enadas A la pendiente, -ﬁ- . s la llama coeficiente de regresion.

Figura 3.4.6. Férmula de la recta de regresion de Y sobre X ([T1], p. 230)

Centro de gravedad de la distribucion bidimensional

La recta de regresion tiene la propiedad de pasar por el punto cuyas coordenadas
son las medias de las dos variables y que se es el centro de gravedad de la distribucion.
En los textos analizados esta nocidn aparece como anotacion al margen, y el texto [T2]

lo denomina punto medio de la distribucion. Sanchez Cobo no analiza este concepto.

Diagrama de barras tridimensional

El texto [T1] realiza una aproximacion aes te grafico desde un tratamiento
impreciso que se relatara en la Seccion 3.9. En el texto [T2] se define propiamente un
diagrama de barras tridimensional como un grafico tridimensional utilizado para
representar datos bidimensionales no agrupados en intervalos donde para cada dato se

levanta una barra de altura proporcional a su frecuencia absoluta (Figura 3.7.5). Sanchez
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Cobo (1998) no hace referencia a este diagrama.

Pictograma tridimensional
Solo el texto [T2] define este grafico, que no aparece en el estudio de Sanchez
Cobo (1998) y es tratado como una variante del diagrama de barras donde cada barra es

sustituida por dibujos que representen las variables de estudio (Figura 3.7.6).

Histograma tridimensional

Con esta nocion ocurre algo parecido que con el diagrama de barras tridimensional,
tampoco descrito por Sanchez Cobo (1998). El texto [T1] realiza una aproximacion a
esta nocion desde un tratamiento impreciso que se relatard en la Seccion 3.9. El texto
[T2] define propiamente un histograma tridimensional como un grafico tridimensional
utilizado para representar datos bidimensionales agrupados en intervalos donde para
cada par de intervalos de clase se levanta un prisma de volumen proporcional a su

frecuencia absoluta (Figura 3.7.7).

Nube de puntos / Diagrama de dispersion

La nube de puntos o diagrama de dispersion es la representacion grafica mas
utilizada en el desarrollo de los temas de los textos analizados, siendo la representacion
en coordenadas cartesianas de una variable estadistica bidimensional (Sanchez Cobo,
1998). El texto [T1] (p. 226) la introduce con ejemplos en que se distingue la intensidad
y la direccionalidad de la dependencia entre las variables y se define como el conjunto
de datos de una distribucion bidimensional representados en un e je cartesiano. Esta
definicion se completa al final del tema cuando se introduce la tabla de doble entrada,
donde se advierte que la frecuencia absoluta de cada dato no tiene que ser
necesariamente uno. Asi, la representacion de cada dato debe “hincharse”
proporcionalmente a su frecuencia absoluta (Figura 3.9.3). La definicion que ofrece el
texto [T2] es mas concisa dado que su construccion parte directamente de una tabla de
doble entrada en que las frecuencias absolutas de los datos no necesariamente son la
unidad. Sefialamos que en los textos analizados no se hace mencion a los diagramas de
burbuja por considerarse una extension de los diagramas de dispersion ([T1]) o bien
como diagrama de dispersion propiamente dicho ([T2]) (Figura 3.7.8).

En la Tabla 3.4.1 se presentan los conceptos incluidos en los libros analizados,

observandose unas definiciones mas precisas y completas en el texto [T2], mientras que
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el [T1] suele usar los conceptos a partir de ejemplos Se observa alguna confusion, que

se detallara en el andlisis de conflictos semidticos (Seccion 3.9).

Tabla 3.4.1. Conceptos de los libros analizados

Conceptos T1 T2
Variable estadistica Usa sin definicion previa Define desde el comienzo
bidimensional
Tabla de doble entrada Presencia anecddtica; uso preferente Mayoria de tablas de doble entrada

tabla dos columnas /filas
Distribucion bidimensional A través de ejemplos; posteriormente Definicidbn mas precisa
como conjunto de puntos

Frecuencia marginal A partir de un ejemplo No define
Distribucion marginal Usa sin definicion previa Complemento de la definicion de
frecuencia marginal
Dep. funcional / estadistica Mediante ejemplo Mas formal
/ independencia Define independencia
Correlacion Sinénimo de dependencia y mediante Define incorreladas
férmula Correlacion espurea
Coeficiente de correlacion Usa sin definir Diferencia la correlaciéon lineal
No especifica su origen Referencia al origen histdrico
Covarianza Formalmente Formalmente
Mediante division del plano en
cuadrantes
Regresion Recta de regresion mediante ejemplos Recta de regresion mediante formula
y formula. Se precisa la finalidad
Coeficiente de regresion mediante Coeficiente de regresion como
formula y de modo impreciso anotacion al margen.
Centro gravedad Anotacion al margen Anotacion al margen
Diagrama barras Definicién imprecisa Define correctamente
tridimensional
Pictograma tridimensional Variante del diagrama de barras
Histograma tridimensional Definicion imprecisa Define correctamente
Diagrama de dispersion A través de ejemplos; diferencia Maés concisa
intensidad y signo Incluye el diagrama de burbujas

Incluye el diagrama de burbujas

3.5. LENGUAJE
Otro elemento de significado que analizamos es el lenguaje. Los estudiantes se
deben familiarizar con ¢l dado que sirve para enunciar las definiciones y propiedades de

dicho objeto, asi como para representar los problemas y datos.

Términos

Encontramos una variedad de términos asociados a la correlacion y regresion, que
hemos dividido en dos grupos; por un lado los términos basicos que debe conocer el
alumno al iniciar el tema y por otro lado los términos especificos del tema. Ademas,
hemos considerado una clasificacion de términos coloquiales utilizados en los textos,
que aluden at érminos especificos y que se utilizan como sinénimos de aquellos.

Presentamos a continuacion los términos que hemos encontrado.
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Términos bésicos: amplitud de intervalo, angulo entre dos rectas, area de un
rectangulo, area de un punto, bisectriz de dos rectas, coordenadas de un punto, dato,
datos no a grupados, datos agrupados, desviacion tipica, distancia, distribucion,
ecuacion, ejes cartesianos, estimacion, fiabilidad, frecuencia, frecuencia absoluta,
individuo, intervalo de clase, marca de clase, maximo, media aritmética, método de
reduccién al absurdo, minimo, muestra, ordenada de un punto, ordenada en el origen,
parametro, pendiente de una recta, poblacion, prisma, probabilidad, proporcionalidad,
recta, rectas coincidentes, rectas perpendiculares, subindice, sumatorio, tabla de datos,
tabla de frecuencias, tendencia, valor absoluto, valor de la variable, variable estadistica,
variable cualitativa, variable cuantitativa, variable cuantitativa continua, variable
cuantitativa discreta, variable unidimensional, varianza, volumen.

Términos especificos: centro de gravedad/punto medio de la distribucion
bidimensional; coeficiente de correlacion de Pearson; coeficiente de regresion;
correlacion; correlacion espuria; correlacion curvilinea; correlacion fuerte, débil o nula;
correlacion lineal; correlacion perfecta; correlacion positiva o negativa; covarianza;
diagrama de dispersion; diagrama de barras tridimensional; distribucion bidimensional;
distribucion marginal; frecuencia marginal; histograma tridimensional; incorrelada;
independencia; método de minimos cuadrados; nube de puntos; pictograma
tridimensional; recta de regresion; recta de regresion de Y sobre X; recta de regresion de
X sobre Y; regresion; regresion lineal, relacion/dependencia  estadistica;
relacion/dependencia funcional; tabla de doble entrada; valor esperado/prediccion;
variacion conjunta; variable bidimensional.

Términos coloquiales con significado matematico. En la Tabla 3.5.1 se presentan

los utilizados en los textos, junto al término matematico al que hacen alusion.

Notacion simbdlica

Las notaciones simbolicas se utilizan para referirse a conceptos o propiedades. Tal
es su relevancia en la matematica, que el simbolismo permite una comunicacioén
comprimida entre individuos pudiendo trabajar a un alto nivel de complejidad dando
significado a los simbolos. En la Tabla 3 (Apéndice 3) exponemos la simbologia
utilizada en los libros analizados. Al igual que Ortiz (1999) hemos encontrado notacién

funcional y el uso de subindices y superindices, que con frecuencia son variables.

Tabla 3.5.1. Términos coloquiales con significado matematico en los textos
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Tl

Término coloquial

Término matematico al que alude

T2

Estatura normalita ([T1], p.225)

Grosso modo ([T1], p. 226 y p. 231)

Segun lo apretados que estén los puntos ([T1], p. 227)
Grado de "apretura" ([T1], p. 228)

A ojo ([T1], p. 230, p. 232, p. 238)

Rectas que "se acoplan bien" a la nube de punto ([T1],
p. 230)

La recta de regresion se amolda a la nube de puntos
([T11, p- 231)

Hinchar los puntos proporcionalmente a su frecuencia
([T1], p- 233)

"Buenas" estimaciones

Los puntos de la nube (...), estin completamente en
desorden. ([T2], p.222)

Estatura media
Relacion estadistica y correlacion
Dispersion

Por aproximacion o ajuste

Ajuste lineal a la nube de puntos casi
perfecto

Ajuste lineal a la nube de puntos

Representar circunferencias con didmetro
proporcional a la frecuencia
Estimaciones fiables

Estan muy dispersos, (o bien) se aprecia
gran dispersion en los puntos.

Expresiones algebraicas

En los textos analizados se incluyen numerosas expresiones algebraicas, es decir,
combinaciones de letras, nimeros y signos de operaciones que permiten traducir al
lenguaje matematico expresiones del lenguaje habitual. Las letras suelen representar
cantidades desconocidas, que pueden ser variables o incognitas. Son frecuentes para dar
la formula de la covarianza, los coeficientes de correlacion y regresion o la expresion de

la recta de regresion. En la Tabla 4 (Apéndice 3) presentamos las mas destacadas.

Representacion tabular

De acuerdo a Ortiz (1999), las tablas estadisticas se usan con frecuencia para
presentar a los alumnos datos empiricos. Ofrecen una estructuracion particular del
espacio, una estructura soporte de relaciones, presentando una parrilla no de nimeros en
si mismos, sino de las relaciones entre las diferentes entradas en la tabla. En los libros
analizados la representacion tabular mas utilizada es aquella en la que cada fila/columna
de la tabla representa los datos relativos a cada uno de los individuos de la muestra.
Ademas es comun, avanzado el tema, que se vayan afiadiendo columnas segun la

necesidad de los calculos (calculo de la covarianza, correlacion lineal, etc.).

En cuanto a las tablas de doble entrada, el [T1] hace una breve descripcion de qué
son al finalizar el tema (ver Figura 3.7.1), pero no hace una descripcion o de finicion
precisa y son pocas las actividades donde el alumno trate con tablas de doble entrada.
En concreto, dedica un ejercicio (resuelto) a estas tablas y propone dos ejercicios al

final del tema con la etiqueta “PARA PROFUNDIZAR”.

Representaciones gréficas
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La representacion grafica alcanza un estatus privilegiado en el estudio de las
nociones de correlacion y regresion. Tal es su importancia que el modo habitual de
definir la correlacion es mostrarla mediante un diagrama de dispersion y a partir de €l
exhibir sus propiedades (intensidad y signo) y el modo habitual de tratar la regresion es
mostrarla mediante el trazado de la recta que mejor se ajuste a dicha nube de puntos. Se
presentan a continuacion las diferentes representaciones graficas que hemos encontrado:

Diagramas de dispersion o nube de puntos. Este objeto matematico se defini6 en la
Seccion 3.4 y es la representacion mas comun, al permitir observar la intensidad de la
relacion (mayor o menor dispersion de la nube de puntos), si la relacion es o no lineal
(por medio de su tendencia) asi como el signo de la correlacion, en caso de relacion
lineal (ver Figuras 3.6.3 y 3.8.3).

Nube de puntos con recta de regresion afiadida: En general, los diagramas de
dispersion que se presentan vienen acompanados de la recta de regresion, reflejando la
tendencia de variacion conjunta de las variables que conforman la distribucion
bidimensional (ver Figura 3.8.5).

Otros: Con menor frecuencia se presentan diagramas de barras o histogramas

tridimensionales, o graficos de burbuja (ver Figura 3.7.4, 3.7.5 y 3.7.6).

3.6. PROPOSICIONES

Los libros suelen presentar proposiciones, que se refieren a atributos o
propiedades; son los enunciados que se realizan sobre un objeto matematico que
marcan las acciones que se realizan sobre ¢él. Regulan las relaciones de este objeto con
otros y con ello se produce un enriquecimiento en su significado (Godino, Font,

Contreras y Wilhelmi, 2006). A continuacion describimos las mas importantes:

Organizacion de datos en representacion tabular

La suma de las frecuencias absolutas de una columna es la frecuencia absoluta del
valor de X correspondiente a esa columna. Esta proposicion junto con su analoga en la
variable Y permiten al estudiante comprender los conceptos de frecuencia marginal y
distribucion marginal. Esta proposicion se presenta inicamente en el texto [T2] aunque
se utilice en el texto [T1] (ver Seccion 3.9).

Los extremos de cada intervalo de clase sélo pueden pertenecer a uno de ellos.
Esta proposicion se presenta Unicamente en el texto [T2] en el procedimiento de

agrupacion de datos en intervalos de clase (Figura 3.7.4).
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Distribucion bidimensional

El centro de gravedad no tiene por qué ser un punto de la distribucion. Esta
propiedad de la media aritmética (que no es una operacion interna en el conjunto de
datos), supone una dificultad para algunos estudiantes (Cobo, 2003) y se encuentra en

los libros analizados.

Correlacion

Signo y rango de variacion de la correlacion. Para poder usar correctamente el
coeficiente de correlacion, se requieren una serie de propiedades sefialadas en la
mayoria de manuales del estudio de Sanchez Cobo (1998). En nuestro estudio, por
medio de ejemplos, los dos textos exponen el hecho de que la relacion entre las
variables puede ser funcional o estadistica (“Entre los casos extremos de dependencia
funcional e independencia existe una amplia gama de situaciones en que se da
dependencia estadistica o correlacion” ([T2], p.222)); positiva o negativa, atendiendo a
si un a umento de una variable implica un m enor crecimiento de la otra variable
(correlacion negativa), y viceversa; asi como los casos de independencia y correlacion
perfecta (véase ademas la Seccion 3.9). En ambos textos se ofrece el rango de valores
de dicho coeficiente para una intensidad alta o baja de la correlacion, pero sélo el texto

[T1] ofrece una formalizacion (Figura 3.6.1).

El coeficiente de correlacion, r, ticne las siguientes propicdades

®m No ticne dimensiones. Es decir, no depende de las unidades en las
que se expresen los valores de las dos vanables. Por tanto, si se rea
liza un cambio de unidades, el valor de 7 no vara

®m El valor de r estl comprendido entre =1 v 1
* Si la correlacidon es perfecta (puntos de la nube alincados), enton

ces || 1, esdecir, r=1 0 r=-1

= Si la comelacion es fuene, |r] es proximo a |
* Si la correlacion s débil, | r] e prdxime a 0

Figura 3.6.1. Propiedades del coeficiente de correlacion ([T1], p. 228)

Intensidad de la correlacion. Se suele poner ejemplos donde se enfatiza el hecho de
que diversas variables pueden tener correlacion mas o menos fuerte, siendo anecdodtico
el texto [T1] cuando indica: “(...) Puede ser mas o menos fuerte segun lo apretados que
estén los puntos de la nube en torno a una recta” ([T1], p.227). Por el contrario el

tratamiento de esta propiedad es mas apropiado en el texto [T2] indicdndose:

Si tenemos en cuenta Unicamente el caso de la correlacion lineal, se suele considerar el llamado
coeficiente de Pearson.

Para llegar a la expresion de este coeficiente debemos definir antes un nuevo parametro estadistico,
llamado covarianza, ([T2], p.224).



LA CORRELACION Y REGRESION EN BACHILLERATO: ANALISIS DE DOS LIBROS DE TEXTO
MARIA MAGDALENA GEA SERRANO

Adimensionalidad del coeficiente de correlacion. Sanchez Cobo (1998) encontrd en
su investigacion, estudiantes que pensaban que al realizar un cambio de origen o escala
en las variables, el coeficiente de correlacion podria cambiar. Es importante resaltar la

adimensionalidad de este coeficiente (Figura 3.6.1) algo que sefiala sélo el texto [T1].

Regresion

La recta de regresion es aquella que hace minima la suma de los cuadrados de las
distancias de los puntos de la distribucion bidimensional. Una vez avanzado el tema, y
tras definir la covarianza y la correlacion, solemos encontrar la propiedad de que la
recta de regresion minimiza las distancias de dicha recta a la nube de puntos. En cierto
modo esta propiedad generaliza la equivalente de la media (la media es el valor que
minimiza la suma de distancias de los datos), puesto que, en realidad, para cada valor de
la variable independiente la recta de regresion proporciona el valor medio tedrico de los
valores de la variable dependiente. En ambos textos, y por medio del soporte grafico, se
relaciona la distancia de cada punto de la distribucion bidimensional a una recta
cualquiera (Figura 3.6.3), evidenciandose el interés de hacer minima esta distancia,
sefialando el criterio de minimos cuadrados.

Las estimaciones obtenidas con la recta de regresion son aproximaciones. Ello es
debido a que, al contrario del caso de la dependencia funcional, para cada valor de la
variable independiente, en la dependencia aleatoria corresponden varios valores de la
dependiente, y el valor proporcionado por la recta de regresion es el promedio de todos
ellos. Sefialamos la advertencia que al respecto realiza el texto [T1] donde se indica que:

Las estimaciones siempre se realizan aproximadamente y en términos de probabilidad: es probable

que si X = X, entonces y valga, aproximadamente, g/(xo) ([T1], P.230).

Las estimaciones llevadas a cabo con la recta de regresion solo deben hacerse
dentro del intervalo de valores utilizados o muy cerca de ellos. La aplicacion mas
directa de las nociones de correlacion y regresion es la prediccion de una variable
respecto de otra. En ambos textos se advierte la importancia de esta propiedad, pues los
estudiantes podrian tratar de usar la recta para extrapolar, lo cual noe s valido
matematicamente. El texto [T2] sefiala al respecto: “Las predicciones obtenidas para
valores proximos al punto medio de la distribucion son mas fiables que las obtenidas
para valores muy alejados” ([T2], p.227).

La estimacion de cada una de las variables se realiza con su correspondiente recta
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de regresion, es decir, las rectas no se obtienen despejando una de otra; aunque son
muchos los estudiantes que cometen este error. En ambos textos se incluye esta

advertencia (Figura 3.6.2).

ATENCION

La estimacién nyol se suele realizor,
como verds en la pégina siguiente, sobre
la ofra recta de regresién.

Figura 3.6.2. Advertencia sobre la existencia de dos rectas de regresion ([T1], p. 231)

Relaciones entre conceptos

Relacion entre el coeficiente de Pearson y la correlacion. Como se sefald en la
Seccion 3.4, el texto [T2] distingue las nociones de coeficiente de correlacion de
Pearson y correlacion. Anade a este tratamiento los enunciados de la Figura 3.6.3,

donde se ejemplifica tal relacion.

Srmalar 1, soielo | 2 50 <vre 1, ouisle come
wnn dapendancis Runcig- i T facidn  lineal posiths
nal antre X & ¥ Qus 88 '-.| ante X & ¥, etio Sl
presE Madiltle una .,,'q. Uil Cussl Tl paie
Bl 4 s b i )
i !' - e b r e
| f
v ¥
:.+'-I-r.|'| FsQ - !
P 8i =1 < re (1, xialy corre- L B Bl l;'m"llmulllhﬁ
T Iscion lingal mgativa i aal anere X'
-: i orire X @ ¥, e e [P Estz no emcleny Que 8niv
i _" bl cyudrdo mds pedo ! L = 5 [ELREEET AT O
| L Ty pEsl F e -] Ly g et g b e corme
|- mmasash = ENiE 1. I - T P
L X

Figura 3.6.3. Relacion entre el coeficiente de Pearson y la correlacion ([T2], p. 224)

Relacion entre signo de la correlacion y pendiente de la recta. Debido a su
expresion matematica, el coeficiente de correlacion tiene el mismo signo que los
coeficientes de regresion de las dos rectas. Ademas, intuitivamente es sencillo razonar
que si la relacion es directa (inversa), como se deduce del signo de la correlacion, la
recta ha de ser creciente (decreciente), por lo que su pendiente ha de ser positiva
(negativa).

El angulo formado por las rectas de regresion X sobre Y e Y sobre X informa sobre
la intensidad de la correlacion. Esta es una propiedad de interés porque relaciona
propiedades geométricas con la correlacion y regresion, ya que el coseno del angulo de
las dos rectas es el coeficiente de correlacion. Sdnchez Cobo (1998) indicd que los
estudiantes tienen dificultad para comprender esta propiedad. Es por medio de ejemplos
como el texto [T1] relaciona la posicion de las rectas de regresion en cuanto a la
amplitud del angulo que éstas forman y la intensidad de la correlacion (véase Figura
3.8.3). El texto [T2] no explicita tal relacion.

Relacion entre centro de gravedad y recta de regresion. En ambos textos se sefiala
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que el centro de gravedad de la distribucion es un punto de cada recta de regresion. Se
remarca la representacion de este punto en el diagrama de dispersion, y se evidencia que
el centro de gravedad es la interseccion de las dos rectas de regresion graficamente,
aunque no se llega a demostrar.

Relacion entre dispersion de la nube de puntos e intensidad de la correlacion.
Cuanto mayor es la dispersion menor es el valor del coeficiente de correlacion y
viceversa. Esta propiedad se incluye en el texto ([T1], p.226) mediante ejemplos.

Relacion entre dispersion en la nube de puntos, recta de regresion y covarianza.
Los libros analizados relacionan la dispersion de la nube de puntos y la covarianza
mediante el uso de un grafico auxiliar en que se representa el area de cada uno de los
rectangulos que se pueden formar para cualquier dato bidimensional (ver Figura 3.8.2)
haciéndose indicar que atendiendo a la posicion de cada dato bidimensional, el area
resultara positiva o negativa siendo cada uno de éstos valores un sumando de la férmula
de la covarianza. Continuando con la lectura del grafico, se indica que si los datos
bidimensionales se ajustan a una recta de pendiente positiva, los sumandos en la
formula de la covarianza corresponderan a célculos de areas positivas pertenecientes a

datos en el primer y tercer cuadrante (cuadrantes formados a partir de las rectas

perpendiculares X=X e y = 9) y por tanto la covarianza sera grande.

El producto de los dos coeficientes de regresion es r’. Este enunciado lo
encontramos en ambos textos y es demostrado mediante una igualdad algebraica.
Relacion entre las estimaciones realizadas mediante la recta de regresion y el
coeficiente de correlacion. En ambos textos se sefiala que las estimaciones que se
realicen con la recta de regresion seran mejores cuanto mayor sea el valor absoluto del
coeficiente de correlacion. A esta propiedad, el texto [T2] afiade la importancia del
tamafio de la muestra dado que: “La fiabilidad de una recta de regresién es mayor

cuanto mayor sea el nimero de datos considerados para calcularla.” ([T2], p.227).

En la Tabla 3.6.1 pr esentamos las proposiciones encontradas en los textos
analizados. Observamos en los dos textos gran cantidad de proposiciones y relaciones,
aunque el primer texto no incluye las relacionadas con el resumen de los datos. Las

propiedades presentadas en los dos textos son muy similares.
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Tabla 3.6.1. Proposiciones en los libros analizados

Conceptos

Propiedades/relaciones Tl

Organizacion de datos ~ Suma de frecuencias absolutas fila o columna y frecuencia

(tabular)

Distribucidon

bidimensional

Correlacion

Regresion

Relaciones

marginal.
Extremos de intervalo de clase.
Centro de gravedad puede no ser punto de la distribucion

Signo y rango de variacion.

Intensidad.

Adimensionalidad.

Recta minimos cuadrados.

Las estimaciones son aproximaciones.

Las estimaciones deben hacerse en el rango de la variable.
Las estimaciones deben hacerse proximas al punto medio.
Dos rectas diferentes.

Coeficiente de Pearson y correlacion.

Signo de correlacion y pendiente rectas.

Angulo de rectas e intensidad de correlacion.

Centro de gravedad y recta de regresion.

Dispersion de la nube e intensidad de la correlacion.
Dispersion, rectas y covarianza.

Producto de coeficientes de regresion

Estimaciones y coeficiente correlacion

Importancia del tamafio de la muestra.

HE KRR K X XXX} X

S e N S R I ]

Sin precisar

XK R KK

3.7. PROCEDIMIENTOS

También hemos analizado los procedimientos, es decir, el conjunto de algoritmos,

técnicas de calculo, planificaciones de ejecucion, etc., que se presentan en los textos y

facilitan la resolucién de los campos de problemas analizados (Seccioén 3.3) ya que es

habitual proporcionar al alumnado modos de actuar ante las situaciones-problemas que

se pueden

plantear. En los textos analizados encontramos los siguientes.

Representacion tabular de datos. Un primer paso en el estudio bidimensional seria

construir una representacion en la que se organicen los datos recogidos. El texto [T1]

plantea la ensefianza de la correlacion y regresion con el tratamiento de tablas en que las

variables se apilan en filas o columnas y se limita a describir la tabla de doble entrada,

propiamente dicha, al final del tema (Figura 3.7.1), Por el contrario, el texto [T2]

describe los pasos para construir una tabla de doble entrada, tanto para datos discretos

como continuos (Figura 3.7.2 y 3.7.3) y desarrolla el tema bajo su tratamiento.

ble, cuando el ndmero

=nte, enumerindo los

wio el namero de datos es grande,

T
...... Del mismo modo, en las distribuciones bidimensionales, cuando hay

1 i
EOE LR bR pocos pares de valores se procede como hemos hecho hasta ahora

enumerdandolos, Si algin par esti repetido, se pone dos veces

Pero cuando el nimero de daos es grande, se recurre a las tablas de
doble entrada

licnte al par de valores

iduos para los cuales

- x=0, ¥ Es decir, ol par 1) est

Figura 3.7.1. Representacion tabular de distribucion bidimensional ([T1], p. 233)
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Tablas de doble entrada para datos no agrupados e

Los datos obtenidos al estudiar las variables X = nimero de goles mar- [N IRGTXEGT]
cados e Y = nimero de goles recibidos, en 40 partidos jugados por el e 1o

on de la liga de fitbol sala, - 1
S it e ol o Fue profesor de la Universidad de X (o3} (2.4 [46) [58) [8 0] Tl Elaboramos a continuacion la tabla de doble entrada |
(5. 4), (4, 2), (6, 3), (4, 4), (3, 2), (6, 4), (3, 1), (4. 2), (4, 2), (6, 4, %mm dngideFands Gal: ¥ ' : W L 0 {tabla 3) siguiendo estos pasos: |
on oy
4,
(4.2). (5.3, 3 1, (2.2) (4, 3, (3. 1), (4. 2). 5,9, (5.3, (1. 2. 5oty ometacaninmstignaion %3 | 2 | 0 0 [ 0| 0| 2 — Consinimos una abla con tanias columnas comd]
(3. 3). (1, 1), (4, 2), (5. 3), (3. 2), (5. 3). (6. 4), (4, 2), (5, 3), (2. 1), scbra la aplicacion de los métodos Intervalos de clase hayamos lomado para X, y tanas |
(3. 2). (6. 4). (5, 3), (4, 2), (4, 2). (3, 3). (3, 1), (2, 2), (6, 4), (5, 3) Seadiiconan x> 2a a 10 08 filas como intervalos de clase hayamos lomado par |
Elaboramos Ia tabla de doble entrada (tabla 2) SIQUIENTO BSIOS PASOS: u yese ereocss ung do Ios s : ’“ ¥. En este caso, la tabla constard de 5 filas y 5
mportar G 4 1 ' columnas,

— Construimos una tabla con tantas columnas como valores tome X Sltion SR e 5 0 4 i g 4

y con tantas filas como valores tome Y en la distribucion. 6.8 A continuacion, anotamos, debajo de cada intervala,

. 1 s
Si observamos los datos, X toma los valores 1, 2, 3, x 7 e 4 3 ° N SITReTCN O o
U o e R o et o S T )

4,5y 6, e Ytoma los valores 1, 2, 3y 4. Eneste caso, _¥ (8, 18) Contamos los datos de la distribucidn cuyos valores

la tabla constara de 6 columnas y 4 filas. 1 1 * 4 o0 (@ s 9 0.].0 f0.f.2 | 8 s de Xe Y pertenezcan, respectivamente, a cada inter:
e lo considerade (frecuencia absoluta) y anotamos

Hallamos la frecuencia absoluta de cada par de o 2 a A6 o o 15 Total 3 5 ] 8 4 25 k7

valores de la variable (X, Y). Para ello contamos el b ol nimero oblenido en la casifla correspondiente.

numero de veces que se repite ese par de valores 3 o o 2 1 8 1 12 Whbel

en la distribucién y lo anotamos en la casilla corres-

pondiente 4 (I B 1@y s 7

Asi. por ejemplo, observa gue el par (5, 4) aparece una g g 3 9 12, 9 ] 40

sola vez; el (4, 2), diez veces; y el (6, 1), ninguna.
™ Tabia 2.

Figura 3.7.2. Construccion de tabla de doble entrada (datos agrupados/no agrupados) ([T2], pp. 217-218)

Como anexo a la representacion tabular, aunque tan solo aparece en el texto [T2],
encontramos el procedimiento para agrupar los datos de la distribucion en intervalos de

clase (Figura 3.7.3).

Intervales de clase pars la vartable X Tomamaos coma ongen del primer intervalo un valor infe-
Buscamos el valer miskima (X, v of minime (x)que 1Or al manor de los valores que toma la variable X en la
toma X an la distribucidn, y calculamos su diferencia distribucion, por ajemplo el 0, y escribimos, de menor 8

mayor, los intervalos de clase.

Deciimos el numero de inervalos de clase an gue [0, 2). [2. 4). [4, 6), [6, 8). [8, 10)

Sgruparemas los datos (58 sulen tomar oalre 5 ¥ 101 Opgarva que los extremos de cada intervalo s6l0 pue-
4 .
En osi0 casc tomaremos, por egemplo, 5 intervalos. den perten r & uno de slos.

9.9-05=04

Determinamaos ka amplitud de cada imenaio. Pars ello dai
oS U HISAERGEE Ky — K @0bre of nOmano de intena-  Calculamos el punto medio de cada intervalo de clase:
los de class y aproximamos o resullado por exceso:

T 1,.3,5.7.9

Erry Estos puntos son las marcas de clase.

Figura 3.7.3. Proceso de construccion de intervalos de clase para la variable X ([T2], p.218)

Representacion grafica de datos. Los graficos adquieren gran relevancia en la
ensefanza y aprendizaje de las nociones de correlacion y regresion. Se utilizan como
nociones en si mismas (Seccion 3.4) y como medio de expresion para informar sobre el
grado, sentido y tipo de la correlacion asi como para el ajuste lineal entre las variables
de estudio. En cuanto a su construccion, el texto [T1] describe brevemente como se
construye el diagrama de dispersion para datos de frecuencia uno, indicando que cada
dato se corresponde con las coordenadas de un punto en el eje cartesiano, y alude, al
final del tema al modo de representar un diagrama de dispersion para datos de
frecuencia distinta de uno (Figura 3.9.3). Presentamos a continuacion (Figuras 3.7.4,

3.7.5, 3.7.6) los procedimientos que presenta el texto [T2].

Diagramas de buerms Indimpnsisngley Fclramas

54 o0 LAArE DAE FROIRETSY Saiid 0 Mrapados en inferaaios. A
) O byl obaerva ko6 Dan0s qui M ML Py elibonsd ol

Etish ik i cormirapin i partr de bos agriris 56 Bl oty
i S oy eibud rgreirtaol e e arubies srluduci

Fataiia

dagrama o Damia emanionaied COMBIRORdents 3 koo dalod da la
Inbia 2 E) o' e o o b e e proporcioal B s conicien. ipre
. ok st peier LR B N POl i Seloriin da b rmalkiad

L fgurs grisecti Tos dalos de b Osribunon bidmensional | ¥ que
sty e APQAT B OO e viendal i siguler e varabis
X = comie e aiguier joia e I » umen o Sttd uadeachs e b
L]

Mastaemos o1 o e lon vECrDS QU pUede omar b vaatis Xy i
o gt 108 valores Que pueds Tomar i virabie ¥,

Sty Canda i b et (1. 7] G prade Nomar i variable backeman-

ol (X, V), evaraamon una bama 00 MR eTpORTendd B e -
Cuena absoluts

Figura 3.7.4. Construccion de un diagrama de barras tridimensional y pictograma ([T2], p.219)
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HE o

Se suslen utilizar para representar datos agrupados en infarvalos. A modo
de sjemplo, cbsana los pasos que hemos seguide para elaborar al histo-
grama tridimensional correspondiente a o6 datos de la tabla 3

— FReprosentamos unos ejes cartesianos an el espacio,

— Marcamos én un oje |08 segmenios representativos de los intenalos
de clase en que hemos agrupado los valores que toma la variable X
mante, efectuamos & mismo proceso en &l olro aje para la
wariable Y.
— Sobre cada uno do los rectdnguios determinados por un par oo inlar
vakos do clase, uno de Xy ofro de Y, v levantamos un prisma de volu-
man proporcional a la frecuencia absoluta de dicho par.

Nos diLonga” % Lsmrdscns

Figura 3.7.5. Construccion de un histograma tridimensional ([T2], p.219)
Diagramas de dispersiGn o nubes de puntos

Su_las variables X e Y son cuantitativas, cada valor de |a variable bidimensional (X, Y) s& comesponde ©on un par de
numeros. Asi, los datos de una distribucion bidimensional puaden reprasentarse an unos ejes cartesianos en o plana,

¥
¥

b i}

. « . ® o}

3 - i =

3 « = @ a4

[ e 2

[T e D Y D T R | S T B S

En el caso de datos no agrupados, suelen dibujarse
punios de drea proporcional a la frecuencia absoluta

En el caso de datos agrupados, se represantan en cada
casilla determinada por un par de intervalos de clase,

de cada par de valores que puede tomar la variable
bidimensional (X, ¥).

La grafica muestra el diagrama de dispersidn o nube
de puntos cormespondiente a los datos de la tabla 2.

uno de X y uno de ¥, tantos puntos como indique la
frecuencia de dicho par de intervalos.

La grifica muestra el diagrama de dispersidn o nube da
pumios cormespondiente a los datos de la tabla 3.

Figura 3.7.6. Construccion de una nube de puntos/diagrama de dispersion ([T2], p.220)

Uso de herramientas tecnoldgicas para el tratamiento de la correlaciéon vy
regresion. En los libros analizados se presentan los pasos necesarios para calcular
pardmetros estadisticos, el coeficiente de correlacion lineal y las rectas de regresion
mediante el uso de la calculadora. En la clasificacion de los campos de problemas de las
Tablas 3.3.1 y 3.3.2s e informa sobre la presencia de las actividades referidas
especificamente con el uso de la calculadora. En la Figura 3.7.7 se puede observar este

tratamiento en el calculo del coeficiente de correlacion lineal.

CON CALCULADORA
« Preparacion de la caloulaclora para tratanmicnto biclimensional — 8000 Lk
« Se borra todo lo que pueda haber en ka memoria de cileulos anterio
res — =y (x)

), B

« Introduccién de un punto (x,, ¥) = & LJ

Si dos o més puntos tienen la misma abscisa, se pucden introducir con

secutivamente sin volver a repetir la abscisa, Vedmoslo:
COGIDA DE RESULTADOS

INTRODUCCION [DE DATOS

3

=

3
i

DESVIACIONES
TIFICAS:

1<

30)
i

4
B

6L)

CONARIANA

COFFICIENTE I [
DE CORRELACION: r

Figura 3.7.7. Calculo del coeficiente de correlacion con calculadora ([T1], p. 229)

Ambos textos hacen alusion a la hoja de célculo, como herramienta para la
representacion gréfica, y el tratamiento de la distribucion bidimensional y las tablas de

doble entrada. Ademas, en el texto [T2] se ofrece un enlace a la aplicacion Descartes:
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http://descartes.cnice.mec.es/materiales_didacticos/Variables_estadisticas_bidimensiona
les regresion_correlacion/Indice.htm, (desarrollado por Leoncio Santos Cuervo para el
Ministerio de Educaciéon en el afo 2001), como unidad didactica con actividades y
aplicaciones interactivas.

Calculo de covarianza y /o correlacion. De modo informal se indica como puede
apreciarse la correlacion entre dos variables: “... la correlacion entre dos variables
(mas o menos fuerte, positiva 0 negativa) se aprecia mediante el grado de *““apretura”
de los puntos de la nube” ([T1], p.228). Aunque se utilizan mayoritariamente calculos
mediante férmulas. En ambos textos se presentan ejercicios resuelto como modelo de
resolucion, contemplando ademas el texto [T1] el uso de la calculadora.

Calculo analitico de la recta de regresion. El procedimiento de céalculo analitico
varia de un texto a otro. En el texto [T2] se utiliza mayoritariamente la sustitucion de la
pendiente y la ordenada en el origen en la expresion: y=A+B-x (Figura 3.7.8).

En el caso del texto [T1], se sustituyen los valores en la expresion de la recta punto-

o

Y=Y+ (x=X)
pendiente: Ox

En el ejemplo 2 ya calculamos los parametros x = §,833; ¥ = 4,833, 0, = 0,559, 6,= 1,069 y o, = 0,626. Asi pues,
sustituyendo en las expresiones de los coeficientes A y B se obliena |a recta de regresion de Y sobre X:

Iy 0,559 a 0.550
A=j-—LX=4833 6,833 =1491 B=—2% : _ 0.480 AT
oy (1069)° o2 (10697 y=1491+0,489%

Figura 3.7.8. Calculo de la recta de regresion de Y sobre X ([T1], p. 227)

Cabe hacer mencion al procedimiento que sugiere el texto [T1] para el célculo de la

recta de regresion de X sobre Y (Figura 3.7.9).

La ecuacidn de la recta de regresion de X sobre ¥ es
6'\

X=X+ ﬁ.f -7

O bien, despejando y

-5+ —(x-%)

G\l

a,
- ¥
El niimero o5z * llama coeficiente de regresion de X sobre ¥

Observa en la segunda ecuacion que este coeficiente no es Ia pen-
diente de la recta, sino su inversa,

Figura 3.7.9. Recta de regresion de X sobre Y ([T1], p. 232)

Resolucion de una tarea. Aunque no se trata propiamente de un procedimiento, en
el texto [T2] se resuelve una tarea en forma algoritmica, que hemos considerado de
interés incluirla como Apéndice 4 por el modo en que se asemeja a la resolucion de un
proyecto que incluye el tratamiento de la correlacion y regresion.

Estimacién/Prediccion a través de la recta de regresion. En ambos textos se indica

el procedimiento para realizar estimaciones (Figuras 3.7.10 y 3.7.11).
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@} Sustituyendo x = B en la recta de rogresstn da ¥ sobre X, oblenemos s = 1,491 + 0480 . O = 5 BED s =6

b} Sustiuyendo = 35 on la rectn dé regresidn do X sobro Y oblenemos £ = -0,081 + 1,427 . 3.5 = 4,994 =3

Figura 3.7.10. Prediccion de valores a partir de las correspondientes rectas de regresion ([T2], p. 227)

Estimamos y para x= 5% = 3(55) = 0,06 + 0,119 - 55 = 6,6

Estimaneas x para ¥ = 4 =% Xl4)=1(4 LU SV RN B 151

Figura 3.7.11. Prediccion de valores a partir de las correspondientes rectas de regresion ([T1], p. 231)

Tabla 3.7.1. Procedimientos en los libros analizados

Procedimientos T1 T2

Representacion tabular  Ejemplo Ejemplos, Datos agrupados y no agrupados

Representacion grafica  Diagrama de dispersion Diagrama de barras tridimensional
Histograma tridimensional Pictograma tridimensional

Histograma tridimensional
Diagrama de dispersion biy tridimensional

Herramientas Uso de calculadora en ejemplos  Procedimientos de calculo con calculadora.

tecnoldgicas o ¢jercicios resueltos. Hoja de Alusion a la hoja de calculo y unidad
calculo en un CD didactica en Internet.

Calculo covarianza y/o A mano y con calculadora A mano y con calculadora

correlacion

Célculo recta de Foérmula punto- pendiente Sustituyendo la pendiente y ordenada en el

regresion origen

Prediccion a través de  Sustituyendo en la Sustituyendo en la correspondiente recta

la recta de regresion correspondiente recta

Resolucion  de  un Planteamiento y resolucion de los pasos a

“mini” proyecto seguir en la resolucion de un proyecto sobre

correlacion y regresion.

En la Tabla 3.7.1 se presentan los procedimientos encontrados. Observamos que se
incluyen procedimientos relacionados con los diferentes conceptos y también el uso de

la tecnologia, e incluso en el texto [T2] un mini-proyecto.

3.8. ARGUMENTOS

Una caracteristica de los libros de texto, no s 6lo universitarios sino también de
bachillerato o secundaria, es la presencia de justificaciones, que se usan con fines de
verificacion, conviccidn, explicacion, sistematizacion, descubrimiento o ¢ omunicacion
(Sanchez Cobo, 1998). Los argumentos son utiles para validar y hacer comprensibles a
los estudiantes los procedimientos, propiedades, definiciones, asi como las
representaciones que se enlazan en la resolucidon de problemas sobre las nociones de
correlacion y regresion. En el trabajo de Sanchez Cobo (1998) se recogen en todos los
textos al igual que en nuestra revision, y a continuacion los presentamos.

Al. Justificacion con ejemplos o contraejemplos. Es frecuente encontrar ejemplos

acompafiados de argumentos que justifique su resultado y/o su aplicacion. Destacamos a
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continuacion algunos de éstos:

Al.1. Justificacion de la representacion del diagrama de dispersion. Tan soélo el
texto [T2] se refiere a la tipologia de la variable en cuanto al diagrama de dispersion e
indica que: “Si las variables X e Y son cuantitativas, cada valor de la variable
bidimensional (X,Y) se corresponde con un par de nameros. Asi, los datos de una
distribucion bidimensional pueden representarse en unos ejes cartesianos en el plano”
([T2], p.220) afiadiendo posteriormente un ejemplo (ver Figura 3.7.7).

Al.2. Justificacion de la relacion entre la pendiente de la recta de regresion y
signo del coeficiente de correlacion. Por lo general, este tipo de argumentaciones
aparecen en ejemplos o ejercicios resueltos (Figura 3.3.4).

Al.3. Justificacion de la relacion entre dispersion de los puntos e intensidad de la
correlacion. Por medio de ejemplos de soporte grafico se justifica que cuanto mas
juntos estan los puntos en la nube de puntos, més intensa es la correlacion en el ajuste
lineal ([T1], p.226). Senialamos al respecto un ejercicio resuelto del texto [T2] (Figura
3.8.1) donde se pide asignar los coeficientes de correlacion a las nubes de puntos
representadas. En dicha resolucion, cada una de las asignaciones implica el uso de estos

argumentos.

Ly il fud el B (e crwTYRTiey 5 Ol wfuh W GRS PLOYSH O puion 7 el por (el
A re0s . 1 cf v=0 o fw =&

Figura 3.8.1. Relacion entre la nube de puntos y el coeficiente de correlacion lineal ([T2], p. 229)

A2. Uso de propiedades de graficos auxiliares para apoyar una argumentacion
verbal o simbolica. También en el estudio de Sanchez Cobo (1998) se indica que los
gréaficos se utilizan con frecuencia como ejemplos en la argumentacién, mas que como
gjercicios de representacion de datos. Suelen emplearse para el desarrollo de
explicaciones y “demostraciones” relativas a la correlacion y regresion, como son:

A2.1. Uso de la division del plano en cuatro cuadrantes mostrando graficamente la
relacion entre el signo de la covarianza, la forma de la nube, asi como la dispersion de
los puntos respecto a la recta de regresion. El texto [T1] relacionan estos tres conceptos

por medio del soporte grafico de forma similar a la realizada en Holmes (2001):
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Figura 3.8.2. Relacion covarianza, nube de puntos y recta de regresion ([T1], p. 228)

A2.2. Justificacion gréfica de dependencia funcional o estadistica. En ambos textos
se utilizan representaciones graficas que facilitan la interpretacion de la dependencia

estadistica. El texto [T2] considera ademas la relacion curvilinea (Figura 3.8.3).

- . ®
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Figura 3.8.3. Interpretacion grafica de la relacion entre variables ([T2], p. 222)

A2.3. Justificacion gréafica de la intensidad, sentido y tipo de correlacion. En
ambos textos se utiliza una representacion grafica que facilite la interpretacion de la
intensidad y sentido de la correlacion entre variables destacando el texto [T2] ya que

ademas presenta la correlacion curvilinea (Figura 3.8.4).

La rube de puntos se disiribuye  La nube de punios S0 distnibuye on

en emo @ und Enaa recla BTG A Una curva no insal
Decimos que edste cormelackén  Decimos que oosie COMPElBcian
lingal aritre las vanables X o ¥ curvilines ontre s vakabes X o ¥

Figura 3.8.4. Tipo de correlacion entre variables ([T2], p. 223)

A2.4. Justificacion grafica del significado del angulo que forman las rectas de
regresion X sobre Y e Y sobre X. Destacamos el texto [T1] donde por medio del soporte
grafico se relaciona el significado de dicho angulo y su relacion con la intensidad del

coeficiente de correlacion (Figura 3.8.5).
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Posiciones de las dos rectas de regresion

» la comrelacidn es casi nula,

eclas forman un angulo moy

(PrOXumc a SN

m Si la correlacion es fueme, o Gngulo
que forman las dos recias s pegue

iy

Figura 3.8.5. Recta de regresion de X sobre Y ([T1], p. 232)

A3. Razonamientos verbales deductivos. Son la mayoria, como en el trabajo de
Sanchez Cobo (1998). Se trata, generalmente, de razonamientos no excesivamente
formalizados, que de forma deductiva justifican una propiedad. Se destacan:

A3.1. Justificacion de la intensidad de la correlacion. Se encuentran en el texto
[T2] vy se realizan desde el calculo del coeficiente de correlacion y en menor medida

con soporte grafico. En la Figura 3.8.6 mostramos un ejemplo, entre otros.

Figura 3.8.6. Justificacion e interpretacion del coeficiente de correlacion ([T2], p. 225)

A3.2. Justificacion de la distribucion marginal. Solo el texto [T2], y tras explicar la
construccion de una tabla de doble entrada (Seccion 3.7), concluye que en la Gltima fila
(o columna) se encuentran las frecuencias absolutas de la variable Y (o X).

A3.3. Justificacion de la prediccion mediante la recta de regresion. En el texto
[T2], y como motivacion al estudio de la regresion lineal, encontramos argumentos
como: “(...) es logico pensar que, si hay una curva en torno a la cual se agrupan los
puntos de un diagrama de dispersion, ésta ha de dar una aproximacién de los valores
reales (...)” ([T2], p. 226) (véase ademas Apéndice 4).

A3.4. Justificacion del uso del método de minimos cuadrados. En el texto [T2] se
menciona la necesidad de utilizar un método alejado del subjetivismo de un trazado por
ajuste manual. Se justifica asi la ventaja de su uso ([T2], p. 226).

A3.5. Justificacion de la relacion entre la intensidad de la correlacién y bondad de
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las estimaciones realizadas con la recta de regresion. En los textos analizados es
habitual justificar la bondad de las estimaciones recurriendo ala intensidad de la

correlacion entre las variables de estudio (Figura 3.8.7).

Las estimaciones son buenas porque la correlacion r= 09994 es muy
fuente. Ademis, x, =55 °C estd entre los valores manejados (entre 0 °C

¥ 75 °C) y lo mismo le ocurre a ¥, = 4 mm.
No seria buena la estimacién para x, = 100 °C, y mucho menos para
X, = 200 °C.

Figura 3.8.7. Justificacion de la estimacion ([T1], p.231)

A4. Demostracion por reduccion al absurdo. En el texto [T2] se plantean y

resuelven tareas aplicando el método de reduccion al absurdo (Figura 3.8.8).
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Figura 3.8.8. Resolucion de una tarea por el método de reduccion al absurdo. ([T2], p. 230)

En la Tabla 3.8.1 se presentan los argumentos encontrados, la mayoria de los cuales
se tratan de ejemplos y contraejemplos o bien graficos como soporte de argumentacion,
resultado también encontrado en otros trabajos sobre libros de texto, como los de
Alvarado (2007) sobre el teorema central del limite y Olivo (2008), sobre intervalos de
confianza. El texto [T2] incluye también argumentos deductivos e incluso presenta el
método de reduccion al absurdo a modo de procedimiento de un modo general. Es por

tanto mas formalizado en sus argumentos.

Tabla 3.8.1. Argumentos en los libros analizados

[y

Argumentos

Ejemplos/ contraejemplos  Relacion dispersion-intensidad.
Relacion pendiente-signo correlacion.
Representacion diagrama de dispersion.

Graficos auxiliares Covarianza-diagrama dispersion-recta.
Dependencia funcional o estadistica.
Intensidad y sentido de correlacion.
Angulo entre rectas de regresion.
Tipo de correlacion

Verbales deductivos Intensidad de correlacion y estimacion
Distribuciéon marginal.
Recta de regresion para la prediccion.
Uso del método de minimos cuadrados.
Intensidad de la correlacion.

Reduccion al absurdo Como método general

XX R XK X XH

PUPEPEX X XX X XX X




LA CORRELACION Y REGRESION EN BACHILLERATO: ANALISIS DE DOS LIBROS DE TEXTO
MARIA MAGDALENA GEA SERRANO

3.9. CONFLICTOS SEMIOTICOS

En el analisis realizado hemos encontrado asignaciones imprecisas de significado,
susceptibles de provocar en el alumno un conflicto semiotico si el profesor no esta
atento al uso que de ellas pueda llevarse a cabo. A continuacion presentamos algunos.

Confusion de un concepto con su representacion tabular y/o gréfica. El texto [T1]
plantea la definicion de una distribucion bidimensional en dos momentos diferentes. En
primer lugar se le atribuye el significado a través de una representacion grafica y tabular
(Figura 3.9.1), incitando al alumno a confundir su representacion (grafica o tabla) con el
propio objeto (distribucion). Mas adelante, se da una definicién verbal (Figura 3.9.2).

Desde nuestro punto de vista hubiese sido preferible completar la definicion inicial.

be un punto, B distribucidn’ poede

o mube de puntos.

Figura 3.9.1. ([T1], p. 226)

El conjunto de pares de valores (x. 1) (%, 3 )
mi distribucién bidimensional Si n:zur;p. etamos cada par de valo.
res como las coordenadas de un punto, el conjunto de todos el :
liama nube de puntos o diagrama de dispersicn

b ) se lla-

5 S

Figura 3.9.2. ([T1], p. 226)

Algo parecido ocurre con el uso de la nocion de distribucion marginal de X e,
donde se utiliza dicha nociéon como simple etiquetado de una tabla de frecuencias y a
diferencia del caso anterior ni se define dicha nocion ([T1], p.237).

Aplicar inapropiadamente las diferentes representaciones graficas. Histogramas y
diagramas de barras tridimensionales. El texto [T1] describe coémo representar
graficamente los datos de una tabla de doble entrada, pero no asigna un nombre que
permita identificar cada una de estas representaciones (Figura 3.9.3). Esto puede
confundir al alumno en el uso del histograma y del diagrama de barras tridimensional.
Suponemos que se estd graficando un histograma tridimensional, por la distancia que
deja entre las barras, pero la variable que se representa es cuantitativa discreta, y se
debiese haber dejado espacio entre €stas tal como corresponde a un diagrama de barras

tridimensional.
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La representacian grifica de estas distribuciones se hace

® ilincha los puntos proporcional

mente a su frecuencia

8 O bien levantando barras de alturas proporcio-
nales a las frecuencias de las correspondientes

casillas.

Figura 3.9.3. Representacion grafica de una distribucion bidimensional ([T1], p. 233)

Interpretacion demasiado generalizada del concepto de correlacion. En los textos
analizados se suele utilizar la nocidon de correlacion como sinénimo de relacion
estadistica entre variables (véase la Seccion 4.4). En realidad, este término sélo se aplica
a variables numéricas y el problema radica con el tratamiento de la correlacion lineal. El
texto [T1] no precisa la distincién entre correlacion y correlacion lineal y cuando las
variables no se encuentran relacionadas indica: “...1a nube de puntos es amorfa y no
sugiere ninguna recta: no hay correlacion entre las variables (se dice que son
incorreladas)”. Se deja a cargo del alumno, como algo transparente, la diferencia entre
dependencia lineal y correlacion significativa. Todo esto nos hace pensar que la
confusion no proviene de un tratamiento generalizado de la nocién de correlacion sino
mas bien de una falta de significacion de esta nocion.

Imprecision en la definicion de los términos correlacion y regresion. En la
introduccion al tema en el texto [T1] se presenta brevemente el estudio que motivo la
creacion de las nociones de correlacion y regresion debido a Galton. La cuestion es que
no se hace alusion alguna al término correlacion, generando pues una imprecision en el

tratamiento de estas nociones como exponemos a continuacion:

Segun Galton, la estatura de los hijos regresa hacia la media de la poblacion. De ahi el término
regresion, que, desde entonces, se utiliza para designar una relacion estadistica cualquiera. ([T1],
p.224)

Confusion en el tratamiento de la formula de la covarianza. Cuando se introduce la
covarianza de modo formal seria recomendable utilizar una formulacion clara, que si es
posible venga acompafiada de todas las expresiones equivalentes que se pretendan

utilizar en el texto. El texto [T2] utiliza la siguiente formulacion:

Z(Xi _;)'(yj —?)-nij ;Xi YNy

i,
GZJ

_ 3.y

acompanada, tanto al margen como en el texto y al inicio de la unidad, de unas
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anotaciones para hacerla mas entendible. El problema radica en el texto [T1] porque al
rehusar del formalismo del sumatorio, se potencia un conflicto en el alumno en cuanto
al tratamiento de la formula de la covarianza. Se presenta asi un problema resuelto

(Figura 3.9.4) donde la notacion no clarifica el procedimiento.

Figura 3.9.4. Calculo del coeficiente de correlacion lineal ([T2], p. 224)

No se precisa la diferencia entre las dos rectas de regresion en cuanto a su uso en
la estimacion. Es de destacar el riesgo que conlleva realizar estimaciones de las
variables de estudio mediante una misma recta de regresion. Destacamos el
planteamiento que se lleva a cabo en un ejercicio en el texto [T1] donde se estima un
valor de y mediante la recta de regresion de Y sobre X y un valor de X con la inversa de
dicha recta. Es cierto que se lleva a cabo bajo una correlacion casi perfecta (r = 0°9994)
y que se advierte que las estimaciones de la variable independiente se suelen realizar
sobre “la otra recta de regresion” ([T1], p. 231), pero pensamos que la ingenuidad del
alumno traspasa las fronteras de estas advertencias incurriendo en los errores detectados

en las investigaciones detalladas en el Capitulo 2.

3.10. CONCLUSIONES DEL ESTUDIO

En este capitulo se ha llevado a cabo un estudio detallado de la presentacion de la
correlacion y la regresion en dos libros de texto publicados el afio siguiente a la
publicacion del Real Decreto de Ensefianzas Minimas (MEC, 2007b), los dos dirigidos
a la modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales. Se parte de las premisas de que un
objeto matematico adquiere significado en el sujeto por medio de las practicas
significativas (operativas y discursivas) que realiza de modo activo y de que estas
practicas podrian estar relacionadas con las propuestas en los libros de texto. El marco
teorico EOS nos ha permitido describir la presentacion de estas nociones en los libros
de texto analizados de manera precisa utilizando para ello la clasificacion de elementos
basicos de significado (Apéndice 1). A continuacidn exponemos nuestras principales

conclusiones, todas ellas provisionales, y podrian interpretarse como hipdtesis para un
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futuro estudio ampliado ya que la muestra de textos analizados es muy pequefia.

— Se puede valorar en los libros analizados una alta idoneidad epistémica ya que se
incluyen los principales objetos matematicos ligados a la correlacion y regresion; por
ejemplo, todos los campos de problemas identificados en el Capitulo 1, los conceptos
fundamentales y una amplia lista de propiedades, procedimientos y argumentos.

— Los conceptos se suelen presentar de forma practica, tanto a partir de su formula,
como indicando su utilidad que se trataria de una definicién instrumento-relacional
segun Sanchez Cobo (1998), que en su estudio aparecia s6lo en una minoria de los
textos, por lo que pensamos que podria haberse dado una evolucién en el tipo de
definiciones presentadas en los ultimos afos.

— La presentacion de los temas de estadistica bidimensional en los libros de texto, en
que tratan la correlacion y regresion, ofrecen una vision sesgada de sus diferentes
representaciones tratando mayoritariamente el registro grafico. Respecto al cambio
de representacion, generalmente se pide al estudiante pasar de un listado a un grafico,
haciendo pocas actividades de traduccion de otros tipos de representaciones
consideradas por Sanchez Cobo (1998) o Lavalle y otros (2006).

— Hay una proporcion importante de ejercicios descontextualizados propuestos en los
libros de texto, que en unode los libros se acerca al 40%. Se ignora asi la
recomendacion desde la educacion estadistica de dotar de sentido a los contextos y
no presentar la estadistica como una coleccion de recetas o formulas de calculo.

— La presentacion de algunas propiedades (o la ausencia de dicha presentacion) podria
inducir conflictos semidticos en los estudiantes. Algunos ejemplos de los mismos
seria confundir un objeto con su representacion grafica, confusion entre diagrama de
barra e histograma, o el diagrama de dispersion y el grafico de burbujas,
generalizacion demasiado amplia del concepto de correlacion o no diferenciar
convenientemente las dos rectas de regresion.

— Hay una preferencia por argumentos informales, basados en el uso de ejemplos-
contracjemplos y leguaje grafico, igual que en otras investigaciones descritas

(Capitulo 2), lo que nos parece adecuado, dado el nivel de ensefianza.



CAPITULO 4.
CONCLUSIONES DEL ESTUDIO

4.1. INTRODUCCION
Como punto final de este trabajo, en este capitulo exponemos las conclusiones
sobre cada uno de los objetivos fijados en el Capitulo 1, y algunas ideas para continuar

nuestra investigacion y realizar la tesis doctoral.

4.2. CONCLUSIONES RESPECTO A LOS OBJETIVOS

En el primer capitulo de esta edicion se fijaron los objetivos pretendidos,
indicando también los capitulos en los que se trataba de lograrlos. A continuacion
incluimos de nuevo estos objetivos, para exponer las principales conclusiones

alcanzadas sobre cada uno de ellos.

- O1. Analizar los contenidos sobre correlacion y regresion desde el punto de vista
elemental y descriptivo para identificar los objetos matematicos especificos en los
que se enfocard la evaluacion del conocimiento matematico para la ensefianza de los
futuros profesores.

Puesto que nuestro marco tedrico reconoce la diferencia y mutua relacion entre los
significados personales e institucionales de los objetos matematicos, y la relatividad de
dichos significados a las instituciones de ensefianza (Godino y Batanero, 1994; Godino,
2003) una tarea inicial en la investigacion es fijar el significado institucional de
referencia. Por esto motivo se realizdé un analisis detallado de los diferentes tipos de
objetos matematicos que se consideran en este enfoque, ligados ala correlacion y
regresion.

La principal conclusion obtenida es que, incluso desde el punto de vista elemental
y descriptivo, el estudio de la correlaciéon y regresion es complejo, debido a la
diversidad de objetos matematicos involucrados, que, ademds estan interrelacionados
entre ellos y con muchos otros objetos estadisticos y matematicos. Por unlado, la
correlacion y regresion se apoyan en el conocimiento previo de muchos objetos, como
los de variable estadistica, frecuencias y sus tipos, medidas de posicion central y
dispersion y graficos estadisticos. Por otro servird de base al estudio futuro de una
amplia variedad de objetos estadisticos de amplia utilidad en la investigacion y la vida
profesional, entre los que destacan la correlacion multiple y no lineal, el analisis de
varianza y el andlisis multivariante. Estas conclusiones confirman el interés de un

estudio didactico del tema.

- 02. Analizar asimismo los contenidos curriculares del tema en el Bachillerato, que
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también se desarrolla en el Apéndice 1, donde ademas se extiende el analisis
curricular a los estdndares del NCTM y el proyecto GAISE.

Respecto a este objetivo, hemos podido observar la similitud de contenidos en los
curriculos espafioles, respecto alos americanos, concretizados en los estandares del
NCTM (2000) y el proyecto GAISE (Franklin et al., 2007). Sin embargo, en estos
ultimos el tema se inicia en la educacion secundaria, aunque en Espana se restringe al
Bachillerato. Ademas el analisis permitio delimitar la extension y nivel de profundidad

con que los objetos se presentan en el Bachillerato.

- 03. Profundizar en el marco tedrico que sera fundamento del trabajo de tesis futuro.
En el Apéndice 1 se realiza un resumen extenso de los principales documentos
producidos en el Enfoque Onto-semiotico.

El marco tedrico es potencialmente 1til para nuestro futuro trabajo, como ya se ha
empezado a mostrar en esta Memoria. Por ejemplo, la tipologia de objetos se ha usado
para analizar los libros de texto y podra ampliarse, considerando los procesos
matematicos, asi como sus facetas duales. Ello nos permitird profundizar en el analisis
de los libros de texto presentado en esta Memoria, asi como en el disefio de
instrumentos de evaluacién y en el analisis de respuestas con los mismos. Los
constructos “conflicto semiotico” e “idoneidad didactica” se han utilizado, aunque muy
someramente en la valoracion de los libros de texto. En el futuro el primero se utilizara
en la tesis para analizar las respuestas de los futuros profesores y el segundo, con mucho

mas detalle para analizar la idoneidad del cuestionario de evaluacion.

- O4.Realizar una revision bibliografica y clasificar la investigacion especifica
relacionada con el tema.

La principal conclusion obtenida de este estudio, que se recoge en el Capitulo 2,
es que apenas existen investigaciones centradas en el conocimiento de futuros
profesores sobre la correlacion y regresion (en ninguno de los componentes de dicho
conocimiento). Por ello pensamos enfocar la investigacion futura en este punto; en
particular analizando los componentes y facetas del conocimiento del profesor para
ensefiar el tema. Otras conclusiones se refieren a la diversidad de conflictos semioticos
ligados al tema y las variables didacticas de las posibles tareas en las situaciones-
problemas relacionadas que nos ayudaran a construir items para el cuestionario,

teniendo en cuenta estos resultados.

- O4. Realizar un andlisis del contenido que sobre correlacion y regresion se incluye
en dos libros de texto del Bachillerato de Ciencias Sociales.

Aunque muy limitado, debido al nimero de textos analizados, este estudio nos

permite av enturar algunas conjeturas, que deberan estudiarse en una muestra mas

amplia de libros. En primer lugar, al menos en los libros analizados, la presentacion del
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tema no es homogénea, por lo que, para el mismo curriculo, los estudiantes podrian
recibir una formacion diferente en funcion del texto utilizado.

Por otro lado, se han observados conflictos semiodticos en los libros, en relacion a
algunas propiedades y representaciones graficas, que podrian extenderse a otros textos.
Es también demasiado alto el porcentaje de ejercicios y problemas contextualizado, lo
que no f avorece la adquisiciéon de unr azonamiento estadistico completo en los
estudiantes, al suprimir la parte interpretativa, que es la mas importante en modelos de
razonamiento estadistico, como por ejemplo, los de Wild y Pfannkuch (1999). Todo

ello nos da criterio para la mejora de los libros de texto y de la ensefianza del tema.

4.3. LINEAS DE INVESTIGACION FUTURAS

Puesto que la principal carencia observada en los antecedentes del tema es la
relacionada con los conocimientos y formacion de profesores, nuestra intencion es
continuar la linea de investigacion emprendida con un estudio sobre los conocimientos
del profesor en relacion con la correlacion y regresion.

Mas concretamente, como este tema se incluye actualmente en el curriculo de
Bachillerato nos interesaremos por los diversos componentes del conocimiento
matematico de los futuros profesores de este nivel educativo para la ensefianza de la
correlacion y regresion. L a poblacion potencial seran los alumnos del Master de
Educacion Secundaria y Bachillerato, especialidad de Matematicas. Utilizaremos para
analizar y evaluar los componentes de dicho conocimiento, tanto el enfoque onto-
semiotico, y en particular, las categorias de componentes y facetas en el conocimiento
del profesor descrita por Godino (2009), como el modelo propuesto por Ball, Thames y
Phelps (2008).

El estudio realizado en esta Memoria proporciona las bases de dicho trabajo, en el
que realizaremos, en primer lugar un e studio tedrico sobre las componentes que
deseamos evaluar. Seguidamente construiremos un cuestionario valido y fiable que nos
permite obtener la informacion necesaria. Dicho cuestionario partira del significado de
referencia pretendido, delimitado a partir del estudio matematico, el estudio curricular y
de libros de texto y las investigaciones previas.

Las investigaciones analizadas en esta edicion proporcionan, asimismo, items que
podrian adaptarse para el futuro cuestionario, que estara basado en el conocimiento
matematico especializado y ampliado del contenido, asi como en el conocimiento del

contenido matematico y los estudiantes.
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APENDICE 1
MARCO TEORICO

Al.1. INTRODUCION
En este capitulo presentamos unresumen de algunos elementos del EOS, que
plantea la necesidad de reflexionar acerca de la naturaleza de los objetos matematicos.

Las principales caracteristicas que se atribuyen ala ciencia matematica, permiten

considerarla como:

1. Un quehacer humano, respuesta o solucion de cierta clase de situaciones
problematicas del mundo real, social o de la propia matematica y una entidad
cultural, en la que los objetos matematicos dan solucion a problemas compartidos en
el seno de instituciones especificas.

2. Un lenguaje simbolico con funcidon comunicativa e instrumental.

3. Un sistema conceptual logicamente organizado, donde cualquier conocimiento
establece una estructura propia y unas relaciones dindmicas con el resto de

estructuras conceptuales.

El hecho de considerar la actividad matemética como una actividad humana de
dominio personal mediada por el lenguaje en los procesos de comunicacion e
interpretacion desarrollada en una institucion genera el punto de partida para el EOS en
cuanto al interés por: equilibrar el dominio de lo personal y de lo institucional,
evidenciar el papel determinante de la situacion-problema a la que el alumno se
enfrenta, y precisar las nociones de practica y objeto, proponiendo con ello un uso mas

técnico, y sin ambigiiedades, de la nocion de significado de un objeto matematico.

Al.2. OBJETO MATEMATICO, PRACTICA Y SIGNIFICADO

Las nociones mas elementales desde las que se construye el EOS son las nociones
de objeto, significado sistémico de un objeto matematico y practica matematica. E1 EOS
supera la concepcidon simplista de que objeto matemadtico es sinénimo de concepto
matematico. Los problemas planteados, las notaciones utilizadas, los procedimientos
llevados a cabo, las proposiciones formuladas, o los argumentos utilizados, entre otros,
son entendidos como ‘“objetos matematicos” que intervienen en los procesos de

ensefanza y aprendizaje.
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La variedad de objetos matematicos que se ponen en juego en la ensehanza y
aprendizaje de las matematicas, emergen de la actividad matematica realizada y por ello
son nombrados y descritos mediante las practicas que le son asociadas (Godino y
Batanero, 1994). Se distinguen, dos tipos de practicas: personales e institucionales y la

nocion de préctica se describe como:

[...] toda actuacion o expresion (verbal, gréfica, etc.) realizada por alguien para resolver
problemas matematicos, comunicar a otros la solucién obtenida, validarla o generalizarla a otros
contextos y problemas. (Godino y Batanero, 1994, p. 334; Godino, 2003, pp.91-92).

Godino y Batanero (1994) indican que, asociado a un campo de problemas, existe
un sistema de practicas prototipicas que son determinadas por la institucion y se
caracterizan por ser: “invariantes operatorios puestos de manifiesto por las personas en
su actuacion ante situaciones problematicas.” (p.8), De este modo, entendemos por
practica institucional, al conjunto de practicas con rasgos particulares, “compartidas en
el seno de la institucion”, generalmente condicionadas por los instrumentos disponibles
en la misma, sus reglas y modos de funcionamiento y “consideradas como significativas
para resolver un campo de problemas™ (Godino y Batanero, 1994; Godino, Batanero y
Font, 2007). Por otra parte, las practicas que desempefia el sujeto para alcanzar la
solucion a la tarea propuesta, son denominadas practicas personales y se caracterizan
por permitir al alumno desempeiiar “una funcion para la consecucion del objetivo en los
procesos de resolucion de un problema, o bien para comunicar a otro la solucion,
validar la solucién y generalizarla a otros contextos y problemas.” (Godino y Batanero,
1994, p.9).

El EOS considera, como minimo, dos niveles de objetos que emergen de la
actividad matematica. En un primer nivel se puede observar que en cualquier practica
matematica intervienen objetos representados de forma textual, oral, grafica o incluso
gestual, En un s egundo nivel, tenemos una tipologia de objetos que emergen de los
distintos modos de ver, hablar, operar, etc. sobre los objetos del nivel anterior. Un
objeto matematico designa a todo lo que es indicado, sefialado o nombrado cuando se
construye, comunica o aprende matematicas (Godino, 2002). Estos pueden ser
ostensivos (simbolos, graficos, etc.) o no ostensivos (conceptos, proposiciones, etc.),
unitarios o s istémicos, etc. (Godino, Font, Contreras y Wilhelmi, 2006; Godino,
Batanero y Font, 2007) atendiendo a las facetas desde las que es considerado, por el
EOS, el conocimiento matematico (estas facetas son descritas en la Seccion A1.4).

En este segundo nivel, es relevante la nocion de funcion semiotica dado que la
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adquisicion del significado de un objeto matematico, se consigue de un modo operativo
por el uso o funcidon que de éste se realice. Cuando entre dos objetos se establece una
dependencia representacional o instrumental (dependencia entre un texto y sus
componentes y entre estos componentes entre si), donde uno de los objetos se pone en
lugar del otro obi en unoe s usado por otro, un objeto matematico adquiere
indistintamente el estatus de significante y significado en la tarea matematica y asi, el
significado logrado por el sujeto en la resolucion de la actividad propuesta posee un
caracter sistémico (Godino, Batanero y Font, 2007).

El alumno activa su propia trama o red/redes de funciones semidticas, pudiendo,
por una parte, reducir o aumentar la complejidad de dicha trama y por otra, facilitar la
realizacion de un modo efectivo la tarea propuesta (Godino y Batanero, 1994; Font,
Godino y D’Amore, 2007). Las practicas que desarrolla el alumno, serdn consideradas
correctas atendiendo al sistema de practicas prototipicas que le sea asociado al objeto

matematico. Como indican Godino y Batanero (1994, p.14):

La interseccion de estos dos sistemas de préacticas es lo que desde el punto de vista de la
institucion se consideran manifestaciones correctas, esto es, lo que la persona "conoce" o
"comprende” del objeto O desde el punto de vista de I. El resto de practicas personales serian
consideradas "erréneas", desde el punto de vista de la institucion.

Surge asi la nocion de conflicto semidtico para tratar cualquier “disparidad o
discordancia entre los significados atribuidos a una expresion por dos sujetos
(personas o instituciones) en interaccion comunicativa y pueden explicar las
dificultades y limitaciones de los aprendizajes y las ensefianzas implementadas”
(Godino, 2002, p.250).

El andlisis ontoldgico-semiotico que propone el EOS supone una indagacion
sistematica de los significados puestos en juego en la actividad matematica donde, sin
alejarse de la utilidad de los analisis de tipo macrodidactico, se concretan las
componentes de los sistemas de practicas para poder llevar a c abo un andlisis mas
preciso. Estos elementos basicos o primarios se denominan unidades semidticas y como

Godino indica:

[...] el andlisis se aplicard a un texto que registra la actividad matematica desarrollada por los
sujetos participantes. Llamaremos analisis ontoldgico-semidtico (o simplemente anélisis
semidtico) de un texto matematico a su descomposicion en unidades, la identificacion de las
entidades puestas en juego y las funciones semiéticas que se establecen entre los mismos por parte
de los distintos sujetos. (Godino, 2003, p.155).

Para delimitar los elementos de analisis de nuestra investigacion, se tiene en cuenta

cada una de estas componentes, identificando los momentos en que se ponen en juego.

3
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El investigador, dependiendo de la finalidad de su estudio, fijard el nivel de andlisis
necesario. Asi, cada unidad de andlisis puede ser agrupada constituyendo unidades
semioticas mas extensas o bien ser descompuesta en tantas subunidades como términos

y expresiones matematicas contenga.

El criterio para definir las unidades de analisis sera el cambio de significado, esto es, cuando se
cambia de problema a estudiar dentro del campo de problemas considerado, se pasa del
enunciado del problema al desarrollo de una técnica, el empleo de una notacién, al uso o
identificacion de una propiedad, o a la descripcidn, sistematizacién y validacion de las
soluciones(Godino, 2002, p.250).

Al1.3. COMPONENTES DE LOS SISTEMAS DE PRACTICAS

Como se indicod anteriormente, un objeto matematico cobra significado cuando se
enmarca en un conjunto de practicas significativas. Dada la complejidad de analizar el
proceso de significacion, el EOS ofrece una clasificacion de elementos basicos de
significado que permitird disefiar situaciones didacticas asi como evidenciar las
dificultades y errores que el alumno y son la situacién-problema, el lenguaje, los
conceptos o definiciones, las proposiciones, los procedimientos, y los argumentos.

La situacion-problema es vista como la tarea, ejercicio ¢ actividad planteada al
alumno y es parte integrante de su significado dado que los problemas o pr acticas
suelen estar agrupados en tipos o clases y “(...) el paso de un tipo puntual a otro mas
amplio es el determinante del progreso o avance del conocimiento matematico, tanto
individual como institucional” (Godino, 2003, p.109). Las situaciones-problemas deben,
por un lado ser representativas de las incluidas en el significado de referencia y, por otro
lado, permitir contextualizar los conocimientos pretendidos, ejercitarlos y aplicarlos a
situaciones relacionadas. (Godino, Font, Contreras y Wilhelmi, 2006).

Los elementos del lenguaje tales como términos, expresiones, notaciones,
graficos,... son vitales en nuestra practica matematica. En general, los elementos
lingtiisticos vienen dados en diversos registros (escrito, oral, gestual,...) y deben ser
muestra representativa de los identificados en el significado de referencia.

Los procedimientos son el conjunto de operaciones, algoritmos, técnicas de
calculo,... que permiten resolver la tarea propuesta y que llegan a automatizarse para
tipos especificos de problemas. En el proceso de estudio, todo procedimiento que el
alumno lleve a cabo en torno ala resolucion de las diferentes practicas planteadas,
enriquecera el significado del objeto matematico tratado.

Las definiciones, conceptos 0 nociones matematicas son evocados por el alumno
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cuando realiza cualquier accidon con objeto de resolver las cuestiones planteadas. Es
fundamental tener en cuenta los conceptos que permiten caracterizar el objeto de estudio
en el sistema de practicas planteadas, asi como conocer los nexos que el alumno
establece entre lo que conoce y el objeto matematico que se pretende ensenar.

Las proposiciones, atributos o propiedades son los enunciados que se realizan
sobre el objeto matematico que se trata. De algin modo, marcan las condiciones de
actuacion por parte del alumno ya que regulan las relaciones de este objeto con otros
objetos y con ello se producird un e nriquecimiento en el significado del objeto en
cuestion. Los argumentos son los enunciados emitidos para validar o e xplicar las

acciones llevadas a cabo.

Figura Al.1. Configuracion de objetos primarios (Godino y Batanero, 2009, p. 7)

Las relaciones o redes que se establecen entre los anteriores elementos dan lugar a
entidades mas complejas que el EOS denomina configuraciones, pues un obj eto
matematico no pue de ser entendido de modo aislado sino que adquiere sentido sélo
como parte de un sistema mas amplio. Dicha red de objetos intervinientes y emergentes
de los sistemas de practicas, junto con sus relaciones servird de apoyo para describir la
construccion del conocimiento matematico y su relatividad al contexto institucional en
que sea tratado (D’Amore y Godino, 2007; Font, Godino y D’Amore, 2007). En la
Figura Al.1 se muestra el entramado de entidades funcionales y relativas a los marcos
institucionales y contextos de uso que se manifiestan en el sistema de practicas

asociadas al objeto matematico emergente de ellas.

Al.4. FACETAS DUALES DEL CONOCIMIENTO MATEMATICO

Los anteriores objetos matematicos pueden ser vistos desde diferentes perspectivas.
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Las facetas duales desde las que puede ser interpretado el conocimiento matematico se
pueden clasificar en: institucional y personal, ostensiva y no os tensiva, extensiva e

intensiva, unitaria y sistémica y expresion y contenido

Al.4.1. FACETAINSTITUCIONAL Y PERSONAL

Dada la naturaleza sistémica del significado de un objeto matematico necesitamos
considerar la correspondencia que se establece entre el significado que la institucion
ostenta sobre dicho objeto y el significado personal que el alumno posee de éste. Un
ejemplo de ello lo encontramos cuando la institucion provee al alumno de reglas y
formulas para adquirir cierto conocimiento con la pretension de alcanzar en él una
comprension relacional adecuada y por sorpresa encontramos nuestro objetivo

malogrado. Como indica Estepa (1993),

A menos que se proporcione una instruccion adecuada, los estudiantes pueden creer que la
compresion instrumental de un concepto constituye la plena comprensién. (...) A no ser que una
variedad de problemas y ejemplos, extraidos de una variedad de contextos proporcionen una
intensa practica de Gtiles estructuras computacionales, parece improbable que se pueda adquirir
una comprension general de los conceptos. (Estepa, 1993, p.58)

Aceptando la dualidad personal e institucional del conocimiento, segin el EOS, la
comprension personal sera considerada como la apropiacion del significado
institucional del objeto matematico, emergente del sistema de practicas significativas
llevadas a cabo por el individuo. Sirva como ejemplo el hecho de que un profesor
cuando evaltia la comprension de sus alumnos en referencia a los conocimientos
transmitidos, éste debe relativizar su control al contenido que present6 a éstos. El EOS

establece la comprension de un objeto matematico como un proceso progresivo.

La comprension seria asi no un estado dicotémico (se comprende/ no se comprende), Sino un
proceso creciente y continuo que se desarrolla mediante actos de comprension” (Godino, 2003,
p.123). “La comprension alcanzada por un sujeto en un momento dado dificilmente sera total o
nula, sino que abarcara aspectos parciales de los diversos componentes y niveles de abstraccion
posibles. (Godino, 2003 p.132).

Segun centremos nuestra investigacion didactica en el alumno, en la institucion, o
bien en la interaccidon entre ambas, estamos considerando la doble faceta que desde una
dimension institucional y personal adquiere el conocimiento matematico. Si en
centramos nuestro interés en el alumno, hablaremos de los objetos personales
emergentes del sistema de practicas que ha llevado a cabo dicho alumno. Si por el
contrario centramos nuestro interés en los objetos institucionales (documentos

curriculares, libros de texto, explicacion del profesor, etc.) hablaremos de faceta
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institucional del conocimiento matematico. En esta dualidad, es importante tener
conciencia de los tipos de significado que podemos encontrar tanto en el significado

institucional como en el significado personal del objeto matematico (Figura A1.2.).

Figura A1.2. Significados institucionales y personales (Godino, Batanero y Font, 2007, p. 6)

En cuanto a los significados institucionales, podemos distinguir los significados
implementado, evaluado, pretendido y referencial. En el momento en que el profesor
planifica su proceso de instruccion, estd delimitando la implicacion que el objeto
matematico mantiene en la institucion. Para ello se vale de la fuente del saber cientifico
asi como de las diversas orientaciones curriculares disponibles, delimitando con ello las
practicas operativas y discursivas inherentes al objeto dentro de la institucion valedora
del saber. De este modo se genera el significado institucional de referencia del objeto

matematico tratado.

El estudio de los cambios que el significado institucional de referencia de los objetos matematicos
sufre para convertirse en significado a ensefiar, a través de distintas instituciones de ensefianza
(disefios curriculares, autores de textos,...) constituye lo que podriamos llamar dindmica de los
significados institucionales (transposicion didactica, ecologia conceptual) (Godino y Batanero,
1994, p.22).

Una vez establecido el significado de referencia del objeto matematico que se va a
tratar, el profesor disefiara el contenido que propondra a los estudiantes atendiendo a los
diversos factores del sistema educativo donde se desarrolla: temporalizacion,
conocimientos previos requeridos, etc. Con estos determinantes se concreta el
significado institucional pretendido del objeto tratado. El profesor basara en el
significado pretendido su practica docente, pero dada la interaccion profesor-alumno,
alumno-alumno y alumno-contexto, el proceso de instruccidon permite enriquecer o
empobrecer ¢l significado pretendido debiendo hablar pues de significado institucional

implementado. En base a ello, el profesor disefia de un modo objetivo la evaluacion del
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aprendizaje. Y por tanto, en esa coleccion de tareas, cuestiones o problemas, se refleja el
significado evaluado que intenta sea un fiel reflejo del significado implementado.

De igual modo, distinguimos tres tipos de significado que constituyen el significado
personal de un obj eto matematico, estos son: el significado global, el significado
declarado y el significado logrado. Con el significado global indicamos el conjunto de
sistema de practicas significativas que es capaz de desempefiar el alumno, relativas al
objeto matematico tratado. Con el significado declarado nos referimos a las practicas
que el alumno realiza en una determinada tarea propuesta y son manifestadas a
proposito de ser evaluadas por la institucion. Y finalmente, por significado personal
logrado, nos referimos al conjunto de practicas que el alumno manifiesta conforme a la
institucion. En un andlisis dirigido al estudio de los cambios producidos por el alumno
en cuanto a los significados personales, interesara tener en cuenta los significados
iniciales o previos de los estudiantes y los que finalmente alcancen. En el momento en
que el significado declarado no se ajuste al significado de referencia seran manifestados
los errores de aprendizaje, materia de interés didactico de nuestra investigacion.

Las relaciones dialécticas que surgen en el proceso de ensefianza y aprendizaje
constituyen el papel central (Figura Al.2) de la actividad matemadtica, propiciando el

ajuste entre los significados personales e institucionales.

Al.4.2. FACETA OSTENSIVAY NO OSTENSIVA

Todo objeto matematico tiene un modo de ser reconocido y diferenciado de entre el
resto, lo que requiere de una previa apropiacion de su significado. La faceta no
ostensiva de un objeto matematico es la idealizacion que el alumno realiza sobre dicho
objeto permitiendo con ello ser “capaz de pensar e imaginar uno de estos objetos sin
necesidad de mostrarlo externamente” (Godino, 2003, p.142,). El hecho de poder
nombrar, representar (mediante el lenguaje oral, escrito, grafico 6 simbdlico), e incluso
reconocer situaciones en que sea necesaria la aplicacion de un objeto, evidencian su
dimension ostensiva. Se entiende por ostensivo cualquier objeto que es publico y por
tanto es susceptible de ser mostrado.

El matiz que aporta el EOS en esta dimension ostensiva y no ostensiva de un objeto
matematico es que los objetos ostensivos también pueden funcionar como no ostensivos
en la medida en que estos son considerados y utilizados en el
pensamiento/razonamiento 6 i maginacion del alumno. Un ejemplo es considerar el

procedimiento algoritmico ostensivo de un célculo determinado (suma, resta,
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multiplicacion, division, etc.) de modo mental.

Al1.4.3. FACETA EXTENSIVAE INTENSIVA.

En el proceso de ensefianza y aprendizaje de cualquier objeto matematico, un
aspecto de gran interés es la generalizacion de dicho objeto. De este modo,
desarrollando procedimientos, estrategias y técnicas generales, conseguimos situar a
dicho objeto en un estatus de representante de una clase de objetos.

Evidenciar lo concreto y particular que acontece a un determinado objeto en una
situacion determinada y la abstraccion que conlleva su generalizacion ha de ser
reflejado como una dualidad extensiva e intensiva. Para cada uno de los elementos
primarios, permitira distinguir si el objeto interviene como caso particular o como una
clase mas general o abstracta de objetos. Por ejemplo, una recta de regresion lineal,

particular, y =3x-2 es un elemento extensivo, cuando la generalizamos a la ecuacion
general de la regresion: y =a-x+b, obtenemos la faceta intensiva. En relacion a esta

faceta del conocimiento matematico, Contreras y cols. (2005) presentan una revision de
diferentes investigaciones relacionadas con la complejidad semiotica asociada a la
funcion derivada donde, se detectan determinados fendmenos didacticos relacionados

con esta dualidad, ademas de sugerir las causas que los producen.

Al.4.4. FACETAUNITARIAY SISTEMICA

En la definicién de ciencia matematica, que obtenemos del diccionario de la Real
Academia Espafiola en su vigésima edicion se indica que la matematica es una ciencia
deductiva que estudia las propiedades de los entes abstractos, como numeros, figuras
geométricas o simbolos, y sus relaciones. En esta descripcion evidenciamos su caracter
relacional. Los objetos matemadticos, concebidos como elementos unitarios, son
unidades elementales y completas de significado para el sujeto que las utiliza como
herramientas para su trabajo matematico. Pero al establecer relaciones entre ellos,
ofrece un caracter sistémico a los objetos matematicos. Por ejemplo: en el estudio de la
adicion y sustraccion en los ultimos niveles de primaria, el sistema de numeracion
decimal (decenas, centenas, etc.) se considera como algo conocido y que se puede
utilizar y en consecuencia como entidades unitarias. Estos mismos objetos, en el primer

curso tienen que ser considerados de manera sistémica para su estudio.

9



10

APENDICE 1
MARCO TEORICO

Al.45. FACETA EXPRESION Y CONTENIDO

Dada la diversidad de objetos, asi como la dimension ostensiva y no ostensiva de
dichos objetos, es importante contemplar el proceso de semiosis que el alumno realiza
en el desarrollo de la actividad mateméatica como un a specto central de nuestra
investigacion. En este sentido, es de gran ayuda reconocer que existen diferentes
procesos semidticos que el alumno lleva a cabo en la resolucion de la tarea propuesta
segun el contexto ¢ situacion en que se encuentre. El analisis ontoldgico-semidtico
propuesto por el EOS ofrece un modelo capaz de reflejar, no solo las relaciones entre
objetos matematicos (funcion semiotica) y los procesos interpretativos llevados a cabo
por el alumno en el proceso de ensefianza y aprendizaje (Godino, 2003).

El EOS postula que, la expresion y el contenido pueden ser cualquier tipo de objeto,
filtrado por las dualidades que sean manifestadas, lo cual proporciona una mayor
capacidad analitica y explicativa. Ademas, el tipo de relacion expresion-contenido no se

2 e

limita a la acepcidn representacional; puede ser por ejemplo: “estd asociado con”, “es
parte de”, “es causa/razén de”, etc. (Font, Godino y D’ Amore, 2007).

Atendiendo a las relaciones de dependencia entre la expresion y el contenido se
pueden distinguir tres tipos de funciones semidticas: representacional, instrumental u
operatoria y estructural. Cuando un obj eto se pone en lugar de otro para un cierto
proposito hablamos de funcion semidtica representacional. Si un objeto utiliza a otro u
otros como instrumento hablamos de funcidon semidtica instrumental y si dos o mas
objetos componen un sistema del cual emergen nuevos objetos hablamos de funcion
semidtica estructural. (Godino, Font, Contreras y Wilhelmi, 2006; D’ Amore y Godino,
2007; Font, Godino y D’ Amore, 2007). En consecuencia, las funciones semioticas y la
ontologia matematica asociada, tienen en cuenta la naturaleza esencialmente relacional
de las Matematicas permitiendo formular en términos semidticos el conocimiento
matematico de un modo general y flexible ademas de explicar en términos de conflictos
semioticos las dificultades y los errores de los estudiantes (D’ Amore y Godino, 2007).

Para resumir, en la Figura A1.3 se muestran los objetos y facetas duales expuestas
anteriormente y se reflejan los procesos que tienen lugar en cada una de ellas. De la
emergencia de los objetos que configuran el sistema de practicas (lenguaje, situaciones-
problemas, definiciones, proposiciones, procedimientos y argumentos) surgen los
procesos de comunicacion, problematizacion, definicion, enunciacion, elaboracion de
procedimientos/algoritmizacion y  argumentacion.  Asimismo los  procesos

cognitivos/epistémicos implicitos en cada una de las facetas duales que han sido
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explicitadas anteriormente y son:

- Institucionalizacién — personalizacion (faceta institucional y personal);

- Generalizacidn — particularizacion (faceta extensiva e intensiva);

- Analisis/descomposicion — sintesis/reificacion (faceta unitaria y sistémica);

- Materializacién/concrecion — idealizacion/abstraccion (faceta ostensiva y no
ostensiva);

- Expresion/representacion — significacion (faceta expresion y contenido).

Figura A1.3. Configuracion de objetos y procesos (Godino, Batanero y Font, 2007, p. 10)

Al5. LAINSTRUCCION MATEMATICA

Dado que los significados institucionales implementados en el aula son el resultado
de diferentes interacciones dinamicas ocurridas entre el docente, el discente, el saber y
el medio, se evidencia la necesidad de tener en cuenta la instruccion. El significado
personal del alumno se encuentra influenciado por ésta, y es necesario disponer de
herramientas para realizar analisis descriptivos pormenorizados de los procesos de
instruccion matematica.

El EOS aborda el andlisis de los procesos de ensefianza y aprendizaje de las
matematicas con nuevas herramientas tedricas como configuracion didactica, trayectoria
didactica, e idoneidad didéctica, y analisis de la dimension instruccional de dichos
procesos. En el articulo presentado por Godino, Contreras y Font (2006), se muestra un

andlisis pormenorizado de algunas de estas nociones.
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Al1.5.1. LAS TRAYECTORIAS DIDACTICAS

En el EOS, se considera que un proceso de instrucciéon engloba diferentes
dimensiones interconectadas susceptibles de modelizarse mediante un pr oceso
estocastico dado que siempre existen elementos aleatorios que producen alteraciones en
el proceso de instruccién planeado, dado que es necesario continuamente adaptar la
ensefanza pretendida a las caracteristicas y requerimientos del medio y los alumnos.
Los estados de transicion o pa so son conectados mediante diferentes trayectorias
dependientes del tiempo. Esta modelizacion permite describir con detalle las

actuaciones que llevan a cabo el profesor y el alumno a lo largo del tiempo.

En cada realizacion de un proceso de instruccién matematica sobre un objeto matematico se
pondran en juego (...) una muestra de las funciones docentes y discentes. También se
seleccionaran unos recursos instruccionales especificos. Parece natural modelizar esta
distribucion temporal de funciones y componentes mediante procesos estocéstico, considerando
tales funciones o componentes como sus estados posibles. (Godino, Contreras y Font, 2006, p. 6).

Estas dimensiones interconectadas son de tipo epistémico (referente a los
significados institucionales), docente (referente a la funcién del profesor), discente
(referente a la funcion del/de los alumno/os), mediacional (referente a los recursos
materiales y temporales), cognitiva (referente a los significados personales) y emocional
(referida a los sentimientos y afectos presentes en el proceso de ensefianza y
aprendizaje) (Godino, Contreras y Font, 2006). A continuaciéon se describen estas

trayectorias.

Trayectoria epistémica

Seria la distribucién de la ensefianza a lo largo del tiempo dada la planificacion
establecida por el profesor seglin el significado implementado. Se trata de descomponer
en elementos basicos de significado la actividad matematica que se implemente en el
aula. De este modo, a lo largo del proceso de instruccidon, el alumno se situard en
distintos estados

Actuativo, cuando se aborda el desarrollo o estudio de una manera de resolver los

problemas,

Situacional, cuando se enuncia un ejemplar de cierto tipo de problemas),

Linguistico, cuando se introducen notaciones, representaciones graficas, etc.,

Conceptual, cuando se formulan o interpretan definiciones de los objetos puestos en

juego,

Proposicional, cuando se enuncian o interpretan propiedades, y
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- Argumentativo, cuando se justifican las acciones adoptadas o las propiedades

enunciadas).

Y todos ellos secuencialmente constituirdn el sistema de practicas asociado al
objeto matematico que se trate y constituyen lo que el EOS denomina “configuracion
epistémica”. La secuencia de todas las configuraciones epistémicas, que se van
agrupando y construyendo progresivamente, constituye finalmente el sistema de
practicas operativas y discursivas que fijan el significado institucional implementado
del objeto que se trate. El analisis epistémico propuesto trata de caracterizar de las
configuraciones epistémicas, su secuenciacion y articulacion. El andlisis de la
trayectoria epistémica de un proceso instruccional permitird caracterizar el significado
institucional implementado y su complejidad ontosemiotica. (Godino, Contreras y Font,

2006).

Trayectoria docente.

Distribucion o secuenciacion de las tareas docentes en el proceso de instruccion. Se
trata de analizar la gestion que del significado implementado ha realizado el profesor en
el proceso de instruccion. Disponer de la guia de actuacion que lleva a cabo el docente,
permitird considerar todos aquellos procesos que provocan un de sajuste entre el
significado institucional implementado y el significado personal del alumno (posibles
conflictos semioticos). En el momento en que las tareas secuenciadas por el profesor se
encuentren ajustadas a una situacion-problema, se constituye lo que el EOS denomina
“configuracion docente”. Como aproximacion a una categorizacion de las tareas o
funciones docentes se destacan:

- Planificacion, disefio del proceso de instruccion (trayectoria epistémica prevista),
seleccion de los contenidos y significados a estudiar (construccion del significado
pretendido);

- Motivacidn, creacion de un clima de respeto, afectividad y animar a la participacion a
los alumnos;

- Asignacion de tareas, gestion y control del proceso de ensefianza y aprendizaje,
adaptacion de tareas;

- Regulacioén, fijacion de normas o reglas, gestion de conocimientos previos necesarios
para la progresion del estudio, readaptacion de la planificacion prevista;

- Evaluacién, observacion y valoracion del estado de aprendizaje logrado en los

13
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diferentes momentos de evaluacion del proceso de ensefianza y aprendizaje;
- Investigacion, reflexiéon y andlisis del desarrollo del proceso de ensehanza y
aprendizaje abordado con objeto de introducir posibles mejoras para futuras

implementaciones.

Trayectoria discente

Distribucion de las acciones del alumno en el proceso de instruccion. Como
aproximacion a una categorizacion de las tareas o funciones discentes que desarrolla el
alumno dada la configuracion epistémica, se destacan:

- Aceptacion, adopcion de una actitud positiva al estudio, al compromiso educativo, a
la participacién y a la cooperacion con los demas;

- Exploracion, implicacion en la tarea propuesta, busqueda de conjeturas para su
resolucion;

- Recuerdo, compromiso de estudio y seguimiento de reglas (conceptos y
proposiciones) asi como manejar el significado de los elementos lingiiisticos en cada
situacion;

- Formulacioén de soluciones a las situaciones y tareas propuestas;

- Argumentacion y justificacion de conjeturas;

- Recepcion de informacion sobre modos de hacer, describir, nombrar, validar;

- Demanda de informacion, estados en que el alumno solicita al profesor o a otros
compafieros informacion referente a conocimientos tratados;

- Ejercitacion, implicacion y compromiso en la realizacion de tareas para dominar las
técnicas especificas manifestadas;

- Evaluacién, momento de evaluacion del alumno en que realiza alguna prueba.

En nuestra investigacion serd de vital importancia disponer del conjunto de
acciones desempefiadas por el alumno dada una configuracion epistémica determinada.
Con ello nos referimos a cualquier estado del alumno en el proceso de instruccion, y

que constituyen lo que el EOS denomina “configuracion discente”.

Trayectoria mediacional
Distribucion de los recursos o medios utilizados en el proceso de instruccion. Los
medios o recursos, bien sean para presentar el saber o bien como ayuda al estudio, debe

ser objeto de atencion en la practica y en la investigacion didactica. Es importante en
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nuestra investigacién, la nocidén de trayectoria mediacional dado que sirve de
herramienta para analizar los usos potenciales y efectivamente implementados de los
recursos instruccionales y sus consecuencias cognitivas. (Godino, Contreras y Font,

2006).

Trayectoria cognitiva

Distribucién temporal del proceso de formacion del significado personal de un
objeto matematico. Desde el enfoque ontoldgico-semiotico, el significado personal es
desarrollado por el alumno a partir del conjunto de practicas prototipicas realizadas por
¢l mismo segun las tareas propuestas en las situaciones-problemas presentadas por el
docente. Registrar la trayectoria cognitiva es laborioso dado que conlleva una
implicacion del investigador en revisar todo lo relativo al alumno (apuntes, cuaderno de
practicas, intervenciones orales en clase, pruebas de evaluacidn, entrevistas, etc.) en el
proceso de instruccion ademads se debe huir del cariz eminentemente subjetivo que esta
observacion ataiie.

En definitiva, serd la trayectoria cognitiva de los alumnos la que condicione el
significado implementado por el docente. Estar atento a la actitud y accion de los
alumnos, condicionara de algin modo el proceso de instruccion influyendo en primera

instancia en la trayectoria epistémica.

Trayectoria emocional

Distribucion temporal de los estados emocionales de cada alumno con relacion a los
objetos matemadticos segin el proceso de instruccion implementado. El interés del
alumno por el objeto de estudio, asi como su compromiso o rechazo hacia éste son,
entre otros, diferentes estados que condicionan el proceso de instruccion. En este
sentido, la nocién de devolucion propuesta en la Teoria de Situaciones Didacticas
responde a uno de los componentes principales de las trayectorias emocionales (Godino,
Contreras y Font, 2006), de este modo, el conocimiento es presentado al alumno que no

hara suyo lo mejor que pueda.

El objetivo principal de la ensefianza es el funcionamiento del conocimiento como una
produccion libre de los estudiantes dentro de su relacidon con un medio adidactico. (Brousseau,
1997, p. 229).

Como Ruiz Higueras senala:

El profesor debe imaginar y proponer a los alumnos situaciones matematicas que ellos puedan
vivir, que provoquen la emergencia de genuinos problemas matematicos y en las cuales el
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conocimiento en cuestién aparezca como una solucién optima a dichos problemas, con la
condicién adicional de que dicho conocimiento sea construible por los propios alumnos. La
gestion de una ensefianza de las matematicas que dé respuesta a este modelo de actividad
matematica queda bajo la responsabilidad del profesor [...] (Ruiz Higueras, 2005, p. 27).

Considerar en el proceso de ensefanza y aprendizaje la trayectoria emocional de los
alumnos resulta determinante, por ejemplo, en aquellas situaciones-problema en que
la/las tarea/tareas deban realizarse en grupo de estudiantes que posean necesidades
educativas especiales (algun tipo de discapacidad, alumnos inmigrantes, etc.). Es por

ello primordial provocar lo que Brousseau define con el concepto de devolucion:

Devolucion es el acto por el cual el profesor hace a los estudiantes aceptar la responsabilidad
de aprendizaje en una situacion (a-didactica) o en un problema, y acepta las consecuencias de
esta transferencia de responsabilidad (Brousseau, 1997, p.230).

Al1.5.2. CONFIGURACIONES DIDACTICAS

Una vez establecidas las trayectorias didacticas del proceso de instruccion, nuestro
objetivo de investigacioén sera identificar los posibles patrones que se presentan como
respuesta a un desajuste en la negociacion de los significados institucional y personal, lo
que denominamos conflicto semidtico. Los tipos de interacciones didacticas, los
factores condicionantes de su formacion, asi como la indagacion de sus consecuencias
en términos de aprendizaje matematico (Godino, Contreras y Font, 2006) conlleva a las
nociones de configuracion didactica e idoneidad.

La resolucion de una tarea en una determinada situacion-problema implica en el
docente, en el alumno, en los recursos didécticos y las propias situaciones, un conjunto
de estados interconectados (dados por las diferentes trayectorias) que, en su conjunto,
constituyen una unidad de andlisis del proceso de instruccidon. La secuencia de estos
estados constituye el entramado de relaciones que entre los objetos intervinientes y
emergentes de los sistemas de practicas se establecen. Estas configuraciones pueden ser
epistémicas (cuando las redes se establecen entre objetos institucionales) o cognitivas
(cuando las redes se establecen entre objetos personales).

Para ello, el EOS postula las diferentes facetas desde las que puede ser presentado
el conocimiento matematico atendiendo al juego del lenguaje en que se ve inmerso.
Estas facetas condicionan los sistemas de practicas, y presentan unas dualidades que se
complementan siendo de gran ayuda, manifestar su presencia en nuestro analisis
didéctico.

Una configuracion didactica lleva asociada una configuracién epistémica
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determinada por el saber de referencia y que se encuentra sujeta al cargo del profesor,
de los estudiantes o di stribuidas entre ambos. Por otro lado, y asociada au na
configuracion epistémica se encuentra la configuracion instruccional, constituida por la
red de objetos docentes, discentes y mediacionales que se presentan en la tarea y por
ultimo a una configuracion cognitiva, puesta de manifiesto por los objetos intervinientes
y emergentes de los sistemas de practicas personales en la implementacion de una
configuracion epistémica. (Godino, Batanero y Font, 2007).

El andlisis de las configuraciones didacticas efectivamente implementadas en un
proceso instruccional junto con las que potencialmente puedan disefiarse para su
implementacidn, se vera facilitado si disponemos de modelos tedricos que nos sirvan de
referencia. (Godino, Batanero y Font, 2007). Podemos distinguir, atendiendo a la accion
desempefiada por el alumno y el docente, cuatro tipos de configuraciones didacticas: la
configuracion dialdgica, la configuracion personal, la configuracion a-didéctica, y la
configuracion magistral.

En el EOS, se entiende por configuracion magistral, la accion desempenada por el
docente en el proceso de ensefianza y aprendizaje, a m odo de ejemplo, la manera
tradicional o clasica de ensefiar Matematicas basada en la presentacion discursiva del
significado de los objetos matematicos es una configuracion didactica magistral.

En caso de caer en el alumno la responsabilidad de realizar tareas que impliquen
explorar en la busqueda de la solucién formulando conjeturas e hipdtesis que puedan ser
validadas por la propia situacién-problema conlleva ah ablar de configuracién a-
didéctica.

En el momento de regulacion de los objetos emergentes que se hayan manifestado
por parte de los alumnos que resuelven la/s tarea/s propuesta/s, surge un e spacio de
dialogo contextualizado entre el docente y los alumnos (Godino, Contreras y Font,
2006). La negociacion de significados implica hablar de una de configuracion didactica
dialogica.

En caso de que la tarea sea realizada por el alumno sin que exista una interaccion
expresa del profesor, con el matiz de que el alumno se encuentre capacitado para
resolverla, hablamos de configuracion didéctica personal. En este tipo de configuracion

didactica, basicamente predomina el estudio personal (Godino, Contreras y Font, 2006).

A1.5.3. IDONEIDAD DIDACTICA

La caracterizacion de posibles trayectorias didacticas que optimicen el aprendizaje
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matematico seria de utilidad para abordar el reto de elaborar modelos prescriptivos
desde una epistemologia y axiologia determinada. Es muy util disponer de instrumentos
que aporten descriptores que guien la evaluaciéon de pertinencia de un proceso de
instruccion matematica determinado, asi como la elaboracion de curriculos y disefio de

investigaciones (Godino, Contreras y Font, 2006). Como Godino y cols. indican:

Se trata de una guia de orientacién para la mejora de los procesos de instruccion, no de un
criterio que produzca la frustracion del profesor «normal» al no poderlo alcanzar. Los criterios
de idoneidad son reglas de correccion Utiles en dos momentos de los procesos de estudio
matematicos. A priori, los criterios de idoneidad son principios que orientan «cdmo se deben
hacer las cosas». A posteriori, los criterios sirven para valorar el proceso de estudio
efectivamente implementado (Godino, Font, Wilhelmi y Castro, 2009, p.61).

Se distinguen los siguientes criterios de idoneidad:

- Idoneidad epistémica. Referida a la representatividad del significado institucional
implementado en relacion al significado de referencia. Supone la elaboracion de una
transposicion didactica capaz de acomodar por un lado el significado implementado
al pretendido y por otro el significado pretendido al de referencia.

- ldoneidad cognitiva. Referida a la relacion existente entre el saber personal del
alumno previo a la instruccion y el saber institucional pretendido/implementado. Es
decir, que exista el maximo ajuste entre el significado personal inicial del alumno y
el significado institucional implementado, teniendo en cuenta ademas las
restricciones cognitivas de los alumnos y los recursos disponibles (humanos,
materiales y temporales). Castro (2007) indica al respecto, que las tareas propuestas a
los nifios deben tener un grado de dificultad “asumible” permitiendo suponer un
pequefio “desafio”.

- Idoneidad ecoldgica. Referida a la adaptacion del objeto matematico de estudio en
cuanto al proyecto educativo, es decir, su adecuacion al proyecto educativo de
centro, a las directrices curriculares, a las condiciones del entorno social y cultural,
etc.

- ldoneidad mediacional. Disponibilidad y adecuacion de los recursos materiales y
temporales necesarios para el proceso de instruccion. A modo de ejemplo destacar
las situaciones de juego o de aprendizaje por proyectos donde se demanda gran
cantidad de tiempo dado que si untipo de actividad consume la mayor parte del

horario, es muy probable que otro tipo de actividad quede sin realizar (Castro, 2007).

- ldoneidad emocional. Referida a la predisposicion e implicacion del alumno ante la

actividad matematica a desarrollar. Esta idoneidad esta relacionada tanto con factores
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que dependen de la institucion como con factores que dependen bdsicamente del
alumno. Las matematicas producen ansiedad a muchos alumnos y es en este sentido
en que debemos tener en cuenta el autoconcepto del estudiante como matematico y
su confianza respecto a las matematicas. Una ayuda para potenciar la percepcion de
la utilidad de la matematica es enfatizar las conexiones de las matematicas con la
realidad y presentar los conocimientos dentro de contextos en que se les dé sentido
(Castro, 2007).

- ldoneidad interaccional. Referida al a interaccion del alumno a favor de su
autonomia en el aprendizaje. Un proceso de ensefianza-aprendizaje debe permitir
identificar los conflictos semidticos potenciales ademds de ser valedora de permitir
resolverlos durante el proceso de instruccion (Godino Batanero y Font, 2007). Como
Castro (2007) indica, es de interés disponer de situaciones de aula en las que el tipo
de interaccion permite elucidar conflictos, discutir dentro del grupo e incorporar
elementos en el proceso de estudio que permitan resolver los conflictos que aparecen.
Estos conflictos no so6lo surgen de la interaccion profesor-alumno, alumno-alumno,
sino que el propio material se puede prestar a dificultades segiin el modo en que
presente la informacion y las actividades (Castro, 2007)

Todas ellas conforman la nocion de idoneidad didactica, que es un i mportante
indicador de la adecuacion de la instruccion a desarrollar (a priori) o desarrollada (a
posteriori) en el proceso de ensefianza y aprendizaje. Este constructo, compuesto de seis
facetas o dimensiones, pretende abordar de modo integral la complejidad de factores
que intervienen en el disefio, desarrollo y evaluacion de cualquier proceso de estudio
matematico, dado que la idoneidad de una dimension no garantiza la idoneidad global
del proceso (Godino, Batanero y Font, 2007). No tiene un caracter normativo, sino
explicativo ya que aporta criterios de valoracion de la viabilidad y adecuacion de un
proyecto de ensefianza (Godino, Font, Contreras y Wilhelmi, 2006).

Merece especial interés destacar las idoneidades epistémica y cognitiva, dado que el
proceso de estudio gira en torno al desarrollo de unos conocimientos especificos por
parte del alumno. El acoplamiento progresivo de los significados personales e
institucionales y la apropiacion de éstos ultimos por los alumnos. Godino, Bencomo y
cols. (2006) nos presentan lis siguientes principios a destacar cuando buscamos un
juicio positivo sobre la idoneidad cognitiva de un proceso de estudio:

- Una evaluacion inicial de los significados personales de los estudiantes con el objeto

de comprobar que los significados pretendidos suponen un reto manejable
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- La existencia de adaptaciones curriculares que tengan en cuenta las diferencias
individuales entendidas no como “atencion a la diversidad” sino como consideracion
de la faceta institucional-personal.

- Los aprendizajes logrados estén lo mdas proximos posible a los significados

institucionales pretendidos/implementados.

La investigacion en Didactica de la Matematica aspira al a mejora del
funcionamiento de los procesos de estudio y para ello hay que estudiar a fondo el
proceso de ensehanza y aprendizaje, no limitdndose a describir lo que ocurre en la
actividad matematica. Incorporar una racionalidad axiologica que permita el analisis, la
critica, la justificacion de la eleccion de los medios y de los fines, etc. permitird valorar
los procesos de instruccion efectivamente implementados asi como guiar su mejora o
disefiar propuestas de actuacion. Disponer de criterios de idoneidad proporcionard un
marco tedrico de referencia para valorar cualquier proceso de estudio de las

matematicas en cualquier etapa educativa.

Al1.5.4. DIMENSION NORMATIVA

Como cualquier actividad social, la clase de matematicas se encuentra regulada, en
algunos aspectos de modo explicito y en otros de modo implicito, mediante normas. Las
configuraciones didacticas, articuladas por las trayectorias didacticas que se suceden, se
encuentran sujetas a unos patrones de interaccion o regularidades que se constituyen
con frecuencia de una manera implicita. (Godino, Contreras y Font, 2006).

La compleja trama de normas no solo regula la dimension epistémica de los
procesos de estudio (concrecion y directrices curriculares fijadas por decretos oficiales,
e incluso leyes organicas), sino que también regula otras dimensiones como la
cognitiva, afectiva, etc. “Las normas sociales en el seno de la clase son convenciones
que describen coOmo comunicarse unos con otros, asi como las obligaciones que
describen cémo reaccionar socialmente ante un error o una indicacion.” (D’Amore,
Font y Godino, 2007, p. 52). Como Godino, Font, Wilhelmi y Castro (2009) indican:

El profesor de matematicas tiene que tomar decisiones en su quehacer diario y para ello
necesita pautas de actuacion, algunas de las cuales vienen dadas desde instancias sociales,
académicas, 0 son generadas en su propia practica. Estas pautas se refieren a la planificacion
global de su trabajo, al desarrollo de unidades didacticas, o a los modos de interaccion con los
alumnos, el saber matematico y los recursos didacticos. (Godino, Font, Wilhelmi y Castro, 2009,
p. 72).
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La dimension normativa de los procesos de estudio en el EOS trata de describir con
precision el funcionamiento de los procesos cognitivos e instruccionales segin las
distintas normas a que se encuentran sujetos con objeto de su mejora, pues dichas
normas son un factor explicativo importante de los fendémenos didacticos (Godino,
Batanero y Font, 2007). En consecuencia la “Identificacion del sistema de normas y
metanormas‘ tratando de identificar conexiones y complementariedades, asi como el
reconocimiento de aquellas que faciliten los procesos de ensefianza y aprendizaje de las
matematicas (Godino, Font, Wilhelmi, Castro, 2009); permitira alcanzar el cuarto nivel
de analisis considerado por el EOS.

Dicho estudio constituye una linea de investigacion de creciente desarrollo en
Didactica de la Matematica pues muchos problemas y dificultades que se presentan en
los procesos de instruccion tienen que ver con la complejidad de normas del aula y la
diversidad de interpretaciones y valoraciones de éstas (Godino, Font, Wilhelmi, Castro,
2009).

Las normas que regulan los procesos de ensefianza y aprendizaje pueden ser
clasificadas atendiendo a diferentes criterios, algunos de los cudles se representan en la
Figura Al.4. Si se clasifican atendiendo alos grados de coercion o rigidez se
distinguiran segin sean verdades firmes e invariables, convenciones de cumplimiento
obligatorio, etc., y todas ellas marcadas por su caracter social o disciplinar, determinado
por la institucion en que se plantean. Teniendo en cuenta el origen de las normas, se
distinguiran atendiendo a si éstas provienen de la administracion educativa, la sociedad,
la escuela, el aula o la propia disciplina. Si se considera el momento o fase del proceso
de ensefianza y aprendizaje en que se manifiestan, se pueden distinguir las normas que
se desarrollan en el disefio curricular, en la planificacion de la ensefianza, en su

implementacién o bien en la evaluacion de la ensefianza y el aprendizaje.

Figura A1.4.Tipos de normas (Godino, Batanero y Font, 2007, p. 14)
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Por ultimo, las normas que regulan los procesos de estudio matematicos se pueden

categorizar segun la faceta del proceso de estudio a que se refieren, es decir, se

distingue entre:

Normas epistémicas, que rigen las matematicas susceptibles de ser ensefiadas y
aprendidas en una institucion. Regulan los contenidos matematicos, el tipo de
situaciones adecuadas para el aprendizaje y las representaciones que se utilizan para
los distintos contenidos. Son componentes de las configuraciones epistémicas e
informan de las condiciones epistémicas de la actividad matematica.

Normas cognitivas, que rigen la manera en que los alumnos construyen y comunican
las nociones, procesos y significados matematicos. A través del conjunto de practicas
propuestas en las situaciones-problemas planteadas, se pretende conseguir que los
alumnos aprendan y que la institucion se comprometa para que ello sea posible. En
este sentido surgen normas personales (o cognitivas) que regulan el comportamiento
matematico del alumno y pueden concordar o no con las normas epistémicas a que se
hacen corresponder. La configuracién cognitiva nos permite describir la estructura de
los objetos que han posibilitado la practica matematica realizada por el alumno.
Indica el grado de apropiacion epistémica del alumno en cuanto al significado
institucional implementado. (Godino, Font, Wilhelmi, Castro, 2009)

Normas interaccionales, que rigen las interacciones docente-discente y discente-
discente. Las interacciones entre los alumnos que intervienen en el proceso de
ensefanza y aprendizaje se encuentran sujetas a normas y pautas de actuacion. Por
una parte, el contexto del propio sistema didactico genera patrones de actuacion
(clase de practicas, sesion de tutoria, etc.) pero por otra y no menos importante, se
generan en el aula procesos sociales de tipo dialdgico y de trabajo cooperativo que
tendran una mayor idoneidad interaccional para un a prendizaje auténomo del
alumno. Estos indicadores pueden permitir al profesor valorar la relacion de los
estudiantes con los objetos matematicos y ayudarle a determinar la intervencion mas
adecuada segln la situacién-problema planteada.

Normas mediacionales, que rigen el uso de los recursos humanos, materiales y
temporales. El aula, los espacios fisicos, la pizarra (tradicional, digital interactiva...),
el retroproyector, los materiales manipulativos, el ordenador, calculadora, etc., estdn
sujetos anormas ¢ reglas especificas que deben ser conocidas. Son ejemplos la
duracion de la tarea, el uso de determinados recursos y espacios, etc. Por ejemplo,

podemos destacar la importancia que en el aprendizaje ciertos conceptos geométricos
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y métricos requieren para su adecuado desarrollo de un macroespacio, aunque su uso
en ciertos centros se encuentra suponiendo una limitacion en el aprendizaje.

- Normas afectivas Con ellas nos referimos a la motivacion, a la actitud positiva de
los estudiantes, la autoestima y a la “obligacion” que tantas veces se ha atribuido al
profesorado de transmitirlas a sus alumnos. Como primer nivel normativo
encontramos la eleccion de las tarcas a desarrollar, el modelo de instruccion a
implementar, asi como las configuraciones y trayectorias didacticas que se
organizan y gestionan. De algiin modo, el profesor debe buscar situaciones ricas y
cercanas a la experiencia personal de los alumnos donde se creen condiciones para
que el alumno acepte la responsabilidad de resolver los problemas. En un segundo
nivel encontramos el régimen interno de centro donde puede desmotivar a los
alumnos la rigidez o condescendencia de la aplicacion de sus normativas. Y en un
nivel mas general, la sociedad y la propia administracion educativa, que dota de
espacios y medios materiales e incluso de ayudas al estudio. Es de destacar la
apreciacion que Godino, Font, Wilhelmi, Castro, (2009) realizan sobre la

responsabilidad y compromiso de los alumnos indicando que:

La educacion emocional, es algo que siempre viene de fuera del individuo, que el alumno no
tiene que ser “mimado”, protegido, estimulado por el profesor, los compafieros, la escuela, la
sociedad (...) ya que el propio alumno debe aceptar y asumir su propia responsabilidad y
compromiso ético con el estudio. (Godino, Font, Wilhelmi, Castro, 2009, p.69)

- Normas ecologicas, que rigen la relacion con el entorno institucional (social,
politico y econdomico) en que se desarrolla el proceso de instruccion. Es decir, las
relaciones de la escuela con la sociedad a cuyo servicio se constituye. Las normas
ecologicas tienen que ver con los contenidos que se van a ensefiar, el cumplimiento
de la programacion, la obligacion de asegurar unni vel de conocimiento y la
obligacion de informar de ¢l a la sociedad, la incorporacion de las nuevas

tecnologias.

Como senalan Godino, Batanero y Font (2007), la identificacion de las diferentes
facetas de la dimension normativa (epistémica, cognitiva, interaccional, mediacional,
afectiva y ecoldgica) permite valorar la pertinencia de las intervenciones del profesor y
los alumnos; asimismo sugerir cambios en los tipos de normas que refuercen el
funcionamiento y control de los sistemas didacticos. Pensemos ademas que, la
dimension normativa se ve influenciada por los criterios de idoneidad implicados y que

un cambio en estos implica una reestructuracion de aquellos (Godino, Font, Wilhelmi,
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Castro, 2009). La distincion entre norma y metanorma no serd abordada en el presente
trabajo, dada su ausencia de aplicabilidad en nuestra investigacion. Un trabajo extenso

donde se aborda esta distincion se encuentra en D’ Amore, Font y Godino (2007).

A1.6. ANALISISY REFLEXION GUIADA DE LA PRACTICA DOCENTE

Como se expuso en la seccion anterior, el andlisis de la idoneidad didactica de cada
uno de los factores que intervienen en el proceso de ensefianza y aprendizaje de las
matematicas permitird valorar el proceso de instruccion efectivamente implementado asi
como guiar su posible mejora. Como complemento, el EOS ofrece un modelo de
analisis del conocimiento didactico-matematico del profesor, como una herramienta de
gran utilidad para el anélisis de su propia practica docente.

Obvio es, que el conocimiento disciplinar del profesor no es por si s6lo valedor de
su ensefianza. El hecho de que la practica docente se lleve a cabo en el seno de una
institucion escolar segun una realidad cultural, hace que la investigacion en didactica de
la matematica deba considerar las aportaciones de diversas disciplinas como la
pedagogia, la psicologia, la antropologia, sociologia o filosofia, epistemologia 6 la
semidtica.

Entre las tareas de disefio e implementacién de los procesos de instruccion y la
evaluacion del proceso de aprendizaje de los alumnos alos que se dirige el esfuerzo
educativo, se encuentra la valoracién de la propia practica docente. Para ello, seran
utiles cada uno de los niveles de analisis y estudio de los procesos de ensefianza y
aprendizaje de las matematicas propuestos por el EOS (Godino, Font y Wilhelmi,
2008), permitiendo al profesor tomar decisiones fundamentales sobre coémo realizar de
un modo efectivo su labor profesional.

El analisis de las tareas sobre las que se organizan las configuraciones didacticas, es
un paso previo a la elaboracion de instrumentos de evaluacion del aprendizaje. En
consecuencia, los profesores (y profesores en formacion) deben poseer un “desarrollo
de competencias instrumentales especificas que les permitan realizar los tipos de
analisis” (Godino, Font y Wilhelmi, 2008, p. 16) que sean necesarios en cada momento.
A este aspecto, Godino, Rivas, Castro y Konic (2008) presentan un esquema de
clasificacion de las competencias especificas para la formacion didéctica de los
profesores segun el EOS.

Analizar el conocimiento matematico del profesor es un punto clave para el proceso

de ensefianza y aprendizaje dado que su concepcion sobre la adquisicion del
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conocimiento motivara la adecuacion de la actividad matematica a la de resolucion de
problemas en el aprendizaje. En este sentido, Godino, Rivas, Castro y Konic (2008)
presentan el analisis (didactico) epistémico-cognitivo de un problema aritmético-
algebraico propuesto a profesores en formacion. Se pretende, con el uso de las consigna
“¢ Qué conocimientos matematicos se ponen en juego en la resolucion del problema?”
que se reconozcan los diferentes elementos y sus significados, que se ponen en juego en
los procesos de estudio matematico que deberan disefiar, implementar y evaluar.

En lo que sigue analizamos la aportacion de Godino y Batanero (2009) de
instrumentos que contribuyen a elaborar nuestro analisis y reflexion didactica como son:
“Guia para el disefio de unidades tematicas”, “Guia para el Reconocimiento de Objetos
y Significados”, “Guia para el Reconocimiento de Actos y Procesos de Significacion”,
“Guia para el reconocimiento de normas” y la “Guia de Valoracién de la Idoneidad
Didactica”, proporcionando un sistema de indicadores o p autas sobre los diferentes

aspectos criticos de la practica matematica.

Al1.6.1. GUIAS PARA EL ANALISIS Y LA REFLEXION DIDACTICA.

El conjunto de guias presentadas por Godino y Batanero (2009), presentan un ciclo
de reflexion que se inicia en el momento de construir o fijar el significado de referencia.
Son las siguientes:

- Guia para el disefio de unidades teméaticas (GDUT). Sirve de apoyo para disefiar
unidades didéacticas adecuadas dada la importancia de la seleccion de situaciones-
problemas que permitan contextualizar las competencias matematicas que se
pretenden.

- Guia para el reconocimiento de objetos y significados (GROS). Tiene en cuenta las
configuraciones de objetos (intervinientes y emergentes) y los procesos matematicos
puestos en juego en la resoluciéon de los problemas propuestos en el contexto
determinado, con objeto de categorizar los tipos de situaciones planteadas, identificar
las variables de tarea, prever generalizaciones y adaptaciones, identificar conflictos
semioticos y sistematizar las competencias matematicas pretendidas. Esta guia puede
completarse con la identificaciéon de los procesos que intervienen en la actividad
matematica y acompanan a cada una de las facetas del conocimiento tratado.

- Guia para el reconocimiento de actos y procesos de significacion (GRAPS). Permite
identificar fendmenos didacticos relacionados con las interacciones entre el profesor

y los alumnos, entre los alumnos entre si, y entre los recursos mediacionales, tales
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como el reconocimiento de conflictos semioticos, la negociacion de significados, la
participacion/implicacion por parte del alumnado en el problema propuesto, el papel
desempefiado por los recursos mediacionales, y en definitiva, observar el
acoplamiento de los significados institucionales pretendidos a los significados
personales.

- Guia para el reconocimiento de normas (GRN). Sirve de apoyo para mostrar las
diferentes normas a que se encuentra sujeto el proceso de ensefianza y aprendizaje y
que tienen lugar en diversos momentos del proceso (planificacion, implementacion,
evaluacion, etc.).

- Guia de valoracion de la idoneidad didactica (GVID). Sirve de apoyo en la
valoracion del proceso de estudio en cada una de las dimensiones en que este se
orienta (epistémica, cognitiva-afectiva, instruccional (interaccional, mediacional), y

curricular/ecologica).

La formacion didactica del profesor de matematicas puede ser orientada y
sistematizada por estas “Guias de andlisis y reflexion” (Godino y Batanero, 2009, p.8),
que se presentan en la Figura A1.5. Estas guias tratan de hacer operativas las nociones
de practica matematica, configuracion epistémica y cognitiva, configuracion didéctica,
dimension normativa e idoneidad didactica. Ademds proporcionan un sistema de

indicadores o pautas sobre los diferentes aspectos criticos de la practica matematica.

Figura A1.5. Reflexion guiada (Godino y Batanero, 2009, p.8).
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Al1.7. CONCLUSIONES SOBRE EL MARCO TEORICO

En este anexo han sido descritos los puntos de partida que motivan la necesidad de
indagacion sistematica de los significados puestos en juego en la actividad matematica.

Para ello, han sido concretadas las componentes de los sistemas de practicas que,
ademas de permitir desarrollar una observacion mas precisa, delimitan los elementos de
andlisis de nuestra investigacion, segiin los momentos en que éstos se manifiestan. El
investigador, una vez sea descrito el significado sistémico de los objetos matematicos
que conforman su estudio, dispone de un analisis de primer nivel que abarca todo el
conjunto de sistema de practicas y tipologia de problemas orientados al objeto
matematico de la tarea (Godino, Font y Wilhelmi, 2008).

La potencialidad del marco tedrico del EOS, abarca mucho més que esta primera
aproximacion al estudio del proceso de ensefianza y aprendizaje del conocimiento
matematico. Los constructos descritos en las secciones previas, asi como el sentido con
que algunos términos son tratados, son en si el proposito de desarrollo de un analisis
profundo que evidencie la marcada presencia de la situacion-problema en el aprendizaje
del alumno, asi como el equilibrio de lo personal e institucional en la secuencia de
practicas que en cuanto al objeto matematico son desarrolladas.

Los niveles de investigacion que el EOS propone, parten de este “Analisis de los
tipos de problemas y sistemas de practicas (significados sistémicos)”, propiciando un
terreno firme donde se pueda interpretar la naturaleza de los conflictos semidticos que
se manifiesten. Todo ello desde un horizonte en que se contemple el progresivo avance
en la adquisicion del conocimiento matematico por parte de nuestros alumnos, sin
menoscabar en el proceso de instruccion implementado. Estos niveles de investigacion a

que nos referimos son:

Elaboracion de las configuraciones de objetos y procesos matematicos;

Andlisis de las trayectorias e interacciones didacticas;

Identificacion del sistema de normas y metanormas que condicionan y hacen posible

el proceso de estudio (dimension normativa);

Valoracion de la idoneidad didactica del proceso de estudio.

Estos niveles de andlisis tendran un peso diferente segun el momento del proceso
de instruccidon que se est¢ considerando y constituyen un modo de desarrollo de un
analisis didactico completo que permite describir, explicar y valorar los procesos de

estudio. Asi por ejemplo, el primer y segundo nivel son fundamentales en el disefio y
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planificacion del proceso de instruccidn; el tercero y cuarto nivel son fundamentales en
el estudio de la implementacion realizada y el quinto nivel es particularmente util en la
fase de planificacion como en la fase de evaluacién de los procesos de instruccion
(Godino, Font y Wilhelmi, 2008). Estos niveles de anélisis los tendremos en cuenta en

la investigacion que desarrollaremos.



APENDICE 2

SIGNIFICADO DE LA CORRELACION Y REGRESION EN NUESTRO
ESTUDIO E IMPORTANCIA EN ESTADISTICA

A2.1. SIGNIFICADO DE LA REGRESION Y CORRELACION

Una de las preguntas a las cuales se trata de dar respuesta en la mayor parte de
investigaciones cientificas es si existe alguna relaciéon entre dos variables X e Y
incluidas en el estudio. En caso de respuesta afirmativa, es inmediato plantearse la
posibilidad de encontrar una formula que exprese exactamente los valores de una
variable en funcion de la otra con una con una finalidad predictiva. En la bisqueda de
dicha expresion podemos encontrar estudios en los que los valores que toma la variable
Y, quedan determinados, de un modo preciso, por los valores que toma la otra variable
X, que se considera como independiente. Este es el caso de los fendmenos llamados
deterministas; por ejemplo, la caida libre de los cuerpos es un caso de dependencia

funcional entre dos variables (Batanero y Diaz, 2008).

Dependencia aleatoria o asociacion

Para el caso de fenomenos donde al observar pares de valores correspondientes a
las variables estadisticas implicadas, no sea posible encontrar una foérmula que
relacione, de un modo funcional, esas variables es de gran interés observar dichos pares
de valores en un sistema cartesiano. En general, los puntos no se ajustan de un modo
preciso a una curva plana, sino que se obtiene un conjunto de puntos mas o menos
dispersos. Una representacion de ese tipo recibe el nombre de nube de puntos o
diagrama de dispersion (Ver ejemplos en la Figura A2.1). En ¢l primer caso presentado
la relacion es directa, pero no lineal, y en el segundo inversa y podriamos aproximar la

relacion entre las variables mediante una recta (dependencia lineal).
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Figura A2.1. Esperanza de vida del hombre en funcién de dos variables (Batanero, Diaz y Gea, 2011, p.
112)
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Aunque al estudiar las relaciones de dependencia estadistica o asociacion entre
variables estadisticas, es necesario distinguir el tratamiento de variables cualitativas,
cuantitativas o mixtas, en este trabajo nos restringimos a dos variables cuantitativas, es
decir, lo que se conoce como correlacion y regresion. El estudio de la posible relacion
entre dos variables cuantitativas suele iniciarse mediante la observacion del
correspondiente diagrama de dispersion o "nube de puntos". La presencia de una
relacion entre las variables se pondrd de manifiesto en el diagrama por una cierta
tendencia de los puntos a acumularse en las proximidades de una linea, como hemos
visto en los ejemplos anteriores. Al tratar de estudiar si existe o no una relacion entre
dos variables estadisticas, tratamos de contestar a las preguntas siguientes:

- (Hay alguna relacion entre las variables?

- Es intensa o moderada? ;directa o inversa? (esta pregunta se responde mediante el
estudio de la correlacion)

- (Puedo usar una variable para predecir la otra?

Para realizar un estudio estadistico de este tipo tomamos para cada individuo
valores de dos variables estadisticas: X que toma los valores X1, Xz,.. Xr, € Y, que toma

los valores Y1, Y2, ..., Yc. Podemos describir fij por la frecuencia absoluta con que

aparece el par (Xj, yj) y mediante hj j su frecuencia relativa, esto es:

parai =1, ...,r yj=1,...,c donde n representa el tamafio de individuos estudiados

Distribuciones marginales y condicionadas
A partir de las frecuencias bidimensionales pueden obtenerse diferentes

distribuciones unidimensionales. El niumero de individuos f. j con un valor de la variable
Y=yj , independientemente del valor X, es la distribucion marginal de la variable Y. De

forma andloga podemos definir la distribucion marginal de la variable X (Johnson y
Kuby, 2004).

Otro tipo de distribucion para la variable X es la que puede obtenerse fijando un
valor Y=yj, que se conoce como distribucion de X condicionada para Y=yj
Observamos que la frecuencia absoluta de la distribucion de X condicionada por un

valor de Y=yj coincide con fija es decir, con la de la variable bidimensional. Si

representamos por h(xi|yj) la frecuencia relativa condicional del valor Xj entre los
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individuos que presentan el caracter yj, obtenemos la igualdad:

h(x; |y;) = ];—]] = Z—]]

En el caso anterior hemos hallado la distribucion condicional de la variable X en
funcion de uno de los valores de Y. Podriamos intercambiar los papeles de filas y
columnas y obtener la distribucién condicional de Y en funcién de alguno de los valores

de X, y obtener la frecuencia relativa de y; condicionada por X=X; mediante la expresion

fii Ri: . . . c .
h(y; |x;) = f—” = h—” Como consecuencia se verifica la igualdad siguiente, que nos
i. i.

permite obtener la frecuencia relativa doble a partir de las condicionales y marginales.
hij= h(xjlyj) h.j = h(yjlxj) hj.

El mayor interés del estudio de las distribuciones condicionadas, es que a partir de
ellas estamos en condiciones de definir el concepto de dependencia aleatoria. Se dice
que la variable X es independiente de Y si todas las distribuciones de frecuencias
relativas que se obtienen al condicionar X por diferentes valores de Y= yj son iguales
entre si, e iguales a la distribucién marginal de la variable X, es decir, cuando se verifica
para todo par de valores i, J.

h(xilyj)= hj.

Esta propiedad significa que todas las distribuciones condicionales por columna
coinciden con la distribucion marginal de la variable X o lo que es lo mismo, la
distribucion de X no cambia cuando se condiciona por un valor de Y. En el caso de
independencia, se cumplen, ademas, las propiedades siguientes (Johnson y Kuby,
2004):

hi,j: hj. h.j, para todo i, |
h(yj|xi): h.j, es decir Y no depende de X
Covarianza
Para variables cuantitativas podemos emplear algunos coeficientes cuyo valor
nos indica el tipo de relacion entre las variables. El primero de ellos es la covarianza Sy

cuya férmula de célculo viene dada en la expresion
n
1 — —
Sey == (=0 G =)
i=1

Es decir, para calcular la covarianza, para cada uno de los puntos (x, ,y;) restamos

a cada valor Xj su media X y el resultado lo multiplicamos por la diferencia entre yj y su
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media y. La covarianza tiene la propiedad de ser igual a cero si las variables son

independientes, positiva si las variables tienen dependencia directa, y negativa en el
caso de dependencia inversa.

La covarianza y correlacion pueden ser comprendidas de modo intuitivo
considerando patrones en el diagrama de dispersion, para posteriormente utilizar las
formulas. Para tal efecto, es interesante el razonamiento de Holmes (2001). Partiendo
del diagrama de dispersion y dividiendo éste en cuatro cuadrantes (mediante las rectas
perpendiculares referidas a las medias de cada variable unidimensional, ver Figura
A2.2) es posible distinguir aquellos puntos que varian conjuntamente tanto en sentido

positivo como en sentido negativo.

Figura A2.2. Diagrama de dispersion dividido en cuatro cuadrantes (Holmes, 2001, p.68).

Supongamos que existen n puntos y denotamos por n(A), n(B), n(C) y n(D) al total
de puntos que caen en la region A, B, C y D, respectivamente. Definimos el siguiente
coeficiente, estudiando sus propiedades

_ n(A)+n(C) - n(B) - n(D)
n

cor

1. Sitodo punto se encuentra en las regiones A y C, cor toma el valor 1.
Si todo punto se encuentra en B y D, cor toma el valor -1.
Si hay puntos en 3 ¢ 4 regiones COr se encuentra entre -1 y 1.

Si los puntos son predominantes en A y C cOr sera positivo.

ok WD

Si los puntos son predominantes en B y D cor sera negativo.

Figura A2.3. Diferentes diagramas de dispersion propuestos (Holmes, 2001, p.68)

Si se asigna mas peso a los puntos que se encuentren mas lejos de las lineas

divisorias, llegaremos a una formula mas ttil. Las distancias de las lineas son dadas por
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las diferencias: (x—x) e (y-y) mostradas en la Figura A2.4

Figura A2.4 Distancia a la media de cada dato (Holmes, 2001, p.68)

El promedio de estos productos es precisamente la covarianza, donde observamos
(Tabla A2.1):
1. Si la dependencia entre las variables es directa, la mayor parte de los puntos del

diagrama se sitian en los cuadrantes (1) y (3). Ahora bien, si un punto esta en el

cuadrante (1) su valor Xj es superior al de la media X y su valor Yj es superior al de la
media y. El producto (xi —?Xyi _9) tiene signo positivo. Igualmente, para los puntos
situados en el cuadrante (3) el producto (xi —;Xyi _9) tiene signo positivo. Por tanto,
en el caso de dependencia directa el signo de la covarianza serd positivo, puesto que
la mayoria de los sumandos son positivos.

2. Si la dependencia entre las variables es inversa podemos mostrar de forma analoga

que el signo de la covarianza es negativo.

3. El caso restante, de independencia, corresponde a la covarianza nula.

Tabla A2.1. Tabla de signos (Holmes, 2001, p.68)

Coeficiente de correlacion

Un problema con la covarianza es que no hay un méximo para el valor que puede
tomar, por lo cual no nos sirve para comparar la mayor o menor intensidad de la
relacion entre las variables. Un coeficiente que permite estudiar no sélo la direccion de
la relacion sino también su intensidad es el coeficiente de correlacion lineal o

coeficiente de Pearson, que se define por la relacion siguiente, siendo S, y S, las

desviaciones tipicas de las variables X e Y, respectivamente, en la muestra analizada.
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Sy 13000y YE-0-0-Y)
SXSy n SXSy \/Z(y_§)2z(x_;)2

Puesto que las desviaciones tipicas son siempre positivas, I' tiene el mismo signo

que la covarianza y por tanto (Batanero y Diaz, 2008):

Sir > 0 larelacion entre las variables es directa;
Sir < 0 la relacion entre las variables es inversa;
Sir =0 las variables son independientes.

ademas, el coeficiente de correlacion r es un nimero real comprendido entre -1 y 1.

e Cuando existe una relacion lineal funcional, esto es todos los puntos se encuentran
sobre una recta - que es el caso de maxima asociacion - el valor de r serd 1 si la recta
es creciente (relacion directa) o -1 si la recta es decreciente (relacion inversa);

¢ Cuando las variables son independientes, r=0 porque la covarianza es igual a cero;

e Los casos intermedios son aquellos en que existe dependencia aleatoria entre las
variables. Esta dependencia sera mas intensa cuanto mas se aproxime a 1 o -1 el

coeficiente de correlacion.

Ajuste de una linea de regresion a los datos

En el caso de que exista una correlacion suficiente entre dos variables numéricas
podemos plantearnos un nuevo problema que consiste en tratar de determinar la
ecuacion de una funcién matematica que nos permita predecir una de las variables (Y)
cuando conocemos la otra variable (X). Esta funcion sera la linea de regresiéon de Y en
funcién de X. Esto puede ser util cuando la variable Y se refiere a un acontecimiento
futuro, mientras que X se refiere al presente o pasado, o si la variable X es mas facil de
medir que la Y (Batanero y Diaz, 2008).

Para cualquier tipo de funcidon de regresion que sea necesario ajustar a una cierta
nube de puntos, el problema que se plantea es determinar los pardmetros de la curva
particular, perteneciente a una familia de funciones posibles, que mejor se adapte a la
muestra de datos de que se disponga. Cuando la forma de la nube de puntos sugiere que
una recta de ecuacion Y = a+bX puede ser apropiada como linea de regresion, sera

necesario calcular las constantes a y b. Si, por el contrario, es mas apropiada una

parabola de ecuacion Y = a+bX+cX2, se precisa determinar tres constantes: a, b, c.
El principio general que se utiliza para calcular dichas constantes se conoce con el

nombre de criterio de los minimos cuadrados. Esta basado en la idea de que a medida
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que una curva se ajusta mejor a una nube de puntos, la suma de los cuadrados de las
desviaciones dj (Figura A2.5), sumadas para todos los puntos, es mas pequeia. La
desviacion o residuo del punto (x;,y;) respecto de la curva es la diferencia entre la
ordenada Yj del punto y la ordenada de un punto de la curva que tiene la misma abscisa

Xj. Es decir dj = yj - (@+b X;j). El procedimiento de obtencién de las constantes serd

hacer minima la cantidad D :Z[yi — f(x, )]2 siendo f(xj)=a+bxj, si lo que se trata de

ajustar es una linea recta.

. 785 ;fhﬁhx
e o g
g_, 58 (3, w1 - :Fa w "
" 48 ::* HII. : "
e
40 51 61 71 21 91

evidamuje
Figura A2.5. Desviaciones de los puntos a la recta de regresion (Batanero y Diaz, 2008)

Como consecuencia se obtienen las cantidades a y b que vienen dadas por:

__N . _
b—Sz ; a=
X

siendo S; la varianza de la variable X, i, y las medias de X e Y respectivamente y Sxy
la covarianza de X e Y.

Como puede apreciarse, el par (X, y), satisface la ecuacion de regresion; esto es, la

recta pasa por el "centro de gravedad" de la nube de puntos, formado por las dos
medias. La constante b, pendiente de la recta de regresion, recibe el nombre de
coeficiente de regresion de Y sobre X.

Notese que la ecuacion de la recta de regresion de Y sobre X expresa los valores
medios de la variable Y para cada valor fijo de X. También puede plantearse el problema
de hallar la recta que determine los valores medios de X en funcion de cada valor de Y,
es decir el calculo de la recta de regresion de X sobre Y. En este caso, intercambiando en
la expresion de la recta de regresion los papeles de las variables, obtenemos:
=

y

X, —X=(Y, —Y)

Esta recta es, en general, diferente de la recta de regresion de y sobre x, aunque
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también pasa por el punto (X, y).

EL COEFICIENTE DE DETERMINACION Y EL COEFICIENTE DE CORRELACION LINEAL

Es comun el uso de programas de ordenador capaces de calcular el coeficiente de
correlacion, y otros coeficientes de asociacion para datos nominales u ordinales, asi
como el coeficiente de determinacion del modelo de ajuste. El problema radica, en
general, en el desconocimiento que nuestros alumnos presentan ante la informacion
disponible (Barrett, 2000). Como sefiala Sanchez Cobo: “algunos alumnos confunden
los coeficientes de correlacion y de determinacion” (Sanchez Cobo, 1998, p. 211).

La cantidad D/n o varianza residual representa la fraccion de la varianza de Y que

es debida al azar, o sea, a las desviaciones de las observaciones y; respecto de la recta de

regresion y puede demostrarse que es igual a 1—r”, siendo r el coeficiente de
correlacion. El cuadrado del coeficiente de correlacion I‘z’ llamado coeficiente de
determinacion, representa la fraccion de la varianza de Y debida o e xplicada por la
regresion.

En el caso de que se desee ajustar a la nube de puntos una ecuacion polindmica de
grado n, s era preciso minimizar la expresion siguiente, obteniendo un sistema de
ecuaciones que nos permite determinar los parametros a, b, b7......by.

$% =- 2lyi- (a‘|'b1)("'b2)(2"'----bnxn)]2
D=3y, -(a+bx, +b,x, +..+b x, )

En cuanto al coeficiente de correlacion lineal, denotado por I, ya se indicé que
mide la intensidad 6 fuerza de la asociacion lineal entre dos variables. Que aparezca
este numero junto a la regresion lineal es razonable, puesto que el r-valor informa sobre
la intensidad de la relacion lineal. Ahora bien, la confusion la encontramos entre el valor
de ry el coeficiente de determinacién: R*, que representa la proporcion de varianza en
la variable respuesta que es explicada por el modelo de regresion en cuanto a la variable
explicativa y no coincidira con I’ si el ajuste no es lineal.

Pocos libros de texto de introduccion a la estadistica incluyen una definicion de
coeficiente de determinacion, aunque la mayoria informan a los estudiantes de que el

cuadrado del coeficiente de correlacion, r?, da la proporcion de la varianza en la

respuesta de la variable, Y, que es explicada por el modelo de regresion lineal de esta

variable en la variable explicativa, X (Barrett, 2000).
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Una propuesta de esta autora es partir del modelo de regresion lineal que minimiza
la suma de los residuos al cuadrado. Los estudiantes tienen una nocidn intuitiva sobre la
relacion entre la variacion en los residuos y la variacion de los valores de la variable y
que el modelo no explica. Este resultado permite obtener la expresion de la proporcion

de variacion en los valores de la variable y que justifica el modelo de regresion:
2
—\2 A
>y, -y) —Z(yi —yiJ
—\2
Z (yi - y)

Esta expresion puede ser utilizada para ser calculada en cualquier modelo de

Coeficiente de determinacion = R* =

regresion. Mediante la resolucion de actividades, los alumnos van desarrollando estas
nociones, donde se introducen modelos no lineales para poder evidenciar la informacién

de r2frentea R>.

A2.2. IMPORTANCIA EN EL METODO ESTADISTICO

La correlacion y regresion se pueden estudiar desde las diferentes ramas en que
tradicionalmente se ha dividido la estadistica, pues aparece por tanto como parte del
Calculo de Probabilidades, en el estudio de las variables aleatorias bidimensionales, la
distribucion normal bivariante o multivariante. Asimismo en el estudio de las variables
estadisticas bidimensionales dentro de la Estadistica descriptiva. En la Estadistica
inferencial se ponen en relacion estos dos aspectos, utilizdndose los datos de las
muestras para estimar los coeficientes de correlacion y regresion.

En analisis multivariante la correlacion es una nocion fundamental, pues representa
el coseno del angulo que forman dos variables, en la interpretacion geométrica de los
datos multivariantes. Métodos como el andlisis discriminante o el analisis factorial
derivan directamente de la correlacion y regresion, por lo cual la comprension de las
anteriores serd necesaria para la de €stos. Mas aun, tanto el coeficiente de correlacion y
la proporcién de varianza explicada (cuadrado de dicho coeficiente) sirven de base a los

modelos de andlisis de varianza univariantes y multivariantes.

Correlacion y regresion en analisis exploratorio de datos
En la actualidad, una corriente de gran uso y recomendada en los curriculos es el
Analisis Exploratorio de datos (en adelante AED) desarrollado por Tukey (1962; 1977).

Dicha corriente viene propiciada por el impulso que la informatica ha dado a la
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investigacion en estadistica y la viabilidad de manejar grandes masas de datos, y se sitia
entre la estadistica descriptiva e inferencial. Asimismo la tecnologia ofrece la ventaja de
explorar los datos recolectados, pudiéndose potenciar el uso de técnicas que hasta el
momento soOlo eran utilizadas en situaciones-problema con objetivos concretos
(Batanero, Estepa y Godino, 1991).

Este es el caso de las nociones de correlacion y regresion. Segun Batanero, Estepa y
Godino, cuando se analiza la posible relacion entre variables de interés, el investigador
no debe basar su estudio unicamente en ajustar los datos a un modelo prefijado, como
puede ser un ajuste lineal, sino que debiera estudiar diversos estadisticos, comparar los
modelos planteados con los residuos, estudiar la significacion estadistica de los
parametros utilizados para descubrir si la relacion entre las variables se debe o no al
azar, etc. Los autores indican que, aunque los estadisticos calculados presenten un valor
estadisticamente significativo (por ejemplo, que el coeficiente de correlacion sea
significativamente distinto de cero), la relacion entre las variables puede no ajustarse
bien al modelo establecido (por ejemplo, a un ajuste parabolico). A modo de ejemplo
podemos citar, la importancia del estudio exploratorio de datos atipicos (outliers) para
el ajuste lineal minimo-cuadratico.

El principio general del AED consiste en estudiar los datos recolectados desde
todas las perspectivas posibles con el proposito de extraer cuanta mas informacion. Las
hipotesis o conjeturas que se establezcan, tendran que ser luego contrastadas con
métodos inferenciales (Batanero, 2001). La autora indica que, como premisa de este
analisis, se ha de considerar la “regularidad - tendencia” y la “desviacion -
variabilidad” presente en los datos. Ambas caracteristicas permitiran investigar y
establecer el modelo estadistico que mejor se ajuste a los datos en el caso de la
regresion. Una vez estudiada la regularidad presente en los datos, se establecera un
cierto patron (ajuste lineal, parabolico, exponencial, etc.) que motive el planteamiento
de un modelo estadistico. Mediante la observacion de las desviaciones o variaciones de
los datos se determinard la bondad de ajuste o se optara por la eleccion de otro modelo
entre todos los posibles. Por tanto, se distinguen en este disefio una fase exploratoria y
una fase confirmatoria. Desde el punto de vista educativo, las caracteristicas que

Batanero, Estepa y Godino (1991) atribuyen al andlisis exploratorio de datos son:

Posibilidad de generar situaciones de aprendizaje referidas a temas de interés del

alumno. Analizar datos relativos a un tema de interés del alumno dota a la situacion-
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problema de una idoneidad emocional destacada para su implicacion.

Empleo preferente de los estadisticos de orden. Es aconsejable utilizar los
estadisticos de orden de un modo habitual en las tareas estadisticas dado que son
menos sensibles a los datos atipicos.

No necesita una teoria matematica compleja. Dado el proposito general del AED,
referido anteriormente, las nociones que se ponen en practica podran ser introducidas
gradualmente y los procedimientos y dispositivos graficos se pueden ajustar a la
etapa educativa del alumno.

Fuerte apoyo en representaciones graficas y uso de diferentes escalas o re-
expresion. Considerar multiples representaciones de los datos, crea nuevas
situaciones-problema implicitas en la tarea propuesta, las cuales posibilitan que
emerjan nuevos objetos matematicos.

Centrando nuestra atencion en el analisis estadistico bidimensional, es de notar la
relevancia que adquieren las nociones de correlacion y regresion en cuanto al AED. El
uso de métodos como la representacion del diagrama de dispersion (Estepa, 2008), el
ajuste grafico del modelo estadistico, el calculo y la representacion de la recta de ajuste
minimo cuadratica (recta de regresion), son, entre otros, métodos y técnicas de gran
utilidad en el AED. Por otra parte, el AED es vital para el investigador como
metodologia en cuanto al planteamiento y verificacion del modelo estadistico de ajuste a

los datos.
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Tabla A3.1. Términos basicos de lenguaje en los textos analizados

Términos basicos TL T2 Términos béasicos T1T T2
amplitud de intervalo X ordenada de un punto X
angulo entre dos rectas X ordenada en el origen X

area de un rectangulo X parametro X X
area de un punto X pendiente de una recta X X
bisectriz de dos rectas X poblacion X X
coordenadas de un punto X prisma X
dato X X probabilidad X

datos no agrupados X proporcionalidad X X
datos agrupados X recta X X
desviacion tipica X X rectas coincidentes X X
distancia X X rectas perpendiculares X
distribucion X X subindice X
ecuacion X sumatorio X
ejes cartesianos X tabla de datos X X
estimacion X X tabla de frecuencias X
extremos de intervalo X tendencia X
fiabilidad X X valor absoluto X X
frecuencia X X valor de la variable X X
frecuencia absoluta X variable estadistica X X
individuo X variable cualitativa X
intervalo de clase X variable cuantitativa X
marca de clase X variable cuantitativa continua X
maximo X variable cuantitativa discreta X
media aritmética X X variable unidimensional X
método de reduccion al absurdo X varianza X
minimo X volumen X
muestra X X
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Tabla A3.2. Términos especificos de lenguaje en los textos analizados

Términos especificos T1 T2 Términos especificos T1 T2
centro de gravedad/punto medio de la X X histograma tridimensional X
distribucion bidimensional .
) ) incorrelada X
coeficiente de correlacion de Pearson X ] ]
) L independencia X
coeficiente de regresion X
) método de minimos cuadrados X X
correlacion X
i . nube de puntos X X
correlacion espuria X
. . pictograma tridimensional X
correlacion curvilinea X )
) ) recta de regresion X X
correlacion fuerte, débil, nula X X )
o recta de regresion de X sobre Y X X
correlacion lineal X
L recta de regresion de Y sobre X X X
correlacion perfecta X B
) » ) regresion
correlacion positiva o negativa X X X X
. regresion lineal X
covarianza X X ) ) )
. . . relacién/dependencia estadistica X X
diagrama de dispersion X X ) ) )
diagrama de barras tridimensional X relacion/dependencia funcional X X
distribucion bidimensional X X tabla de doble entrada X X
distribucién marginal < < valor esperado/prediccion X X
frecuencia marginal X vartacion conjunta X

variable bidimensional

e
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Tabla A3.3. Notacion simbdlica presente en los textos analizados

Notacion  Concepto representado T1 T2 Notacion ~ Concepto representado T1 T2
. — Media de una variable
Sumat X ?
Z umatorio X aleatoria X al cuadrado X X
Sumatorio con subindices X (X, y) Centro de gravedad X X
i=l1
i i Doble sumatorio con N Valor de la.varlable Xenla X X
>, 2 subindices X i modalidad i, al cuadrado
=1 = ) Desviacion tipica de una
X Valor de la variable X en la X X Oy variable aleatoria X X X
! modallda.d 1 2 Varianza de la variable
Frecuencia absoluta del o, aleatoria X X X
n, valor X; de la variable X o, Covarianza de las variables X X
aleatoria X XeY . .
Frecuencia absoluta del Cocficiente de correlacion
r lineal/Coeficiente de X X
fi valor X; de la variable X Pearson
aleatoria X | . | Funcién valor absoluto X
N T.O ta'l de .d’atos de una X X Pendiente de la recta de
distribucién m,. -
. ¥ regresion de Y sobre X
Valor de una variable : .
1 . . Distancia entre las
Xii bidimensional X en su fila i X
! : d. ordenadas de un punto y X
columna j I
. . . una recta
(X ,Y')  Variable bidimensional d’ Distancia entre las abcisas
X Valor méaximo de la X i de un punto y una recta X
max variable aleatoria X N Valor estimado de X
Valor minimo de la variable . X
Kin aleatoria X X X(¥o) correspondiente a Y
n Frecuencia absoluta del )A( Valor estimado de X X
- X
ij .
valor (Xi »Yi ) . Valor estimado de y
Valor de la variable X
(Xi ) Yi ) bidimensional X y(%) correspondiente a X,
Valor de la variable A .
1 . 1 t
(Xi 5 yj) bidimensional en la X y Valor estimado de y X
modalidad i, j . Valor estimado de y
- Media de una variable X X y X
X aleatoria X *o correspondiente a X,
~ Aproximadamente igual a... X

43



44

APENDICE 3

TERMINOS DEL LENGUAJE EN LOS LIBROS DE TEXTO ANALIZADOS

Tabla A3.4. Expresiones algebraicas encontradas en los textos

Expresiones algebraicas

Concepto

n
DX =X+ X, et X,
i=1

m

n
DD Xy =Xy + Xy X e+ X

i1 j-1

b 'Xmin

max

B
El
3

;:le ;:inf.
n >t
_22%en,
X = &
N —
) szf n| 5 Z(Xi_x)z'ni
o, = —X =
N N
T = anIz - Tx = > f
2
O-X: O-X
—X)(y, -y XY, - — xy f. -
o, S Z 00 =Y 2NV 5y 2T
n n
Z(Xi_;).(yj_y).nij in'yj'nij
— ) _ i
O,y = =
N N
= ny
o0,
N=Zni
N=>n,
i
GX
B:myxzo_zy
_v Xy
A=y——-X

— o, —
y=y+—72x=-x)
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X

x

— O-xy —
—X=—3(y-Y)
O-y

y=5+0,986(x — 6) > y =—0,917 + 0,986X

Q

¥

2
o, o, oo

oy [ o J2r2 B-B'=r’
y

Sumatorio de n términos

Sumatorio de N-M términos
Amplitud de intervalo de clase

Simplificacion de notacion
Media de la variable aleatoria X

Media de la variable aleatoria X
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APENDICE 4
RESOLUCION DE UNA TAREA COVARIACIONAL

Figura A4.1. Resolucion de una tarea covariacional. ([T2], p. 231)
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