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16 de septiembre de 2009

Opcién A
Ejercicio 1 (2’5 puntos) Se considera la funcién f : [1,+00) — R definida por
f@)y=VVaz?2—z+u

Determina la asintota de la grafica de f.

Sorucion: Si x > 1, es claro que 22 — x = x(z — 1) > 0. Por tanto, f estd bien definida en
[1,+00), ya que el argumento de la raiz cuadrada no puede ser negativo. Ademds, f es continua
en [1,400), por lo que no puede tener asintotas verticales. Esté claro que en 400 no tiene una

asintota horizontal, ya que el siguiente limite diverge sin presentar indeterminacién:

lim f(z)= lim [ $2—aj+$}:+oo—|—oo:+oo.

T—+00 T—r+00
Por consiguiente, f sélo puede poseer una asintota oblicua a la derecha. Si suponemos que la

recta de ecuacion y = max + n es dicha asintota oblicua, sus coeficientes son:

Vo 2 _ 1
im L&) g YE T [ S — lim [\/1—+1
x T—r+00 x

7 +1
Tr—+00 €T Tr—+00 X
n= lim (f(z)—mz)= lim ( :Uz—:r—i-a:—Qx): lim (\/x2—x—x):

Tr—r-+00

— V1 0+1=1+1=2
T——+00 r—+00 T—+00

(VaT=z-2) (VaZ=z +2) 22— 3 — g2 —

ZIETOO ‘/.1'2—1:+:L' :xggloow/$2_m+$:x££rnoo\/m+x:
If 1 1 [ caleulado arriba | = —
= lim = = [ calculado arriba | = —.
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Por consiguiente,

1
la Unica asintota de f es la recta y = 2z — 3

|
1
Ejercicio 2 La curvay = 5932 divide al rectdngulo de vértices A = (0,0), B=(2,0)y C = (2,1)

y D = (0,1) en dos recintos.

(a) (0’75 puntos) Dibuja dichos recintos.

(b) (1’75 puntos) Halla el drea de cada uno de ellos.

Sorucion : Apartado (a). Dibujamos el recténgulo junto con la pardbola dada, y nos aparecen

los dos recintos.

Aparatado (b). Calculamos el drea A;. Para ello, determinamos dénde la funcién f corta

a la recta y = 1:

1
flx)=1 < 51:2:1 s =2 & =42
Como sé6lo nos interesa la solucién positiva, podemos calcular el drea A; aplicando la regla de
Barrow:
V2 2 3 r=v2 23 2v/9
A1:/ 1-2 Vde=(2-Z = \[—L —(O—O)Z\[—i:
0 2 6 1.0 6 6

1 2 22
:\f2<1—3>:\f3:\3f%0’9428.

Entonces al drea As se calcula como el drea del rectangulo menos el drea A;, resultando:

2v2  6—2V2
33

A = Aot —A1=2-1— ~ 1'0572.
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2v/2

2v/2 —
El drea A; mide \3[ ~ /9428 u.c.s., y el drea Ao, 6-2v2

3 ~ 1’0572 u.c.s.

Ejercicio 3 (a) (1'75 puntos) Discute segtin los valores del pardmetro X el siguiente sistema:

3r + My = 0
x + Az = A
z + vy + 3z =1

(b) (0’75 puntos) Resuélvelo para A = 0.
Sorucion : Apartado (a). Calculamos el determinante de la matriz del sistema:

det A = =(0+A+0) = (0+3X+3N) =22 —6A=A(A—6).

— =W
_ O >
w > O

Si A es cualquier nimero real distinto de 0 y de 6 (A € R\{0,6}), este determinante no se
anula. Por tanto, el rango de la matriz del sistema es tres. Este rango coincide con el rango de la
matriz ampliada y con el nimero de incégnitas, por lo que en este caso el sistema es compatible
determinado. Estudiamos los casos que nos quedan por analizar, aplicando el método de Gauss

a la matriz ampliada.

Si A = 6, nos queda:

36 00 1 0 6 6 1 0 6 6 10 6 6
1 0 6 6 11 31 01 -3 -5 01 -3 -5
11 31 36 00)0¢6 —-18 —-18| 0 0 0 12

Se observa que el rango de la matriz del sistema es 2 y el rango de la matriz ampliada es 3. Por

tanto, el teorema de Rouché-Frobenius nos garantiza que el sistema es incompatible.

Finalmente, supongamos que A = 0 y aplicamos el mismo proceso.

_ o O
o = O

00
0 0
31

S O =
S = O
S W O

x =0,
y+3z=1.

En este caso, la matriz de coeficientes del sistema y la matriz ampliada tienen rango 2, y como

— =W
—_ o O
w O O
= o O
_ W
_= o O
w o O
_ o O
o O =

hay tres incégnitas, el sistema es compatible indeterminado (uniparamétrico). Hemos llegado,
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pues, a la siguiente clasificacién.

e Si A € R\{0,6}, el sistema es compatible determinado.

e Si A = 6, el sistema es incompatible.

e Si A =0, el sistema es compatible indeterminado.

Apartado (b). Supongamos que A = 0. Ya hemos visto que el sistema es equivalente a:

z =0,
y+3z=1.

Llamemos m = z. Entonces y = 1 — 3z = 1 — 3m. De esa forma,

z =0,
la solucién del sistema, cuando A =0, es ¢ y=1—3m, dondem € R.

z=m,

z+1
-2

Ejercicio 4 Considera el punto P (1,0,0), la recta r definida por x—3 = % = y la recta

s definida por (z,y,z) = (1,1,0) + A (—1,2,0).

(a) (1’25 puntos) Estudia la posicién relativa de r y s.

(b) (1’25 puntos) Halla la ecuacién del plano que pasando por P es paralelo a r y s.

SoLucion : Apartado (a). Un punto concreto de la recta r es A, (3,0,—1) y un posible vector

director es u, = (1,2,—2). De la misma forma, un punto concreto de la recta s es As(1,1,0) y
—

un posible vector director es = (—=1,2,0). El vector A, A; es:

——

A As=A,— A, =(1,1,0) — (3,0,—-1) = (—2,1,1).
Calculamos el rango del conjunto de vectores {17; , u_g, M} aplicando el método de Gauss:
1 2 =2 1 2 =2 1 2 =2
relwh i, A =g | -1 2 0 |=rw| 04 -2 |=x| 02 -1 |=3
-2 1 1 0 5 =3 0 0 =2

. - .
Como el conjunto de vectores {17;, 178, A, A} posee rango 3, las rectas se cruzan en el espacio.

Las rectas r y s se cruzan en el espacio.
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Apartado (b). Llamemos 7 al plano que pasa por Py es paralelo a r y s. Por ser paralelo

ary s, los vectores independientes u, = (1,2,-2) y = (—1,2,0) generan su direccién. Por

tanto, un vector normal a este plano se obtiene calculando su producto vectorial:

1 -1 4 2
mlluxu=| 2 |[x| 2 [=]2]I
—2 0 4 2

Si éste es un vector perpendicular al plano 7, su ecuacion debe ser de la forma 2z 4y + 2z = k.
Para que este plano pase por el punto P (1,0,0), debe ocurrir que k =2-14+0+2-0 = 2. Por

consiguiente,

el plano paralelo a r y s que pasa por P posee ecuaciéon 2x + y + 2z = 2.

Opcion B

Ejercicio 1 (2’5 puntos) De entre todos los rectdngulos cuya drea mide 16 cm?, determina las

dimensiones del que tiene diagonal de menor longitud.

Sorucién : Llamemos x e y a los lados del rectangulo. Como su 4rea es de 16 ¢m?, sabemos que

xy = 16, de donde y = 16/x. Por otro lado, la diagonal es:

/ 16\? [ 256
d=+z?+y?= x2+<m) = x2+?.

El dominio de la funcién d = d () es ]0,+o0[, ya que z, siendo positivo, puede ser tan grande
como se quiera. Como d es una funcién continua y derivable en |0, +o0[, y ademds es positiva
(d(xz) > 0 para cada = € ]0,400[), encontrar un minimo de d es lo mismo que encontrar un

minimo de d?. Por ello, nuestra funcién a minimizar es:

256
f(z)=d(z)* :x2—|——2, para cada z € ]0, +00].
x
Su primera derivada es:
256 - 2 512 22* —512  2(a* —256
f(x) =2z — 4$:2:U——3: a 3 = (= 3 ), para cada x € ]0, +o0].
x x x x

Sabiendo que x > 0, calculamos sus puntos criticos:

flflz)=0 e z'—256=0 < z=+v256=4.
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Completamos una tabla como la siguiente para estudiar el signo de f’ y, consecuentemente, la

monotonia de f.

f — min +
f 0 N 4

Por consiguiente, la funcién f es estrictamente decreciente en |0, 4[ y estrictamente creciente en

F(1)=-510<0; f (5)=5904>0.

|4, 4+00[. Esto demuestra que f posee un tnico minimo, que es absoluto y estd situado en z = 4.

En este caso, y = 16/x = 16/4 = 4, por lo que realmente se trata de un cuadrado.

Entre los rectangulos de drea 16 ¢m?, el de diagonal menor es el cuadrado
de 4 ¢m de lado.

|
Ejercicio 2 (2’5 puntos) Sea f la funcién definida por
x
x) = ——
f@)= ==
3
Halla la primitiva de F' que cumple F'(0) = 3 (sugerencia: utiliza el cambio de variable ¢ = B z?).
SoLucion : En primer lugar, vamos a calcular la integral indefinida de f. Observemos que:
3
t= 5:52 & 2=322 = 4*=9"
Por otro lado, diferenciamos la expresién que indica el cambio de variable:
3 dt
t=-2? o dt=3zdz < — =uzdx.
2 3
Calculamos ahora la integral:
x dx dt/3 1 / dt
F(z) = Dde= | — = | —L—_ =" [ —___ —
(=) /f( ) V4 — 9zt Va—4t2 3 /41 —t2)
11/ dt L resing 4 ¢ L ,3x2+c
=_-= = — arcsin = —arcsin [ — .
52) Zice 6 arcs 5 arcs 5
Dado que arcsin 0 = 0, sabemos que:
1
F(0)=3 < garcsinO+C:3 < C=3.
Por consiguiente,
C 1 . 322
la primitiva buscada es F'(x) =3 + g aresin ——.
|
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Ejercicio 3 (2’5 puntos) Sean las matrices

—2 1
310
A= —2—11,B—< ) y =] 1 -2
1

Determina la matriz X que verifica AX — B =2C (B! es la matriz traspuesta de B).

SorLucidn : El determinante de la matriz A es:

1 -2 1
detA=| -2 -1 1 [=(1-2+40)—(-1-4+0)=4.
1 0 -1

Como este determinante es distinto de cero, sabemos que la matriz A posee inversa, y su inversa
es:

X . 1 -2 -1
A‘lzdetAadet:Z -1 -2 -3
1 -2 -5

Como A posee inversa, podemos despejar X de la ecuaciéon matricial:
AX-B'=2C & AX=20+B'" & X=A"(20+B").

La matriz 2C + B! es:

-2 1 3 -1 ) 3 -1 -1 1
20+B' =2 1 -2 |+|[1 2 |=| 2 -4 |+|1 2 |=] 3 -2
0 3 0 1 0 6 0 1 0o 7
Entonces:
1 -2 -1 -1 1 -7 -2 - -1
1 1
X:A*l(chrBf):Z -1 -2 -3 3. -2 | =7 -5 -18 |= 5 -2
7 15
1 -2 =5 0o 7 —7 =30 - -
Por tanto, la matriz buscada es:
_T 1
4 2
_ 5 9
X=1 -1 —3
T 15
4 2
| ]
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Ejercicio 4 Considera la recta r definida por

T—y+3 = 0
r+y—z2—-1 =

y la recta s definida por
2y +1
r—2z+3
(a) (1'5 puntos) Determina la ecuacién del plano que contiene a r y es paralelo a s.

(b) (1 punto) ;Existe algiin plano que contenga a 7 y sea perpendicular a s? Razona la respuesta.

SoLucion: Apartado (a). Llamemos 7 al plano que contiene a r y es paralelo a s. Vamos a

resolver los sistemas dados para determinar puntos concretos y vectores directores de los dos

rectas.
r=m—3,
r—y=-3 r—y=-3
r= + 1 = 2 . 4 = y:m,
T —z = —z =
Y 4 z=2m —4
5 ) x =2n— 3,
Yy=-
s = = =—-1/2,
{x—2z——3 Y /
zZ =n.

Esto significa que un punto concreto de la recta r es A, (—3,0,—4) y un posible vector director
es u, = (1,1,2). De la misma forma, un punto concreto de la recta s es A5 (—3,—1/2,0) y
un posible vector director es up = = (2,0,1). Como el plano m contiene a la recta r, el punto
A, (=3,0,—4) esté sobre el plano 7 y el vector &, = (1,1,2) esté en la direccién de 7. Por otro
lado, como 7 es paralelo a s, el vector us = (2,0,1) también estd en la direccién de w. Esto
significa que los vectores u, = (1,1,2) y u, = (2,0,1) generan la direccién del plano 7. Por

tanto, un vector normal a este plano se obtiene calculando su producto vectorial:

Si éste es un vector perpendicular al plano 7, su ecuacién debe ser de la forma x + 3y — 2z = k.
Para que este plano pase por el punto A4, (—3,0, —4), debe ocurrir que k = —=3+3-0—2-(—4) =

5. Por consiguiente,

el plano que contiene a r y es paralelo a s posee ecuacién x + 3y — 2z = 5.
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Apartado (b). Supongamos que existiese un plano perpendicular a s que contuviese a la
recta r. Si contiene a la recta 7, el vector u, = (1,1,2) estd en la direccién de ese plano. Y
si el plano es perpendicular a s, el vector director de s, es decir, = (2,0,1), es un vector
perpendicular al plano. Tenemos que u, = (2,0,1) es perpendicular al plano y w = (1,1,2)
esta sobre el plano. En este caso, estos vectores serian perpendiculares, pero esto no es cierto ya

que su producto escalar no es cero, sino:
- =(1,1,2)-(2,0,1) =2+ 042 = 4.

Por consiguiente, w y 7, no son perpendiculares, y concluimos que:

no existe ningiin plano que contenga a r y sea perpendicular a s.

[Otra forma de resolver el apartado (b)] Si un plano asi existiese, al ser perpendicular
a s, su vector normal seria paralelo al vector director = (2,0,1). Asi, su ecuacién seria de
la forma 2z + z = k. Para que este plano contenga a r, debe contener todos los puntos de r.
Elijamos dos puntos distintos de r; por ejemplo, A, (—3,0,—4) y, tomando m = 3 en la expresién
paramétrica de r, B, (0,3,2). Para que el punto A, (—3,0,—4) esté sobre el plano anterior, el
parametro k debe valer:

k=2x+2z=2(-3)+ (—4) = —10.
Igualmente, para que el punto B, (0, 3, 2) esté sobre el plano anterior, el pardmetro k debe valer:
k=2rx+2=2-0+2=2.

Como es imposible que el pardmetro k£ tome dos valores distintos en un mismo plano de ecuacién

2z + z = k, deducimos que

no existe ningiin plano que contenga a r y sea perpendicular a s.

Andalucia — Curso 2008/09 9 Antonio Roldan



	01 BT2 Septiembre 2009.pdf
	02 BT2 Septiembre 2009.pdf
	03-09 BT2 Septiembre 2009.pdf

