“Ecuaciones diferenciales y cdlculo numérico”

Tema 4. Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales
(de primer orden)

(Grado en Ingenieria de Tecnologias de Telecomunicacion)
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Anadido: sistemas de ecuaciones de orden superior.
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4.1. Cuestiones previas

@ Aligual que en el caso de las ecuaciones diferenciales lineales, el conjunto de
soluciones de un sistema de ecuaciones diferenciales lineales tiene estructura
algebraica bien definida.

> Diremos que un sistema de ecuaciones diferenciales lineales es homogéneo si
esta formado exclusivamente por ecuaciones lineales homogéneas.

> El conjunto de soluciones de un sistema de ecuaciones diferenciales lineales
homogéneo determina un espacio vectorial.

> Si el sistema esta formado n ecuaciones lineales homoégeneas de primer orden,

entonces el espacio vectorial de soluciones tiene dimensién n.

El conjunto de soluciones de un sistema de ecuaciones diferenciales lineales no

homogéneo (alguna ecuacién es completa) conforma un espacio afin.

La estructura de espacio afin nos permite calcular el conjunto de soluciones sin

mas que conocer una solucién particular del sistema y el conjunto de soluciones

del sistema lineal homogéneo asociado.

v

v
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Cuestiones previas

Por lo comentado en el punto anterior, nos centraremos en los sistemas homogéneos
de ecuaciones lineales de primer orden.

En concreto, estudiaremos los sistemas de coeficientes constantes.

Asi, un sistema homogéneo de coeficientes constantes de dos ecuaciones con
dos incégnitas viene dado por

X;(t) = a1 X4 (t) +a12X2(t)
X5 (t) = az1x1(t) + azax2(t)

Si tomamos X(t):( );;Eg ) y A :( Z; 2:

expresa matricialmente de la forma X’ (t) = AX(t) (que es muy similar a la expresién de
las ecuaciones lineales de primer orden con coeficientes constantes).

), entonces el sistema (1) se

Por la analogia con las ecuaciones, podemos pensar que las soluciones de (1)
seran miiltiplos de e!. Pero,

> ;qué significa e!?

> ¢qué se entiende por multiplo?
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4.2. Ejemplos sencillos

Ejemplo 1 )

N =

X, =x
P - X’:( ?)x 2)
X5 =2X1+ X2

Este sistema se puede resolver directamente.

©

En la primera ecuacion: xi(t) = Ky el.

Sustituyendo en la segunda, x, = xo +2Kj el, que es lineal completa.
y 2
(jOJO! Se deja 2K;, pues Ki ya esta en x;(t).)
> Lasolucion de x; = xz es xzn(t) = Kze'.
> Una solucion particular de x; = x2 +2Kj e! sera del tipo Xop(t) = atel,
para un valor de « adecuado. En este caso, @ = 2Ky (jCompruébalo!)

e Por tanto, la solucién del sistema (2) es

B Kiet B el 0
X(t)_( Koel + 2K tet )_K1( 2tet +he et |

et

2tel

[

Concluimos que {( )( gt )} es un sistema fundamental de (2).
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Ejemplo 2 )

X! = x
T - X’:(g 1)x 3)
X5 =2X1+ X2

o En este sistema pasaremos a una ecuacion lineal de segundo orden.
@ Primero debemos observar que x1,x2 € C! y, por tanto, x;,xé e C'. Concluimos
que x1,X2 € C2 y podemos derivar las ecuaciones del sistema, al menos, una vez.

> Consideramos la primera ecuacion y derivamos en ella: x; = xo = x;’ = x;.

» Usamos estas dos igualdades en la segunda ecuacion para obtener una ecuacién que sélo
dependa de x1: x{" = 2xq +X{.

» La solucién de esta Ultima es x1(t) = cie™ + cpe?.
> Obtenemos xo(t) a partir de la primera ecuacion: x»(t) = —cie™! 4+ 2coe?l.

o Por tanto, la solucién del sistema (3) es

_t ot -t ot
[ ciettcoe B e e
X(t)_( —cie t+ 20,67 )_C1( —et )+02( 262t )

-t 2t
e Concluimos que {( _ee,t )( 2eeZT )} es un sistema fundamental de (3).
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Ejemplo 2 (de nuevo)

o Podemos resolver (3) operando de distinta forma.

> Derivamos la segunda ecuacion: xj' = 2x{ + x}.
> Sustituimos la primera en la nueva ecuacion: x3' = 2xz + x3.
> La solucién de esta Gltima es xo(t) = cie™! + cpe?.

» Obtenemos x1 (1) a partir de la primera ecuacion: xi(t) = —cie™ + L ce?".

@ Por tanto, la solucién del sistema (3) es

St 1 a2t _t 1,2t

—cie T +1ce —e 1g
X(1) = 2 - + )
(1) ( cre~t+cpe?t ) C1( et ) Cz( e?t )

N

ot 142t
e Concluimos que {( ee—r )( 2:2, )} es un sistema fundamental de (3).

@ Por supuesto, el nuevo sistema fundamental es equivalente al obtenido antes.
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4.3. Cdlculo de soluciones: base teorica (1)

o A la vista de los ejemplos anteriores, comenzamos buscando condiciones para
obtener soluciones del tipo X(t) = e!v, donde v es un vector no nulo.

o Asi pues, supongamos que, para A € Ry v € R\ {0}, la funcion X(t) = et'v es
solucion del sistema de coeficientes constantes X’ = AX.
> Por un lado, X’(t) = 1e*'v = etlav.
> Por otro lado, AX(t) = Ae'lv = el Av.
> Por tanto, ettAv = e Av.
> Operando sobre esta igualdad,
elv=elAv & e'Av-etlv=0o e!(Av-Av) =0 Av-Av =0 & Av = Av.

e Podemos concluir que X(t) = e*!v sera una solucién del sistema X’ = AX siy s6lo si
A es un valor propio de A y v es un vector propio de A (asociado a 1).

4] (Debemos observar que seguimos sin saber qué es o cémo se calcula eA’.)

EDCN-GITT (UGR) Tema 4 VERsION 12-05-2014 8/17



Ejemplos

o Ejemplo 1.
x1’ = Xq

, (1 0
} = X =AX, conA—(2 1),

X5 = 2X1 + X2

> El polinomio caracteristico de A es p(1) = (1-1)2.
> La matriz A admite como valor propio A = 1 (doble).
> El conjunto de vectores propios asociados a 4 = 1 es el de los multiplos del vector

[0
V=1
> Por tanto, etlv = ( g, ) es una solucién del sistema dado.

> Pero hay un problema: necesitamos otra solucién del sistema, que sea linealmente
independiente con ( of |yaaue la dimensién del espacio vectorial de soluciones

esigual a 2.
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Ejemplos

o Ejemplo 2.

X! = X
1, 2 = X' =AX, conA:(O ! )
X5 = 2X1 + X2 2 1

> El polinomio caracteristico de A es p(1) = 42— 1-2 (observa que coincide con el
polinomio caracteristico asociado a las ecuaciones de segundo orden vistas en las
paginas 6y 7).

> La matriz A admite como valores propios A =—-1y 1 =2.

> El conjunto de vectores propios asociados a 1 = —1 es el de los multiplos del vector

()

> El conjunto de vectores propios asociados a 4 = 2 es el de los multiplos del vector
1
V=12

-t 2t
> Por tanto, ( _ee,, ) y ( 2982, ) son soluciones (linealmente independientes) del

sistema dado.
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Cdlculo de soluciones: base teorica (2)

Veamos como solventar la pega que surgio en el ejemplo 1.
o0
. s __ s" _ 82 33 sn
En primer lugar, recordemos que e°® = s=1+s+5+F5+ -+ 5+
n=0
donde s es un nimero real cualquiera.

Esta serie nos permite definir la exponencial de una matriz A como

oo 2 3 n
A" A2 A A
A
=N a8 2
e n;;”! AL et

(Otra cuestion es como calcular las potencias de A de manera simple.)

A partir de la serie, es fécil justificar que, si f(t) = e/!, entonces f'(t) = Ae’t
(siendo f: R = Mpxn(R)).

Por tanto, si X(t) = e'v con v € R", entonces X' (t) = Ae’lv = AX(t), es decir,
e”lv es solucién del sistema X’ = AX.

Por otra parte,

eAtV — eAte—/Ue/Uv — eAYe—/Ute/UV — eAf—/Ute/Hv —
—+o0 “+o0
A— ANt tN(A - ANV
oMp(A-tty, e/lt(Z( )", et Z ( )"v |
n! n!
n=0 n=0
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Cdlculo de soluciones: base teorica (2, sigue)

En el ejemplo 1 tenemos A:( ; ? ) y A1=1.

(0 0 , (0 0
EsclaroqueA—/ll_(2 0)yque (A-2al) _(O 0).

Por tanto, existe un vector w tal que (A-ANw #0 y (A-A/)?w =0.

Tenemos asi que e/lw = e*’(z M] =eM(I+t(A-A))w
n=0

(Observa que (A—Al)"w =0 paran=3,4,...)

En nuestro ejemplo, la eleccion mas facil es w = (

omel(y D412 S ol ()

es la solucion que nos faltaba (ademas coincide con la obtenida en la pagina 5).

) de donde

En sistemas con méas de dos ecuaciones pueden aparecer valores propios con multiplicidades mayores
que 2. En estos casos se sigue la misma idea, es decir, se buscan vectores w tales que (A —Al)kw # 0
para potencias menores o iguales que un adecuado valor de k y (A — Al)¥w = 0 para potencias mayores
que dicho valor de k.
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4.4. Ejemplos (Valores propios complejos)

Consideremos el sistema X’ = AX con A :( _02 ; )

El polinomio caracteristico de A es p(1) = 22 —21+2.

La matriz A admite como valores propios A =1+iy1=1-i.

Los vectores propios asociados a A = 1+ i son los multiplos del vector v = ( 1 l_’. )
Los vectores propios asociados a 1 = 1—i son los multiplos del vector v = ( 1 1_[. )

(1+i)t (1-i)t
Por tanto, dos soluciones (linealmente independientes) del sistema son ( R fi)e(‘“)’ ) y ( a —ei)e("’)’ )

Podemos comprobar que las soluciones obtenidas son conjugadas entre si.

Tomando la parte real y la parte imaginaria de la primera, tenemos que dos soluciones reales (linealmente

e'cos(t) ) y ( e'sen(t) )

independientes) del sistema dado son ( et (cos(1) - sen(t)) e (cos(1) +sen(t))
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4.5. Circuitos eléctricos (de primer orden) acoplados

Ejemplo 1 J

o Consideremos la red dada por el esquema

R1

o El sistema de ecuaciones diferenciales, resultante de aplicar analisis de mallas, es
Riit + L1 % = E(1)
Ryiy + Lo %2 +R2i2 = E(t) }
e Teniendo en cuenta que i1 = ip + i3, queda
L5 gy ¢ + Riia+ Ryiz = E(t)
Lo % +(R1 + Ro)iz + Ryiz = E(t) }
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Ejemplo 2 J

o Consideremos la red dada por el esquema

o El sistema de ecuaciones diferenciales, resultante de aplicar analisis de mallas, es

Lq+Ris=E(t) Ris + £q = E(t) R% 4 Liy =9 (1)
ﬁ 9
Lg+L% =E(1) L% _Ri; =0 L%—R@:o

donde se ha tenido en cuenta que % =ij.
e Por Ultimo, ya que iy = i» + i3, entonces
R 4 Lip 4 Lig = (1)
L% d’2 ~Riz=0 '
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4.6. Ariadido: sistemas de ecuaciones de orden superior

Consideremos dos masas mq, m; intercaladas entre tres muelles (con constantes de elasticidad ki, ko, k3)
en un medio que no ofrece resistencia (esto es, no hay rozamiento).

El sistema que determina el movimiento de ambas masas es

myxy (t) = (ki + ko) x1 (t) + kaxa(t) } n
maxy (t) = koxi (1) = (ko + ks ) x2(t)
Si suponemos my = my = m, ky = ko = ks = k y consideramos o? = % el sistema seria
X" = —2aPx; + aPxo
L 2 ®)
X} = a"xq —2a°xz

Para resolver (5) podemos pasar a una ecuacion lineal de cuarto orden con coeficientes constantes.
> Despejamos xz(t) en la primera ecuacién y derivamos dos veces:
Xe = Lx; +2x = x) = aiz)q(iv) +2x.
> Sustituimos ambas expresiones en la segunda ecuacion:
(:—2x1(iv) +2x{" = a?x —2(X{ +2a2x1) = ngv) +4a?x] +3a*x; = 0.
> Una vez hallada x1 (t), recurrimos de nuevo la primera ecuacioén para calcular xx(t).

(http://www.sc.ehu.es/sbweb/fisica/oscilaciones/acoplados/acoplados.html.)
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