“Ecuaciones diferenciales y cdlculo numérico”
Tema 3. La ecuacion diferencial lineal (primera parte)

(Grado en Ingenieria de Tecnologias de Telecomunicacion)
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Tema 3. La ecuacion diferencial lineal (primera parte)

Ecuacion lineal de primer orden.
Ecuaciones lineales de orden n. Existencia y unicidad de solucion.
Estructura algebraica del conjunto de soluciones.

La ecuacion lineal homogénea. Sistema fundamental.
Independencia lineal de funciones. (El wronskiano.)
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3.1. Ecuacion lineal de primer orden

e Como vimos en el tema anterior, son ecuaciones diferenciales de la forma
x" = a(t)x+b(t), (1)
donde a,b : | - R son funciones continuas en / (intervalo abierto).

o Se llama ecuacién lineal homogénea asociada a (1) a la ecuacion

x = a(t)x. )

o Todas las soluciones de (1) y (2) estan definidas en el intervalo .

e Sean Zy = {Soluciones de (2)} y Z, = {Soluciones de (1)}.
Se puede comprobar en cualquier ejemplo que,

i) sixp(t) # 0 es una solucién de (2), entonces Zy = {Kxp | K € R};
ii) si xp(t) es una solucion de (1), entonces Z, = {x, + Kx; | K € R}.
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Ejemplos

Q@ X =x+t2-2t—-2 (completa)
» X’ =x (homogénea)
> Ambas ecuaciones estan definidas en D = R xR.
* Zy={Ke'|KeR}
* Z, ={Ke!-t2+2|KeR}
* Todas las soluciones estan definidas en | = R.

@ x' =xtg(t)+2 (completa)
> x’ =xtg(t) (homogénea)
» Ambas ecuaciones estan definidas en D = ]—g, g[xR.

* ZO:{K#“)MeR}
* Z, ={K+ +2tg(t)|KeR}

cos(t)

* Todas las soluciones estan definidas en I =] - %, Z[.
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Resolucion de la ecuacion lineal de primer orden

(Método de variacion de constantes)

e Cuando no conozcamos ninguna solucién particular a priori, podemos resolver (1)
mediante el siguiente proceso.

@ Resolvemos (2) como una ecuacion en variables separadas. Asi obtenemos
x() =Ke*®, viel, KeR,
donde A(t) es una primitiva cualquiera de a(t).

@ Aplicamos a (1) el cambio de variable x = yeA(‘).
x' =y e £ yerWA/ (1) =y eA) 4 yer(Da(t)
a(t)x+b(t) = a(t)ye*® + b(t) }§

y e’ 1 yetDa(t) = a(t)ye’ " +-b(t) = y e = b(t) =

y =b(t)e W = y(t) = fb(t)e’A(‘) dt+K, KeR.

@ Deshaciendo el cambio, tenemos la familia de soluciones de (1).

x(1) = KeA() 1 A f b(H)e AW dt, vicl, K k.
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Ejemplo

o Consideramos la ecuacién x’ = x+1?>—-2t—2 (definidaen D = RxR).

@ Resolvemos la homogénea asociada.

X' =x= x(t)=Ke!, VteR, KeR.
@ Aplicamos el cambio de variable x = ye! en la ecuacién completa.

X =yel+yel =x+t2-2t-2=yel +2-2t-2=
yel=t-2t-2=y =(2-2t-2)e"! >
y= f(t2—2t—2)e“dt =

y(t)=(2-12)e ' +K, VteR, KeR.

@ Deshaciendo el cambio, las soluciones buscadas son

x(t) =2-t2+Ke', VteR, KeR.
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3.2. Ecuaciones lineales de orden n

@ Son ecuaciones diferenciales de la forma
XM fa, (x0T 4 4 aq ()X +ao(t)x = b(t), 3)
donde n > 1 es un ndmero natural y ap, ai,...,an—-1,b : I = R son funciones continuas
en | (intervalo abierto).
@ Se llama ecuacién lineal homogénea asociada a (3) a la ecuacion
XM 4 a1 (XD + .+ ay ()X + ag(t)x = 0. (4)

e Diremos que (3) es completa si b(t) #0
(es decir, si b(t) no es la funcién constantemente igual a cero).

@ Ejemplos
1) x”+x=sen(t) (ai(t)=0, ap(t) =1, b(t)=sen(t), |=R)
2) x"4+x=0 (ai(t)=0, a(t)=1, b(t)=0, I=R)
3) X' =dx=In(t) (ao(t)=-1. b(t)=In(t), |=R* =]0,~+oo])
4) X" +12x" +x=cos(t) (ax(t)=0, a;(t) =12, ap(t) =1, b(t) = cos(t), | =R)
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“Algebraizando” las ecuaciones lineales

Definimos el operador diferencial L : C"(I) — C(I) como
Lix] = x(M 4 a, 4 (x4 4 ay ()X’ + ag(t)x.

Recordemos que C(I) y C"(I) son espacios vectoriales
(con las operaciones habituales: suma de funciones y producto por nimeros reales).

Es facil comprobar que L es una aplicacion lineal.
(L[x+y]l =L[X]+Lly], L[Ax] = AL[x], ¥x,y € C"(I), VA€R)

Con esta notacién, una ecuacion diferencial lineal viene dada por la expresion

L[x] = b(t).
Ejemplos (ver la pagina anterior)
1) L:C?(R)— C(R), L[x]=x"+x = L[x]=sen(t)
2) L:C3(R)—>C(R), LIX]=x"+x = Lx]=
3) L:C'(R*Y) 5 C(RT), Lix]=x'-1x = L[x]=In(t)
4) L:C3(R)— C(R), L[] =x"+x"+x = L[x]=cos(t)
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Ejemplos

o Definimos el operador diferencial L : C'(/) - C(/), L[x] = x"+x.
1) Lle']=e!+e! =2¢.
2) L[sen(t)] = cos(t)+sen(t).
3) Consideremos la funciéon

—t, sit<O,
f(’)—{ t, sit>0.
* Es claro que f pertenece a C(R) pero no a C'(R).

* F(t)= for f(s)ds es una funcién de C'(R) pero no de C3(R).
(Recuerda el Teorema fundamental del célculo.)
* L(F)=f+F pertenece a C(R) pero noa C'(R).
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Existencia y unicidad de solucion

Resultado (Teorema de existencia y unicidad)

o Sea el operador L : C"(I) — C(I) (donde I es un intervalo abierto) definido por
Lix] = x4 a2, ()x™D 4+ ay ()X + ap(t)x.

Sea la funcién b € C(I). Supongamos que Xp, X1, ..., Xn—1 € R son valores prefijados y
quetyel.
Entonces existe una tnica funcion x € C"(I) que
i) es solucion de la ecuacién L[x] = b(t);
ii) cumple la condicién inicial
X(to) = Xp, Xl(to) =X{y.ens X(n71)(to) = Xp-1.

@ Ejemplos
D) x'=1x=In(t), x(1)=0 = x(t)=L(n(1))? VteR".

2) X" +x=0, x(g)zo,x'(g)=1 = x(t)=-cos(t), VteR.
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3.3. Estructura algebraica del conjunto de soluciones

Consideremos la ecuacion diferencial lineal de orden n

XM 4 an (x0T 4 ag ()X + ap(t)x = b(t).
Sea el operador diferencial lineal L : C"(I) — C(/) asociado

LIx] = x4+ ap_1 ()x(1) 4+ ag ()X + ap()x.

Sea el conjunto Z, = {Soluciones de L[x] = b}.
Entonces

» Z =2 = {Soluciones de L[x] = 0} = {Soluciones de la homogénea}
tiene estructura de espacio vectorial.
(x+y,AxeZ, VYx,yeZ,YA€R)

> Zp = {Soluciones de L[x] = b} = {Soluciones de la completa}
tiene estructura de espacio afin (supuesto b # 0).
(Zb = Xp + Zo, siendo X, una solucion particular de la completa, es decir, L[xp] = b)
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e La estructura de los conjuntos Z, se puede justificar haciendo cuentas directamente.

o Enelcaso Z = Z, tenemos que

> la suma de dos soluciones es otra solucion;
> el producto de una solucion por un nimero (real) es otra solucién.

@ Pero nosotros vamos a aplicar el Algebra Lineal.

» Sean V, W espacios vectoriales.
» Sea L : V — W una aplicacion lineal.
» Entonces
* ker(L) ={ve V|L(v)=0}es un subespacio vectorial de V;
* L='(w)={ve V|L(v) = w} es un subespacio afin (supuesto w # 0).

@ En nuestro caso basta tomar
V=C"(l), W=C(l), Z=ker(L) y Zp = L""(b) (parab %0),
siendo L : C"(I) — C(I) el operador diferencial lineal asociado a la ecuacion
diferencial lineal.

EDCN-GITT (UGR) Tema 3 VERsION 09-04-2015 12/26



3.4. La ecuacion lineal homogénea

Sabemos que el conjunto de soluciones de una ecuacion diferencial lineal homogénea
tiene estructura de espacio vectorial.

Vamos a usar de nuevo el Algebra Lineal para justificar que, si tenemos una ecuacién
de orden n, entonces dim(Z) = n.

Recordatorio.
» Sean V, W espacios vectoriales (de dimension finita).
» Sea L : V — W unisomorfismo (es decir, una aplicacion lineal y biyectiva).
» Entonces V'y W tienen la misma dimension.

En nuestro caso basta considerar el isomorfismo (fijado tg € /)
By, Z >R, x5 (x(1).X' (fo)..... X" D (1)),
esto es, @y, asigna a cada solucién su condicion inicial en el punto fp.

@y, es un isomorfismo gracias al Teorema de existencia y unicidad.
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Ejemplos

1) Consideremos la ecuacién diferencial x’ 4+ x = 0.
» Z=|ke"! |k eR}.
> lh=0=>®:Z—>R, x(t)=ke ' x(0) =
s lh=12d1:Z->R, x(t)=ke ' x(1)=

2) Consideremos la ecuacion diferencial x”” 4+ x = 0.
» Z = {kisen(t) +kacos(t) | k e R?}.
> lh=0=>dy:Z—> RZ, X(t) =Ky sen(t) + ko COS(t) = (X(O),X/(O)) = (kg,k1).

lp=3= b5 :Z>R2, x(t) = kisen(t) +kecos(t) = (x(3). X (%)) = (ki —ke).
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Sistema fundamental

Recordemos que
» todos los espacios vectoriales (de dimensién finita) tienen una base (finita);
» en una base hay tantos elementos como dimensién del espacio vectorial considerado;

» una base nos permite conocer todos los elementos de un espacio vectorial a partir de unos pocos (justo
los de la base);

Por tanto, dada una ecuacion lineal homogénea, seria interesante saber calcular una
base de Z.

Estas bases se denominan “sistema fundamental” de la ecuacion diferencial
considerada.
Ejemplos

1) {e"} es un sistema fundamental de la ecuacién x” +x =0.

2) {sen(t),cos(t)} es un sistema fundamental de la ecuacion x” +x = 0.

3) {sen(t)+cos(t),sen(t)—cos(t)} es un sistema fundamental de x” +x = 0.
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Ejemplos

@ Recordemos que los isomorfismos entre espacios vectoriales transforman bases en bases. J

1) Consideremos la ecuacién diferencial x’ +x = 0.
»tp=0=d:Z >R, x(t)=et x(0)=1.

> {1} es unabase de R = {e”} es una base de Z = {ke*‘ |k e R].

2) Consideremos la ecuacion diferencial x”” +x = 0.

> To:0:>(150:Z—>R2,
* x(t) =sen(t) — (sen(0),sen’(0)) = (0,1).
* x(t) = cos(t) - (cos(0),cos’(0)) = (1,0).

> {(0,1),(1,0)} es una base de R? =
{sen(t),cos(t)} es una base de Z = [k1 sen(t)+ kacos(t) |k € RZ}.
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Bases e independencia lineal

@ Recordemos que, si V es un espacio vectorial de dimension r,
» una base de V tiene r elementos;
» los elementos de una base son linealmente independientes.

@ Por tanto, r elementos de un espacio vectorial r-dimensional V, que sean linealmente independientes,
forman una base de V.

Resultado

o Dada una ecuacién diferencial lineal homogénea de orden n, si calculamos n
soluciones linealmente independientes, entonces tendremos un sistema fundamental
de dicha ecuacion.

Pregunta

e ;Que significa ser “linealmente independientes” cuando nos referimos a funciones?
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Independencia lineal de funciones

Definicion
e Sean ¢1,¢2,...¢, funciones pertenecientes a C"(I). Diremos que son linealmente
independientes si la igualdad funcional

C11(t) +coga(t) +- -+ cror(t) =0, Vt e,

es solo posible sicy =cp =---=c¢, =0.

Resultado

e Dos funciones no son linealmente independientes (es decir, son linealmente
dependientes) si, y sélo si, una es multiplo de la otra.

@ Ejemplos
1) {1,t} son funciones linealmente independientes.
2) {sen(t),cos(t)} son funciones linealmente independientes.
3) {sen(t),2sen(t)} no son funciones linealmente independientes.
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Ejemplo

Comprobemos que {1,t,t2,t3} son cuatro funciones linealmente independientes en
C3(R).

Consideramos la combinacién lineal
Co+C1t+Cgtz+C3t3 =0, VteR.

Derivando tres veces sucesivamente, obtenemos el sistema
co+cit+cat?+catd =0

cq +202t+303t2 =0

2co+6c3t=0

6c3 =0

, YteR.

Resolviendo de abajo arriba, tenemos que c3 = c> = ¢4 =cg =0.
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Ejemplo (los dominios influyen)

o Consideramos las leyes
> x(t)=1.

N _[1+t+e sit<0,
y(t)*{ 2, sit>0.

o {x(t),y(t)} son linealmente independientes en C' (R).

o {x(t),y(t)} son linealmente dependientes en C'(R™).
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Buscando una condicion para la independencia

Sean ¢1,¢2,...,¢, funciones pertenecientes a C™' (/).
Sea la combinacion lineal
C1¢1 (t) + Cz«pg(t) 44 C,,Lpn(t) =0, VYtel
Derivando n— 1 veces esta expresién, obtenemos el sistema
Cr1(t) + Cog2(t) + -+ Cappn(t) =0
16} (1) + C20, (1) + -+ + €y (1) = 0

g™ (1) + gt (1) + -+ et (1) =0

Consideremos que (para cada t € /) este es un sistema donde c1,cs, ..., Cn son las incégnitas y la matriz de
coeficientes esta dada por

,Vtel.

@i (1) e2(t) en(t)
@ (1) @,(1) @n(1)
-1 -1 -1
P O I S O I SR ()
Si el determinante de esta matriz fuera distinto de cero para algin t € I, tendriamos que ¢y =co =---=¢, =0

y, por tanto, ¢1,¢2,...¢n serian linealmente independientes.
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Wronskiano

Definicion

e Sean ¢1,¢s,...,¢n funciones pertenecientes a C"! (N.

e Llamaremos “wronskiano” de ¢1,¢s2,...,¢n a la funcién
e1(t) @2(t)

go%(t) Sﬁ,z(t)
W(p1,02,....0n)(t) =

A"y (1)

en(t)

@n(t)
,Ytel.

Resultado

o Sean ¢1,¢2,...,¢n funciones pertenecientes a C"'(!).

o SiW(p1,2,...,¢n)(t) es distinto de cero (para algun t € I) entonces ¢1,¢2,...,on SON

linealmente independientes.
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Ejemplos

@1(t) =1, g2(t) = t son linealmente independientes en C' (R).
W(wmpz)(t):‘ (1) 1t ‘:1 #0, VteR.

@1(t) = sen(t), g2(t) = cos(t) son linealmente independientes en C' (R).
sen(t)  cos(t)

W(p1,02)(t) = cos(t) —sen(t)

=-1#0,VteR.

01(t) =1, ga(t) = t, p3(t) = 12, p4(t) = t° son linealmente independientes en C3(R).

1t 2 8

0 1 2t 3t
W(pr.e2.03.0)()=| o 5 g |=12#0,VteR

0 0 0 6

¢ Qué puedes decir sobre g1 (t) = 212, ¢»(t) = t|t| como funciones de C'(R)?
&Y silas consideras funciones de C'(R*) o C'(R7)?
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Sistemas fundamentales (Bases de Z)

Resultado

e Sean ¢1,p2,...,pn Soluciones de una ecuacion lineal homogénea de orden n
(“definida” en un intervalo abierto 1), es decir, elementos del espacio Z asociado a
dicha ecuacion.

o Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

1) @1,¢2,...,¢n son linealmente independientes en C™(1).
2) W(g1.¢2,...,¢n)(t) es distinto de cero para todo t € I.
3) W(g1.¢2,...,¢n)(t.) es distinto de cero para algun t. € I.

@ jOJO! Este resultado so6lo es valido para conjuntos de funciones que sean solucion de una
ecuacion diferencial lineal homogénea.

Justificacion del resultado
1) = 2) A partir de los isomorfismos @; : Z — R".
2) = 3) Evidente.
3) = 1) A partir del resultado de la pagina 22.
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Ejemplo

Sean las funciones ¢+ (t) = t, @2 (t) = t3. Su wronskiano es

t 3
Wiere2)()=| | 5p =220 t#0.

©1(t), ¢2(t) son linealmente independientes en C' (R).

¢1(t), p2(t) no pueden ser soluciones de una ecuacion lineal homogénea de segundo orden con coeficientes
continuos en R.

¢1(t), 2(t) si pueden ser soluciones de una ecuacion lineal homogénea de segundo orden con coeficientes
continuos en intervalos que no contengan al cero. Por ejemplo,

w_ 3,3
X=X +?X:0'

p1(t), p2(t) si pueden ser soluciones de una ecuacioén lineal homogénea de orden superior a dos con
coeficientes continuos en R. Por ejemplo, de la ecuacién

x4 =o.

En este caso {1,t,12, 1%} es un sistema fundamental (teniéndose en cuenta el ejemplo de la pagina 19).
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