“Ecuaciones diferenciales y cdlculo numérico”
Tema 1. Ecuaciones diferenciales ordinarias: primeros conceptos y ejemplos

(Grado en Ingenieria de Tecnologias de Telecomunicacion)
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1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

Tema 1. Ecuaciones diferenciales ordinarias:
primeros conceptos y ejemplos

Introduccién: 4 Por qué las antenas parabdlicas sélo pueden ser parabdlicas?

Concepto de ecuacién diferencial.
Ejemplos. Notacion.

Concepto de solucion.
Forma normal. Intervalo maximal de definicion.

Condiciones iniciales.
Problema de Cauchy o de valores iniciales. Unicidad.

Anadido: una ecuacion (muy) simple pero util.
La desintegracién radiactiva.
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1.1. Introduccion:
¢ Por qué las antenas parabolicas solo son parabdlicas?

e Cuando se disena una antena, el objetivo es conseguir que las ondas se reflejen en
ella y converjan en el foco.

e Es sabido que la forma parabolica nos permite cumplir dicho objetivo.
e Pero, ¢es posible conseguirlo con una forma diferente de la antena?
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Consideremos la siguiente representacion esquematica.

C | 0,

Rayo incidente

A F X

> Lacurva y = y(x) que determinara la antena aparece en color magenta.
> (X,Y) es un punto cualquiera de la curva.

> En color rojo aparece la tangente a la curva en el punto (X,Y).

> F es el foco (situado en el origen de coordenadas).

> z1 =dist(AF), z» = dist(C,F).

> x =dist(F,X) = dist(Y,C), y = dist(C,X) = dist(FY).
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Observemos que
> por reflexién: 6, = 63;
> por paralelismo de rectas: 6y = 63.

Como consecuencia 61 = 6, y ACF es un triangulo isosceles cuyos lados AF y FC son de igual longitud,
0 sea, z1 = Zp.

Por otro lado, tenemos que
> la pendiente de la recta tangente en el punto (X,Y) es la derivada y’ de la curva
en dicho punto;
> dicha pendiente también es igual a tg(6;) = #
Por dltimo, FCX es un triangulo rectangulo, por lo que z, = +/x2 + y2.

Todo lo anterior, lleva a que cualquier curva, que permita alcanzar nuestro objetivo, debe ser solucién
de la ecuacion diferencial

’

y
y=—".
X+ \x2+y?
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1.2. Concepto de ecuacion diferencial

Definicion

Una “ecuacion diferencial” es una ecuacién compuesta por una funcion incégnita (en
una o varias variables) junto con varias derivadas o derivadas parciales de dicha
funcion.

Si la funcién incégnita depende de una sola variable, hablaremos de “ecuacion
diferencial ordinaria (e.d.o.)”.

Si la funcién incégnita depende de varias variables, hablaremos de “ecuacioén en
derivadas parciales (e.d.p.)”.

En los Temas 1, 2, 3 y 4 nos dedicaremos al estudio de las e.d.o.

En el Tema 5 veremos la expresion general de una e.d.p de segundo orden, por ser
estas de gran utilidad en las aplicaciones.

EDCN-GITT (UGR) Tema 1 VERsION 20-02-2015

6/23



Ecuacion diferencial ordinaria (e.d.o.)

Definicion
@ Una e.d.o. es una expresion de la forma
F(t.x(1),X(1).....x""(1)) =0, 1)

donde

> t es la variable independiente (usaremos la letra t pues, en general, se referira al tiempo);
> x(t) es la funcion incognita (por esto empleamos la letra x en lugar de cualquiera otra);
> F es una funcion (conocida) en n+ 2 variables.

Diremos que n es el orden de la ecuacion (1).
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Ejemplos

@ x(1)2+x'(t)2 =1 — Ecuacién de primer orden auténoma (esto es, no depende
explicitamente del tiempo).

Fi(t,x,x') =1-x2—(x)? (F1 (X1,x2,X3) = 1-x2 —xg)
@ x”(t)+sen(x(t)) =1 — Ecuacién de segundo orden auténoma.

17

Fo(t,x,x",x"")=1-sen(x)—x" (Fa(x1,X2,X3,X4) = 1—sen(xo) — x4)

@ x”(t)+ x(t) =1 — Ecuacion de segundo orden auténoma (se dice que es la ecuacion
linealizada de la del ejemplo 2).

Fa(t, %, x",x")y=1-x-x" (F3(x1,%2,X3,X4) = 1 —Xo — X4)

Q X'(t) _2&:) = 0 — Ecuacién de primer orden no auténoma (esto es, si depende
explicitamente del tiempo).

X2

Fa(t,x,x")=x’ —2)—: (F4(x1 ,X2,X3) = X3 —2X
;
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Notacion (es decir, como se escribe usualmente)

e Enla mayoria de los ejemplos, “x” sera la funcién y “t” la variable independiente.

o En algunos casos (problemas geométricos), emplearemos “y” para la funcién y “x”
para la variable independiente.

e Usualmente, puesto que la variable independiente sera bien conocida (t, el tiempo, en
nuestro caso), no se suele escribir la ecuacién incluyéndola explictamente. Asi, los
ejemplos anteriores quedarian:

Q@ x4+ (x')2 =1 (t no esta, es una ecuacién auténoma).
Q x”+sen(x)=1.
Q X' +x=1.

Q X —2§ =0 — (t si estd, es una ecuacion no autbnoma).
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1.3. Concepto de solucion

Primer acercamiento al “Concepto de solucién”

@ x(t) =1 es una solucién de x(t)2 +x’(t)2 = 1 pues
x()=1=2x'(t)=0=>

Fi(t,1,0)=1-12-0?=0.

@ x(t) =% es una solucién de x”(t) +sen(x(t)) =1 yaque
x(t) = g =>xt)=0=>x"(1)=0=>

T T
Fo(t, = —1-sen(X)-0=0.
g(t,2,0,0) sen(z) 0=0
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Primer acercamiento al “Concepto de solucién” (sigue)

@ x(t) =1+cos(t)-sen(t) es una solucion de x”(t) + x(t) = 1 pues
x(t) =14-cos(t)—sen(t) =
x'(t) = —sen(t) —cos(t) = x”'(t) = —cos(t) +sen(t) =
F3(t, 1+ cos(t)—sen(t),—sen(t) —cos(t),—cos(t)+sen(t)) =
1—(1-+cos(t)—sen(t))—(—cos(t) +sen(t)) =0.

@ (Es x(t) = t? solucion de x’ —2% = 0?
> ¢Seguro?
> ¢Qué ocurre sit=07?
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Forma normal de una e.d.o.

Definicion

o Diremos que una e.d.o. esta en forma normal si la derivada de mayor orden
esta despejada, es decir, tenemos una expresion del tipo

x(n) — f(t,x,x',...,X(n_1))’ @

siendo f una funcién (conocida) en n+ 1 variables.

o Observemos que, en los ejemplos 2, 3 y 4 vistos anteriormente, es muy facil obtener
la forma normal de la ecuacién.

o Por contra, en el ejemplo 1, tenemos un problema al intentar despejar x’. ;Cudl es
dicho problema?
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Forma normal de una e.d.o. de primer orden

o Para las e.d.o. de primer orden podemos dar definiciones mas detalladas de los
elementos de la ecuacion y sobre qué se entiende por solucién. Estas ecuaciones son
las que veremos en el Tema 2.

o Sea la e.d.o de primer orden en forma normal
x' =f(t,x), @)
donde f: D — R es una funcién continua que esta definida en un subconjunto (abierto

y arco-conexo) D de R?.

> Un subconjunto D C R? es abierto si no contiene a su frontera.

> Un subconjunto D C R? es arco-conexo si cualesquiera dos puntos suyos se pueden unir mediante
una “curva” completamente contenida en D.

Diremos que D es el dominio de la ecuacién (3).

o Diremos que D es el dominio maximal de (3) si no esta contenido (propiamente) en
ningun otro posible dominio de (3).
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Concepto de solucion (intervalo maximal de definicion)

Definicion
e Sea |l C R unintervalo abierto. Diremos que la funcién x : | - R es solucién de (3) si se
satisfacen las siguientes condiciones:
@ x e C'() (esto es, tanto x como x’ son continuas en I);
Q (t,x(t))eD, Vtel;
Q@ X'(t) =f(t,x(t)), Vtel
Diremos que | es el dominio o intervalo de definicion de la solucién.

o Diremos que I es un intervalo maximal de definicion de la solucién x si no existe otro
intervalo de definicion J (de x) tal que I < J.

EDCN-GITT (UGR) Tema 1 VERsION 20-02-2015 14/23



Ejemplo

o Consideremos la ecuacion X
X/ =2 ? (4)

> Posibles dominios (maximales) de la ecuacién:

oD, ={(t.x)eR?[t>0} oD ={(t.x)eR?|t<0)

> Posibles soluciones de la ecuacion:
o x1(t) =12,V €]0,1] e xo(t) =12, vt €]1,2] e x3(t) =12, vteRY
exs(t) =12, Vt€]-5,-3[ exs(t) =13, Vte]-4,-2[ exg(t)=13,VteR"

> ¢Cudles son los posibles intervalos maximales de definicion para que la ley x(t) = t2 sea
solucién de (4)?
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1.4. Condiciones iniciales

o En general, una ecuacién diferencial posee infinitas soluciones.

o En el caso de las e.d.o. de primer orden, las soluciones se agrupan en familias
dependientes de un parametro (esto es, familias uniparamétricas de soluciones).

e ;Como podemos distinguir entre las distintas soluciones?
Definicion

o Llamamos condicion inicial a cualquier par de puntos (p,Xo) € D. J

o Fijada una condicién inicial, nuestra esperanza es poder distinguir una tnica solucién
de entre todas las soluciones posibles.
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Problema de Cauchy o de valores iniciales. Unicidad

Definicion
o Llamaremos Problema de Cauchy (o problema de valores iniciales, p.v.i.) a una e.d.o.
junto con una condicidn inicial, es decir, a

x' = f(t,x),
{ X(IQ)ZX(). )

v

Resultado

e Supongamos que, en el problema de valores iniciales (5), la funcién f(t,x) es continua
y admite derivada parcial con respecto a “x” también continua. Entonces dicho
problema tiene una unica solucion.
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Ejemplos

o Consideremos el p.v.i.
x’ =b5x,
{ x(2) = 3. (6)

> Todas las soluciones de la ecuacién x’ = 5x son de la forma x(t) = Ke®!, Vt € R, donde K
es un parémetro real.
> La Uinica solucion del problema es x(t) = 3¢%(t2), vt e R.

o Consideremos el p.v.i.
x’ =3x2/3,
{ x(0) = 0. ()

Este problema admite, al menos, dos soluciones:
> xi(t) =3, Yt e R;
> xo(t) =0, VteR.
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Afadido: una ecuacion (muy) simple pero titil

o Consideremos la ecuacion (en realidad, familia de ecuaciones)

x' = Ax. (8)

> Su dominio (maximal) es R?.
> Todas sus soluciones tienen a R como intervalo maximal de definicion.

> Segun A tome valores positivos, negativo o nulo, las soluciones de (8) tienen distintos
comportamientos.

@ Si A= 0 queda la ecuacién x” = 0, que admite como Unica familia de soluciones a las

constantes (justamente, aquellas funciones cuya gréafica son rectas horizontales, es
decir, de pendiente nula).
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@ Si 2> 0 podemos saber previamente que

> si una solucién es positiva entonces sera una funcién creciente;
> si una solucién es negativa entonces seré una funcién decreciente.

Lo anterior esta claro si tenemos en cuenta que todas las posibles soluciones son
(para cada valor de 1) de la forma

x(t) = Ke'', VteR, K eR.

@ Si A <0 entonces todas las soluciones son de la misma forma que en el caso anterior.
Sin embargo, su comportamiento es el contrario, esto es,

> si una solucién es positiva entonces sera una funcién decreciente;
> si una solucioén es negativa entonces sera una funcién creciente.
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Comprobemos con un razonamiento muy simple que la ecuacién (8) no admite mas soluciones que las mostradas.
@ Supongamos que h(t), Yt € R, es una solucion de (8), esto es, h’(t) = Ah(t).
@ Sea la funcion auxiliar g(t) = e~ h(t), Vt e R.
@ Derivando, ¢’ (t) = —2e ' h(t) + e~ h'(t), Vt eR.
@ De 1y 3, sesigue que g'(t) = —1e~th(t) + e 1Ah(t) =0, VteR.
@ Tenemos asi que g’(t) =0, Yt € R. Por tanto g(t) es constante, esto es, g(t) = K, Yt €R.
@ De 2y 5, concluimos que e~ h(t) = K, ¥t € R. Equivalentemente,
h(t) = Ke", vt eR,

que es precisamente lo que prentendiamos probar.
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La desintegracion radiactiva®)

. . . . N O
@ Si <0, laecuacion (8) modeliza el fenémeno de la radiactividad” ":
. . . (%) . .
se considera que una sustancia radiactiva * se desintegra de forma proporcional a la
cantidad de materia presente en cada instante.

S . SO -
o La eliminacién de alcohol en sangre (aunque no es un fenémeno radiactivo ') también

se modeliza con esta ecuacion.

(*) Los términos radioactividad, radioactiva y radioactivo también son correctos.
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