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Definiciones

Definición
S es un semigrupo numérico si es un subconjunto de N que es
cerrado para la suma, contiene al cero y N \S es finito.

H(S) es el conjunto de elementos de N que no están en S:
conjunto de huecos de S.

g(S) es el cardinal de H(S): genero de S o grado de
singularidad de S.

F(S) es el máximo de H(S) (esto es, el mayor entero que no
está en S): número de Frobenius de S.
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Definiciones

Sea A ⊆ N, A , ∅.

〈A〉= {λ1a1 + . . .+λnan | n ∈ N \ {0}, a1, . . . ,an ∈ A ,λ1, . . . ,λn ∈ N}

es el submonoide de (N,+) generado por A .

Definición (Sistema minimal de generadores)

Para cada semigrupo numérico S existe un único subconjunto
finito G ⊆ S tal que S = 〈G〉 y ningún subconjunto propio de G
genera a S.

e(S) es el cardinal de G: dimensión de inmersión de S.
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Ejemplo

S = {0,3,5,6,8,→}= {0,3,5,6}∪ {z ∈ Z | z ≥ 8}

H(S) = {1,2,4,7}

g(S) = 4

F(S) = 7

S = 〈3,5〉

e(S) = 2
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Problema de Frobenius

Problema de Frobenius
Sea S = 〈G〉= 〈a1,a2, . . . ,an〉. Encontrar fórmulas que permitan
calcular g(S) y F(S) en función de a1,a2, . . . ,an.

n=2

F(S) = a1a2−a1−a2

g(S) = a1a2−a1−a2+1
2

Ejemplo (S = 〈3,5〉)

F(S) = 3×5−3−5 = 7

g(S) = 3×5−3−5+1
2 = 4
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Problema de Frobenius

n=3
Problema abierto

Aportaciones
1 Algoritmos

Ö. J. Rödseth: 1978, 1979.
H. Greenberg: 1988.
J. L. Ramı́rez Alfonsı́n y Ø. J. Rødseth: 2009.
. . .

2 Estimaciones y cálculos analı́ticos
L. G. Fel.
. . .
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Problema de Frobenius

Lema (Reducción - Johnson-Rödseth)

Sean S = 〈G〉= 〈a1,a2,a3〉 y d = mcd{a1,a2}.

F(S) = d F
(
〈

a1
d ,

a2
d ,a3〉

)
+ (d −1)a3

g(S) = d g
(
〈

a1
d ,

a2
d ,a3〉

)
+

(d−1)(a3−1)
2

Hipótesis

S = 〈G〉= 〈n1,n2,n3〉, siendo n1,n2,n3 primos relativos dos a dos.
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Pseudo-número de Frobenius

Definición (Pseudo-número de Frobenius)

x ∈ Z \S tal que x + s ∈ S para todo s ∈ S \ {0}

PF(S) es el conjunto de pseudo-números de Frobenius de S.

t(S) es el cardinal de PF(S): tipo de S.

Lema

F(S) = max{PF(S)}

t(S) = 2 (si S = 〈n1,n2,n3〉 con n1,n2,n3 primos relativos dos a dos)

(Fröberg-Gottlieb-Häggkvist)
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Six(S)

Sea S generado minimalmente por {m1 < m2 < m3}.
Sean ci = min{x ∈ N \ {0} | xmi ∈ 〈mj ,mk 〉}, {i, j,k }= {1,2,3}.

Lema (Rosales-Garcı́a Sánchez)

Existen enteros no negativos r12, r13, r21, r23, r31, r32 tales que
c1m1 = r12m2 + r13m3

c2m2 = r21m1 + r23m3

c3m3 = r31m1 + r32m2

(1)

Definición

Six(S) = (r12, r13, r23, r32, r21, r31).
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Six(S)

Lema (Rosales-Garcı́a Sánchez)

Si m1,m2,m3 son primos relativos dos a dos, entonces
r12, r13, r21, r23, r31, r32 son estrictamente positivos.
Además, se conocen fórmulas del número de Frobenius y del
genero de S en función de Six(S).

Notación (m ∈ N \ {0})

L(m) = {Semigrupos numéricos S |multiplicidad = m, e(S) = 3,
generadores minimales primos relativos dos a dos}.

Objetivo

Fijado m, obtener una fórmula de Six(S) para cada S ∈ L(m).
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Sistema a resolver

Definición

Decimos que (a1, . . . ,an) es una n-tupla entera si a1, . . . ,an ∈ Z.
Decimos que la n-tupla (a1, . . . ,an) es fuertemente positiva si
a1, . . . ,an ∈ N \ {0}.

Teorema (Rosales-Garcı́a Sánchez)

Sean m1,m2,m3 enteros positivos primos relativos dos a dos.
m1 = x12x13 + x12x23 + x13x32

m2 = x13x21 + x21x23 + x23x31

m3 = x12x31 + x21x32 + x31x32

(2)

tiene una solución entera fuertemente positiva si y sólo si
e(〈m1,m2,m3〉) = 3. Además, si existe, dicha solución es única.
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Sistema a resolver

A partir de ahora, consideramos que m1,m2,m3 son enteros
positivos primos relativos dos a dos tales que

1 m1 < m2 < m3,
2 e(〈m1,m2,m3〉) = 3.

Lema (Rosales-Garcı́a Sánchez)

1 (x12,x13,x23,x32,x21,x31) = Six(〈m1,m2,m3〉) es la única
solución entera fuertemente positiva del sistema (2).

2 ci = rji + rki , {i, j,k }= {1,2,3}.
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Sistema a resolver

Teorema (Rosales-Garcı́a Sánchez)

S = 〈m1,m2,m3〉.

1 g(S) = 1
2 ((c1−1)m1 + (c2−1)m2 + (c3−1)m3−c1c2c3 + 1).

2 PF(S) =
{

1
2 ((c1−2)m1 + (c2−2)m2 + (c3−2)m3 + ∆) ,

1
2 ((c1−2)m1 + (c2−2)m2 + (c3−2)m3−∆)

}
.

3 F(S) = 1
2 ((c1−2)m1 + (c2−2)m2 + (c3−2)m3 + ∆).(

∆ =

√(∑3
i=1 cimi

)2
−4(c1m1c2m2 + c1m1c3m3 + c2m2c3m3 −m1m2m3)

)
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Idea

Fijado m1 en el sistema (2)
m1 = x12x13 + x12x23 + x13x32

m2 = x13x21 + x21x23 + x23x31

m3 = x12x31 + x21x32 + x31x32,

determinaremos todas las soluciones de la primera ecuación y, a
partir de ellas, resolveremos el sistema completo considerando m2

y m3 parámetros.
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Sean m1,m2,m3 son enteros positivos primos relativos dos a dos.
Entonces existe k ∈ {1, . . . ,m1−1} tal que

1 m3 ≡ km2 (mod m1),
2 gcd{k ,m1}= 1.

Proposición (RP-Rosales)

Sea (x12,x13,x23,x32) = (a12,a13,a23,a32) una solución entera
fuertemente positiva de m1 = x12x13 + x12x23 + x13x32. Entonces
existen a21,a31 enteros positivos tal que (a12,a13,a23,a32,a21,a31)
es una solución entera fuertemente positiva de (2) si y sólo si:

1 a12 + a32−ka23 ≡ 0 (mod m1);
2 ka13 + ka23−a32 ≡ 0 (mod m1);
3 a23

a12+a32
< m2

m3
< a13+a23

a32
.
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Observación
La solución entera fuertemente positiva de (2) es solución de

x12x13 + x12x23 + x13x32 = m1

x12 + x32−kx23 ≡ 0 (mod m1)
kx13 + kx23−x32 ≡ 0 (mod m1) .

(3)

Notación

Si (a12,a13,a23,a32) es una solución entera fuertemente positiva
de (3),

I(a12,a13,a23,a32) =

]
a23

a12 + a32
,
a13 + a23

a32

[
.

max{a23,a12 + a32,a13 + a23,a32} ≤m1−1.
(m1 = a12a13 + a12a23 + a13a32)
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Hacia la concreción

Lema (RP-Rosales)

Sea X = {s1, . . . ,sn} un conjunto de soluciones enteras
fuertemente positivas de (3) tal que:

1 el extremo inicial de I(s1) es igual a 1
k ;

2 para cada i ∈ {1, . . . ,n−1}, el extremo final de I(si) es igual al
extremo inicial de I(si+1);

3 el extremo final de I(s1) es mayor o igual que 1.

Entonces existe un único i ∈ {1, . . . ,n} tal que m2
m3
∈ I(si).

Definición
Decimos que X es un conjunto de soluciones encadenadas de (3)
si satisface las hipótesis del lema anterior.
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La concreción

Teorema
Sea X = {s1, . . . ,sn} conjunto de soluciones encadenadas de (3).

Si m2
m3
∈ I(si) y si = (a12,a13,a23,a32), entonces

Six(〈m1,m2,m3〉) =

(
a12,a13,a23,a32,

1
m1

((a12 + a32)m2−a23m3) ,

1
m1

((a13 + a23)m3−a32m2)

)
.
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Ejemplo: S ∈ L(10)

gcd{10,k }= 1⇒ k ∈ {3,7,9}

(k , 1 puesto que {m1,m2,m3} es un sistema minimal de generadores)

k = 3

X = {(1,3,1,2)}

I(1,3,1,2) =
]

1
3 ,

2
1

[
m2
m3
∈

]
1
3 ,2

[
⇒ Six(S) =

(
1,3,1,2, 3m2−m3

10 , 2m3−m2
5

)
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Ejemplo: S ∈ L(10)

k = 7

X = {(3,1,1,4),(3,1,2,1)}

I(3,1,1,4) =
]

1
7 ,

1
2

[
m2
m3

< 1
2 ⇒ Six(S) =

(
3,1,1,4, 7m2−m3

10 ,
m3−2m2

5

)
I(3,1,2,1) =

]
1
2 ,

3
1

[
m2
m3

> 1
2 ⇒ Six(S) =

(
3,1,2,1, 2m2−m3

5 ,
3m3−m2

10

)
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Ejemplo: S ∈ L(10)

k = 9

X = {(1,1,1,8),(1,1,2,7),(1,1,3,6),(1,1,4,5)}

I(1,1,1,8) =
]

1
9 ,

1
4

[
m2
m3

< 1
4 ⇒ Six(S) =

(
1,1,1,8, 9m2−m3

10 ,
m3−4m2

5

)
I(1,1,2,7) =

]
1
4 ,

3
7

[
1
4 <

m2
m3

< 3
7 ⇒ Six(S) =

(
1,1,2,7, 4m2−m3

5 ,
3m3−7m2

10

)
I(1,1,3,6) =

]
3
7 ,

2
3

[
3
7 <

m2
m3

< 2
3 ⇒ Six(S) =

(
1,1,3,6, 7m2−3m3

10 ,
2m3−3m2

5

)
I(1,1,4,5) =

]
2
3 ,

1
1

[
m2
m3

> 2
3 ⇒ Six(S) =

(
1,1,4,5, 3m2−2m3

5 ,
m3−m2

2

)
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Lema

(x12,x13,x23,x32) =
(
m1 mod k ,

⌊m1

k

⌋
,1,k −m1 mod k

)
es una solución entera fuertemente positiva de (3).

Lema

Sea (x12,x13,x23,x32) = (a12,a13,a23,a32) una solución entera
fuertemente positiva de (3) tal que a32 > a12. Entonces

(x12,x13,x23,x32) = (a12,a13,a23 + a13,a32−a12)

es otra solución entera fuertemente positiva de (3).
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Construcción A

Proposición
Sean

1 α =
⌊

k−1
m1 mod k

⌋
−1;

2 si =
(
m1 mod k ,

⌊
m1
k

⌋
, 1 + i

⌊
m1
k

⌋
, k − (i + 1)(m1 mod k)

)
,

i ∈ {0, . . . ,α}.

Entonces X = {s1,s2, . . . ,sα} es un conjunto de soluciones enteras
fuertemente positivas de (3) que satisface las condiciones 1) y 2)
del Lema “Concepto”.

m1 = 36, k = 23

α = 0, X = {(13,1,1,10)}, I(13,1,1,10) =
]

1
23 ,

1
5

[
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Lema

Sea (x12,x13,x23,x32) = (a12,a13,a23,a32) una solución entera de (3). Sea t un entero.
Entonces,

(x12,x13,x23,x32) = (a12 − (t −1)a32, ta13 +(t −1)a23,a13 +a23, ta32 −a12)

es otra solución entera de (3).

No hemos considerado soluciones fuertemente positivas.

Para tener una 4-upla fuertemente positiva es necesario que a12
a32

< t < a12
a32

+1.

Lema

Sea (x12,x13,x23,x32) = (a12,a13,a23,a32) una solución entera fuertemente positiva de (3).
Entonces

1 gcd{a12,a32}= 1.
2 Si a32 = 1, el extremo final de I(a12,a13,a23,a32) es mayor que 1.
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Construcción B

Proposición

Sea (x12,x13,x23,x32) = (a12,a13,a23,a32) una solución entera
fuertemente positiva de (3) tal que

1 a12 ≥ a32;
2 el extremo final de I(a12,a13,a23,a32) es menor que 1.

Entonces (x12,x13,x23,x32) =

(a12− (t −1)a32, ta13 + (t −1)a23,a13 + a23, ta32−a12)

es otra solución entera fuertemente positiva de (3) si t =
⌊

a12
a32

⌋
+ 1.

Además, el extremo final de I(a12,a13,a23,a32) es igual al extremo
inicial de I(a12− (t −1)a32, ta13 + (t −1)a23,a13 + a23, ta32−a12).
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Teorema
Existe un conjunto de soluciones encadenadas de (3).

m1 = 36, k = 23

Como punto de partida tenemos X1 = {(13,1,1,10)}, con
I(13,1,1,10) =

]
1

23 ,
1
5

[
.

Aplicando la construcción B, con t =
⌊

13
10

⌋
+ 1 = 2, llegamos a

X2 = {(13,1,1,10),(3,3,2,7)}

con I(3,3,2,7) =
]

1
5 ,

5
7

[
.

Aplicando la construcción A llegamos a
X = {(13,1,1,10),(3,3,2,7),(3,3,5,4)}

con I(3,3,5,4) =
]

5
7 ,2

[
.
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Numerical semigroups: Apéry sets and Hilbert series.
Semigroup Forum, 79:323–340, 2009.
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