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Planteamiento del problema
Cierta empresa de transportes tiene la contrata para el traslado de vehı́culos, de una fábrica a uno de
sus concesionarios, en las siguientes condiciones: dispone de camiones de transporte con capacidad de
4 y 7 vehı́culos; cada viaje representa un coste de 1500 euros si emplea camiones de 4 vehı́culos y de
1800 euros si usa los de 7; por cada vehı́culo transportado le cobra 300 euros a la fábrica; ante posibles
contingencias, en cada viaje lleva un vehı́culo de más que no supone un cargo adicional para la fábrica.

A la empresa de transportes se le plantea la siguiente cuestión: ¿cuántos vehı́culos debe llevar en cada
viaje para no tener pérdidas económicas? Esto es, ¿cuáles son los valores n para los que el sistema

n ≤ 4x + 7y − 1
1500x + 1800y < 300n

}
(1)

tiene soluciones (x, y) ∈ N2 (siendo N el conjunto de los números enteros no negativos)?

Simplificando la segunda inecuación del sistema (1), el conjunto

S = {n ∈ N | 5x + 6y < n ≤ 4x + 7y − 1 tiene solución en N2}

= {n ∈ N | 5x + 6y < n < 4x + 7y tiene solución en N2}

estará formado por los valores para los que el problema planteado tiene respuesta afirmativa.

El problema descrito se puede generalizar del siguiente modo: dados a = (a1, . . . , ap) y b = (b1, . . . , bp)
dos elementos de Np, determı́nese el conjunto

S (a, b) =
{
n ∈ N | a1x1 + · · · + apxp < n < b1x1 + · · · + bpxp para algún (x1, . . . , xp) ∈ Np

}
.

Ası́, en el caso de la empresa de transportes, se tratarı́a de determinar el conjunto S = S ((5, 6), (4, 7)).

Preliminares
Un submonoide de (Nq,+) es un subconjunto M ⊆ Nq que es cerrado para la suma y contiene al elemento
cero. Un semigrupo numérico es un submonoide S de (N,+) tal que N \ S es finito.

Sea M un submonoide de (Nq,+) y sea X un subconjunto de M. Se dice que X es un sistema de genera-
dores de M si M = 〈X〉 = {λ1x1 + · · · + λnxn | n ∈ N \ {0}, x1, . . . , xn ∈ X, λ1, . . . , λn ∈ N}. Se dice que
X es un sistema minimal de generadores de M (denotado por msg(M)) si ningún subconjunto propio de
X es un sistema de generadores de M.

Es bien conocido que todo submonoide de (N,+) (en particular, todo semigrupo numérico) tiene un
sistema minimal de generadores que, además, es finito.

Definición 1 Sea M un submonoide de (N2,+). Diremos que un entero positivo n está acotado por M si
existe (a, b) ∈ M tal que a < n < b. Denotaremos A(M) = {n ∈ N | n está acotado por M}.

Si M es un submonoide de (N2,+) tal que A(M) , ∅, entonces A(M) ∪ {0} es un semigrupo numérico.

Definición 2 Diremos que un semigrupo numérico S es un A-semigrupo numérico si existe M, submo-
noide de (N2,+), tal que S = A(M) ∪ {0}.

Teorema 3 Sea S un semigrupo numérico. Las siguientes condiciones son equivalentes.

1. S es unA-semigrupo numérico.

2. {x + y − 1, x + y + 1} ⊆ S , para todo x, y ∈ S \ {0}.

3. S = A(M) ∪ {0} para algún submonoide finitamente generado M de (N2,+).

4. Existen a, b ∈ Np tales que S = S (a, b) ∪ {0}.

Sea S un semigrupo numérico con msg(S ) = {n1, . . . , np}. Si s ∈ S , se dice que el orden de s en S es
ord(s; S ) = máx{a1 + · · · + ap | a1n1 + · · · + apnp = s, con a1, . . . , ap ∈ N}. Si no hay ambigüedad,
escribimos ord(s).

Proposición 4 Sea S un semigrupo numérico con msg(S ) = {n1, . . . , np}. Son equivalentes las siguientes
condiciones.

1. S es unA-semigrupo numérico.

2. Si s ∈ S \
{
0, n1, . . . , np

}
, entonces {s − 1, s + 1} ⊆ S .

3. Si s ∈ S \ {0}, entonces s + z ∈ S para todo número entero z tal que |z| < ord(s).

Definición 5 Sea M un submonoide de (N,+). Diremos que M es un A-monoide si puede expresarse
como la intersección deA-semigrupos numéricos.

Sea X un subconjunto de N. Puesto que la intersección de A-monoides es un A-monoide, podemos
definir el A-monoide generado por X, que denotaremos por A(X), como la intersección de todos los
A-monoides que contengan a X. Observemos queA(X) es el menorA-monoide que contiene a X.

Proposición 6 Si X ⊆ N, entonces A(X) es la intersección de todos los A-semigrupos numéricos que
contienen a X. Además, si X , ∅ y X ⊆ N \ {0}, entoncesA(X) es unA-semigrupo numérico.

Algoritmo 7 INPUT: Un conjunto finito X de números enteros positivos.
OUTPUT: El sistema minimal de generadores deA(X).
(1) Y = msg(〈X〉).
(2) Z = Y ∪

(⋃
a,b∈Y{a + b − 1, a + b + 1}

)
.

(3) Si msg(〈Z〉) = Y , entonces se devuelve Y .
(4) Se toma Y = msg(〈Z〉) y se vuelve a (2).

El proceso más complejo del Algoritmo 7 es el cálculo de msg(〈Z〉) en el tercer paso. Para esto podemos
usar el paquete numericalsgps de GAP (véase [2]).

Resolución del problema
Sea z = (z1, . . . , zp) ∈ Zp (donde Z es el conjunto de los números enteros). Definamos el conjunto

A(z) =
{
(x1, . . . , xp) ∈ Np | z1x1 + · · · + zpxp ≥ 0

}
.

Es bien conocido que A(z) es un submonoide finitamente generado de (Np,+). Además, existen algo-
ritmos eficientes para determinar un sistema finito de generadores de A(z) (por ejemplo, véase [1]). Sin
embargo, vamos a describir un proceso algorı́tmico simple alternativo. Para ello, sea

B(z) =
{
(x1, . . . , xp, xp+1) ∈ Np+1 | z1x1 + · · · + zpxp − xp+1 = 0

}
.

Es bien conocido (véase [5]) que B(z) es un submonoide finitamente generado de (Np+1,+) y que sus
generadores minimales son los elementos minimales (con respecto al orden usual en Np+1) del conjunto
B(z) \ {(0, . . . , 0)}. Además, se sabe (véase [3]) que, si (x1, . . . , xp, xp+1) es un elemento minimal de
B(z) \ {(0, . . . , 0)}, entonces x1 + · · · + xp+1 ≤ |z1| + · · · + |zp| + 2. Por último, es fácil comprobar que,
si msg(B(z)) = {b1, . . . , bq}, entonces {π(b1), . . . , π(bq)} es un sistema de generadores para A(z) (donde
π(x1, . . . , xp, xp+1) = (x1, . . . , xp)).

Con la ayuda del conjunto A(z), vamos a resolver el problema planteado mediante sucesivas transforma-
ciones sobre S (a, b) = S ((a1, . . . , ap), (b1, . . . , bp)).

Sea {m1, . . . ,mq} = msg(A(b − a)), donde mi = (mi1, . . . ,mip) para todo i ∈ {1, . . . , q}. Además, sean
α = (α1, . . . , αq) y β = (β1, . . . , βq), donde αi = a1mi1 + · · · + apmip and βi = b1mi1 + · · · + bpmip para
todo i ∈ {1, . . . , q}. Obsérvese que αi ≤ βi para todo i ∈ {1, . . . , q}.

Proposición 8 Con la notación dada, S(a, b) = S(α, β).

A partir de este resultado podemos suponer que ai ≤ bi para todo i ∈ {1, . . . , p}.

Proposición 9 Si {1, . . . , r} = {i ∈ {1, . . . , p} | ai = bi}, entonces S(a, b) = S ′ + 〈a1 . . . , ar〉, donde

S ′ =
{
n ∈ N | ar+1xr+1 + · · · + apxp < n < br+1xr+1 + · · · + bpxp para algún (xr+1, . . . , xp) ∈ Np−r

}
.

Como consecuencia del anterior resultado podemos considerar que ai < bi para todo i ∈ {1, . . . , p}. Por
otra parte, denotemos por X

k al conjunto {n ∈ N | kn ∈ X}, donde X ⊆ N y k ∈ N \ {0}.

Proposición 10 Con la notación dada, S(a, b) =
S(2a,2b)

2 .

En este momento podemos asumir que ai + 2 ≤ bi para todo i ∈ {1, . . . , p}. Además, denotemos por ]x, y[
al conjunto {n ∈ N | x < n < y}.

Teorema 11 Con la notación dada, si ai + 2 ≤ bi para todo i ∈ {1, . . . , p}, entonces S(a, b) ∪ {0} es el
menorA-semigrupo numérico que contiene al conjunto

⋃p
i=1]ai, bi[ , es decir,

S(a, b) = A

 p⋃
i=1

]
ai, bi

[ \ {0}.

Ejemplo
Vamos a resolver el problema (1) mediante el cálculo del conjunto

S = S ((5, 6), (4, 7)) =
{
n ∈ N | 5x + 6y < n < 4x + 7y para algún (x, y) ∈ N2

}
.

Primero hallamos un sistema de generadores de A(−1, 1) = {(x, y) ∈ N2 | −x + y ≥ 0}, para lo que
determinamos los minimales de B(−1, 1) \ {(0, 0, 0)} = {(x, y, z) ∈ N3 | −x + y − z = 0} \ {(0, 0, 0)}. Ya
que, si (x, y, z) es un minimal de B \ {(0, 0, 0)}, entonces x + y + z ≤ 4, deducimos fácilmente que los
elementos buscados son {(0, 1, 1) y (1, 1, 0)}. Ası́, {π(0, 1, 1), π(1, 1, 0)} = {(0, 1), (1, 1)} = msg(A(−1, 1)).

Gracias a la notación dada previamente a la Proposición 8, si α1 = 6, β1 = 7, α2 = 11 y β2 = 11, podemos
asegurar que S = S ((6, 11), (7, 11)) = {n ∈ N | 6x + 11y < n < 7x + 11y para algún (x, y) ∈ N2}.

Ahora, S = S ′+ 〈11〉 = {n ∈ N | 6x < n < 7x para algún x ∈ N}+ 〈11〉, por la Proposición 9, y sabemos
que S ′ = S ′′

2 , con S ′′ = {n ∈ N | 12x < n < 14x para algún x ∈ N}, por la Proposición 10.

En este instante S = T
2 + 〈11〉, con T = {n ∈ N | 12x < n < 14x para algún x ∈ N}. Pero, por el Teo-

rema 11, T ∪ {0} es el menorA-semigrupo numérico que contiene a ]12, 14[ = {13}. Aplicando el Algo-
ritmo 7, deducimos que T = {13, 25, 26, 27, 37, 38, 39, 40, 41, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 61, 62, 63, 64, 65,
66, 67, 68, 69, 73, 74, 75, 76, 77, 78, 79, 80, 81, 82, 83, 85,→} (donde → significa que todo entero mayor
que 85 pertenece a T ) y, por tanto, T

2 = {13, 19, 20, 25, 26, 27, 31, 32, 33, 34, 37, 38, 39, 40, 41, 43,→}.

Finalmente, concluimos que S = T
2 + 〈11〉 = {13, 19, 20, 24, 25, 26, 27, 30,→}.
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