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1. Las diversas coloraciones de los metales en el estado coloidal han experimentado
interpretaciones de distinto tipo en el transcurso del tiempo. Al principio se tendia mucho a la
opinion de que los metales en cuestion (ademas de la plata) se encontraban en muchas
modificaciones distintas de coloracion. Mas tarde se llegd a la opinidon de que los colores
estaban basados en resonancia 6ptica. Esta opinion fue establecida sobre todo por F. Ehrenhaft".
Finalmente, J. C. Maxwell-Garnett” sefialé recientemente que los colores de los metales
coloidales, cuando las particulas de metal en suspension son muy pequenas, pueden explicarse
perfectamente mediante la teoria que L. Lorenz’ ha desarrollado para medios 6pticamente
inhomogéneos. Para una suspension metalica muy menuda, en la que las dimensiones de las
particulas son muy pequenas en comparacion con la longitud de onda, y con su distancia
reciproca, la teoria arroja una curva de absorcion bastante definida, la cual se puede calcular a
partir de las constantes Opticas del metal y, por consiguiente, si bien resulta absolutamente
diferente de la curva de absorcion del metal sélido, no tiene sin embargo nada que ver con
resonancia en el sentido que tiene esa palabra para Ehrenhaft, Wood et al. Asi pudo
Maxwell-Garnett, entre otras cosas, deducir de modo natural a partir de la teoria lorenziana el
color rojo de muchas soluciones de oro, las cuales habia interpretado Ehrenhaft como efecto de
resonancia. La teoria arroja otros colores cuando las particulas se juntan mds, y se pueden
conseguir, como Maxwell-Garnett demostré mediante el calculo, todas las transiciones posibles
desde el color de la suspension metalica a dilucion infinita hasta metal solido. Asi se explica
también de una manera sencilla la interesante transformacion de color que han observado F.
Kirchner y R. Zsigmondy® en gelatina secante que contenia oro.

Aunque estd bien la explicacion llevada a cabo en algunos casos afortunados por
Maxwell-Garnett, no es el caso en propiedades Opticas peculiares de metales coloidales en
muchos otros casos. Puede también obtenerse, en soluciones muy diluidas del mismo metal, los
diversos colores, en tanto que deberia mostrar siempre la misma curva de absorcion de la teoria
de Lorenz. Por otro lado, la opinion defendida por Ehrenhaft sobre la resonancia de las
particulas ahora se basa en la suposicion, absolutamente inadmisible, de que puede verse el metal
como conductor perfecto también desde el punto de vista dptico. Renunciando (a ello) por la
objecion que debe elevarse contra tal suposicion desde el punto de vista de la teoria®, se
demuestra directamente su inexactitud, primero por el hecho de que las soluciones con particulas
muy pequenas no reflejan difusamente en los colores violeta y azul de modo predominante y no
parecen rojo-amarillento a la vista, sino que tanto en luz directa como indirecta se indica otra
cosa sobre los colores caracteristicos del metal en cuestion, segundo por el hecho de que en las
soluciones con particulas muy pequenas la luz dispersa no tiene su maximo de polarizacién en
120°, como la teoria defendida por Ehrenhaft afirma, sino, como en la turbidez de medios no
conductores, en 90°, donde la luz esta casi totalmente polarizada.

Para decidir definitivamente la pregunta de si en las soluciones metalicas coloidales de
distintos colores se presentan distintas modificaciones alotropas del material, que no se hallan en

D F. Ehrenhaft, Wiener Sitzungber. ITa. 112. p. 181. 1903; 114. p. 1115. 1905.

) J.C. Maxwell-Garnett, Phil. Trans. 203. p. 385. 1904; 205. p. 237. 1906. F. Kirchener, en su
disertacion de Leipzig, sefialo la validez de las formulas de Lorenz también para el indice de refraccion de las
emulsiones de plata en gelatina (Ann. d. Phys. 13. p. 239. 1904).

9 L. Lorenz, Wied. Ann. 11. p. 70. 1880.
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estado compacto, o si se puede explicar mediante particulas de la misma naturaleza fisica que el
metal compacto, que solo se diferencian en tamafio y forma, es absolutamente necesario, tanto
crear mas material experimental, como desarrollar asimismo la teoria de modo mas exacto.

Es por eso que en el Instituto de Greifswald han sido realizadas, por el Sr. Steubing,
medidas cuidadosas en diversas suspensiones de oro. Yo he hecho un informe provisional sobre
una pequefia parte de estas medidas en el Naturforscherversammlung de Dresde. El trabajo
realizado sera publicado proximamente por el Sr. Steubing.

La teoria dptica, en todo caso, debe ser desarrollada en mas direcciones. Si bien los
metales en general cristalizan en forma regular, principalmente en forma de octaedro, es
asimismo muy posible que mediante una rapida separacion de la solucion se formen cristales
fuertemente distorsionados suspendidos en el liquido y con forma de hojas o bastoncillos. Por
otro lado pueden desarrollarse cristales muy regulares, como se observan p. ej. en hermosos
octaedros de cobre en el llamado vidrio Avanturin. La teoria permite que tales cristales,
desarrollados homogéneamente en todas partes, como octaedros regulares, cubos y demads, se
sustituyan por esferas sencillas, y también que las hojas y bastoncillos se sustituyan por
elipsoides aplanados o alargados. Quiero no obstante mencionar, que las observaciones
sefialadas por el Sr. Steubing sobre la polarizacion de la luz dispersa establecen, sobre lo cual
volveré en el punto 20., el concepto inmediato de que verdaderamente no tenemos nada que ver
con esferas u otros cuerpos simples parecidos.

El siguiente trabajo se ocupa solo del caso mas simple, en el que se atribuye forma
esférica a las particulas.

Coordenadas polares.

2. Por simplicidad, vamos a pensar
y numéricamente (1,2,3) en los tres ejes de coordenadas
(x,»,z). Sea el sistema de coordenadas a derechas. En lo
sucesivo se indicard con r el radiovector de un punto
(x,),2), sea 6 el angulo de r con el eje 1, y sea ¢ el angulo
de la proyeccion del eje 7 sobre el plano (2,3) con el eje 2
(Fig.1). Asi, (r, 6, ¢) son también coordenadas polares
del punto. Queremos en adelante simbolizar las
componentes de las intensidades de campo eléctrico y
¥ magnético en este sistema de coordenadas polares como
E,, E¢, E, y H,, Hg, H,. Se puede demostrar facilmente
que las ecuaciones de Maxwell adoptan la siguiente

forma:

Fig. 1. Sistema de coordenadas.
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[N.T. Las variables en negrilla aparecen en el original como letras goticas. No implican una
representacion de magnitudes vectoriales]

Aqui se representan por k, A, p la constante dieléctrica, conductividad y permeabilidad,
todo en el mismo sistema de unidades. En un medio no conductor se tiene k-u=1/7, donde v es
la velocidad de las ondas electromagnéticas en el medio.

Se puede, mediante eliminaciones apropiadas, formar facilmente una ecuacion
diferencial de segundo orden para E, y H, que no contenga las restantes incognitas. Queremos,
sin embargo, realizar tal cosa después de que hayamos modificado las ecuaciones de forma
especial para el problema de oscilaciones regulares.

Por ello, ponemos:

(2) Er: Er . e27r[nt’ Hr: Er . eZm'nt elc.
donde E, y H, s6lo dependen de las coordenadas, pero no del tiempo, y 7 es el nimero de ondas

por segundo. En lo sucesivo sea:

2 2
47" m

)\2

(3) I’ n’ p-k-2mi-n-pu- A=

y aqui A es la longitud de onda de la respectiva oscilacion en el vacio, m es el indice de refraccion

complejo del medio para luz de la longitud de onda A. En un medio no absorbente (p. ¢j. agua) m

es igual al indice de refraccion usual, por contra para metales es m= v- (1-i‘«), donde v es el

acostumbrado indice de refraccion definido como cantidad real y « es el coeficiente de absorcion.
Finalmente queremos introducir las siguientes definiciones:

(4) _l.n.u.)\.H":Mr etc'
m
2mmr
5 =X
®) )

Asi obtenemos las siguientes ecuaciones, donde se presentan las cantidades £y M de
manera bastante sencilla:
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Consideremos una particula pequefia de forma esférica y radio p, cuyo centro coincida
con el origen de coordenadas, y con el solvente en la parte de afuera (p. ej. agua).
Distinguiremos las cantidades de campo en la esfera y en el medio con los sufijos i y a, y sean
los dos indices de refraccion m y m,. Respecto a la permeabilidad, supondremos que es igual
dentro y fuera: y; = .. La variable x sufre un salto en la superficie de la esfera, asi

2mm 2Tmy 2m
X, = r, X, =———F=—r

’ A ‘ A by

donde A" es la longitud de onda en el medio. En la superficie de la esfera deben satisfacerse las
siguientes condiciones de frontera:

Ess=Eyi E,ga:Epi

(7) _ _
(X'Mﬂ)a_(x'Mﬁ)i (x.Mvﬁ)a—(x'M’W)f

Soluciones de las ecuaciones de Maxwell.

3. Para resolver las ecuaciones (6), se pueden simplemente emplear los métodos
desarrollados en "Theory of Sound" por Lord Rayleigh. Fue explicado con detalle, por ejemplo,
por Fr. Hasenohrl® para otros propositos. Yo doy a continuacion una breve deduccion de las
integrales, con objeto de organizarlas de la manera més clara posible para la discusion de las
formulas utilizadas.

Como hemos mencionado anteriormente, se formara una ecuacion de segundo orden para
E; y M, mediante eliminaciones adecuadas en las ecuaciones (6):

® Fr. Hasenohrl, Wiener Ber. Ila. 111. p- 1229.1902.
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Podemos ya separar todas las soluciones del sistema de ecuaciones (6) en tres grupos. El
primer grupo describe las ondas que se forman por oscilaciones eléctricas de la esfera, y se
caracteriza por

E.#0, M,=0.

El segundo grupo describe las ondas que se forman mediante oscilaciones magnéticas de
la esfera. Para este grupo es:

E.=0, M,#0.

El tercer grupo contiene todas las integrales de las ecuaciones de Maxwell que describen
las oscilaciones periddicas regulares. Pueden obtenerse sumando integrales del grupo I con
integrales del tipo II.

Suponiendo que hubié¢semos encontrado una solucion de la ecuacion diferencial para E,,
podrian entonces obtenerse las restantes componentes, que en el caso que correspondiesen al
grupo I se obtendrian muy facilmente mediante el siguiente método: se hace M, = 0 en la
segunda y tercera ecuaciones del sistema (6), y se sustituyen para Myy M, los valores de la
quinta y sexta ecuaciones. Ahora se tienen ecuaciones que deben servir para el calculo de Ey 'y
E, a partir de E, conocido. Solo se tienen E,, Eg y E,, asi que se hallan naturalmente Myy M, a
partir de las dos tltimas ecuaciones del sistema (6). Resulta asi el siguiente sistema de férmulas:
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De manera andloga se realiza el célculo para el grupo II. En lo sucesivo puede calcularse
E, en general como una suma de elementos, cada uno de los cuales cumple por separado la
ecuacion (8), y que es un producto de una funciéon de x con una funcion de los angulos 6, ¢ son
también coordenadas polares del punto. Queremos. Sea el elemento v-ésimo:

g =K p9.o)
X

Entonces, K, y P, deben satisfacer las siguientes dos ecuaciones:

2
(10) K, +[1—c_;]:o
dx X
2
(11) ! -isenﬂ-ap” + ! -aPZVJrC,,-PV=0
sent 0V 99| sen™ Oy

donde c, puede ser un numero real o complejo cualquiera. Queremos utilizar solamente
funciones K, y P, para las que

(12) ¢, =v-(v+tl)



P,, entonces, es una funcion esférica de ambas variables € y ¢ de orden entero v, K, es una
funcidon parecida a las funciones cilindricas con indice semientero (denominador 2). Las
ecuaciones (9) dan la siguiente solucion de las ecuaciones de Maxwell:

X
£ =540 p o)
X
B = 1 _Ky(x)_apl/
vi(v+l) x OV
= I K@) 0p
(13) T v(v+l) x-send Oy
M =0
(v) __ I Kl/(x) 81)1/
Mﬂ — . .
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M(AV) — ] Ku(x) . an
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Con ello hemos encontrado las soluciones del primer grupo (M, = 0). No obstante, y
debido a la simetria de las ecuaciones diferenciales (6) respecto a E'y M, podemos escribir sin
mas las soluciones del grupo II (£, = 0), a saber:
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poo 1 K 9B,(0.p)
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14 ]
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X
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donde K, y B, son soluciones cualesquiera de las ecuaciones (10) y (11), en las que se fija c, =v
(v+1).

Todo depende solamente de una onda plana, a saber, la incidente para las particulas de
forma esférica y expresada con ayuda de (13) y (14). No obstante, debemos en primer lugar
conocer los atributos mas importantes de las soluciones de (10) y (11) que se van a usar.

Las funciones K, e I,
4. La ecuacion diferencial (10)

2
d Ig”+
dx

v (vtl)

2
X

1 -K,=0
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se deja integrar facilmente para el caso v =0. Dos integrales particulares son:
Ko(x) = €",
Ko(-x) = e
En adelante se conoce una solucién de la ecuacion de orden v, K,, asi que mediante
insercion puede demostrarse facilmente que se puede calcular una solucion de la ecuacion de
orden (v +1) como sigue:

(15) K, @=i|(w+1)Ee

dx

4]

Cuando se elige Ky = ¢", estas formulas de recurrencia dan:

e

En (15), cuando se diferencia una vez, se halla dK,/dx y con ayuda de (10) también se
elimina &” Kv/dxzz

(a7 Ky.z(x):—i'[V'&Jr—dK"]
x dx
A partir de (15) y (17), se obtienen las siguientes relaciones que se usaran con frecuencia:
v K ik, Lk,
(18) X i

(2v +]) —(1/+1)1 K, , ! K,
dx i

Una segunda solucion particular de (10) se obtiene sin mas, ya que en (10) so6lo se halla

la segunda potencia de x y de dx, cuando se invierte el signo en la primera solucion K,(-x). La

solucion general es asi:
AK,(x) + BK, (~x)

En lo que sigue usaremos directamente la solucion K,(x), asi que seria bueno escribir una
vez mas la relacion obtenida cuando en (15), (16), (17), (18) se invierte el signo de x:

o (v+p)! )”

19 —
(19) Ko(—x)= ;w(u Il 2“

Ku+1(_x):_i' (V""])'M_K;l]
(20) ¥

Kl,l(—x):—i-i-[y-w-i—l(;l]

X
K( x) 1

Qv D) ==K ()T K ()
1)

~Qu+ 1) K(~x)=i-(v+ 1)K, ()~ K, (~x)
l



5. Cuando en las expresiones (16) y (17) se desarrollan ™ y ¢™ en serie de potencias y
posteriormente se multiplica y ordena en potencias de x, se obtiene el desarrollo en serie de
potencias para K,(x) y K,(-x), que naturalmente contienen una cantidad finita de potencias con
exponentes negativos y enteros. Se obtiene asi:

< ~  (vp)l(=1)"
Kll(x): ir.xr.
Z ;(uﬂ)/wv—uﬂz“

Se puede demostrar, no obstante, que:

z‘x’: (1) (v+p)! __ (r—v+D)-(r—v+3)..(rtv—1I)
= 2" (ptn)lpl(v—p)! (r+v)!

Este término es interesante, ya que hasta /=v se alternan términos iguales y distintos a
cero. Hasta la potencia x’, asimismo, solamente sobreviven en la serie elementos de la forma
v+ .
x"V". Insertando el coeficiente r=-v+2u, obtenemos:

r—v+l)-r—v+3)..(r+tv—1) i 1-3-5.2v—-2pu—1)-1-3..2pn—1)

=(-1)™
(r+p)! (2p)!
Asimismo:
Ky(x):_l.,,-z ]3(27/—2(—2]))/]3(2/,6—])x,,+2ﬂ
(22) X e
X (r—v+)r—v+ +v—
+E(r v+)(r—v+3).(r+v U-i’-x’
r=v+I (F+V)'/

Y del mismo modo:

K (—x) = —(—i)’ .2”:]-3..(2V—2—])-]'3..(2,u—])_x,,,ﬁ“

2 o~ (0 - 1)( 3) (i”)/ 1)
S (r—v+Dr—v+3).(rtv— N
P> (r+v)! R

[N.T: El numerador de la primera sumatoria acababa en (2p-2) en el original]

Se ve aqui que la ecuacion diferencial (10) tiene también una solucion que se desarrolla a
partir del punto cero en serie de potencias sin potencias negativas. Indiquemos esa solucioén con
la letra /, y hagamos:

(24) 169 L.[Ky(x) ) K,,(—x)]

2| (i)



La serie de potencias para /, contiene solamente coeficientes reales, y es:

_ i~ (_])u'x1/+2/L+1
(25) 1,(x) ;(2M+1)!(2H+3)(2U+5)“(2/”L+2V+1)

A partir de (18) y (19) se obtienen dos importantes relaciones:

I
(2y+1)-;=1,/_1 +1,.,
(26) e
d): =(v+D)-1, ,-v-1,,

v+l)-

6. Para el célculo de las funciones K,(-x), I, (x) y sus derivadas primera (las cuales se
encuentran solas en la formula final) se usardn como mucho los siguientes términos:

K/(—%)=——e " (I+ix)

= |~

1 .
1—§x2 +i-x

1
—|—'.x. ]__ 2
l [ 15’“]]

3 ,
KA—x)= ——2-e”‘-[
X

15-i 2
Ks(—x)=+ 3l-e”~[[1——x2
X 5

@7) 1K (—x)= (_,')"ij_l).e*fx
v(-l)
1+§: (v-0)o(=1) X
—~Qv—-1)2v—-3)..2v—20+1) 1-3..(20+1)

v(+l)
I P S 22 25 Y S S
~ Qu—1D)(2v—3)..Quv—20+1) 1-3.20+1)

[N.T. El término derecho en la segunda ecuacion viene dado como -3/x en el original]
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K=+ (1) i)
X

K,(—x)= +£3'eix‘[[1—ix2 +ix-
X 2

4

, 45-1 . 7 1
AR TN R

1
+ix-| [ ——x°
15 6x]]
, L, 13.uv—-1)
Ko (= —(~if v DO
y(;u (V—U)U+20_I-(V—0)U_1 .
1+3°(=1) y al
g Qu—1)Q2v—3)..2v—20+1) 1-3.20—1)
(- +
(21) (1/—0—])(7+2U ]-(V—O'—I)U_j 20
tix| 1+ (—1) X
g Qu—1)Q2v—3)..2v—20+1) 1-3.(20+1)
(28)
2 2 4 6
L=l i X
3 5375 97
2 2 4 6
L=l 3. 3o 39 X,
15\ 73 795 911 7!
4 2 4 6
29) L= 3.2 35 x 337 x
1050 9 3/ 911 51 9-11-13 7!
v+l 2 . 4
I ()=—2> o3 xy 3-3 X
1-3.2v+D) | 2v+3 3/ Q2u+3)2v+5) 5!
It VA
Qu+3)2v+35)2v+7) 5!
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2 4 6
=223 X 33 3 X,
3 5 3!/ 7 5! 9 7!
2 2 4 6
15 730 95 117
3 2 4 6
(30) «I;(x)=4 x| 33 x 435 x 3 357 x
105 293 29115 291113 7!
. + v + 2 4 4
I,,(x)z&- vt3 3 x X v 5 35 X
1-3..2v+1) v+l 2v+3 3! v+ (2V+3)(2y+5) 51

[N.T. En el manuscrito original, el término derecho de la tercera ecuacion en (30) aparece como
4x°/104, y el denominador del término x* de la tltima linea aparecia como (2v+1)(2v+5)]

Estas series, en la mayoria de los casos, resultan méas comodas para calculos numéricos
que los términos finitos que se obtienen de (24) para /, e I,". Para otros fines, no obstante, deben
conocerse también estas series:

sen x
I, (x)=—cosx+

3-cosx+3-senx

2
X X

I,(x)=—senx—

6 15 5.
(29a) 1L, (x)=+cosx — Sj”x— ;0” jf”x

I (x)= sen[x—y77T

+isen[x—(y_r)7r]~ (vtr)! 1

= 2 (v—nr)lrl 2" x"

cosx _ senx
I(x)=+senx+ >
X X

3-senx O6-cosx 6-senx
—
X X

L, (x)=—cosx +

6-cosx 21-senx 45-cosx 45-senx
x? X x!

(30a) I,(x) = —senx —

I (x)= cos[x—?

+2V:cos[x—(y_r)7r]~ (vir)! 1

" 2 (v—r)lr! 2"-x"
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Las funciones esféricas.

7. Para el presente problema no se utilizardn las conocidas funciones esféricas que
solamente dependen de una variable (las funciones esféricas zonales). Veremos en la siguiente
seccion que para la solucion son necesarias funciones de los siguientes dos tipos:

€1y P (0,¢0)=11(v)-cosV
(32) B,(9,p)=11,(v)-send-cosp
(33) v =seny-seny

La funcion 17, tal como puede comprobarse mediante sustitucion de los términos de P, y
B, en (11), debe obedecer la siguiente ecuacion diferencial:

2
(34) %((J—Uz)'HV)JFV'(VJFU'HV:0
v
, El significado geométrico de las tres funciones
\ angulares encontradas en (31), (32) y (33)
cost, send-senyp, senv-cosyp
es claro sin mas. Llamemos 6,, 6, 05 a los angulos que
L forma el radiovector del punto en cuestion con los ejes 1,
TS 2, 3 (compare con 2.), asi que, como puede verse
=T A %, facilmente de la fig. 2, resulta:
% /” I‘\
il cosu{-;') . cosyy; = cos?
/03 1/ '
AN (35) cosy), = sen- cosp
cos); = sen)-senp =v
2.

Queremos ahora agrupar las férmulas mas
importantes de las funciones 7/7,, Como se sabe, una
solucion particular de la ecuacion diferencial de las
funciones esféricas es racional y entera en las funciones trigonométricas de las coordenadas
angulares 6, ¢. Solo esas soluciones nos interesan. Las hemos hallado para un orden (p. ¢j. v=1),
asi que podemos calcularlas para todo los otros 6rdenes con ayuda de la siguiente formula de
recurrencia:

Fig. 2. Relaciones trigonométricas.

(36)

Lo Sy 42,

dv v
Esta formula puede verificarse sin mas mediante su insercion en (34). Una solucion de

(34) para el caso v =1 es:

(37) I,(v)=1
De ahi, aplicando (36), resulta:
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(I, =(v)=0, T, (v)=1

IT, = 3v
_ 15, 3
a5) TV )
H4:3_5.U3_£V
2 2

1 2 E 21/—2S ./ v-2s-1
Mmoot Sy B2 v
| 2" (v—s)ls! (v—2s—1)!

Otro desarrollo en serie para /1, es el siguiente:
1/(+1)71

2 R I/+1 / Ul/72571' ]_UZ S
(39) I, = Z (—=1) ( / ) ( 23+1
p— sls+1)! (v—2s—1)!2

Para el caso especial v=0, la ecuacion (38) da:

I1.(0)=0, cuando v es par

v—1 + /
(40) m(0)=(—-1) 2 :_V] D R cuando v es impar
21/ L / L /
2 2

y para la primera derivada:

) ) iy
a1, = (—])5_1- (v+1). , v par
dV =0 21/ [[V ., [V _ ]]/
(41) J 212
dHl/ .
—= =0, vimpar
dV v=0

De modo similar puede, a partir de (39), calcularse los valores de la funcién 77, y su derivada
parav =I.

8. Igualmente a las funciones K, e /, anteriormente mencionadas existe para las /7, aparte
de la formula de recurrencia (36), una segunda relacion que puede demostrarse de forma
parecida a (36):

dHI/-] dHV
42 =uv- —(v—=1)-T1,
(42) Jo 7o (v—1)-1I
Con (36) y (42) se obtienen las siguientes dos formulas utiles:
IT
(2V +1)HV — d v+l dHI/—l
(43) dv dv

(2V+I)UHV :V.Hl/+1 +(V+1).HV71
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9. Finalmente se anotan aqui las derivadas parciales de P, y B, hallados en las férmulas
(13) y (14):

P =TI, -cosv
(44) of __d(vilL) -Sem9+@- eV
oY dv dv
1 OP dii,
: = -cosv - cosp
send d¢p  dv
BV = HI/ 'Sen19~COSg0
(45) 0B, _ d(U.H”)-cosﬁ-cosgp
09 dv
[ 9B, =_d(”'H”)-sengp+dH”-sem9
send) O dv dv

Para el caso especial de los dos primeros 6rdenes tenemos:

P, =cos, P, = 3-sent}-cos)-senyp
% = —sendd, % = 3-cos 29 -senyp
) oY
! -%20, ! ~%=3~cosﬁ~cos<p
sent O sent O
B, =senv-senyp, B, = 3-sen’-seny- cos
0B, 0B
—L=cos-cosyp, 2 = 3.sen27-senp-cos
By, ¥ 9 ¥ ¥
I 9B _ —seny, I 9B _ 3-sen?d-cos 2p
sen’d O send Oy

Valores integrales de las funciones esféricas.

10. En lo que sigue se debera resolver el tema de calcular la radiacién completa que se
refleja en una esfera. Veremos que este problema se reduce a hallar las integrales de superficie:

J:)ﬂj;hf’y-a-senﬁ-dﬁ-dgo y L/;WLI;ZWBV~B#-sen19-d19-dg0

Estas integrales se pueden calcular facilmente, por ejemplo, segun el método indicado en el
Treatise on Electricity de Maxwell”. Resulta:

" Tomo I p- 200 de la traduccion alemana.
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LWLZWE.BI_Senrﬁ.dﬁ,d@:‘/:)W"/(\)szy.Bu.semQ,dﬁ_ng:O

T 27 ) o T 27 2 o V(V—I—l)
j; j; P’ -senv-dv dcp—j; j; B -sent-dv-dp =2m il

(46)

Onda plana.

11. El presente problema se puede considerar resuelto en cuanto consigamos
descomponer la onda plana que incide sobre la esfera en términos de la forma (13) y (14).

Como direccion de avance tomaremos el eje 3 en sentido negativo. La luz serd
linealmente polarizada, con el eje 1 como direccion de la oscilacion eléctrica y el eje 2 como
direccion de la magnética.

Llamaremos z a la coordenada de un punto en la direccion del eje 3, asi que segun (35)
resulta:

Z=r-cosy¥;=r-v
La onda plana sera asimismo representada por las siguientes cantidades:

2mint4+-2TZ

E =e A E,=E =0
k 2mint4+27Z

H, =0, Hy=—[—-e A H,=0
I

Aqui k£ y p son la constante dieléctrica y permeabilidad en el sentido de la ecuacion (1), la
conductividad del medio conductor (el agua) la hemos tomado como cero, y A es la longitud de
onda en el medio (agua). Haremos (compérese con (5))
2wz 2mi-r-v
NN
con lo que se pueden reescribir sin mas las cantidades E,... y M,...., que anteriormente (formulas
(2) y (4)) hemos introducido:

=1-X-v

E,=-e"-cos, M, = i-e" -send-cosyp
47) Ey=—-€"-sent, M,=i-e"-costcosyp
E,=0, M, =—ie" senp

Sin embargo, pueden desarrollarse facilmente las funciones exponenciales anteriores en
términos de funciones [ y II. Resulta:

) o = i(b +1)- i ’;—(f) II.(v)

Puede demostrarse facilmente la exactitud de esta formula de manera mas facil mediante
una diferenciacion en x y v. A saber es, si llamamos f(x, v) a la serie, y a partir de (26) y (43):
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: ii"1-(21/4-1)-[(;’[];—2-%]-Hy(v)]»

:iz-i((y—l)-f*z-ly,l +(w+2)i"1,,,) 1L, (v)

i3S T DL )

v=l1

. > w1,
:l~U'Zl(2V—|—1)-l 1-?-HV(U)

=i-v- f(x,v)

Asimismo puede demostrarse que:
8_f: i.x.f(x}v)
ov

Finalmente es:

(fev)) =1

Asi

f(x, v ) — eixu

Por consiguiente tenemos los desarrollos en serie buscados para E, y M,:

x I
E =) (vH1)i7 5P,
v=I

S I
M,=Z(2y+1)-i"-x—;-gy

v=I

donde P, y B, son las funciones definidas en (31) y (32).

Se puede ahora, partiendo de la cantidad E, y con ayuda de la formula (13), construir una
solucion del grupo 1, y partiendo de M, una solucion del grupo 11, la suma de las cuales debe ser
la solucion integral de las ecuaciones de Maxwell que nos devuelve a la onda plana. Puede uno
convencerse mediante calculo directo que el desarrollo en serie obtenido es en efecto idéntico al
de las expresiones (47).

A partir de las relaciones (26) y (43), cuando se observa la ecuacion diferencial (10):

2
I dly+ly]:I_V

I/~(V+1). dx’ x?

pueden deducirse las siguientes dos ecuaciones:
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ZOO: v+l di T .d(UH ) .di._dnl']zg
l,:]l/(l/+]) Y dvu i dx dv ’
ZOC: 2V+I .l/—].I .dHI/_i_.l/_ﬂ_d(U'HV)
. (1/+I) dv ' dx dv
(49) | =S v+t e —ddH"
v

v=1

ZZ(2V+1)'1'"'1—”-H
v=1 X

xv

=i-x-e

Mediante las formulas (13) y (14) se construyen p. €j.

< v+l 0 < v+l 0
E79 Z v . ,,] 11/. P Z v l,, IV 3 BV
(1/+1) x 09 v (v+l) x-send Oy

asi que con el uso de las formulas (44), (45) y (49) resulta:
Ey,=—€""-sen?
Asimismo resulta:

— 2 +] v 8 v — 2 +] 14 14 a v
A - S PR S A0 B 1.):
v (v+l) x-send O ‘v (v+l) x 09

De modo parecido (se hallan) M'y M,. Para la onda plana se puede asimismo, en vez de
las expresiones (47), utilizar las siguientes:

E. =Y @v+D)i e p,
v=I
— 2y+1 v a v — 2V+] v v a v
Eﬁzzi.i”‘l.l_. P +27.' ! B
~v-(v+1) x 09 “Sv(v+l) x-sent) Oy
= 2w+l ., I, 9P, & 2w+l 1, 9B,
g WL Lo 0P~ k]
~v-(v+l) x-sentd Op ‘v (v+l) x 09
E10 B
M.=> Cv+l) fTP
v=I

=~ 2v+l] , 0P, <~ 2v+l I, 3 OB,
Mﬁzzi'l‘”_I'l—'i—‘f_Zi I B
v-(v+1) x-send Op “‘ZHv-(v+li) x oV
>~ v+l ., 1, 0P, v+l , I, OB,
Mm-S 2L e L 0Py VEL .
—v-(v+l) x 09 “‘Sv-(v+l) x-sent Oy
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Ondas refractada y reflejada.

12. Cuando pasamos a interpretar también, mediante expresiones de la forma (13) y (14),
la onda en el interior de la esfera y la onda emitida desde ella hacia el exterior, debe prestarse
atencion a lo siguiente: primero, que en el interior de la esfera solamente se puede usar la integral
indicada como /, en la ecuacion (10), porque todas las otras integrales particulares para x=0, es
decir, en el centro de la esfera, se hacen infinitas; segundo, que en el exterior hay que usar X, (-
X), puesto que solo éstas tienen el factor

2mir

—ix

e =¢?

asi que las componentes de las intensidades eléctrica y magnética contienen el tiempo tan solo en
la combinacion

27
e

nt—r,]
A

que es la caracteristica de una radiacion emergente de una esfera.
La radiacion en el interior de la esfera puede presentarse como sigue:

E*:i bi 1, 0P, 4, 1, 9B
g v (v+tl) x 09 v-(v+l) x-semd Oy

boi I, 9P, q, I, 9B,
v-(v+l) x-send Op v-(v+l) x OV

51 .
51 & I

M= .4, B,
v=1 x2

Mﬂ[: byl A IV apv+ qu iaBV
1 \V-(v+l) x-send OV wv-(v+l) x 0OV

NgE

M\'pi:

b nop, 4 Lo
vi(v+l) x 09 v (v+l) x-send Oy

v=I

Los coeficientes b, y ¢,, a los que se ha afiadido el factor i solamente para que con ello
estas Ultimas formulas queden mas elegantes, se determinan, junto a los a, y b, de las siguientes
ecuaciones (52), mediante las condiciones de frontera (7).

En el exterior va al encuentro de la onda plana (50), la radiacion reflejada
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Era = Zaui. KV(_X) P
v=I

v
X

v=1]

Eﬁazz a,-i _ K,(=x) 0P, __p, KJ(=%) 9B,
v-(v+l) X oY v-(v+l) x-semd By

a,-i_ K,(—x) P,  p, K.(—x) OB,
v-(v+l) x-send Op v-(v+l) X 0y

Ew=)

v=1I

o0 . _x
Mm:Zpy‘%)By
v=1I

(52)

o]

M19a:Z

n=1

a,l ‘KV(_x)‘aPV_'_ P, K;(_x)vaBV
v(v+l) x-send 0V v-(v+l) X oY

M’m:i_ aci_ K(—x) 0P, p,  K(-x 9B,
i vi(v+l)  x 09 v-(v+l) x-send Op

v=I

Determinacion de los coeficientes.

13. Hemos definido el radio de la esfera pequefia con p, el indice de refraccion del medio
(agua) con my y el indice de refraccion complejo del material de la esfera con m. Queremos
definir de nuevo las cantidades x, y x;, para el valor especial 7=p, con a y B, y en lo que sigue
definimos el indice de refraccion relativo m/mycomo m’

21-m, - 2
q=2TMy P _ TP

/
(53) , A A
glmmp_m o
A mo
Finalmente usaremos las abreviaciones:
I(a)=4, I(a)=4,
(54) I(8)=B, 1,(3)=B,

K(—a)=C, K, (-a)=C,
Establecemos en las condiciones de frontera:
(EytEi),=(Eu),.,
(EotEga)—,=(Esi),-,
(Mot Moa)—,=B(Mui),-,
(Mot M), =B (Myi),,

las expresiones (50), (52), (51), y ya que tienen dos pares de ecuaciones que se puede demostrar
que son idénticas, se obtienen para a,, b,, p,, g, las siguientes condiciones:
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S
« «

_(2V+])'iV'Az/ +au'C1/ :bV'BV

Qi) Ao p Loy B
Q Q I}
Qu+1)-i"-A4, +p,-C,=q,B

De aqui se calcula:

ayz—l—(ZV-l-])-

(35)

B -
C
B,

p,=—(v+1
(Qv+1)-i" B

Q
e’
O!
Oé

A,;B, B~
CB, B
A,-B, B~
C, BB

Formulas para el calculo practico.

14. Se muestran tan sencillas a primera vista las formulas (55), como dificil resulta
discutirlas. Complicacion adicional es, en el caso de esferas metalicas, que  y con ello B,y B,’
son cantidades complejas. Pero también en el caso de esferas no absorbentes, donde B es real,

permanecen entre otras dificultades dos cantidades complejas, a saber, C, y C,” en las
expresiones.

Para esferas no muy grandes siempre resulta mas comodo calcular con las férmulas (27),
(28), (29), (30). Podemos poner:

v+l

- o
A 1-3..2v+1) /s

v+l
s
1320 +1)
JA-3.2v—-1) . .
Cz/:(_]) #.e "‘-(hl,+lOé'kV)
(0]
_ (vtD)-a”
13.(2v+1)
_ (vt B
13.020+1)
1:3.2v—1)

C,=—v(—i)' == " (h, +iak,)
a

L=

(56)
1,

14

v

Los factores f,, f;” son series de potencias que convergen en o’ rapidamente; g,, g, son
las mismas series en Bz; h,, k., h,, k,” son sumas finitas de potencias en az, asi todas las
expresiones resultan relativamente faciles de calcular. Se puede deducir esto directamente de las
formulas (27) a (30). Todas las sumas, f, , f,” etc. comienzan con el elemento 1, y para esferas
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cuyo didmetro respecto a las longitudes de onda de luz interior y exterior es muy pequefio, dichas
sumas se aproximan mucho al valor 1, y por tanto se obtienen para 4, y 4,  expresiones muy
sencillas. Insértese (56) en (55) y escribase para abreviar:

(57) u :eia—ﬂ V:L'g_;j w:—hﬁLia'kV'g—;
C htiack, T f) g, htiack, g,

[N.T. El ultimo término aparece en el manuscrito original como g,'/g']

2 2
(58) ﬁ—zzm—zz m’’
(6] mo

asi que resultan las siguientes formulas practicas:

e V+] 2v+l m/Z_V

au:(_]) ]. . 2 Za g'uu' +II/
v o 1°-3.Q2v—1) m?+ Y s
59 < v
( ) , _( ]),, V+] 042”1 ]_V,,
,=(— . . U,
]2'32..(2V—1) 1+V+I'Wy
1%

15. No resulta dificil estimar aproximadamente como varia a, conforme crece el tamano
de la particula. Para a pequefio los f,, g, etc. se aproximan de manera bastante exacta a 1 y por
consiguiente pueden usarse las ecuaciones aproximadas:

a s VI C,
(60) ) v I3.u—1)
m?—1 ol
= (1)

Aqui C, es un nimero complejo, cuyo valor absoluto no se aleja demasiado de 1Y
Mientras que a,, como se indica en (60), comienza con la potencia (2v+1)-ésima en o, la curva de
los valores a, se desvia para valores mayores de o y nunca sobrepasa una cierta cantidad. Ello
puede verse al tomar los valores de /, y K, de (29a) y (19) para argumentos muy grandes. En ese
casoaesrealy f=p"-i'f", asi que se tiene:

K/(—a)~e™, K (—a)~—ie™

I.(c)~sen a—%], I;(a)~cos[a—%]

g

I.(8)~— % eﬁﬂe"[‘glf%], I; (8)~ é 65/’ei[‘ 7}

Asimismo, cuando esto es insertado en (55), se consiguen los valores de frontera para o
muy grandes:

¥ En esferas pequeiias de oro, por ejemplo, el valor absoluto de C; se encuentra entre 0,9 y 2,5 segtin
el color de la luz.
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a,~2v+1)-c,

(61) 3 Z.V'em v ) ,
c,=——|sen 04—7 +i1-m'-cos

1+m’

m/]
a__
2

¢, es aqui una cantidad compleja, que varia periddicamente con o y cuyo valor absoluto siempre
permanece cercano a 1.

En (60) tenemos la potencia o', sin embargo ademais el denominador aumenta
rapidamente con v, asi que a; debe descollar con mucho sobre los demaés coeficientes. Cuando a;
tiende a su valor limite (61), sigue el a,, en tanto que todos los demas siguen siendo pequefios.
Mas tarde se unen a esos dos también el a; y asi sucesivamente. A partir de las formulas para f,,
gy etc se puede ver que la formula (60) para los coeficientes posteriores sigue siendo valida.

De esta reflexion resulta en adelante que, sea o lo grande que se quiera, siempre se tiene
que a partir de un v determinado todos los coeficientes resultan tan pequefios con relacion al
primero que pueden despreciarse.

La radiacion reflejada por una esfera pequeria puede siempre ponerse esencialmente
como un numero finito de ondas parciales combinadas, pero el numero de ondas parciales crece
cuando la esfera se hace mas grande.

Esta frase se demuestra en principio no solamente para las "oscilaciones eléctricas" de la
particula, a cuyos coeficientes a, corresponden, sino también para las "oscilaciones magnéticas"
que excitan las ondas incidentes, esto es, se confirman los coeficientes p, que discutiremos en 17.

En el ejemplo numérico que introduzco posteriormente para aclarar mejor los atributos
opticos de las suspensiones metalicas coloidales, llegaré hasta un valor del diametro de 2p = 180
nm. Este valor se encuentra en el limite de la resolucion microscopica, y también corresponde
aproximadamente al del maximo valor de las particulas de suspensiones coloidales. Asimismo,
para el valor mayor del diametro 2p = 180 nm se tiene que a partir de v =3 las "oscilaciones
parciales eléctricas” (de orden) superior son despreciables frente a las dos primeras, asi que
necesitaremos calcular a; y a;.

Frente a ello, p. ¢j. en el problema de arco iris, que también se puede atacar empleando el
método aqui utilizado, se debe considerar un nimero bastante grande de ondas parciales, y se
habra de chocar con una dificultad de célculo mucho mayor.

Los dos primeros coeficientes son:

1

m'’—v
— 3
ar=2-a'u ——
m'*+ 2w,
(62) R m'’ —v,
az——g-a .uz.—
2
m'-+—w,
2

Cuando o es muy pequefio, se pueden tomar u, v, w iguales a 1 y obtener:

s mP—1

o m'’+2
(63) 1 1y mi—1
a=——a—5
m/2—|—i
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Por supuesto, para o pequeiio resulta a, mucho menor que a; y queda solamente la
primera onda parcial, cuya existencia fue demostrada tedricamente por primera vez por Lord
Rayleigh, razon por la cual la denominaré a veces, para abreviar, la radiacion de Rayleigh.

16. Sea ahora brevemente el caso especial de que la esfera esté¢ compuesta de un material
totalmente conductor. Como se sabe, este caso fue discutido por vez primera por J. J. Thomson,
y F. Ehrenhaft se ha referido a la posibilidad de aplicar la teoria sobre la optica de soluciones
coloidales desarrollada por Thomson. Si bien no entra en los motivos mencionados en 1., este
caso tiene interés histdrico y tedrico en general. Pongamos:

m'’=—i-00 (compdarese con(3))
y en consecuencia descuidemos en la formula (55) los elementos con el factor a frente a los que
llevan el factor B. Resulta asi:

)
=)
a,=( ) c

Para o pequefio tenemos también:
+ 2v+l . '
a,,:(_])yil'y 1 (0 Z.ela_ . f; :
’-3°.2v—1) h, +ia-k,
Para a grandes (19) y (30a) arrojan:

v—1

aV=(2y+1)-i””-e"“-sen[a— 7'('

El valor absoluto de esta cantidad fluctia periddicamente de manera regular entre 0 y
(2v+1).
De particular interés es la onda de Rayleigh. El valor exacto de a; es:

W a-cosa—(1—a’) sena

64 a =3¢
(64) ! ia+(]—a2)

Para o infinitamente pequefio se tiene:
(65) a,=2-a

La diferencia caracteristica de esta formula frente a la (63) es que en aquélla aparece el
factor (m “-1)/(m *+2), el cual, como mas adelante se verd, no puede ponerse aproximadamente
igual a 1 para metales, y que varia muy fuertemente con la longitud de onda. Otra diferencia
muy importante es que en (65) a; es una cantidad real, mientras que lo apropiado para a;
calculado seglin (63) seria tener una parte imaginaria considerable. Esta parte causa, como
veremos, la absorcion en las soluciones metalicas coloidales.

17. Vamos ahora a la discusion de las "oscilaciones magnéticas," esto es, los coeficientes
pv. Para particulas extremadamente pequenas no se necesita la formula (59), donde (1-vy) se
aproxima a cero. Segun (57), (29) y (30) resulta:

] . .
]_VV:'—.UI‘/'gV—fV.gV)
f-g,

24



L B=d’ I _(, 1 a+p
Y o(v+DQ2v+3) f.-g, 2v+5 2!

Oé4+221/+5a2ﬁ2+ﬂ4
(66) A VR e
(Qv+5)(2v+7) 4
F-a’

(v D2v+3) [ g,

Aqui /, significa algo similar a los f,, ;' etc. una serie de potencias en o’ y p* rapidamente
convergente, que para didmetros de particula pequefios se hace igual a 1. Definamos

ia, ZV —] =y - l’/
g, h tiak, " f g,

(67) S, =e

asi la formula (59) da para py:

_I v 2v+3 /2_1
(68) pl/ = '((2 13)' 2 2a2 1 Zsl/ my+1
v-(2v r-3.2v=1)y ;4 W,
v

Para didmetros muy pequefios se puede aproximar por:

(69) I o

u_ ) 2(m/2_1)
Qu+1)2v+3) 1-3%.2v—1)

Para diametros mayores, cuando las cantidades A4,, 4,' etc. se calculan con (29a) y (19), la
ec. (55) arroja:

» m'sen(a—E)Jrﬁcos(a—ﬂ)
(70) p~Ru+1)-i" e 2 2

m'+1

También se puede describir el desarrollo de p, como se hizo en (15) con a,.
Para particulas pequeias p, crece con el tamafio de la particula aproximadamente como:

2v+3 C

v

(71) P P3.Qu—1)-Qu+1)Q2v+3)

C,=(m"’~1)-(=1)
El valor absoluto de C,” no se aleja mucho de 1. Para valores mayores de a se desvia la

curva de los valores p, y cambia finalmente para valores de o muy grandes, con ulteriores
didmetros de particula, de forma periodica:

(72) p,~(2v +1)-c,

¢, es un nimero complejo que varia de forma periddica, cuya amplitud no se desvia de 1.

Para las oscilaciones parciales magnéticas valen los mismos teoremas que para las
eléctricas, y la oscilacion magnética v-ésima va aproximadamente de forma paralela a la (v+1)-
ésima eléctrica.
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Mediante comparacion de las formulas (69) y (70) con (60) y (61) se ve que el valor
absoluto de p, en general queda ligeramente por debajo del de a,;.

La primera oscilacion parcial magnética p. ej. es para todos los tamafios de particula
siempre del mismo orden de magnitud que la segunda eléctrica.

Las particulas muy pequerias siempre radian lateralmente solo la onda de Rayleigh, en
la que para las particulas aproximadamente iguales en la suspension coloidal se reunen la
segunda oscilacion parcial eléctrica y la primera magnética.

En los proximos ejemplos numéricos tomaré en consideracion solamente tres
coeficientes, a saber: aj, az, p1. Y calcularé p; para particulas grandes con la siguiente formula:

(73) p=—2-a -u

donde u;, vi, w; son las mismas cantidades que en (62). Para particulas pequenas se tiene la
forma aproximada:

(74) py==5m* =)

18. Si bien la suposicion de una conductividad perfecta ante oscilaciones eléctricas
parciales ha llevado a resultados que en todo caso pueden compararse con la teoria exacta,
proporciona resultados completamente diferentes para las oscilaciones magnéticas. Hagamos 3
infinitamente grande en (55), y obtendremos:

A,
P =—Qu+l) A
C

v

Asimismo para diametros pequefios (27) y (29) dan:

a2y+] o f,,

a =(—1)" e -
(= P20.2u—1) h,tiack,

un valor que es del mismo orden de magnitud que el valor de a, hallado bajo la misma
suposicion.

Si suponemos que las esférulas suspendidas en el medio son conductoras perfectas,
llegamos al resultado equivocado de que la oscilacion parcial magnética de v-ésimo orden va
paralela a la oscilacion parcial eléctrica del mismo orden (en vez de la de orden inmediato
superior). En el caso especial de particulas muy pequenia llegamos al resultado falso de que, en
comparacion con la onda de Rayleigh, la primera oscilacion magnética se presenta en
aproximadamente el mismo orden de magnitud.

J. J. Thomson, quien demostr6é por primera vez la tltima parte de este teorema, indico
notoriamente que el examen de la polarizacion de la luz lateral dispersa por las soluciones
coloidales metalicas lleva a que el resultado es falso. El peculiar fendmeno de la polarizacion,
que F. Ehrenhaft” y E. Miiller'® observaron posteriormente, no pueden de modo alguno
interpretarse como validez parcial de la hipdtesis de una conductividad perfecta. Veremos mas
adelante que la teoria exacta no lo aclara totalmente.

”F. Ehrenhaft, Ann. d. Phys. 11. p. 489. 1903.
'“E. Miiller, Ann. d. Phys. 24. p. 1. 1907.
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Deseamos, debido a la discusion numérica que sigue, notar el valor de p, como:

i SENQL— (- COS (X
[+ix

(75) p,=3e

Para valores muy pequefios de o tenemos
(76) b=

Comparando (76) con (65) vemos que la amplitud de la oscilacion magnética para
particulas muy pequenas y perfectamente conductoras es la mitad de lo que deberia ser la
eléctrica.

Las ondas parciales.

19. Para lo que sigue sera provechoso hacer una presentacion de como cambia, de punto
a punto, la intensidad y direccion de oscilacion de las ondas parciales aisladas (en especial la
primera) sobre una esfera grande en cuyo centro se encuentra la particulas considerada.

No necesitamos considerar las componentes E. y H;, ya que segin el teorema de
Poynting no interesan en la transmision de la energia hacia el exterior. Quedan solamente las
componentes que cruzan tangencialmente a la superficie esférica. Segun (13) y (14), no
obstante, para cada onda parcial se da:

EyMytE, M,=0
las eléctricas. Es por ello suficiente, para obtener una idea clara de la radiacion, dar el desarrollo
de las lineas de fuerza eléctricas sobre la superficie esférica.

OO

Fig. 3. Primera oscilacion parcial Fig. 4. Primera oscilacion parcial
eléctrica. magnética.

En las figuras 3 - 10 se han dibujado las lineas de campo sobre una superficie esférica
que contiene a la particula, para las cuatro primeras oscilaciones parciales eléctricas y
magnéticas. Como plano del dibujo se ha elegido el plano (1. 3.), esto es, el plano de oscilacion
del haz de luz que causa las ondas. Este es un plano de simetria del suceso, y facilmente se
puede completar la hemiesfera delantera representada en la figura con la que yace bajo el plano
del dibujo, pues las curvas de ambas son congruentes. En las oscilaciones magnéticas resulta
E,=0, las lineas se comportan como curvas esféricas cerradas y existen, en cada una de las dos
hemiesferas, v puntos centrales sobre el ecuador (f=7n/2) en los que la intensidad es nula y en
torno a los cuales giran las lineas de campo, en v grupos distintos. Para las oscilaciones
eléctricas, por contra, las lineas de campo se dirigen en superficies conicas sefialadas que
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atraviesan (la esfera) por v didmetros cénicos que yacen en el plano del dibujo. Las curvas
dibujadas son las curvas de corte de dichas superficies conicas sobre la esfera. Esas curvas
acaban en el polo v, que es atravesado por el didmetro v. En realidad las lineas de campo se
desvian pasada la superficie de la esfera para que, segiin como sea la fase de la oscilacion, se
cierren, bien sea dentro de la esfera, bien sea fuera, puesto que naturalmente no pueden tener
comienzo o fin (segln se ve indirectamente de las lineas sobre las particulas iluminadas).

o]
©

. i . Fig.6. S d ilacié ial
Fig. 5. Segunda oscilacion parcial ‘£ cguiida oscriacion parcia

eléetrica. magnética.
7 N\ ( ‘
° \4 & o
° /\ [}
N\
& />
Q
Fig. 7. Tercera oscilacion parcial Fig. 8. Tercera oscilacion parcial
eléctrica. magnética.
o __,__——
/ V
o/
o \
\ /‘A\
Fig. 9. Cuarta oscilacion parcial Fig. 10. Cuarta oscilacion parcial
eléctrica. magnética.

Puede hacerse facilmente una imagen de las lineas magnéticas de campo. EI grupo I
reproducido da sin mas las lineas magnéticas de campo del grupo II y a la inversa cuando
giramos 90°, esto es, cuando se intercambian los ejes 1y 2.
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La radiacion difusa lateralmente.

20. Observando desde una distancia infinita de la particula, hemos insertado en (52):

Kl/(_x) = e_ix
como se ve de la formula (19). Asi tenemos:
K (—x)=—i-e™

y también:

N e Y Zw: a, ,8Pu+ p, 1 0B
v-(v+l) 09 v-(v+l) send Op

v=1]

(77)

N e a1 on b
v-(v+l) sendy Op v-(v+1) 0V

v=I

Se supone que la luz que incide sobre la solucion es linealmente polarizada, y de tal
modo que la direccion de oscilacion eléctrica define el eje 1. De (47) resulta:

2mir
E=—i-M,=e?*
Si tomamos la intensidad de la luz incidente como unidad, la intensidad de la luz
dispersa es:

Jo= )\2,2 2 OO[ ” 'aB'-i- P, ! -aB” 2
4’7 “\v(v+1) 09 v-(v+l) send Op
(78) 1
JW: >\2/2 2. > [ dv : ] a])y — pV aBl/ :
dr-p | S \v(v+l) send Op v-(v+1) 0V

En estas formulas debe aludirse mediante las lineas verticales a que de las dos cantidades
complejas hay que tomar sus valores absolutos. Puede distinguirse en (78) lo que es ya claro,
que la intensidad es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia ». Las dos
intensidades Jy y J,, aluden a las componentes paralelas al meridiano (Jy) y al circulo de latitud
(J,). Ambas componentes tienen en general una diferencia de fase bien fija y que puede hallarse
cuando se calculen de la manera habitual las fases de ambas cantidades complejas mediante la
formula (77). Si se observa la suspension oblicuamente respecto a la luz incidente, debe
obtenerse en general luz elipticamente polarizada, supuesto que la radiacion incidente sea
polarizada linealmente y que las particulas en suspension sean tan grande que, fuera de la
radiacion de Rayleigh (solamente polarizada lineal), también sean notorias las ondas parciales de
orden superior.

Excepcion ha de hacerse de las direcciones que caen en los dos planos de simetria 1. 3.y
2. 3. De la figura de la seccion 19. puede deducirse sin mas:

Si se ilumina la suspension coloidal con luz linealmente polarizada y se observa en una
direccion perpendicular a la direccion de su oscilacion eléctrica, resulta que la luz lateralmente
dispersa es linealmente polarizada, y su oscilacion es paralela a la de la radiacion incidente. Si
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se gira la direccion de oscilacion de la luz incidente 90° sin modificar la direccion de visién, se
vuelve a obtener luz linealmente polarizada, aunque su direccion de oscilacion gira asimismo
90° respecto a la anterior.

El primer caso vendra caracterizado en nuestras formulas mediante 0=7/2, el segundo
mediante =4 7/2.

Aunque el teorema anteriormente descrito pueda mostrarse tan simple como se desee, es
no obstante muy importante. Las observaciones que el Sr. Steubing (comparese con 1.) ha
realizado sobre la polarizacion de la luz dispersa lateralmente han arrojado que, incluso cuando
se ilumina con luz linealmente polarizada de la manera anteriormente descrita, se observa no
obstante que la luz lateralmente dispersa presenta un muy pequefio comportamiento de luz no-
polarizada frente al predominante comportamiento polarizado. Yo tiendo a deducir de ello, para
acabar, que las particulas suspendidas en la solucion coloidal no pueden ser esferas, incluso si
las demas propiedades opticas estuvieran en consonancia con esta Suposicion.

El caso de que se ilumine con luz no-polarizada se puede discutir rapidamente. Puede
pensarse en la luz como descompuesta en dos haces incoherentes de la misma intensidad, con
polarizaciones lineales y tales que la direccion de oscilacion eléctrica de una sea perpendicular al
plano formado por las direcciones del haz y de vision, y que la direccion de oscilacion del otro
caiga en ese plano. Se obtiene entonces en la luz dispersa dos componentes incoherentes, con
polarizaciones mutuamente perpendiculares, aunque en general de distinta intensidad: Esto es: la
luz dispersa esta parcialmente polarizada.

Si luz no-polarizada atraviesa la solucion, la luz dispersa es siempre parcialmente
polarizada lineal (nunca eliptica). La direccion de la oscilacion eléctrica de la parte polarizada
es, o perpendicular al plano de las direcciones del haz y de vision, o bien yace en dicho plano,
segun sean el tamario de las particulas y el plano de vision.

Este teorema es por supuesto cierto solamente bajo la suposicion de particulas con forma
esférica, pero probablemente no sea dudoso que valga siempre para el caso de suspensiones
coloidales amorfas (también no-dicroicas).

Para las suspensiones con particulas muy pequefias se observa solamente la denominada
primera direccion de polarizacion; para particulas mas grandes puede no obstante hallarse
también la segunda, como veremos.

Intensidad de la luz dispersa perpendicularmente al haz incidente.

21. Por lo general se observa con luz no-polarizada, asi que solamente nos interesan dos
casos: I. O=n/2, Il. v =p=+7/2. En ambos casos E, = My = 0, y queda solamente J, que
denotaremos en los dos casos como J;y Jy. J; es la intensidad de la radiacion cuya direccion de
oscilacion es perpendicular al, como lo llamaremos brevemente, plano de vision. Jy es la
intensidad de la oscilacion en el plano de vision. Ante todo, (44) y (45) da para los dos casos:

I 19:%, senp =v

79
(7) or, 1 0B,

- _HV (U)a :
09 send OV

=—(1—v*) 1T, (v)—v-1I,(v)
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1I. gpz:l:%, sen) = +v

(80) or

09

1 . 0B,
sent? 0V

=+{1-0")-TT, () — v 1L, ()},

=1, (v)

Esto se insertara en (78). Queremos primero restringirnos al caso de que solamente
observemos perpendicularmente a la radiacion. Pondremos asi v=0 y volvemos a las féormulas
(40), (41). Resulta:

2
2 ar | o o1 (20) 51
=_2 . __+§ —1 . . g +
(81) JI 4y’ | 2 0:1( / 2 200+p) P
2
NS o+1 (20)[ le]
= . _1 .—U.a _ L zco—-l
=y | LT e 5

Estas formulas estan escritas de tal manera que en cada sumando haya dos coeficientes
del mismo orden de magnitud (comparese con 17.). En el ejemplo numérico, como mencionaré
mas a menudo, me limitaré a los coeficientes aj, a,, p;. Calcularé con las siguientes formulas:

2

_ A g
= |4
4% 1 2
(79) " :
J — /\/ . al_pl
1 47T21’2 2

Jir tiene solamente para las particulas mas grandes un valor considerable, y asimismo
predomina J;. Esta es la intensidad de la radiacién de Rayleigh, y precisamente en dngulo recto a
la oscilacion eléctrica excitada, donde tiene su maximo. Bajo otro angulo su intensidad es:

J =J,-sen’V
y la radiacion total resulta ser:
R=J, -27Tr2'f“ sen’d-dv :8%-1’2 -J,

0

También se puede calcular, cuando se mide la radiaciéon de Rayleigh en la direccion principal
(J7) su valor total, esto es, también el valor de la pérdida que sufre la luz incidente. Usaremos en
lo que sigue la cantidad:

2

2 a
83 R=—")\" =%
(83) FE N by
con lo que al mismo tiempo el valor de J; es:
3 R
84 =——
( ) "]] 87T r2

Como se calcula el valor total de la radiacion 11, se vera en 26.
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Radiacion de muchas particulas.

22. Hasta ahora hemos restringido el célculo a la luz dispersa por una esfera aislada.
Queremos volver nuevamente al caso de que haya muchas esferas repartidas en el medio, todas
del mismo didmetro 2p y con el mismo comportamiento dptico m’". Aparece sobre cada esfera no
solamente la radiacion incidente, sino también la luz dispersa por las otras esferas. La influencia
de esa segunda oscilacion del éter sobre el suceso en cada esfera y el cambio causado por ello en
la radiacion lateral global ha sido examinado tedricamente para particulas extremadamente
pequenas por L. Lorenz, y J. C. Maxwell-Garnett ha seguido mediante el calculo calcular las
consecuencias de la teoria de Lorenz para la optica de las suspensiones coloidales metalicas.
(comparese con la seccion 1.). Resulta de ello que las particulas suspendidas han de estar muy
juntas para que la reaccion de la luz emergente lateral sobre la radiacion precedente sea sensible.

Las suspensiones coloidales de los metales en agua se considerardan en lo que sigue
como en dilucion infinita, y toda la radiacion emergente lateral se calculara multiplicando la
radiacion dispersa por la presencia una sola particula por el numero de particulas presentes.

Si se tuviesen dudas contra la validez de esta suposicion, podria examinarse
experimentalmente con facilidad, diluyendo mas la solucién. Si nuestra suposicion es correcta,
puede demostrarse que los colores de la suspension deben permanecer invariados y que en todas
las regiones del espectro la absorcion es proporcional a la concentracion. Caso que la suposicion
fuese falsa, deberia presentarse un cambio de colores, como Kirchner y Zsigmondy han
observado en soluciones concentradas de oro en gelatina (v. seccion 1.). Hasta donde yo sé,
hasta ahora no se ha tenido éxito en conseguir suspensiones en agua con semejante
concentracion. En cualquier caso me limitaré a las suspensiones en dilucion ordinaria.

Indicaremos en lo que sigue la concentracion de la solucion en milimetros ctbicos del
metal por milimetro ctibico de agua. Si N es el numero de particulas por milimetro ctibico, 2p su
diametro y por tanto V= 4zp/3, la concentracion es:

\?
(85) C=N-V=2=N-o’
6
Por otro lado, de (83) resulta el valor absoluto de la radiacion de Rayleigh:
2
R=N.2. PRaH it
T 2
y asi:
(86) R=F-C

donde F; es una cantidad independiente de la concentracion, pero que depende del tamafio de la
particula y de la longitud de onda. Usaremos para esa cantidad F; dos formas diferentes, segiin
sean las particulas pequefias o grandes:

3 2
&) F = 247: V. 013
2\ 2«
dr 1 laf
(39 =Vl

La primera formula es méas comoda para particulas pequefias mientras que, como
veremos, a; se toma proporcional a o para esferas muy pequefias. (62) nos da:
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r2_
al m Ul

(0% m W

donde u, vi, wi toman el valor 1 para didmetros de particula muy pequefios. Resulta también:

2
2
2471'3 ml —Ul |

14 1 ;2
)\ m +2Wl‘

(89) F =

y para las particulas mas pequeias:

247 w2 =1]
v 4 12

(90) F=

Esta formula (90) no es otra que la conocida formula de Rayleigh'". Esta afirma que, a
concentracion constante, la radiacion de una suspension es tanto mayor cuanto mayor sean las
particulas. Y la intensidad de la radiacion es por cierto directamente proporcional al volumen de
la particula. Ademads, por lo general dominan las radiaciones de onda corta cuando el factor (m’
2-1)/(m’ ?+2), dependiente de los atributos dpticos de las esferas, no varia mucho con el color de
la luz. Esta ultima condicién ciertamente no aparece en los metales; la luz que dispersan las
suspensiones coloidales metélicas con particulas diminutas, por eso, no es azul por lo general,
como las otras suspensiones turbias, sino que tiene un color caracteristico para cada metal
respectivo. Si (m’?-1)/(m’ *+2) es constante, se tiene la conocida ley de Rayleigh, en la que para
diferentes colores y las mismas circunstancias la radiacion es proporcional a 1.

La formula (88) puede servirnos para obtener las leyes de la radiacién de Rayleigh hasta
la region de particulas muy grandes. Como hemos visto (en la seccion 15), para particulas muy
grandes @, varia como una funcién periddica del didmetro, con amplitud constante. De (88) se
sigue, por consiguiente, que a concentracion constante la radiacion de Rayleigh decae con
tamafios de particula creciente, supuesto que las particulas son similares. Y resulta, por ultimo,
que la radiacién de Rayleigh, como se ve de las fluctuaciones periodicas, es inversamente
proporcional al volumen de las particulas.

1. A concentracion constante, y para particulas muy pequenas, la radiacion de Rayleigh
aumenta cuando el diametro crece, y es aproximadamente proporcional al volumen de la
particula; no obstante, cuando las particulas son lo bastante grandes, alcanza un mdximo y
decrece a partir de ahi rdpida y continuamente cuando las particulas se hace mas grande; a
partir de ahi siempre se producen maximos mas y mds tenues de forma periodica.

1. Supuesto que las esférulas se componen de material perfectamente conductor, o en
general perfectamente blanco, el diametro de particula para el que se obtiene el maximo de
radiacion es proporcional a la longitud de onda, y el valor maximo de la radiacion en si es
inversamente proporcional a la longitud de onda.

El segundo teorema, que puede leerse de forma inmediata a partir de la férmula (88), no
vale, por supuesto, para soluciones coloidales metalicas.

Se puede acaso, con ciertas reservas, definir de otro modo (como en conductores) quiza
como una resonancia optica a este maximo de radiacion, el cual también debe presentarse en la
turbidez de sélidos no conductores (turbidez mastica, chorros de vapor, etc.). Hay que tener a la
vista, no obstante, que esta "resonancia Optica" solamente conlleva méaximos bastante planos, y
que en consecuencia, cuando las particulas son grandes y con una cuidadosa igualdad de todas
las particulas, el espectro de energias de la radiacion difusa solamente indica una altura escasa

"Lord Rayleigh, Phil. Mag. (5) 47. p. 379. 1899.
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alrededor de un valor medio. La luz dispersa serd, para terminar, casi blanca para solidos turbios
para particulas no conductoras (vapor, turbidez mastica), con tan sélo un ligero matiz de color.
De manera parecida se comportan también las suspensiones metalicas; como veremos, aparecen
en general p. €]. con oro el amarillo, oportunamente su color dorado propio.

Radiacion de Rayleigh en suspensiones de oro.

23. Comienzo ahora a calcular los atributos Opticos de una suspension de particulas
minusculamente pequefias de esferas de oro en agua; primero, la radiaciéon de Rayleigh. Pongo
como base en lo que sigue cantidades que resultan cuando se traza una curva lo mas suave
posible a través de los valores numéricos medidos por von Hagen y Rubens'?. Solamente he
cambiado algo el valor del coeficiente de reflexion en el violeta, que fue dado seguramente
demasiado pequefio por von Hagen y Rubens.'”

R VK R VK

A (HR) (HR) calc. calc. m m’ N

420 0293 1,72 0332 1,70 1,70-i 1,70 0,00 - i 3,20 313
450 0331 1,73 0338 1,72 1,73-i1,72 -0,017- 3,32 336
500 0,470 2,07 0480 2,02 1,10-2,02 -1,60 - i 2,49 374
525 - 0,613 223 0,79 - i 2,23 2,45-i1,98 393
550 0,740 232 0,730 245 0,57 - i 2,45 -3,20-i1,57 412
600 0,884 291 0,850 2,96 0,38 - i 2,96 -4,84-i1,.26 450
650 0,889 3,58 0,888 3,54 0,41-i3,54 6,97 -i 1,63 487

En esta tabla la primera columna contiene la longitud de onda del color respectivo en el
vacio, las dos siguientes los coeficientes de reflexion y de absorcion segiin Hagen y Rubens, la
tercera y cuarta columna las cantidades calculadas por mi, m es el indice de refraccion complejo
en el vacio del oro calculado de ahi, m”? el cuadrado del indice de refraccion complejo en agua
(m'*= m*my>), y finalmente A" la longitud de onda en el agua [en nanémetros].

En lo sucesivo introduciremos una abreviatura comoda:

4

(91) 2@3 = Al

La radiacion de Rayleigh se calcula con (87) como:

3
F, :2477 'V'|A1|2
N
(92) s
m' “—v
A =
m' 2w,

La radiacion para particulas infinitamente pequefias se da cuando se hacen u;, vi, w;
iguales a 1. Para oro, se obtienen los siguientes valores de (4,)y = (m'*-1)/(m'*+2):

"E. Hagen y H. Rubens, Ann. d. Phys. 8. p. 1y 432. 1908

13)

Comparese con E. Hagen y H. Rubens, ibid. p. 453
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A= 420 450 500 525

0,579-i0,675 0,602-i0,666 0,807-i1,180 1,330-i1,440
A= 550 600 650
1,925-i1,211 1,880-70,391 1,545-i0,180

en cualquier caso diferentes a los que obtendriamos para conductividad infinitamente grande.
Para conductividad perfecta se obtiene con la formula (65):

(A)y=1
totalmente independiente de la longitud de onda. En general A, tiene para metales la forma:
A=A —iA

y se tiene|A |= A+ A;? Para dejar clara la diferencia respecto a conductores perfectos, para

, 2 , .. 2
los cuales seria |4,|” = I, daré asimismo el valor de |4;|” para el oro

420 450 500 525 550 600 650
0,790 0,805 2,05 3,84 5,18 3,70 242

Podemos hacer un cuadro del espectro de energias de la radiacion lateral para particulas
muy pequeiias, el cual es igual al producto de la concentracion, el volumen de la particula y la
cantidad 247°-|A,|*/0."

La siguiente tabla da dichas cantidades tanto para esferas perfectamente conductoras
como para esferas de oro :

420 450 500 525

24 1/ \* 7,76x10"°  585x10"°  3,81x10" 3,13x10"

247 A [ /A 6,12x10'°  471x10"°  7,77x10"° 11,95x10"
550 600 650

24 1/ \* 2,59x10'  1,82x10'°  3,81x10"

247 |A [ /N 13,37x10'°  6,70x10'°  3,17x10'°

Como unidad de longitud, cosa que haré en lo sucesivo, he escogido el milimetro.

Con la excepcion de azul extremo y del violeta, la radiacion de las esferas de oro es mas
fuerte que la que habria de ser para esferas perfectamente conductoras.

Puede decirse también que los atomos
de oro resuenan con la longitud de onda, y de

TN forma maxima en el verde amarillento.
. \ Deberia entonces, no obstante, aceptarse que
\“._‘ s \\ éstos estdn mejor acoplados con el éter
N I / N oscilante para particulas grandes que para
N P~ , - ..,
R Y e \\ particulas pequefias, porque la radiacion
C——===[-..__| emergente crece con el volumen de las
particulas.

%00 450 500 556 600 650 .

, o o La figura 11 representa graficamente
Fig. 11.  Radiacién dispersa por una dispersion

infinitamente diluida. [Curva en trazo grueso: particulas la radiacion emergente de particulas pequefias

de oro. Curvas inferiores: particulas infinitamente de oro y de particulas pequeias infinitamente
conductoras]. conductoras (la curva de puntos da la
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radiacion de éstas ultimas tras afiadir la primera oscilacion al agregar la primera oscilacion
magnética (comparese con 18.)). Esta ultima radiacion obedece con bastante aproximacion la
ley de Rayleigh (proporcional a .

Para hallar la radiacion para particulas mas gruesas, debo calcular u, vi, wy, las cuales se
componen de series en o (o, respectivamente, en f°=m"*o’). Hice los calculos para los valores
de a indicados en la Tabla I., y al mismo tiempo calculé A; para el caso de un conductor perfecto
y para los mismos valores de a’.

Tabla I - Valores de los coeficientes A; = a;/2a’.

A\ . |2043| _)\'

El didmetro de particula apropiada para cada valor de a*:

/
2y,
T

puede obtenerse de la siguiente tabla:

\/;

Conductor Oro

o perfecto 420 450 500

0 1,00 0,579 -1 0,675 0,602 - 0,666 0,807 -11,180
0,2 1,04 -i0,065 0,484 -10,755 0,505 -70,743 0,528 -71,312
0,4 1,04 -i0,188 0,343 -10,750 0,368 -1 0,757 0,216-i1,211
0,6 0,961 -i0,318 0,224 -1 0,699 0,244 -1 0,706 0,042 -11,029
0,8 0,831-70,410 0,145-10,632 0,156 -1 0,640 -0,047 -1 0,849
1,0 0,638 - 10,437 0,094 -7 0,559 0,100 -7 0,566 -0,056 -710,715
1,5 0,405 -1 0,366 0,038 -7 0,401 0,043 -7 0,406 -0,044 -7 0,480
2,0 0,265 -10,256 0,028 -1 0,297 0,031 -70,299 -0,015 -70,349
2,6 0,190-70,176 0,026 - i 0,225 - -

Oro

o 525 550 600 650

0 1,330 -i 1,440 1,925-i1,211 1,880 -7 0,391 1,545 -i0,180
0,2 0,850 -71,823 1,602 - 2,050 2,190 -i0,977 1,920-70,515
0,4 0,263 - 1,640 0,975 -1 2,040 1,750 -i 1,874 1,767 - i 1,080
0,6 -0,028 -i1,347 0,057-i1,719 0,807 - i 1,980 1,233 -i1,492
0,8 -0,114-i1,061 -0,107 -i 1,306 0,160-i1,612 0,673 -i 1,431
1,0 -0,126 -i 0,855 -0,134-i1,014 0,095 -i1,240 0,353 -i1,191
1,5 -0,075-i0,554 -0,079-i0,627 0,009 - 0,721 0,124 -i0,718
2,0 -0,029 -i 0,395 -0,022-i0,435 0,032 -10,479 0,096 - 0,471
2,5 -—-- -—-- -—-- -—--

He calculado asimismo la radiacion (87):
F = 247 | 4 |2 _4_7T.Oé3.|Al|2
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525 550 600 650
55,9 58,6 64,0 69,3
79,1 82,9 90,5 98,1

96,8 101,5 110,8 120,1
111,8 117,2 128,0 138,7
125,0 131,0 143,0 155,0
153,1 160,5 175,2 190,0
176,8 185,3 202,2 219,3

Diametro de particula en nanometros

o A=420 450 500
0,2 44,6 47,8 53,2
0.4 63,1 67,6 75,2
0,6 77,3 82,9 92,2
0,8 89,3 95,8 106,5
1,0 99.8 107,0 119,0
1,5 1222 131,1 1458
2,0 141,1 1513 1683
2,5 157,7 169,1
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Fig. 12. "Resonancia 6ptica" de esferas de oro.
[Abscisa: diametros en nanometros]
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Fig. 13. "Resonancia Optica" de esferas
perfectamente conductoras. [Abscisa: diametros

en nm]|

Las curvas que interpretan la
dependencia de la radiacion con el diametro de
la particula se muestran en la Fig. 12.

La abscisa represente el didmetro de
particula en nm, la ordenada da la intensidad
total R de la radiacion emitida por milimetro
ctbico de una solucién en concentracién 107
(1 mm’ por litro de agua), y viene dada como
tanto por mil de la intensidad de un haz de
luz incidente de un milimetro cuadrado.

La cantidad F; puede ser obtenida a
partir de la cantidad dada por la ordenada,
multiplicando por 10°. Como comparacién
he dibujado en la Fig. 13 las curvas
correspondientes (Unicamente la radiacion de
Rayleigh) en la misma escala para esferas
perfectamente conductoras. El didmetro para
el cual se da el maximo de radiacion es
proporcional a la longitud de onda A", y es:

2040 = 0,324\

Los maximos decaen con longitudes de onda
crecientes como 1/A’

La radiacion emitida por las particulas
de oro es por lo general considerablemente
mayor que la de las particulas perfectamente
conductoras, como se ve en el azul y el violeta.
Como acaba de verse, es como si la
"resonancia" de las particulas se combinara con
la resonancia de los atomos de oro. La subida
mayor se tiene para la curva de 600 nm
(amarillo-naranja). Los didmetros de particulas
para los maximos de intensidad son:
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420 450 500

2Pmax 105 111 110
Az 113 336 374
2pmax/\ 0336 0331 0,294

2pmax Varia en general entre A'/4 y A'/3.

525 550 600 650

100 96 113 131
393 412 450 487
0,255 0,233 0,252 0,269

A partir de las curvas de la Fig. 12 puede obtenerse facilmente el espectro de energia de
la radiacién emergente para distintos tamafios de particula. Puede deducirse de las curvas las

siguientes cantidades:

2p 420 450 500
20 0,262 0,199 0,338
40 2,10 1,60 2,72
60 6,2 5,0 8,0
80 10,4 9,1 14,1
100 13,2 12,0 17,2
120 12,5 12,0 17,1
140 10,0 10,5 15,0
160 7,9 8,5 12,4
180 6,3 7,2 10,4

525 550 600 650

0,546 0,637 0,299 0,139
4,62 5,90 2,92 1,35
13,7 19,7 12,3 5,9

22,9 37,8 33,0 14,7
27,1 42,3 55,5 29,0
25,0 36,0 57,5 45,0
20,8 27,9 44,5 46,2
17,1 22,5 33,3 36,8
13,8 17,7 25,0 28,0

Con estos valores se construye la Fig. 14. De ahi se ve:
Las particulas pequerias de oro con forma esférica deben verse de color amarillo-
verdoso en el ultramicroscopio. Cuanto mayor se hacen, tanto mds varian su color hacia el

amarillo 'y el rojo amarillento. A
concentracion constante la maxima dispersion
de luz corresponde a soluciones cuyo
diametro sea de entre 100 y 140 nm, y sus
particulas dispersan luz principalmente de
color anaranjado.  Las soluciones que
dispersan fuertemente son por ello de vistosos
colores marrones.

Que estos fendomenos de color estan
condicionados por el comportamiento Optico
especial del oro es algo que puede verse
cuando se construye la curva de luz
correspondiente a partir de la "curva de
resonancia" de particulas esféricas
perfectamente conductoras. En la Fig. 15 he
hecho esto para tamanos de particula 2p =
100, 120, 140, 160 y 180 nm. Son todos
asimismo para medios turbios. Mientras que a
2p = 100 la curva va aumentando bastante
hacia el violeta, se hace plana con tamafios
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Fig. 14. Radiacion dispersa por una solucion
coloidal de oro.

mayores y alcanza un maximo bastante débil, que cae a 180 nm para una longitud de onda mayor
de 650 nm. La luz dispersa es asi, para particulas mayores de 100 nm, bastante blanca, con un
débil matiz de color que, dependiendo del tamano de las particulas, puede ser azul, verde,
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amarillo o rojo. A 180 nm, no obstante, debe ser claro el naranja, segun la Fig. 15; esto depende

de que aqui nos hemos limitado a la radiacién de Rayleigh. Si hubiésemos tenido en cuenta

también las siguientes ondas parciales, entonces se harian planas todas las curvas y en particular
la ultima, como muestra un facil computo.

S
<o

e Colores parecidos, como en las
N i e particulas perfectamente conductoras
< "-.._,\ . . L4
20 P e S o simuladas, se obtienen también con
- L e e ey , . .
I ot SR TSl TSRS particulas sin color. Se puede, a partir de las
L= _:\-n""_— St | 790 y a1e ,
0 = Lt ~.0 T, formulas  utilizadas por mi, calcular
=T T~ facilmente p. ej. el fenomeno de los chorros
- 00
de vapor coloreado, y se pueden obtener
curvas parecidas a las de la Fig. 15, para

%00 450 500 S50 600 650 ~
otros tamanos.

Fig. 15. Luz dispersa por esferas grandes,
perfectamente conductoras.

Polarizacion de la luz dispersa por soluciones de oro.

24. Volvemos al calculo de los coeficientes a, y p;. Introducimos aqui también para
mayor comodidad nuevas definiciones:

_a _bp
s A= 20 P2
A partir de (62), (73) y (74), se sigue:
2 m’—u,

94 A, =%, ———=2  P=
O3 22 w5,

oy -1
Y om,

y para valores pequefios de o

042 m’Z—I

95 A= = -
©3) 212 mPP+15

2
N e
P, 30 (I—m'")
Aqui u;, vi, w; son las funciones de o’ ya utilizadas en el calculo de a;; uy, v2, w» se deducen de
las formulas (57) y (27) a (30).

A partir de los valores de 4, y P; indicados en las tablas II y III puede verse que la
segunda onda parcial eléctrica y la primera magnética pueden surgir con valor considerable
respecto a la radiacion de Rayleigh. Aparecen de forma mas intensa aproximadamente hacia 550
nm. Calctulese a partir de (82) para 550 nm la tasa Jj/J; para la radiacion dispersa
perpendicularmente a la radiacion incidente:

£:|a2—p2|2:|A2+Pl|2

(96)
Ji ‘ a1|2 | A2|2
y se obtiene:
o pequeno 1 2
Juldy 0,016-a* 0,059 0,642
2p - 131 nm 185,3 nm
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Con ayuda de estas cantidades se construye la Fig. 16. Se puede también, como es costumbre,
dar el contenido de la radiacion en luz polarizada como porcentaje, esto es

_Ji-Ju o P~
JitJu \\

a8

P

En nuestro ejemplo es:

o 1 2

P 0,885 0,22

2p 131 nm 185,3 nm
La cantidad P se representa como la segunda
curva en la Fig. 16.

Cuando la radiacion (dispersada
por) una solucion coloidal de oro a 90°
respecto a la radiacion incidente no es
totalmente polarizada se sigue que la
solucion contiene particulas cuyo didmetro
es mayor de 100 nm. Para un tamario de
particula de 130 nm la polarizacion es

0.6 f

\-.,<__;

]

0,2

TR

NN

0 20 40 60 80 [fo0 120 /50 160 /G0

Fig. 16. Polarizacion de la luz dispersa a 90° con

aproximadamente del 90 por ciento. longitud de onda 550 nm.
Tabla II - Valores de A, = ——%2 5
2-«
o’ 420 450 500 525 550 600 650
Pequeiio Otz X az X OL2 X OL2 X (12 X (12 X Otz X
0,058-i0,053 | 0,060-10,052 | 0,087-i0,081 | 0,124-i0,085 | 0,149-i0,061 | 0,138-10,021 | 0,118-i0,010
1 0,047-10,059 | 0.049-10,058 | 0,063-10,101 | 0,102-i0,124 | 0,152-i0,114 | 0,157-10,043 | 0,132-i0,023
2 0,053-i0,118 | 0057-i0,119 | 0038-i0.188 | 0,052-i0258 | 0,108-i0322 | 0.264-i0261 | 0.260-i0,151
25 | 0,039-i0,140
Tabla III - Valores de P, = Py 3
2-«
o’ 420 450 500 525 550 600 650
Pequeiio (12 X (12 X (12 X (12 X (12 X (12 X (12 X
0.033+i0,107 | 0.034+i0,111 | 0,087+i0083 | 0,115+i0,066 | 0,140+i0,052 | 0,195+i0,042 | 0.266+i0,054
1 0.045+i0,065 | 0,045+i0,066 | 0,063+i0042 | 0,072+i0,031 | 0.081+i0,025 | 0,100+i0,020 | 0,117+i0,021
2 0,064 +i0,072 | 0,065+i0,073 | 0,078+i0051 | 0,087+i0,042 | 0,094+i0,037 | 0,110+i0,036 | 0,123 +i0,041
15 | 0,065+i0,071

Las soluciones cuyas particulas son mayores de 100 nm son aquellas que principalmente

radian en amarillo y rojo. En lo que sigue veremos que siempre son azul-transparente.

la radiacion incidente, esta escasamente polarizada.

Solamente las particulas de soluciones azuladas de oro irradian luz que, a 90° respecto a
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Este teorema, no obstante, ha de expresarse con reserva, ya que se deduce bajo la
suposicion de forma esférica de las particulas. De todos modos hay soluciones azuladas que a
menos de 90° irradian luz casi totalmente polarizada. Pero seguramente puede decirse que no
puede haber soluciones rojas que no den luz totalmente polarizada a menos de 90°. Cuando las
observaciones arrojan otro resultado'”, se deduce de ello con seguridad que la solucién utilizada
era inhomogénea, y que contenia particulas rojas muy poco dispersantes pero fuertemente
absorbente, y proporcionalmente menos particulas azuladas, fuertemente dispersantes.

25. Queremos ahora pasar nuevamente a calcular la polarizacion de la luz a diversos
angulos respecto a la radiacion incidente. Indicaremos con 7y el angulo respecto a la direccion de
donde viene la radiacion incidente. En los dos casos principales I y II (seccion 21) resulta:

T T
L 9=—, =—-~, U=cCO0S
5 5 Y Y
N = a b 2 ’
= . — I, ——(v-TI,— (1—v* )- 1T,
Ji 47r2r2 ;{I/~(l/+]) 11 y.(y+[)( I ( ) )}
T T
11 =—, J=—-v, v=co0S
' 5 5 Y Y
2’ = a 2 p ’
= . ——(v-T0, —(1—v* )1 ) +——17,
Ju PEERE ;{V~(V+1)( (. )-11) V(v ]) }

Lo que sigue depende solo del valor relativo Ji.Jy;, asi que queremos calcular solamente
las cantidades:

2 2 2 2
_A4r _4xr Ju
2 6’ It 2 6
AN« N«

En lo que sigue nos limitaremos como siempre a los primeros elementos. Se tiene:

JI

J=A —(A —P)-COS'y2
97) I | 1 2 1 | 2
J“=|A1-COS’y—Az-cos2'y—P1|

Aqui A;, A, P; son las cantidades cuyos valores se deducen de las tablas I, II, III. Mediante
interpolacion grafica se encuentra de dichas tablas:

2p= 160 nm 180 nm

A= -0,08-i0,63 -0,03-i047

A= 0,15-i0,22 0,12-i0,30

A= 0,09+i0,03 0,02+70,03
para A=550 nm.

Si se inserta esto en (97), J; + Ji da la radiacién total en su dependencia del angulo vy ,
Ji - Ji el excedente de la luz polarizada sobre la no polarizada, P = (J; - Ju)/(J; + Jn) es el
contenido porcentual de luz polarizada. Puesto que depende de valores relativos, he dividido los
valores de J por (J; + Jip)oee ; esto es, he tomado la radiacion obtenida a 90° como unidad. Los
valores calculados son:

W Comparese con p. €. E. Miiller, Ann. d. Phys. 24. p. 13, 16. 1907.
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2p=160 nm.

0° 20°  40° 60° 80° 90°  100° 120° 140° 160°  180°

Rad. total 0,64 0,67 075 088 097 1,00 106 135 201 276 3,17
Polarizada 0 0,02 0,06 0,18 044 0,62 080 097 072 029 0
P 0 003 009 021 046 062 076 072 036 0,10 0

2p=180 nm.
0° 20° 40° 60° 80° 90° 100° 120° 140° 160° 180°
Rad. total 0,12 0,17 037 0,68 095 1,00 1,04 133 216 330 3,85
Polarizada 0 -0,02 -0,10 -0,15 0,06 031 062 1,10 065 035 0
P 0 -0,11 -0,09 -0,22 0,06 031 060 082 030 0,10 0

En ambos casos el maximo de polarizacién de 90° se desplaza hacia la region de y
creciente, en un caso (2p=160 nm) para y =110°, en otro caso (2p=180 nm) hacia y=120°. El que
salgan estos angulos depende probablemente de la naturaleza optica del oro, dado que para otros
metales los angulos encontrados experimentalmente son, en la mayoria de los casos, mas
pequetios. El signo negativo de algunos niimeros en el caso 2p=180 nm significa que aqui hay
existe un excedente de luz polarizada que oscila perpendicularmente a la radiacion de Rayleigh.

720°
Jo6°

100°
. . . .y 1200
Fig. 17. Diagrama de radiacion de una esfera

infinitamente pequefia de oro. Fig. 18. Diagrama de radiacion de una esfera

de oro de 160 nm de diametro.

720°

120°

J20°

120°
Fig. 19. Diagrama de radiacion de una esfera

de oro de 180 nm de diametro. . . Lo
Fig. 20. Diagrama de radiacion de una esfera

perfectamente conductora e infinitamente pequefia.

Lo mas llamativo de las cantidades halladas, sin embargo, es la gran variabilidad de los
valores con el angulo de dispersion.  Para particulas grandes predomina de modo
extraordinariamente intenso la radiacion dispersa por el lado hacia donde va la luz que atraviesa
la suspension. He intentado hacer visible esta relacion mediante unos diagramas de radiacion,
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dando la intensidad de la radiacion como la longitud del radiovector que sale de la particula. Las
curvas exteriores en las figs. 17-20 cortan los radios en segmentos proporcionales a la intensidad
de la radiacion completa, y las curvas interiores dan del mismo modo la radiacion no polarizada,
el segmento intermedio del radiovector es asimismo proporcional a la radiacion polarizada.

En resumen podemos decir:

Si el maximo de polarizacion de la luz dispersa lateralmente por una solucion turbia estd
desplazado de 90° hacia la zona de vy crecientes, eso es un indicio seguro de que la solucion
contiene particulas muy grandes. Al mismo tiempo la radiacion lateral dispersa hacia el lado a
donde va la radiacion excitada (y>90°) es extraordinariamente mas intensa que la del otro lado
(y <90°).

He construido asimismo, para comparacion, el diagrama para particulas muy pequefias, y
también para particulas muy pequefias con una conductividad supuestamente perfecta (Figs. 17,
20). Viendo éstas, puede notarse que las relaciones de intensidad son justo lo contrario que para
las particulas grandes de oro. Caso de que existiera cualquier duda acerca de que sea correcta la
explicacion conseguida aqui para los fendmenos de polarizacion observados por los Sres. F.
Ehrenhaft'” y E. Miiller'®, podria decidirse facilmente la pregunta mediante una comparacion,
probablemente a ojo desnudo, de la intensidad dispersa a diferentes angulos.

709% 700%
/TN I
E0% 60% \

50% 40% / \
/ N / N

9 / 20% 1
20% / AN ¢ L~ N
/ /
g° 20° 40° go° 8o° lioge 7i0° /0@ tege 150° o° 20° 40° 6P 30‘;0:009 720° 140° I60° 180°
.900

Fig. 21. Polarizacion de la luz dispersa por Fig. 22. Polarizacion de la luz dispersa por

particulas infinitamente pequefias. particulas de 160 nm.
FO0 % 7002 %6

0% / \ 0% \

% 60%
&0 % \ | / \
40% / \ L0%
AN )4

20% 20%
¢ e b sy/a o2 moe 7300 140° 0" 100 o° 20° G0° 66° eo‘;o o0 7205 Th0° T66° 160°
M, gpe
-20% . . ., .
¢ N Fig. 24. Polarizacion de la luz dispersa por
- %0 % particulas infinitamente conductoras y pequeiias.

Fig. 23. Polarizacion de la luz dispersa por
particulas de 180 nm.

Las curvas de las cantidades P (figs. 21-24) no necesitan comentario.

. Ehrenhaft, Ann. d. Phys. 11. p. 489. 1903.
"E. Miiller, Ann. d. Phys. 24. p. 1. 1907.
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La absorcion en los medios turbios.

26. Para calcular la absorcion, examinaremos cuanta energia consumiria una particula en
el caso de que estuviese aislada. El coeficiente de absorcion de la solucion se obtiene de ahi
multiplicandolo por el nimero de particulas por milimetro cubico.

Consideremos que alrededor del centro de la particula yace una superficie esférica de
radio r, y sea x=2zr/2" un nimero muy grande. La densidad de flujo de la energia que atraviesa
esa superficie hacia afuera es en cada momento:

Es-H,—E., -Hy
Debemos integrar ese flujo de energia momentdnea sobre la duracion de un segundo para obtener
la intensidad de luz. Se obtiene, no obstante, a partir de (2):

E,=Re[E,-¢’™|, H,=Re|H,-&™], etc.

Ref ] significa "parte real de". Insertando esto, se obtiene la integral temporal buscada:

t=1

 (EyH,—E, M) dt=\(E,; H,)—(E, H,)|

Debe senalarse respecto al paréntesis que debe hacerse el "producto escalar" de las dos
cantidades complejas, esto es, el producto de ambos valores absolutos con el coseno de la
diferencia de fase. Es:

E,=E,+i-E,, H,=H_ +i-H,
donde Ey’, E,"" etc. deben ser cantidades reales, asi que resulta:
(Ey-H)=E,-H,+E,-H,

Para la multiplicacion escalar de las dos cantidades vale la misma regla que para la
multiplicacion habitual, asi que en lo que sigue omitiremos el paréntesis. Donde se tengan que
multiplicar nimeros complejos £y H, siempre nos referiremos al producto escalar. Podemos,
mediante (4), reemplazar las cantidades complejas Hyy H, por i-My y i-M,. La intensidad de las
componentes normales de la luz que atraviesa la superficie esférica es entonces, salvo un factor
numérico:

E,-iM,—E_ -iM,

Ese factor numérico se elige tal que la intensidad de la radiacion que atraviesa la solucion
seaigual a 1. Para Ey, M, etc, tenemos que insertar las cantidades Ey+Eg,, M,+M,, etc mediante
(51) y (52). Entonces la integral de superficie que describe la cantidad total de luz que sale de
dicha superficie, se divide en tres partes:

T 27

— . . 2
I—[‘[(Eﬁ'lM¢—E¢~le,)~r -sent)-dvV-dy

™ 27

1= [ (B, -iM,+E,-iM,,~E,,-iM,+E,-iM,)-rsend-di-dy
0 0

Ja

T 27

IIIZII(EW.I‘MW—Ew-iMﬂa)-rz-senﬁ-dﬁ-dgo
0 0

La parte I contiene el flujo de energia de la radiacion directa cuando no hay ninguna
influencia sobre la particula, esta claro de antemano que I debe ser nulo; la parte III es una
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cantidad positiva, a saber, la cantidad total de la energia dispersa lateralmente, esto da asimismo
la parte del coeficiente de absorcion que hay que poner en el calculo de la radiacion dispersa. La
parte II es negativa, a saber, la pérdida total de energia de la radiacion que atraviesa el sistema, y
da asimismo el coeficiente total de absorcién que esta causado, tanto por la radiacion dispersa
como por la absorcion efectiva de la energia dispersa en las particulas.

Habiendo aceptado que x=2mr/4" es infinitamente grande respecto a 1, podemos
mediante (29a) y (19) poner:

I.(x)= sen[x—yl], I(x)= cos[x—y—W]
2 2
K(—x)=e"  K(-9=—ic"

En lo sucesivo sean las siguientes abreviaturas:

Noov+l vt
A, = ———i" -cos|x——

2 v-(v+1) 2

N+l I/7T]
B, =———i -sen|x——

2 v-(v+1) 2
C,= )‘_/.L. i

2r v-(v+1)

A/ —IX
Dy___'L'

2 v-(v+1)

asi que se obtienen para los factores de los productos escalares que se han de calcular:

~A4,+C, OF, B, *D,, I 0B
E,+E, = Bur v~ T
v v ; r 09 ,,Z; r sent Oy

iAﬁCV, 1 ,0P,,+iw.%

E+E,
— sent) 8@ ~ r oY
“~ B, C,,, 1 ~A,*D, 0B,
(M, M) = Z SemS‘ 8 99
v=I SO v=I
PO M )= iBﬁc A,,+DV I 9B,
v - v=1 r v=1 Senﬂ 890

La intensidad de luz se calcula como:
(E + 19(1) (M +M ) (E +E ) (M +M0a)

ZZ (A1/+C )(B +C/1) 8f) 6P/l ] .apy.apu
v=1 p=1 819 8/19 Sen%ﬁ ag@ 6@

_ZZ(AV+CV)(AN+D[L)+(BV+CI/)(BM+DM)' 1 . apu_aBp_aPu_&
2 99 dp  dp Y

v=I p=1 Sen’l9

+§:§O€:(B,,+DV)-(A;1+D11).5Bv.33ﬂ+ !_ 98,98,
99 Y sen*d o dp

v=1 p=1

[N.T. En el original, la segunda sumatoria en el segundo término de la derecha aparece como
U=A...00 |
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Podemos realizar la integracion sobre la superficie esférica. Resulta:

2w aP 8P 2w 8
ff &9 -sent-d¥- dgp—-ffpl, 59 ﬁ]d”ﬁ do
T]@PV op, dv-dp_ ff o’ Pp dv-do

Odp 0O0¢ sent sent)

Con el uso de la ecuacion (11) se tiene
2w
ff ap”.ap“ ]2 .aP”.aP“ -sent}-dv-dy
09 09 sen'd OJp Oy

2r m™

ZM-(MJr])ffPV-PM-senﬂd#dgo
0 0

Asimismo, de (46):

=0, v=pu
=27r-—’/2'(y+1)2 V=1
w+l

Lo mismo se obtiene cuando se sustituye para P,, P, en B,, B, . Finalmente sale:

jii OP. 9B, _OP. 9Bl yy.qy
09 Oy 890 0
2r I=r ™ p=2m
S
0 680 =0 0 87‘9 =0

El flujo de energia que sale por la superficie esférica es por tanto:

27r-i((A,,+cy)-(B,,+CV)+(AV+DV)-(BV+D,,))V'2(:—:]U

Este término se descompone en las tres partes antes mencionadas:

v-(v+l) _

=47 , B.)-
Z(A B.) 2v+1

v=I

00 2. V+] ?

11=2W.Z(AV+BV)~(CV+DV)-M
=1

2v+1

=S 1) e (0 p e )

v=1

)\/2 00 .
2 ( ) (al/ pl/)

v=I
. C(v+l) N Xalt pS
=275 02+ pr) LV AT
;(C / v+l 2n 5= 2v+l
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Si N es el ntimero de particulas por milimetro ctibico, entonces II da como coeficiente de
absorcion de la solucion por milimetro:

12 0
(98) k=N )‘—Im S=1""(a,—p,)
v=1]
La pérdida mediante radiacion sola por milimetro, segun III, suma:
N Sl “HpS
99 k
©) Z v+l

El simbolo Im( ) en (98) significa que, de los nimeros complejos encerrados entre
paréntesis, hay que tomar la parte imaginaria. La linea vertical en (99) significa que, de las
cantidades que se encuentran entre ellas, hay que tomar su valor absoluto.

Absorcion de suspensiones coloidales de oro.

27. Para las soluciones coloidales podemos restringirnos a los coeficientes a;, ay, p;.
Como antes, introduciremos las cantidades

__a ___az __P
A] 2@3 ) AZ 2@3 ) PI 20(3
La concentracion de la solucion es:
3. 13
c=ny, p=dT_a)
3 6T
con lo que se obtiene:
k=C-K
(100) 6w

K==7Im(~A,~A, +P)

La cantidad K varia para didmetros muy pequefios solo lentamente conforme la particula
se hace mas grande.

Para suspensiones muy pequenias del metal en la solucion, los colores son
independientes del tamano de particula, y el coeficiente de absorcion es directamente
proporcional a la concentracion de la solucion.

Este teorema, por supuesto, solamente tiene validez hastaa un cierto limite en la
pequeiez de la particula, en la cual los dtomos de oro se comportan de forma Opticamente
diferente a la de pequefias esferas. Probablemente seria muy interesante investigar la absorcion
de soluciones con particulas extremadamente pequeiias y, en cierto modo, seguir Opticamente la
manera en que las particulas de oro se forman a partir de los atomos.

En el caso de que las particulas de oro fuesen mayores de unos 10 nm, el teorema dejaria
de ser vélido. He tomado los valores de A, Ay, P, a partir de las tablas I, I, III, y con ellos he
construido para cada color la curva que describe la dependencia de la absorcion con el didmetro
de la particula (de modo parecido a las curvas de radiacion de la fig. 12). A partir de esos
diagramas he leido los coeficientes de absorcion para los diametros enumerados en la siguiente
tabla. Los valores vienen dados en las mismas unidades que como se dio anteriormente para la
energia dispersa (p. 421) [N.T: seccion 23, junto a la Figura 12]. Representan asimismo la
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pérdida de luz en el camino de 1 mm a través de una solucion de concentraciéon 10° (1 mm’ de
oro en un litro de agua), en tantos por mil. La cantidad K se obtiene asimismo a partir de éstas

multiplicando por 10°.

Absorcion por oro coloidal.

2p 420 450 500 525 550 600 650

0 40,5 374 59,6 69,0 55,5 16,4 7,0
20nm | 42,7 | 388 62,2 76,6 61,6 18,5 8,0
40nm | 46,5 | 42,0 66,0 86,5 71,7 | 25,0 11,3
60nm | 488 | 454 67,4 88,4 96,1 373 16,4
80nm || 46,5 | 44,8 62,5 81,0 97,0 | 650 | 27,1
100nm | 41,0 | 41,0 52,2 66,3 82,2 85,0 | 445
120nm | 34,6 | 348 42,8 51,2 61,0 77,5 58,7
140nm | 294 | 29,7 359 | 41,9 | 48,6 57,0 | 56,1
160nm | 25,7 | 26,1 30,8 36,0 | 41,2 | 45,1 45,6
180nm | 24,0 | 24,8 28,0 33,0 37,0 37,7 | 36,5

Estas filas numéricas se vuelven a dar en forma grafica en la fig. 25 como espectros de
absorcion para distintos tamafios de particula.
Puede verse para suspensiones muy finas de oro el conocido maximo de absorcion
desplazado de las soluciones de oro rojo rubi en el verde a cerca de 525 nm de longitud de onda.
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Fig. 25. Absorcion de soluciones coloidales de oro.

Si aumenta el tamafio de particula, la
absorcion a concentracion constante crece en
primer lugar en todo el espectro, los colores
varian poco, pero poco a poco se obtiene un
tono azulado, moviéndose el maximo algo
hacia la derecha. Un cambio agudo tiene
lugar cuando el tamafo de la particula se
hace igual a unos 100 nm. Para ese tamafio,
la solucion es violeta. Para 120 y 140 se ven
ya los espectros caracteristicos de soluciones
de oro azul intenso, para 160 el azul indigo,
para 180 el azul verdoso. Se obtiene, en
efecto, para diversos tamafios de particula
todos los colores observados en las
soluciones coloidales de oro.

28. Queda claro de lo anterior que el
color de las soluciones de oro se basa en
primer lugar en la propia absorcion de la luz
en las particulas de oro. Con particulas
perfectamente conductoras no se observaria
nada. Aqui la pérdida de luz se deberia
totalmente a la dispersion de luz lateral y las
curvas de absorcion serian por eso
idénticamente iguales a las anteriormente
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dibujadas en la fig. 15 (cuando se anaden entonces las primeras ondas parciales superiores, esto
es, las pérdidas correspondientes a los coeficientes p;, a, p2). Estas curvas aparecen
absolutamente diferentes a las curvas de absorcion de las suspensiones de oro, siempre
describirian colores mates, y para particulas infinitamente pequefias la absorcion seria nula.

En ese caso, para didmetros mayores de particula, contribuye la pérdida de luz mediante
dispersion lateral en el color de la solucion. Las soluciones azules son al mismo tiempo aquellas
que muestran una fuerte dispersion rojoamarillenta. Es interesante, de todos modos, calcular

aisladamente ambos sumandos del coeficiente de absorcion. Para el calculo practico se obtiene
de (99) la formula:

kK'=C-K'
47 3
(101) K/ZT'of' !a1|2+|p,|2+§-\a2|2]
_247T3 2 >, 3 2
B )\/4 Vlal +|p1’ +E |a)

[N.T. En el altimo término, aparece 24n” en el original]

Hasta 2p=100 nm K’ es idéntico a la cantidad F; calculada en 23. (fig. 14) Para
didmetros mayores de particula aparecen los coeficientes P; y A,, si bien la radiacion de
Rayleigh predomina siempre hasta 180 nm. He obtenido para las particulas aproximadas las
cantidades P; y A, de las tablas II y III mediante interpolacion gréfica, y he calculado K" para los
mismos tamaios para los cuales ya conocemos K. Resulta entonces.

(102) K"=K-K’

la medida de la fraccion de la luz perdida en las propias particulas. En la siguiente tabla se
muestran los valores asi calculados de K'” prescindiendo de nuevo del factor 10°.

Coeficientes de absorcion pura.

2p 420 450 500 525 550 600 650

0 40,5 37,4 59,6 69,0 55,5 16,4 7,0
20nm | 424 38,6 61,9 76,1 61,0 18,2 7.9
40nm || 444 40,4 63,3 81,9 71,8 22,1 9,9
60nm | 42,6 40,4 59,4 74,7 76,4 25,0 10,5
80nm | 35,9 35,6 48,3 58,1 59,2 32,0 12,4
100nm || 274 28,7 34,9 39,0 39,8 29,5 25,5
120nm | 21,1 22,0 252 25,6 24,5 19,7 13,6
140 nm || 17,2 18,0 20,1 19,9 19,1 11,9 9,6
160nm || 14,0 14,8 16,4 16,1 15,2 10,0 8,1
180 nm || 11,9 12,9 14,1 14,3 13,3 8,8 6,5

Estas filas numéricas se han representado graficamente en las curvas de la fig. 26. Estas
curvas de absorcidn pura siempre tienen su maximo en el verde entre A=525 y /=550 [nm]. Si se
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compara la fig. 26 con la fig. 14, no se aprecia en todo un cierto paralelismo entre absorcion y
dispersion. Asi, para tamafios pequenios de particulas, donde el méximo de dispersion se halla en
el amarillo verdoso, la dispersion crece muy rapidamente con el tamafio de particula, mientras
que la absorciéon muestra al mismo tiempo un crecimiento débil. M4s tarde, en tanto que el
maximo de dispersion se desplaza hacia la derecha, sucede que también el maximo de la
absorcion pura se mueve un poco hacia la derecha, si bien permanece siempre en el verde. Pero
junto a esos cambios, proporcionalmente insignificantes, aparece otro cambio que evidentemente
no depende de la naturaleza especial del oro, y que en tltimo término predomina sobre los
demads: cuanto mayor se hace la particula, tanto mas baja y plana se hace la curva. Esto es, por lo
dicho anteriormente, claro; cuando las particulas son grandes hasta cierto punto, se hacen
finalmente opacas para todos los colores, y cuanto mas grandes se hacen, mas pequena se hace la
suma de las secciones eficaces. Si se quisiera dejar de lado el efecto de la difraccion y calcular
solo la sombra geométrica, el coeficiente de absorcion seria ky=N-g, donde a concentracion 107

No 10 g=1p’

, =T +.
im 3 p & A
P s
3 ya A
. AR
asimismo: 20 A IS
IPRIE
_ _ 3 -6 2/ T\ i
ko=N-q=—10 \{i!
4p 60 a1
Asi se calcularia para 2p=180: f A "-\
ko=8,3 por mil, para 2p=160: k=94 por . j / \\-\'\
mil. He anotado esos dos valores de kg en 1/ / \‘\'-t
. . f . \
las Figs. 25, 26 como lineas, naturalmente N X4 \‘\.‘\_
rectas, puesto que ko no depende del color. 40 \‘\\':‘f’f T -\\i T
Puede verse que la difraccion causa el que S et < WY
la absorcion se hace notablemente mas 30 ol \‘\ WA
grande. Ademads para el amarillo y el rojo T e Ly
la mayor parte de la luz se alejard de la 1ot ~. \\\:\\\\
particula por reflexion, mientras que en la S I e g RN RN
) . I el S A S MR MY
e e = I Y 20
mltad‘ 1zquierda fiel espectro i P SNENARN %
aproximadamente la mitad de la luz L I 5k oot ik e Sl M W ‘Vi’**;_m’/
perdida es absorbida por la particula. =0 11
Los colores de las soluciones
400 450 S00 550 600 650

coloidales de oro se explican mediante el . ‘ _
efecto combinado de dos propiedades de Fig. 26. "Absorcién pura” en soluciones

, , coloidales de oro.
las particulas de oro. Las particulas de
oro tienen un maximo nitido de su capacidad de absorcion en el verde, y en segundo lugar un
mdaximo de su capacidad de reflexion en el amarillo rojizo. Las particulas muy pequerias
reflejan débilmente y absorben fuertemente, por lo cual vuelven la solucion de rojo-rubi. Las
particulas grandes reflejan mucho, y al mismo tiempo la curva de absorcion pura para ellas se
hace mas baja y plana, por lo cual vuelven la solucion azul. Para el color de las soluciones mas
grandes es decisiva solamente la capacidad del oro de reflejar fuertemente la parte amarillo-
rojiza del espectro, por lo cual sus colores se hacen menos intensamente azul-verdoso.

Este teorema se demuestra sin duda Unicamente bajo la suposicion de particulas con
forma esférica. Sin embargo, también para las particulas con forma de hojas y bastoncillos se
debe distinguir de modo andlogo entre las capacidades de absorcion y de reflexion de las
particulas.
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La comparacion de los resultados tedricos contenido en este trabajo con los resultados
experimentales la reservaré hasta después de la aparicion del trabajo del Sr. Steubing. Debe
aqui, no obstante, manifestarse que de esas medidas se obtiene el que, en efecto, las conocidas
propiedades Opticas del oro se siguen obteniendo para las particulas ultramicroscopicas y que se
llegan a explicar completamente las propiedades Opticas de las soluciones coloidales, aunque por
otro lado, para explicarlo todo de forma verosimil, la teoria necesita desarrollarse para el caso de
que se tengan particulas elipsoidales (hojas o bastoncillos).

Resultados.

1. El problema de calcular las propiedades opticas de los medios turbios se ha resuelto
bajo dos suposiciones simplificadoras: primera, que las particulas puedan verse con forma
esféricas, segunda, que el medio esté infinitamente diluido. La segunda suposicion corresponde
con seguridad a las soluciones coloidales usuales.

2. La luz dispersa por las particulas pequenas puede calcularse como serie de "ondas
parciales", y hay dos grupos de ondas parciales, que corresponden a oscilaciones eléctricas y
magnéticas de la particula. De estas ondas parciales, para particulas no muy grandes, se necesita
tener solamente un nimero finito, y la v-ésima onda eléctrica va paralela a la (v -1)-ésima onda
magnética.

Para soluciones coloidales con particulas muy pequefia solamente la primera oscilacion
eléctrica, la "radiacion de Rayleigh" tiene un valor apreciable. Para soluciones coloidales
mayores ademas aparecen la segunda oscilacion eléctrica y la primera magnética.

3. La suposicion de conductividad perfecta de la esfera, que da lugar a simplificaciones
no permitidas de las formulas, conduce a otro resultado, a saber, que la v-ésima oscilacion parcial
magnética va paralela con la v-ésima eléctrica. Con ello, para medios de particulas pequeiias,
ademas de la radiacion de Rayleigh deberia ser apreciable la primera oscilacion magnética, y se
cumpliria el teorema de Thomson sobre un maximo de polarizacion a 120°. Como esta
suposicion es falsa, dicho resultado no puede, por supuesto, confirmarse empiricamente.

4. Si la solucion es atravesada por un haz de luz no polarizado, la radiacion dispersa
lateralmente es, de forma total o parcial, polarizada linealmente (jamas polarizada elipticamente).

5. Hasta un tamafio de particula de unos 100 nm, la luz dispersa lateralmente por las
particulas de oro es casi sOlo la radiacion de Rayleigh, la cual tiene a 90° su maximo de
polarizacion (que es del 100%). Si se hacen mas grande las particulas, el valor de la luz no
polarizada crece muy rapidamente a 90° y el maximo de polarizacion se mueve hacia adelante,
para tamafios de 160 y 180 nm cae hacia 110° y 120°. Al mismo tiempo, la simetria inicial de la
radiacion de Rayleigh se ve perturbada debido a las interferencias de las ondas parciales, por lo
cual la mayor parte de la radiacion difusa se aleja por el lado hacia donde va la luz incidente. En
la Glltima relacion, las particulas imaginarias infinitamente pequenas y perfectamente conductoras
reflejarian la luz de modo contrario. Las particulas de oro grandes, que muestran esa proporcion
anomala de polarizacion, tienen una radiacion difusa amarillo-rojiza y colorean la solucion de
azul. No puede haber particulas de color rojo que se comporten asi.

6. A concentracion constante, la radiacion difusa por un medio de particulas muy
pequenas es proporcional al volumen de la particula. En soluciones mas grandes, crece con el
tamafio de la particula y alcanza por ultimo un maximo cuya posicion depende de la longitud de
onda. Y en una solucion de particulas perfectamente conductoras el diametro de éstas para el
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cual se tiene la radiacion maxima, es proporcional a la longitud de onda (0,324 L’); para
particulas de oro no rige una regla tan simple, y el diametro alcanzado por la particula siempre se
halla entre A'/4 y '/3.

7. El color de la luz dispersa lateralmente por particulas esféricas perfectamente
conductoras, asi como en general para esferas perfectamente blancas, cuando son muy pequeiias,
es azul-violeta, correspondiéndose con la ley de Rayleigh (radiacion proporcional a A”™*). Esferas
mas grandes emitirian una luz casi blanca, con una débil tonalidad mate de color que depende del
tamafio de las particulas. Una resonancia Optica, que vendria caracterizada por un color
particularmente intenso, estd, por lo menos para particulas con forma esférica, excluida, y no es
posible una explicacion de la vivaz coloracion de las soluciones coloidales mediante resonancia.

8. La radiacion difusa por particulas de oro es por lo general mucho mas fuerte que la que
cabria esperar para particulas perfectamente conductoras del mismo tamafio. Ademas para las
particulas mas finas se muestra un maximo agudo en el verde amarillento. Mas tarde el méaximo
de radiacion se eleva particularmente en el amarillo rojizo. De quererse hablar de resonancia,
deberia hablarse de una resonancia de los atomos de oro, la cual se superpondria a los fendmenos
esperados para las particulas perfectamente conductoras incoloras.

9. Las soluciones de particulas de oro infinitamente pequefias muestran (en marcado
contraste con las que cabria esperar para particulas perfectamente conductoras) una absorcion
caracteristica, que solo depende de la cantidad de metal suspendido (la concentracion), pero no
del grado de finura de la suspension. Seria interesante investigar experimentalmente, como
variaria para particulas extremadamente pequenas, que solo estuviera compuesta por unos pocos
atomos.

10. En general la absorcion de las soluciones coloidales de oro depende de dos
propiedades del oro metélico: las capacidades de absorcion y de reflexion. Las soluciones en las
que la reflexion difusa retrocede frente a la propia absorcién muestran el maximo de absorcion,
que cae en el verde, son por ello de color rojo-rubi. Las soluciones que muestran reflexion difusa
fuerte son, por contra, azul-transparente, porque el oro refleja principalmente la luz amarillo-
rojiza.

11. Para que la teoria esté¢ completa es absolutamente necesario investigar también el
comportamiento de las particulas elipsoidales.

Greifswald, Instituto de Fisica

(Entregado 7 Enero 1908)
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