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RESUMEN.

Se demuestra en este trabajo que, si A es un dlgebra aseciativa real o
compleja semiprima cuyo espacio veciorial subyacente es de Banacli, i3 continuidad
del producto de Jordan((a,b ) = 1'r { ab+« ba ) ) unplica la continutdad del produc-
to ordinario.

No se anade dificultad alguna a los razonamientos si se sustituye [a hipotesis
de asociatividad por la mis débil de “alternancia”.

I PRELIMINARES ALGEBRAICOS.

I} Un dlgebra sobre k { k = R 6 () es un espacio vectorial A sobre
k dotado candnicanienie de una aplicacion bilineal ( a, b) - ab de AxA en A, deno-
minada en general producto. Si este producto es asociativo (resp.: conmutativo),
el dlgehra se Mamard asociativa {resp.: conmulativa).

1.2 Un ideal por Ja izquierda {resp.: por la derecha, bildtero) de un
dlgebra A serd una variedad lineal M tal que AM © M (resp.: MA C M, (AM) U
(MAYM). SiM cs un ideal de un dlgebra, Jamaremos cuadrado de M (M?) a la varie-




- 1.3 Dada un algebra A se definer A ¥ A7 gomo las dlgebras cuyo espacio

vectorial subvacentes es el de A y cuvos productos son, respectivamente:

(a,b)=a.b==% (abiba)
{a.b )~ [a,b]= ab - ba

Evidenternente A' es conmulativa,

1.4 Un dlacbra A se llama alternativa (resp.: de Jordan) si satisface.,

a?b = a(ab), ba® =(ba)a, ab & A
{resp.: A es conmutativa y a?(ab) = a(a2b} ).
Evidentemente toda algebra asociativa es alternativa.

La siguicnie proposicidén engloba una lista de conocidas propicdades de las
dlgebras alternativas que nos serdn cspeciahmente utiles en nuestro trabajo,

1.5 PROPOSICION. Sca A un dlgebra alternativa: se verifica:

a) A" esilgebra de Jordan
b}aba=2a(a.b)—2a’h
c){alfa,b]l=4(b.a% . (b.a).2)
d) (ab.c]=b,[ac]rfab].c

En vista de la propiedad a, A" se llama e! dlpebra de Jordan subyacente a A.
1 siguiente teorema no es mas que una redaccion equivalente de un resulia-
do de Slater ([ 8 ], theorem D — @), Slater califica de semiprima a un lpebra alter-
nativa (delinition 3.1 si cero es el dnfco ideal por {a derecha de cuadrado nulo, pero
en sepuida (lemma 3.2) demuestra que esla delinicién es equivalente a la nuestra,

1.6 TEOREMA .~ Un dlgebra alternativa es semiprima si y solo silo es el &l-
gebra de Jordan subyacente,

Demostracion .— Sea A el digebra en cuestion. Supongamos, en primer lu-

gar, que A" es semiprima v sea M un ideal bilitero de A de cuadrado nulo; como M
es tambicn ideal de A" y M2 € M? = { o} , concluimos, en vista de que A’ es se—
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. TOCal e s sew L AT i a W wnddes] de AT de cuadrado
nulo y £ M; por 5.b, serd mAm = 0; noa (8] - theorem D-a es m =0, can lo
que A* cs semiprima.

1.7 Una derivacion de un dlgebra A es una aplicacién lineal D de A en A sa-
tisfaciendo:
D{aby=a D(b)+« D{a)b.

Para una derivacion D se verifica la formula de Leibniz:
n

DO (ab)= X (E) D¥(a) D"k (b).
k=0

II DEMOSTRACION DEL TEOREMA,

IT. 1 Un dlgebra sobre k, cuyo espacio vectorial subyacente se dote
de una norma haciendo el producto continuo, la llamaremos un dlgebra normada.

1.2 51 X eY son espacios normados y T es una aplicacion lineal de
Xen'Y, sc define el Conjunto separador de T (S {T}) como el cenjunto de los cle-
menlos y de Y para los que existe una sucesion {x, }, de elementes X convergente
a cero, tal quey = lim {T(x_)]) .

S {T) es una variable lineal cerrada de Y. Si X ¢ Y son espacios de Banach, T
es continua si v solo si S(T) = 0, en virtud del teorema de la gréfica cerrada.

I .3 LEMA. Sea A un dlgebra normada y D una derivacién de A,
enlonces el conjunto separador de T es un ideal bildtero.

Demostracion.—  Sea b €S (D)yaCA: existe{a }=0[{D(a,)i -+ b Se
tiene entoncess{a a) = 0 y{ aa_ ]+ 0 mientras que

D(aa)=Da )a + a Dfa) ~ba
D (aa,) = p(y) a, + aD (a,)~ ab

con lo que ab y ha pertenecen también a S (D)

.4 LEMA.-- Sea D una derivacidn de un dlgebra normada A, y
supongamos D? continue: cntonces el ideal separador de [} es de cuadrado nulo.

282




D7 ay ) = DT whoDeag voay, BE A3
Tomando limites vy tenicndo en cuenta la continuidad de D7, resultu:
bD(a) =0

En resumen ¢s S (D) imag (1) = 0, con lo que también S (D) imag (D) = 0,

por la continuidad del producto. Cono se tiene evidentemente S (D) Cimag (D) el
lema queda demostrado,

1.5 COROLARIO. Toda derivacion de cuadrado continuo de un #lgebra
sermiprima normada completa es continua,

[1. 6 TEOREMA. Sea A un dlgebra alternativa semiprinia cuyo espacio vec-
torial subyacente ¢s de Banach: supongamos el producto de A* conlinuo: entonges
también el producto de A es continuo.

Demostracion,— A’ es semiprima, por el teorema 1.6 ¥, por hipdtesis, es
normada completa. La aplicacién b = [ab] ¢s una derivacion de A" (1.5d) de cua-
drado continvo (}5,0), con 1o que, cn vista del corolario anterior (5), es continua.

La aplicacion bilincal ( a,b) — [ab]ecs, en consecuencia, “*Separadamente™
continua (téngase en cuenta que [ab] = — [a,b] ): el teorema de Banach Steinhaus
asegura enkonecs la continuidad “junta’ de dicha aplicacion.

Sise ticne en cuenta, finalmente, quc es:

ab=ab + = {ab]

El teorema queda demostrado,

[. 7COROLARIO. (Shirali,[7]) Sea A un dlgebra asociativa compleja con
unidad (e} ¢ involucion (¥), cuyo espacio veetorial subyacente ¢s de Banach; se su-
pone A *— semisimple, le i =L [fa* [ =|la(ly II;—(abf ba)li==lalilj® );en
estas condiciones, el producto de A es continuo.

Demaostracion.~- Recordemos, en primer lugar, e} concepto de *— semisim-
plicidad: si A es un dlpebra asociativa comipleja con involucidn, un funcional lineal
t sobre A scllama positivo siest (a*a) 22 0, a€ A;el *--radical de A es el conjunto

{2 € Alt(a)=0, tpositivo }={a€ A t(a*a) = 0, t positivo } .
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Fijados estos coneeplos y tewc - on cutnta nuestro “feorema 6. 14 prue-
i de nuestro corolario se reducira o vomprobar que sus hipdtesis implican que el
dlgebracen cuestion es semiprima.

En cfecto: sea M ideal de A de cuadrado nulo, ne € M y t funcional positi-
vor como la aplicacion (a. b) = 1 (b*a) es una forma hermitiana semidefinida posi-
tiva, por la desigualdad de Cauchy - Swartz, serd

Dt (m*m) = 1{mn? me)-’i\ﬁ(e) FH((m*m)?) =0
(téngase en cuenta que es { m * my =0 porser m*m € M y M de cuadrado nulo),
asi pues: L{m o} =0, ¥ tpositivo= m& ¥ — Rad (A) =0 = m =0,y A es semi-
prima.

Sc puede demostrar, incluso que un dlgebra, que cumpla las premisas de
nuestro corolario, es de hecho semisimple en el sentido de Jacobson. ( [ 1], pag 23-
27 ). lLa continuidad de la involucién no se ha utilizade en la demostracion, tuego
es superflua.

I COMPLEMENTOS

H1 .1 Ll profesor Zelazko, en conversacion provada, me ha planteado
la posibilidad de que €] Teorema T . 6 sea trivial, en el sentido de ser ¢ierto en gene-
ral, sim 1a liipotesis desser A semiprima. Ll siguiente contragjemplo muestra que cs-
to nou es posible:

Sea X un espacio de Banach infinilo dimensional, sea { xn) Uiyt una base
de Hanel para X con Il x 11 = |} y¢ |1 = ly sea, finalmente, [ 2} una sucesion de
elementos de norma I de la variedad lineal engendrada por{ v} . por lo demds ar-
bitrarta. El producto definido en X por las refaciones sobre los elementos de la ba-
se:

X Xm= {0 — 10} in o m1
Sn¥ = ¥ X, =0
Y Y =0

verifica claramente:

(xyv) 2 = x(ye) =0 Vx, v, ze X:conloquees trivialmente asociati-
VO
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dueto.es trivialmente continuo.
[ .2 ANALISIS DL LOS RESULTADOS.

Para una aplicacion lineal de un espacio vectorial topoldgico en otro
se define el conjunto separador de manera analoga a 1 . 2 sin mas que sustituir las
sucesiones por redes. El Conjunto separador es nulo si y sélo si la grifica de la apli-
cacion es cerrada,

Si se tiene en cuenta que cn la demostracion de Jos lemas 11 . 3y 11 .4 se
utiliza Unicamente la continuidad separada del producto, podemos enunciar cn
general:

A Y Sea Aun dloehra dntada de ona tonolonia compatible con so ratructn.
ra lincal y para la que el producto es separadamente continuo, v sea D una deri-
vaciom de A; entonces ¢l conjunto separador de D es un ideal bildtero que serd,
ademas, de cuadrado nulo si D7 es continuo.

E{ corolario 11, 5 es entonces inmediatamente generalizable sin mis que
exigir que e} espacio vectorial topoiogico subyacente al dlgebra verifique ¢l (eorema
de la grdfica cerrada { lo que ocurse si es tonelado y B, - completo; [6]. pag. 166);
concretamente;

B.) Toda derivacion de cuadrade continue de un dlgebra semiprima, cuyo
espacio vectorial subyacente  os vectorial topoldgico tonelado y Br - comipleto y
cuyo producto es separadamente continue, s continua,

Finalmente, un andlisis de ia demostracion del teorema 1 . 6. permite enun-
ciar

C. ) Sea A up dlgebra alternativa semiprima cuyo espacio vectorial subya-
cente es vectorial topologico tonelado v B, - completo; supongamos que et produc-
to de A" es separadamente continuo: entonces ol producto de A es separadamente
continuo.

La hipotesis v tesis de continuidad junta de los productos de A' y A, respec-
tivamente, en ¢l teorema 11 . & equivalen a fas respectivas continuidades separadas
por ser, en aquel caso, ¢l espacio vectorial subyacente de Banach; esta equivalencia
subsiste en el caso mds general de ser dicho espacio vectorial metrizable y tonelado
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(.3 LACONTINUIDAD & eBIL DEL PRODUCTO SE REDUCE A LA
CONTINUIDAD "--DEBIL DL PRODUCTO DE JORDAN EN E1. CASO SE.

MIPRIMO.
Si A es un dlgebra normada, consideraremos el siguiente axioma:

A.- Ll espacio normado subyacente a A es dual topoldgico de un espacio

de Banach (que denotaremos A v llamaremos el “‘predual”™ de A)

Cs conocido ([ 5 ]) como esle axioma caracteriza a Jas dlgebrag de Von Neu-
mann et el conjunto de las B * --dlgebras asi como que, en un dlgebra de Von
Newmann, el producto es * debil separadamente continuo { 0 (A A, } — continuo

en cada variable).

lin un algebra, en general no asociativa, normada satisfaciendo e} axioma A
podemaos plantearnos el problema de [a continuidad separada *debil de su producto,

L1 dual topologico de un espacio de Banach con la topologia * debil es B,

-completo pero po tonelado (salvo dimension finita) con lo que 2 — C no es apli-
cable. No obstante, una ligera modificacidn en el razonamiento permite enunciar:

B.. TEOREMA - Sca A un ilgebra alternativa semiprima normada verifi-
cando ¢l axioma Asupongamos ¢l producto de A™ * — debilmente separadamente
continuc: entonces tambicén el producto de A es * —debilmente separadamente con-

tinuo.

Demostracion:  Andloga a lade 11 . 6 utilizando en tugar del corolario 1,5

la siguiente proposicion:

C.— Sca A un dlgebra semiprima normada satisfaciendo el axioma A y cuyo
producto ¢s ¥ -debilmente separadamente continue: sea D una derivacién cuyo cua-
drado es ¥ — debilmente continuo; entonces 12 ¢s *— debilmente continuo.

Nemostracion: Por 2 -A la grifica de D es *--debilmente cerrada. En estas
condiciones todo se reduce al siputente resultado, consecuencia no dificil de ia com-
pacidait * - deébil de la bola unidad en ¢l dual de un Banach y del teorema de Stu-
lian para funcionales ( [ 6 |, pap 149, cerolario 2.b).

D.— Todo cperador Hincal, en cl dual de un espacio de Banach, que ftenga
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[II. 4 CONTINUIDAD®  DLEBIL & PRODUCTO EN LAS W*- ALGE--
BRAS ALTERNATIVAS.

El teorema 3 . B, conseguido anteriormente, me va a permitir anunciar tn
resultado cuya demostracidn daré sélo en esquenia pues s¢ basa ¢n teorias y resul-
tados aun no publicados,

Elamaremos B*— dlgebra alternativa o un dlgebra alternativa compleja nor-
mada completa con unidad dotada de una involucién (¥) satistaciendo

la*all= lialz yilabll= [l ibll

Cxisten B*— dlpebras alternativas no asocialivas, concretamenie: cf dlgebra
de los octoniones complejos con una convenicnle norma e involucién es una B*-
dlgebra ([3]). Una W* - dlgebra alternativa serd, por definicién upa B* -dlgebra
alternativa verificando el axioma 3 . A

TEOREMA.

El producto de una W¥- dlachra alternativa ¢s *--débilmente separada-
mente continuo.

ESQUEMA DE LA DEMOSTRACION.

Sea A la W¥ -dlgebra alternativa en cuestion; es practieamente inme-
diato que A’ es una JV— dlgebra en el sentido de [2] que satisfard igualmente el
axioma 3 . A. Pcro, para este tipo de dlgebras el profesor Ocaria { [4] ) ha demos-
trado Ja continuidad separada *- debil de su producto; en consecucncia el producto
de A" es *--debilmente separadamente continuo. Si demostramos que A es semi-
prima, la certeza de nuestro teorcma cs consecucncia inmediata de 3 . B. Sca enton-
ces M un ideal de A de cuadrado nulo y m€ M: como m*m < M serd ( m*m )2 =

0=

it = e mi? = [imrm) * (m¥m)li = 1 (m*m)2|l = 0= m = 0; as(
puesM =0y A es senmiprima.
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