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aAunque las dlgebras de von Neuwmann sean e¢jemplos de dlgebras estelares,
la tcoria de las algebras estelarcs es de hecho tributaria de la de las dlge-
bras de von Neumann...n. «lMe parecia que la mayoria de los teoremas
expuestos (esta hablando de Ia tecria de algebras de von Neumann) tenian
una forma casi definitiva, Por el contrario, la teoria de las Algebras estela-
res me parece lejos de haber alcanzado un estadn estable,n

Esta opinion, extraida de la introduccion que Jaeques Dixmier hace a
este trabajo: intentar una nueva axiomdtica para las 4lgebras estelares,
cuya equivalencia con la clasica esté fuera de duda {piénsese, por ejemplo,
que a partir de los axiomas usuales gse demuestra qué toda algebra estelar
¢g isomorfa a una subilgebra cerrada v autoadjunta de un algebra de ope-
radores continues en un Hilbert H, de donde la exisztencia de la familia
«admisiblen  de funcionales positivos {u —= (v x!l¥) [ 02 r€e H} cum-
pliendo las condiciones de nuestros axiomas), que facilite su estudio y per-
mifa quitar ecsa dependencia «tributarian de estructuras con axiomas mas
fuertes.

EY primer capitulo del trabajo se dedica a la exposicidn de Tos axiomas,
mienirag que en loz otros dos 2e intenta justificar la utilidad de los mis-
mos generalizando Ing métodos seguides por Riesz-Nagy en sus «Lecciones
de andlisis funcionals en el estudio de las &lgebras de endomorfismos con-
tinuos de un espacio de Hilbert,

I. TUNDAMENTO ALGERRAICO Y ANIOMAS

1. Estructure algebraice base

Se parte de un algebra U sobre C con elemento unidad {que designare-
mos I) ¥ se supone definida una aplicacion w - » »*, de U en U, verifi-
cando:
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ay Y(,vyeU x U (u + v)* = u¥ + o¥,

by Vi, m)€eC x U: {z.u) =3z.u*

) Vi, )elU x U:  (u v) =v%. ¥

dy Yu€U: (H*Y = .,

La aplicacién # —» #* se acostumbra a llamar conjugacién; «* ae llamm
el adjunta de #. Alguncs elementos del algebra reciben nombres especia-
les; asi, por ejemplo:

Normales: si conmutan con su adjunto,

Simétricos o autvadjuntos: si coinciden con su adjunto.

Algunas propiedades de la conjugacién, cuya demostracién es facil, son:
C) ¥ ==,

fy Si # (€ U) es inversible, »#* también lo es, y se verifica:
(1)1 = (u-1)".

g} Todo elemento # del dlgebra se puede descompouer de manera fni-
ca en In forma # = 4, + i u,, con #, y 1, simétricos. ’

2. Estructura del dual algebraico Ut de nuestra dlgebra

Al conjunto U’ se puede dotar de estructura de U-médule por la izquier-
da sin mids que definir el producto de un elemento # de U por un ¢lemento
%' de U mediante la férmula

{0y = v-uy; Yoel
La comprobacidn de los axiomas de la estructura de madulo es immediata.

Analogamente se puede dotar a U’ de estructura de U-méduolo por la de-
recha, definiendo ahora el producto por la fdrmula

ey wyie (i weowd; YWoEeld

Ambas estructuras son compatibles en el zentida de 22

M

{ary o= we ) Yl

h
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Tambi¢n es posible definir en T una counjugacion; bastard poner para
cada 1’ de U

{(a'" oy = fd_"_f:), Y ugU.

s ficil ver que la aplicacion #™ de U en € ast definida es lineal y por
tanto un elemente de U’ Igualnente se podra comprobar que la aplica-
clon i - u* de U en U’ goza de las propiedades usuales de una con-
jugacién definida en un espacie vectorinl, a saber:

(W 42 = &' 4 o™

20

(') = ',

Es atil la signiente caracterizacién de los elementos shmétricos de TV,
de demostracion inmediata

A) Un elemento o' de U’ es simétrico st y solo ¢ toma valores reales
sobre fodos los elementos simétricos de U.

3. Elementos positivos de Ut
Un elemento o’ de U’ se llama positivo st verifica
oty =05 Yauell
El canjunto de los elementos pesitivos de Uf es cerrado respecto a la

suma y respecto a la multiplicacién por nftmeros positivos o nulos, por lo
que si, para dos elementos #° y ¢ de U', ponemos por definicidon

w ol v TS o —

es positivo, habremos dotado a T de una relacidén de orden (la antizimetria
es consecnencia de la propiedad d). que eitaremos préximamente), Esta re-
lacién serd evidentemente compatible con la suma y con el producto por
nimeros positivos, en el sentido de verificarse

O e U SR A L - A S W

& == w2y YeraO

Propiedades de los funcionales positivos:
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(Todas son consecuencia de la primera.)
a) Si ' es positivo, la aplicacion

(u, ) —> {#’, .,' )

ge U x Uen C es una forma hermitiana positiva sobre U.

b)

[ €nefy e ud |2ag Cufyu® w) <4, v vy ; Wim &€ U x U,

c}) La aplicacién
W o—) JT:?, LY

de U en R =z una seminorma.
d)

[ (o, |2 e L', 0 o {mm.om® w)

¢) Todo funcional positivo es simétrico,

De esta (ltima afirmacién resulta que carece de interés considerar la
rilacidén de orden de la que antes hablibamos, definida en tode el conjunto
U’, pues teniendo en cuenta 1, gy {que también es valido en U’y y nuestra
propiedad ¢), &

Asi, pues, dicha relacion de orden se considerard solamente deflinida en
el conjunto de los elementos siméiricas de U7,

4. Axiomdlica wsuval de las dlgebras estelares

Una norma, definida en un Algebra U con conjugacian, se llama estelar
cuando dote a U de estructura de algebra normada ¥ se cumpla ademds la
Hamada condicion estelar

Ju*nl=fwlr: YreU

De la condicion estelar se deducen ficilmente algunas propiedades:
a) JIJ=1.
BY fw*| =||%], VY«€U.



o S ESTELAK e ThanaCll £o% ELEMEXTD bXipan 193

Un algebra U con conjugacion se lama estelar cvando admite una nor-
ma estelar con respecto a la cual U sea completa,

£l propdsito de este trabajo es dar una nueva axiomatizaciéon para las
algebras estelares con elemento unidad, que, a nuestro juicio, va mas al
fondo de la cuestion, permute un estudio mas ficil vy constituye un potente
ntil de trabajo en las aplicaciones a ¢asos concretos,

Veamos previamente algunog conceplos.

b

5. Fanulias “adwisidles” de funcionales positivos

Sea U un algebra con conjugacion y elemento unidad; una familia ¥ de
elementos positivos de U’ 1z llamaremos admisible s1 cumple:

ay 0qr.

b) F separa los elementos de U,

c)

(€ U, 0 €F, v 0w -u* =0 = w-nw 0" €T,

d] Para cada » de U, el conjunto de niimeros
J

fiw nd Sy we!l |

#5fa acotado.
QOBIERVACIONES ;

En vista de lz linealidad de los clementos de F, fa condicion b) se pue-
de escribir asi:

VwueUluzz® cFu €T | Gy o0,

Si F es la familia de todos los funcionales estrictamente positivos de U
se demuestra sin difienitad que ¢) se cumple automiticamente.

Es digno de notar también que la propiedad d) es cierta, cualquiera que
sea la familia T, &1 nuestra dlgebra U es un algebra de Banach invelutiva:
basta para ello recordar un teorema de la teoria general de algebras invo-
lutivas (cuya demostracion puede verse en Diendonné, «Eléments danaly-
sen, tomo IT), afirmando:

3

B} Tode tuncional positive ' sobre un Algebra de Banach involutiva
con elemente unidad es continuo v
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De este (corema s¢ deduce facilmente que |« | acota en méduio al con-
junto

d{a’uy/ (a' Uy jw € F )
6. Norma estelar asoclada a una foniia admisible de funcionales positivos

Sca bouna fanuiia admisible de {funcionales positivos sobre U. Por 5, d},
para cada 2 de U el conjunto de numeros positivos

{ Ja:'. T J:AJA&,T)} u €T}

esth mayorado. Visto esto, podemos demostrar el sipniente teorema:

) L.a aplicacion

de U en R oes una norma estelar sobre U,

Lhsostracion.—Pongamos

[n ] = sup  {u', 6wy /{w' T,

Desde luegro, [o aplicacion # — | 1| es una seminorma por ser ex-
tremo superior de una familia de seminormas acotada. Se verificara, por
fanto,

|+l < 5] 4 s ‘l;l'[.'-.:-’]EUxL‘.
| =Je)-1nl; VisueCxTl
Demostremos  la compatihilidad con el producto. Sea (u, %, #) de

T o U7 o T I desiguatbdad

Voo ws® ) /(v e, ]}-_c;; I %1

es evidente si 2 - W'« v* = 0 es de F y [a definicién de nuestra norma, Pera

esta desigualdad puede escribirse en la forma
Viw (gt e T Y P T A & TR Tl A B Iy

{trivial cuanedo o0’ e = Y
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Tomando extremos superiores {(# € IY), resulta:
Il Il ~ | -
Iw-wll = lu z L

Demostremos, por ultimo, la condicidn estelar, Sea (i, #') de U x I7;
aphiuemos 3, d), poniendo en lugar de #, »% u:

Gl my L o, Iy e wt ety =

[y

T S a5 TN T I BT TR T T T T T G T

Tomando extremos superiores (u” € F):

De esta desigualdad se deduce facilmente |[#® | = || % |, y aplicando la
compatibilidad de la norma respecto al producto, se llega al resultado de-
seado || #¥ u || = | « ||~

Que la seminorma ¥ —— | 1 || €5 wna norma, eg consecuencia directa de

la propiedad 3, b).

T. Nueva exiomatizacidn de lns dlgebras estelarves con elemento unidad

Un algebra U con conjugacién y elemento unidad la llamaremos este-
lay si:

Axiomidticn &.—La familia de todos los elementos estrictamente positi-
vos de U/ es admisible y U es completa con respecto a la norna asociada
a dicha familia.

Axiomidtica £—Existe una familia F admisible de elementos positivos
de U, v U es completa con respecto o la norma asoctada a F.

D) Trorema.—Los axiomas & ¥ £ son equivalentes y las normas a
que aluden dichos axiomas coinciden (en consecuencia, si se toma £ como
definicién de algebra estelar, resultz gue la norma de un algebra estelar ne
depende de la familia admisible que s¢ tome para generarla).

Siendo evidente que el axioma & implica el £, pasemos a demosirar el
reciproco. Llamemos |l {|» a la norma asociada a F,

Nuestra algebra U con la norma | ||, es un algebra de Banach involu-
tiva, Llamemos P a la familia de todos los elementos estrictamente posi-
tivos de Uf y demostremos en primer lugar que P es admisible:

Las condiciones 5, a) v 3, ) son slempre ciertas para P,
La condicion 5, B) es también inmediata, pues, por hipotesis, F separs
los elementos de U ¥ F = P
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Respecto a la propiedad 5, d), también es ficil su wverificacion para P,
Basta recordar que si U es un dlgebra de Banach involutiva con elemento
uuidad {lo cual, en nuestro caso. ¢s cierto considerando la norma || ||#),
cualyuier familia de elementos estrictamente positivos de Uf goza de dicha
propiedad. Tenemos ya demostrado que ' es admisible.

Llamemos | | a la worma asociada a F. Desde luego, por ser FC P, se
tendri | o |y <= | o || Por otra parte, si aplicamos 5, B) al dlgebra de Ba-
nach involutiva (U, | [|;), obtenemos para todo «' de P y para todo & de U':

ooy e e | 9w = {u', Iy w3,

de donde

Vil wt sy S e 1y e e YW EDP =

== [l = sup o, utwy /o a, |-‘.- a ow e
ut g Lt
Concluimos: |l = | # |, c.q. d

La identidad de las dos normas hace trivial ¢! hecho de que U sea com-
pleta con respecto a la norma asociada o P, pues por hipotesis lo era con
respecto a la nerma asociada a P, que es fa misina,

Il. Reracidx nE OmDEN
I, Elementos posilives de un digelia estelur
Sea U un algebra estelar en el sentido del axioma £ y sea F la familia
admisible de funcionales positivos generadora de la norma de U. Un ele-
mento 1 de U diremos que es positivo si verifica
oy @) YW €F
Frovizpanes:

a)  El conjunte de los clementos positivos de U es cerrado respecto a
la suma y rezpecto al preducto por nomeros positivos,
by 81wy — u son positivos, i tienc (ue sor cero, puesto que el ser w0

y — ot positivos, exige

lo que por 1, 5, b) implica « = 0,
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) Vu€U: u"u es positivo; en particular, el cuadrado de todo ele-
mento simétrico es positivo; el elemento unidad 1 es positivo,

d] Si v es positivo. v¥ v e también lo es, cualguiera gue sea u de U.
Es consecuencia de I, 3, <),

e] Ll conjunto de las elementas pasitives de U es un cerrado de U

con la tepologia de la norma. IEn efecto, dicho conjunto aparece como

interseccion de los conjuntns

A, {rel {dw', ny =0} (1" € 17}

que son cerrados gor [a continaidad de los o,

f) Todo elements positive de U es simeétrico, En efecto, sea » el ele-
mento positive en cuestion, recordando la definicion de la conjugacion en
U/, se tendra;

CHl R e e N e F

pero les u” son simétricos por I, 3, e), luego

Y

(u', Wty = ow, why, Yauael,
y como K es positivo, {u’, n) es positive v coincide con su conjugado ; se

tiene asi

CRTEM el wd s Yale I

lo gue teniendn en cuenta T, 5, I3). wos permite afinmar: «* = w, como se
querta demostrar,

Teniendo en cuenta 1, a) y 1, B), si definimos la relacion

es positivo, esfa relacion serd de orden v cumplivd, avilogamente a 1, 3:

Wil g THF E Wl !

o == &L o T 4 Vgl
¥ i,

“m

Al igual que en T, 3, por 1, 1), esta relacidn de orden interesard con-
siderarta definida tan solo en el canjunta de los elementos simétricos de U.
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2. Cotaes de los elementos simétricos de nn dlgebra estelar

Sea U nuestra dlgebra estelar y sea I la familia admisible de funciona-
les positivos generadora de la norma de U, Para cada n siméirico de U,
PONZAINOS :

A (u) = sup (Jw',uy/u’, Iy, o u) = Inf (Cooad /{u?, 1))

WET u g ¥

los ntmeros M (u) y m () asi definidos, se llaman cotas superior e infe-
rior, respectivamente, del elemento simétrico #. De la definicidn de la
norma y I, 3, d), se obtiene:

a)

— el () M) < al,

e donde claramente:

)
madx (1o () [0 PR () D) g |l

La desigualdad inversa la demostraremes mas adelante, Sigamos con pro-
piedades de demostracion sencilla:

c)
fir (i » T oo ve o M ) - [

M (1) es el menor de los ndmeros K. v o (i) el mavor de los K’ que ve-
rifiquen

Kol wfmef K-1.

De ¢) se deduce:
d)

R = M (”) ‘/ M (:)
m{uy a2 om()
€)

e+ e zeom (w) + o (2) |
AL + o) = M (n) + M (@)

cualesquicra que sean # y ¥ simétricos,
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Consecuencins directas de las definmiciones son:
f)

m () = — M (—e1; ¥ o shméinico,
g)

min + =z 1) = m{u) +5
M+ M) + =

L1

para todo ¥ shmétrico y todo nimero real s

h})

‘ Mg &) = 2. 9 [e) )
M (e s w3 = g M (a] ﬁ'

para todo » simétrico y tedo mimere positive z,

i)

oo 0 = oo (w) = 0

para un » shmétrico,

5. Relacidn entre lo norma y las coias de un elemento siviétvico

En este apartado nos proponemos establecer la desigualdad juversa de
2, b) y sacar unas primeras consecunencias de la igualdad resultante.

Llamemos p (1) al mayor de los niumeros | #e {a) | v | M (%) |. Teniendo
en cuenta las definiciones de cotas, =& tendrd:

—r

plu) = sup (dofowd |l T

ure ¥
es decir, p (1) es el mener de los nimeros K que cumplen
', wy | = K- (w.Id: ¥Ywel.
Visto esto, hagamos uso de la identidad
B = (1Mt wywiz 4 oV u) — (2 —2-Tx)a(z— =1 u)),

valida para cualquier v de U y para cualquier complejo 7340, pera en la
gque considerarémos que w es nuesiro elemento simétrice en cuestion, v 2
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es un numero positive que mas adelunte ge especiflicard, Cualgquiera que sca
i de I, se tendra:

w2y = (T st e alntls =) 0y — ((s—3 1y u(z — Y u), u)).
Teniendo en cuenta que
(2 4+ 1ot (s + = u) ¥ (z—slujn' (z—s 10

por 1,5, ¢), pertenecen a F y la caracterizacion que acibamos de hacer
de p (1);
oty (1M () (K iz 2t ) (0 (el ul?)) =
= (1/2) p u) €22 {0 By -+ o2 (w' 0B
5i hacemos

4
2= o, w2, I,

ohtenemos tfinalmente

(e w2y o p ), wT G 1) = e By O By p () =

== luf]l = sup & (u, .:5)77?;:’. 1y < p ().

u' €F
Tenemos ast:
v por 2, b):
do e mdx (| me e} |, P M G ])
o }

= mdz () Qe ], PR Ga )

de donde:
A)

lw=mdx(Imb) ], [ M@)): ¥V simélrico,

CONSECUENCIAS ¢
a)

e == Tl =M u).
Puesto que, por 2, 1) v 2, a). se tendrd
0 < m{u) = M ().

con lo que bastard aplicar A) para obtener ¢l resultado que se pretende.
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Tomemos ahora un elemento simétrico r cnalquiera de U; teniendo em
cuenta 2, a) v 2,¢), ¢l elemento v + || u | serd positivo, con lo que apli-
cando nuestra anterior consecuencia a) ¥ 2, g), se tiene:

-1

Tutfluell =&+ |aod=Mu)+ |l

lo que permite dar la signiente expresion de M (i) por medio de la normar
b)

M) =uwd+al | —0ul; Vs smérico.

Si utilizamos ahora 2, f), obtenemos la expresion aniloga parn e (#) -
<)

i) =[u]—|nl]l—u

t. Caracterizacidn “intrinscca” de los clementos positivas

La definicién que dimos en 1 para los clementos positivos de U, v por
tante ¢l orden deducido candnicamente, dependia de la familia admisible I
generadora de In norma de U, Ahora bien, analizando conjuntamente los
resultados 2, 1) y 3, ¢), segln los cuales 1 concepto de «positivon se puede
dar en términos de cotas y éstas, a su vez, se pueden definir a partir de la
norma (que sabemos no depende de la familia F que la genere), se deduce
que el orden de U es intrinsco ¥ no queda ligado a la familia admisible F
generadora de la norma que tomemos para definirlo. Este hecho se especi-
fica claramente en el siguiente tearema:

B) Fara un elemento simétrico # de U, las tres afirmaciones siguientes
son equivalentes:

a} o es positivo.

)]
Ju— @2l ] =02l
<)

[Mol—u| <lwl

DEMAsTRACION . —a) == D). Siendo # positivo, por 2, a) v 2, 1):

=13

0w mr (e) .
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de donde por sustraccion de || « [/2;

) ! | BT T [| £ [
— ~ < ) — 5 o () — —f g
L i 2 | 2 2

Calculando las cotas de w — || » | /2 mediante las reglas 2, g} vy 3, a),
y aplicando finalmente 8, A), se obtiene

I del : Gl tely G
H— | = 1mix m (1 — o2 - B
2 [ % 2

L) == ¢). Si se¢ cumple b), se tendrd

| i | | : "

TN e it PR O k | i il 4 | b W | 1
dlwl —w]] =|f—— _Ju— A TG | 't o == e "
- ! | 0 a i 3 t P i_ 3 o 4

; T AR S e

e —=

=—=>a). La condician ¢) equivale, segiin 3, ¢), a m(u) > 0. Bastara
aplicar 2, i).

B, Lspectro de los elemeitdos simélricos
I.a base de todo lo que vames a decir en este apartado estd en el siguien-
te lema:

Cy Un elemento positivo de U es inversible si v solo si su cota inferior
es distinta de cero,

DeMOSTRACION : «s6lo sin.~-Suponemos n positivo e inversible. Por ser
1t positivo, cualquiera que sea »” de F (IFF: {amilia admisible generadora de
la norma de U), en vista de I, 5, ¢), se ticne que la aplicacién

(z, w) —> {1, w" uu)

de TV » U en € es una forma hermitiana positiva, con lo que. por la des-
igualdad de Schwartz, se verificara:

[ €wr, ™ mad |3 8 (B 0" ey - {w atwwd; YV #hEL x 1.

]

[Taciendo v = 1, w = 1:
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pero

(', i) i FATEN Wiy -, W

(por I, 3, bj, poniendo «® en lugar de » ¥y w en lugar de o). Asimismo,
Vlu, uty g fal - o (e nt

{esta desigualdad en la forma

v {: ST r wy S s e -NM, I = | & ]
es evidente)., Sustituyendo, obtenemos {(después de simphificar):
Cl ow?) o ] - (W, m) Y eF=>uw < n -

Haciendo uso ahora de que n es mmversible, es facll demostrar que

e

Lag In-1°
(2 partir de la desigualdad
(=132 o -t e T

multiplicando a derecha e izquierda por u, lo que estd permitido por L, d)).
En resumen:

fofl2 g a=r =2l g
Recordandn 2, ¢) se tiene por fin

| *

ml el T e ll=2 ] =1 §-2

y por tanto = {rn) =0, c. q. d,
wsin.—Suponemos ahora & positivo v i (w) == 0: por 2,1} vy 2, a), serd:

se verifica

Felwll—1'<l vy jem{(s)—1) <L
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Pere los ntumeros (¢ ||| —1) v {cm {u) — 1) son precisamente las cotas
soperior e inferior respectivas del elemento ¢ v — 1. Recordando 3, A), se
obliene

[ T—cou =mix{[elul—1] |emu—1)<1.
Fste hecho asegura la convergencia de la serie

2(|—-c-n)’-,

L]

cuyd suma, como se sahe de la teoria general de dlgebras (e Banach, es
el inverso de I —{T— c.u) = ¢z Asl, pues, ¢, es inversible, lo que
permite asegurar que # lo es, ¢ . d.

Como corolario de nuestro lema, resulta:

Dy.—-Para que un elemento # de U sea inversible es necesavio y sufi-
ciente que los elementos positivos ' w y # u* tengan sus cotas inferiores
no nulas,

DEeMOSTRACION —S1 i es inversible, o también [o es, por tanto también
lo serdn los productos «* u y w u% (Teoria general de anillos), Basta, pues,
aplicar el lema.

Reciprocamente, si w® # y # 4% tienen cotas inferiores no nulas, por nues-
tro lema serdn inversibles; sean 1, y 1, sus respcctivos Inversos; cntonces
i, u* es inverso de u por la izquierda y w® 1, 5 inverso de « por la dere-
cha: dichos inversos. se sabe de la teoria de anillos, han de coincidir ¥
es par tanto inversible,

Estamos ya en condicibnes de demostrar el ciguiente teorema referente
al espectro de los clementos simétricos:

Ey  El espectro de un clemento simétrico # de U es un subconjunto de
R, siendo M (1) v s (1) su midximo vy minimo, respectivamente,

DenostrRACION. —Sea # el elemento simétrico en cuestion; empecemos
viendo que un niunero # = # 4 iy no real (es decir, ¥ 74 0) no puede ser
un valer especiral de w. Tn efecto, llamemos ¢ = w —z5 - 1; « es normal y
se tienc

Asi, pues,
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y por D), v es inversible, con lo que s & (), v o (o) © R, Que M () ¥
(i) perienscen al espectro de @ y son los valores maximo y minimo de
este, es consecusncia directa del lema C) y de las reglas de cileulo de cotas.

Como corolario a nuestre teorems, resulta vna nueva caracterizacidn in-
trinseca de los elementos positivos, sin mds que tener en cuenta 2, j) (esta
caracterizacion ez la que susle tomarse como definicion en los tratados cla-
sicos de dlgebras estelares):

Un elemento simétrica es positive sty s6lo sl su espectro €std contenido
en el jntervalo [0, —) de R,

I7I. IPUNCIONALES POSITIVOS SOERE UN ALGEBRA ESTELAR

L. Cerecterizacian de los elemenios posilives de U7

A) Sea U un algebra estelar, ¥ un clemento simétrico de su centro vy
# un elemento de U’ verificando

e uy =t ey
en estas condiciones ' ¢s simétrico,

Desostracron. —Cualquiera que sea v, elemento simétrico de U, v = ud-

mero real, por ser w del centro de U, » + iz es normal y se verifica
v4+icw|P={et 22wt o | w ]2 oey
Pongamos

(W,u) =a+ib

{a v b, ndmcros reales), Sera

¥ enfonces

S (bl lwi=imetis; 2 gl Ple+ignfr

Lo 2wl + 22wl

desigualdad que, convenientemente simplifcada, queda en la forma

2hdw  fuls lwltfofr—lw, oyl YzER
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Descartando el easo o’ = 8, en que ¢l teorema es evidente, esta des-
ignaldad no puede ser cierta ((V2 € R!) a no ser que se tenga & = Q.
Ast, pues, ', o) = a (real); " toma valores reales sobre todos los ele-
mentos simétricos de U v por tanto, segin T, 2, A), habrd de ser o simé-
trico, e. q. d.

Podemos ya enunciar:

B) Sea U wn d&lgehra estelar; para un elemento # de U las dos afir-
maciones siguicntes son equivalentes:

Y n'oes positivo.

by ' es continuo v {a’, I} = | «"||.

DEMOsTRACION,—2a) == b)., Es cierta Inclusive en las algebras de Ba-
nach invelutivas (véase [, 5, BY).

) == a). Por ser

w1y = | = Qn g1

v pertenceer T oal centro de U, estamos en las condiciones de A), por tanto
i serd simétrico, Sea # un elemente positive cualquiera de U; segun
11, b) es

=
e
12

v entonees

o uy = (el 2wt Iy 4 u—Nul /2y = (| a]l SR 01—

— w1 tr—-!fﬁ'"fﬂ';' = [f] u ",’2)"11'". — A u |l f2) “u' | =@,

que demuestra que ' es positivo, c. q. .

Basindonos en ¢l resultado que acabamos de demostrar, podemos com-
pletar A) sustituyendo la hipétesis hecha alli (pertenecer el elemento =imé-
trico en cuestion al centro de U) por otra independiente de ésta, siendo los
resultados mas potentes (pues el funcional # va a ser definido. positivo o
negativo):

CY Sea U un Algebro estelar, sea # un elementn siméirico de T tal
que — o (0 24 A (1), v sea w° de U’ verificando

oy =lwll-Nul:
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cn estas condiciones ' es positive o negativo (y por demas simétrico, segun
L, 3, c)), segin que

i () =< M) o —-wm () > N (u)

Dexostracton.—Sea — i (i) = M (). Supongamos que es — i (#) <<
<7 M (i) fel caso — i () == M (1) se trata andlogamente), Como siempre

es cierto que @ (i) == M (i), se tendrd entonces | we () | -5 M (ir). Recor-

dando I, 3, A}, se wverifica

My =mix {lm () |, M) = || wl

Con izual base se llega a

| M) + mfa) . | M) — m (1)
1 i = = | = & .
‘._ 2 > :
Y cntonces
I -Mi =]l -lul]={waua=
M (] <+ e (m) M [u) + e (w)
(", 1 — S ot e o B A Ty
2 2
3 ) M Lo 4+ s (ad
< || # 5 il + fnt, 1) s ="
' 2 2
. A (ud + tip (1] M (.’l] - (rl‘l
=g 0 e W I e
o n

pero como serd también

se abfiens

lo gue teniendo en cuenta B, demuegstra que ' es positive, (Se ha tenide
en cuenta en la demostracian que el nimero (o', I3 es real, lo que es
eansecuencia de A) aplicado a la restriccién de #' al dlgebra estelar de to-
dos los elementos de U que conmutan con .Y
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2. Cardeter filtrante de 17

Doy a continuacién un resuliade original que permite dar una expresion
explicita del elemento #'* (o, elemento zimétrico de U, cuya existencia y
unicidad se prucba en la teoria clisica de algebras estelares a partic de Ia
teoria de 4lgebras de von Neumann y agui se hace de forma directa:

) Cualquiera que sea ', elemento simétrica de 17, exizte un inico

alemento positive w'F, verificando

it ot

gt | = {12 () w4 (s T

Dicho ¢lemento % materializa la distancia de » al conjunto de los ele-
mentos positivos de U7, asi como la distancia de 0 al conjunto de los ma-
vorantes de ', Para w't s valida cualquiera de las dos expresiones expli-

citas:

it )y = sup  ({wf ) F (2300wt || - L 1) o ()
WL
Y s« simdétrico
ard,ad = i (Gof,w) 4+ (U2 (' | — <o, 1) M (o)

W e

Feguematize a continuacidn la parte constructiva de la demosiracion:
fijado un elemento simétrico « de U, s& consideran log coujuntos de niime-

ros reales:

, L= fw Iy - # lw & —{a Ly ]
' Wy + ——— — tafee) | (', wy + = —_ M) S wl
o J 1 - . b

Se demuestra que cada niimero del primer conjunto minora a todes los
del zegundo y que la distancia entre ambos conjuntos es 0 (en consecuen-
cia el extremo superjor del primero coincide con el extremo inferior del se-
gundo). Se define entonees o funcion

h=n— sup (o ey + (/210 o ! — ', Iy (w)) = dinf (B, m) +

LI w T u

+ (/2 (7w " — Lo, T3) A fae))
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del conjunto de los elementas simétricas de U en R, Utilizanda ja primera

definician de /i, es [acil demostrar
a4+ ) 2 hi{n) + 2 ()

hp-uh=z- b)) Yazh

v utibizando la segundu:

B+ o) < b a)y + 4 (@)

De estas tres propiedades =e deduce que & es un funcional lineal sobre ¢l
R-espacio vectorial de los elementos simétricos de U, Recordande I, 1, g),
& se extiende de manera unica en ura aplicacion lineal »'+ de U en C que
es pasitiva (y por tanto continuz) y mayora a »'; ademis es

Jutdh = Lu'+, Iy = /2 (Ja || + w, 1)

7' es mnico, pues de haber otro #’, ewmplienda las condiciones del enuncia-

do. s¢ tendria para todo % simétrico:

L —mwy =0 (g ) uloay -+

+(12) () w' | — () ()

¥ tomando cxtremos superiores {(w < #), resulta:

Quf owy e (wFonh ;W o simdéirice,

lo gue implica (siendo #', ¥ #"" limealesy: o', = w'F.

Que '+ materializa la distancia de 0 al conjunto de los mayorantes de

w', resulta de ser

la| =2 w ] + {155,

mienfras gue, para cualquier ¢ maycrante de #', se tiene

fwli—lvisir—wl=( U gfiv|—@. h=
= e (e e D).

=l

Andlogamente se demuestra que 1’ materializa ia distancia de #” o) con-

junto de los positivos.
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