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Geometria

Al buscar geometria en el diccionario web de la
RAE, encontramos:

(del lat. geometria, y este del gr. yewuerpia).

1. f. Estudio de las propiedades y de las medidas de
las figuras en el plano o en el espacio.

yewpeTPIa es una palabra compuesta de
vew, tierra;y de uperpw, medida.

En su forma mas elemental, la geometria se
preocupa de problemas métricos como el calculo
del area, perimetro y diametro de figuras planas
y de la superficie y volumen de cuerpos solidos.



Elementos geomeétricos

e Puntos

e Lineas: segmentos, curvas, ...

e Figuras: poligonos, poliedros, superficies,
variedades, ...

e Medidas: longitudes, areas, volumenes,
angulos, curvaturas, ...

e Relaciones: igualdad, similitud, conforme,
equivalencia, ...










Geometria Analitica

Eleccion de sistema de referencia y de coordenadas.

Coordenadas euclideas, baricéntricas, plukerianas,
polares, esféricas, cilindricas, etc.

Herramientas de calculo.
Calculo vectorial.



Nimeros complejos

Interpretacion geométrica.

Forma trigonométrica de los numeros complejos.
Raices de la unidad.

Poligonos regulares.



Desigualdades

e Numeéricas de caracter geomeétrico:

— Desigua
— Desigua
— Desigua

C
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las medias.

e Geométricas:

— Desigua
— Desigua
— Desigua

C
C

C
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triangular.
de Minkowsky.
de Cauchy-Schwarz. Desigualdades con

es con los lados.
es con los angulos.
es con areas.



Geometria sintetica

LOS comienzos



En el siglo VI a.c. el matematico Pitagoras coloco
la piedra angular de la
geometria cientifica al
demostrar que las diversas
leyes arbitrarias e inconexas
de la geometria empirica se
pueden deducir como
conclusiones logicas de un
numero limitado de axiomas,
o postulados.

Estos postulados fueron considerados por Pitagoras
y sus discipulos como verdades evidentes; sin
embargo, en el pensamiento matematico moderno
se consideran como un conjunto de supuestos
utiles pero arbitrarios. Los axiomas.




Un ejemplo tipico de los postulados desarrollados y
aceptados por los matematicos griegos es la
siguiente afirmacion:

Una linea recta es /a distancia mas corta entre
dos puntos

Un conjunto de teoremas sobre las propiedades de
puntos, lineas, angulos y planos se puede deducir
l6gicamente a partir de estos axiomas. Entre estos
teoremas se encuentran:

la suma de los angulos de cualquier triangulo
es igual a la suma de dos angulos rectos



o el muy conocido como teorema de Pitagoras:

el cuadrado de /a hipotenusa de un triangulo
rectangulo es igual a la suma de los cuadrados
de los otros dos /lados.

La geometria demostrativa de los griegos se ocupaba
de triangulos, poligonos y circulos, con el analisis de
sus propiedades principales, asi como de sus
correspondientes figuras tridimensionales. Esta
geometria fue mostrada rigurosamente por el
matematico griego Euclides.



Euclides de Alejandria

(¢,365 a.c.- 300 a.c.?)

Euclides es, sin lugar a dudas,
el Matematico mas famoso de
la antigliedad y quizas el mas
nombrado y conocido de la
historia de las Matematicas.

Se conoce poco de la vida de
Euclides, sin embargo, su obra
si es ampliamente conocida. Lo
que sabemos de su vida nos ha
llegado a traves de los
comentarios del historiador
griego Proclo (411-485). 5 |
La obra mas importante de Euclldes es un tratado
de geometria que recibe el titulo de




Los Elementos

"Los Elementos" ha tenido mas de 1.000 ediciones
desde su primera publicacion en imprenta en 1482. Es
en este punto editorial donde se la compara a “La
Biblia”.

Se puede afirmar, por tanto, que Euclides es el
matematico mas leido de la historia.

“Los Elementos” consta de trece libros, aunque no
todos son de geometria, versan fundamentalmente
sobre Geometria y Aritmeética.

Esta obra es importante, no tanto por la originalidad
de sus contenidos, sino por la sistematizacion, el orden
y la argumentacion con la que esta constituida.



A lo largo de siglos solo se pensd en Geometria como la
Geometria de los Griegos; o lo que es lo mismo, la
geometria de Euclides.

Fue libro de texto durante siglos. Su contenido se ha
ensenado (y aun se sigue de alguna manera) hasta el
siglo XVIII, cuando aparecen las geometrias no euclideas.

Euclides recopila, ordena y argumenta los conocimientos
geometrico-matematicos de su €poca, que ya eran
muchos. Construye su argumentacion basandose en un
conjunto de axiomas (principios o propiedades que se
admiten como ciertas por ser evidentes y a partir de los
cuales se deduce todo lo demas) que él llamo

postulados.



Aunque nuestro tema no es el analisis de los postulados
de Euclides, podemos recordar los famosos cinco
Postulados de Euclides, que son los siguientes:

1.- Dados dos puntos se pueden trazar una recta
gue los une.

11.- Cualgquier segmento puede ser prolongado de
forma continua en una recta ilimitada en la misma
direccion.

I111.- Se puede trazar una circunferencia de centro
en cualquier punto y con radio cualquiera.

IV.- Todos los angulos rectos son iguales.



V.- Sj una recta, al cortar a otras dos, forma los
angulos internos de un mismo lado menores que
dos rectos, esas dos rectas prolongadas
indefinidamente se cortan del lado en el gue estan
los angulos menores que dos rectos.

L




Este axioma es conocido con el nombre de

axioma de las paralelas

y también se enuncid mas tarde asi:

V (bis)-. Por un punto exterior a una recta se
puede trazar una inica paralela.

e



Contenidos de Geometria
Construcciones con Regla y Compas

> Aritmética con regla y compas.
» Media proporcional.
> Raiz cuadrada.
» Secciones de un segmento:
 Proporcion entre segmentos
iTeorema de THALES!
e Mediatriz de un segmento.
 Ecuacion de segundo grado.
 Seccion aurea de un segmento.



Contenidos de Geometria
Construcciones con Regla y Compas

> Bisectriz de un angulo.
» Tangente a una circunferencia pasando por un punto.
» Tangentes comunes a dos circunferencias:
 Tangente interiores.
* Tangentes exteriores.
> Poligonos regulares constructibles.



Geometria del Triangulo

Elementos notables en el Triangulo

Mediatrices: Circuncentro.

Alturas: Ortocentro. Triangulos ortico.
Bisectrices: Incentro. Exincentros.
Medianas: Baricentro.

Relaciones entre elementos: Recta de Euler.
Recta de Simson o recta pedal.



Geometria del Triangulo

Propiedades notables del Triangulo

e Cuadrados de los lados de triangulos:
— Teorema de Pitagoras.
— Angulo opuesto agudo.
— Angulo opuesto obtuso.
— Suma Y diferencia de los cuadrados de dos lados.
— Teorema de Stewars.
e Rectas cevianas: Teorema de Ceva.



Geometria del Triangulo
Relaciones métricas del Triangulo

» Circunferencia de los nueve puntos, de Feuerbach o
medial.

> Propiedades métricas de las bisectrices:

e Segmentos determinados en los lados por las
circunferencias inscrita y exinscrita.

« Radios de las circunferencias inscrita y exinscrita.
> Calculo de las medianas.
> Calculo de las alturas.




Geometria del Triangulo

Relaciones métricas del Triangulo

> Determinacion del area:
» Formula de Heron para el area.
 Otras expresiones del area.
e Radio de la circunferencia circunscrita.
» Teorema de Euler.
» Desigualdad de Euler.
» Teorema de Morley.
> Punto de Fermat y Teorema de Napoleon.



Geometria de la Circunferencia

Angulos en la Circunferencia

Angulo inscrito y dngulo central.
Angu 0 semi-inscrito y angulo central.
Angulo exterior y angulos centrales.
Angulo interior y &ngulos centrales.

Cuadrilateros inscriptibles.



Geometria de la Circunferencia

Relaciones métricas en la Circunferencia

Potencia de un punto respecto de una circunferencia.
Eje radical de dos circunferencias:

— Construccion.

Centro radical de tres circunferencias.

Angulos entre circunferencias:

— Circunferencias ortogonales.

Poligonos y circunferencias.

Cuadrilatero inscriptible: Teorema de Ptolomeo.
Cuadrilatero circunscriptible.

Poligonos regulares.

Relaciones métricas en los poligonos regulares.



Geometria no-Euclideas

En el desarrollo conceptual de lo anterior se encuentra,
explicita o implicitamente el Axioma de las Paralelas.

Este axioma, que al parecer no satisfacia ni al propio
Euclides, ha sido el mas controvertido de los 5
postulados de Euclides y dio pie en los siglos XVIII y
XIX, por contraposicion, al nacimiento de las llamadas
Geometria no-Euclideas.

Recordemos el quinto postulado original de Euclides:



V.- S/ una recta, al cortar a otras dos,
forma los angulos internos de un
mismo lado menores que dos rectos,
esas dos rectas prolongadas
indefinidamente se cortan del lado en
el gue estan los angulos menores que
dos rectos.



Algunas proposiciones equivalentes al axioma de las
paralelas (postulado V) son:

Playfair (1748-1819): Por un punto exterior a una
recta se puede trazar una paralela y solo una.

Proclo: Dos rectas paralelas estan entre si a una
distancia finita.

Proclo intenta demostrar el quinto postulado como
consecuencias de los otros cuatro y descubre que una
demostracion atribuida a Ptolomeo (85-165)

era falsa.

Legendre (1752-1833): Existe un triangulo en el cual
la suma de sus tres angulos vale dos rectos.



Saccheri (1667-1733) y Laplace (1749-1927):
Existen dos triangulos no congruentes, con los
angulos de uno respectivamente iguales a los del
otro.

Legendre y Lorentz (1852-1928): Por un punto
cualquiera interior a un angulo menor que dos
tercios de rectos pasa una recta que corta a
ambos lados del angulo.

Gauss (1777-1855): Si k es un entero cualquiera,
siempre existe un triangulo cuya area es mayor
que k.

Bolyai (1802-1860): Por tres puntos no alineados
pasa siempre una inica circunferencia.

etc...



A principios del siglo XIX, el matematico aleman
Carl Friedrich GauB, el matematico ruso Nikolai
Ivanovich Lobachevski (1792-1856) y el
hungaro Janos Bolyai
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demostraron por separado la posibilidad de
construir un sistema geometrico coherente, en el
que el postulado de la paralela unica de Euclides se
reemplaza por otro que nos dice: se puede
dibujar un ndmero infinito de paralelas a una
recta que pasan por un punto exterior a ésta.



Lobachevski escribe en un librito de 1840 lo que
seria el tema crucial de las geometrias no euclideas,
el paralelismo:

“Todas las rectas de un plano que pasan un un
punto dado pueden, con referencia a otra linea
recta del mismo plano, clasificarse en dos
clases: las que la cortan y las que no la cortan.
Las lineas limitrofes de una y otra clase son
las que se llaman paralelas a la recta dada.”

Lobachevski sustituye el quinto postulado de
Euclides por el siguiente axioma de las paralelas:
Existen dos rectas paralelas a una recta dada
pasando por un punto que no esta sobre /a
recta.




La geometria de Gauss-Lobachevski-Bolyai se
conoce como

Geometria no euclidea hiperbolica

El modelo de geometria no
euclidea hiperbolica que
se describe habitualmente
se conoce como

Disco de Poincareé,
ya que fue el matematico
francés Henry Jules
Poincaré (1854-1912)
quién lo describio, junto con
otro modelo equivalente
en el semiplano superior.
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La equivalencia entre estos modelos viene dada por la
trasformacion de Legendre:

2
X* +(1+y)

(X,y) - > L(x,1+y)




Pero esta geometria no fue fruto del azar o de la buena
suerte. Muchos matematicos anteriores a Bolyai y a
Lobachevski habian tratado el problema de las paralelas
y habian obtenido resultados para geometrias no
euclideas, aungque no contasen con un modelo en el que
materializar esos resultados.

En este sentido podemos destacar a Johann Heinrich
Lambert (1728-1777), quién escribio en 1766 su
“Theorie der Parallellinien” y demostro, asumiendo que
el postulado de las paralelas es falso, muchos de
resultados no euclideos. Por ejemplo, que en esas
geometrias las suma de los angulos de un triangulo
decrece como aumenta su area. Trabajo mucho con
cuadrilateros trirectangulos, hoy denominados de
Lambert.




Algo similar habia hecho el ya mencionado Giovanni
Girolamo Saccheri. Sobre una base construye un
cuadrilatero birectangulo con dos lados puestos iguales, y
prueba que los angulos superiores son iguales. Estos
cuadrilateros se conocen como actualmente como de
Saccheri. La prueba se basa en propiedades de
congruencias de triangulos demostradas por Euclides en
las Proposiciones 4 y 8, sin utilizar el quinto postulado.
Saccheri considera, en 1697, tres posibilidades:

a) Los angulos superiores son > 90° (hipotesis del
angulo obtuso).

b) Los angulos superiores son = 90° (hipotesis del
angulo recto).

c) Los angulos superiores son < 90° (hipotesis del
angulo agudo).




Mas tarde, alrededor de 1860, el matematico aleman
Bernhard Riemann (1826-1866) mostro que una
geometria en la que no existen lineas paralelas también

es posible.

Los detalles de estos dos tipos de geometria no euclidea
son complejos, pero ambos se pueden mostrar utilizando

modelos sencillos.



La geometria de Riemann o riemanniana o geometria no
euclidea eliptica, es la geometria de la superficie de una
esfera en la que todas las lineas rectas son los

circulos maximos

(intersecciones de

planos que pasan por P

el centro O de la esfera). "

Se comprueba facilmente

la imposibilidad de !
dibujar un par de lineas &E R
paralelas en esta LA

superficie.



Para distancias relativamente pequenas, la geometria
euclidea y las no euclideas, tanto hiperbolica como
eliptica, son esencialmente equivalentes.

Sin embargo, al trabajar con el abiertos grandes, como el
espacio astronomico o con problemas de la fisica
moderna como la relatividad o la teoria de propagacion
de ondas, ciertas las geometrias no euclideas dan una
descripcion mas precisa que la euclidea de los
fenomenos observados.

Por ejemplo, la teoria de la relatividad desarrollada
principalmente por Albert Einstein (1879-1955) esta
basada en una geometria riemanniana, semidefinida, de
espacio curvo.




Las Transformaciones
geometricas

A la vez que se desarrollan nuevas geomeétrias, como las
mencionadas no euclideas o la geometria proyectiva,
surge la idea de estudiar las transformaciones de los
espacios considerados y las propiedades que quedan
invariantes por las mismas.

Segun el tipo de geometria considerada aparecen en la

literatura multiples conceptos de transformaciones
geometricas.



Isometrias,
Homotecias,
Inversiones,
Afinidades,
Congruencias,
Semejanzas o Conformes,
Proyectividades,
Homeomorfismos
Difeomorfismos,
de Cayley,

de Lorentz, ...



Las primeras ideas de Transformaciones Proyectiva
aparecieron en la actividad practica de artistas y
arquitectos del Renacimiento. Los pintores Fra Angelico
(1378-1455) y Paolo Uccello (1397-1475) se valieron de
la perspectiva para crear impresion de profundidad.

La necesidad de una base matematica para su trabajo
era clara para los artistas de la época, y la elaboro el
arquitecto Filippo Brunelleschi (1377-1446). Después,
Tommaso Masaccio (1401-1428) y Andrea Mantenga
(1431-1517) la asumieron definitivamente para la

pintura.




Piero della Francesca (1416-1492),
Leone Battista Alberti (1404-1472)

y Albrecht Durer,
Durero (1471-1528)

reflexionaron sobre

las nociones de
proyeccion y seccion
en su afan de entender
el problema de la
representacion plana
de un objeto real
tridimensional .




Albrecht Durer (Durero)
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Leonardo da Vinci (1452-1519) tratd con rigor
el tema de la perspectiva,
ideando algunas técnicas
como la denominada
perspectiva aérea

Hans Holbein el Joven
(1497-1543) mostro en
alguno de sus cuadros el
fendomeno de la anamorfosis,
comportamiento

paradojico ya descrito

por el propio Leonardo.










Leonardo da Vinci: La ultima Cena




L as transformaciones de Mobius

Pero en el campo de la Geometria, las transformaciones
tuvieron su desarrollo en los siglos XVIII y XIX con el
avance de la Geometria Proyectiva.

Fue August Ferdinand Mdbius (1790-1868) quién
distinguid cuidadosamente entre los distintos tipos de
transformaciones de un plano:




(a) Congruencias: cuando las figuras que se
corresponden son iguales, es decir, se conservan
longitudes y angulos.

(b) Semejanzas: cuando las figuras que se
corresponden son semejantes, es decir, se
conservan angulos.

(c) Afinidades: cuando se conserva el paralelismo,
pero no necesariamente la longitud ni la forma.

(d) Colineaciones: cuando las rectas se
transforman en rectas.



Mobius se gano la vida como astronomo. Utilizo
coordenadas para

representar las curvas y

superficies mediante o -
ecuaciones homogeneas, '
de ahi el nombre de las
coordenadas mas usuales
de la Geometria Proyectiva.

Fue el creador de la banda
que lleva su nombre, pero
eso corresponde a otra
cuestion.
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Robinson:

Immortality




El programa de Erlange o Ia

unificacion de las geometrias

Felix Christian Klein (1849-1925) unifica las geometrias
a traves del concepto de Grupo (de transformaciones) y
en su Programa de Erlangen,
escrito en 1872, muestra

cOmo sirve para caracterizar

las diversas geometrias
aparecidas durante el siglo XIX.
Segun ese programa: una
Geometria es un espacio
subyacente sobre el que
actiua un grupo de
transformaciones.




Botella de Klein




Pero a este concepto de geometria global, con
transformaciones globales, se le escapa la Geometria
diferencial de variedades introducida por Riemann a
través del concepto de

multiplicidad n-dimensional.
Hasta entrado el siglo XX no apareceria el concepto
actual de
variedad diferenciable,
donde las transformaciones
son locales y forman un
grupoide (categoria con
elementos inversos).
Fue Elie Joseph Cartan
(1869-1951) quien hizo
trabajos fundamentales en la
teoria de Grupos de Lie y
SuUs usos geometricos.




Por su propio criterio, el tema principal de los 186 trabajos
de Elie Cartan publicados a través del periodo 1893-1947,
fue la Teoria de Grupos de Lie.
Habian sido introducidos por
Marius Sophus Lie (1842-1899)
y el mencionado Felix Klein.

La idea de Lie radica en suponer
gue si se conocen las
transformaciones que dejan
invariantes las soluciones de un
sistema de ecuaciones
diferenciales (ordinarias o en
derivadas parciales), conociendo
una solucion particular se
conocerian todas las demas
soluciones.




También Cartan introdujo el concepto actual de Grupo
algebraico, que no seria desarrollado seriamente antes
de 1950. Hasta tan reciente fecha, los grupos eran
necesariamente grupos de Transformaciones de algun
espacio 0 conjunto.

Definio la nocion general de forma diferencial exterior;
su enfoque de los grupos de Lie con las ecuaciones de

Maurer-Cartan: d<9+[6’, 6’] =0

requeria 2-formas para su determinacion.

La diferencial exterior general, inventada o descubierta
por Cartan, es un operador natural de las variedades
diferenciables. Esta caracterizado por ser la Unica
antiderivacion de grado +1 que generaliza la diferencial de
las funciones y tener la propiedad de operador de
cohomologia: d-d =0.



Sin los trabajos de Cartan, en particular la teoria del
repere mobile no se concibe la aparicion de la famosa
Teoria de la Relatividad de Albert Einstein, quién
recibio el Premio Nobel de Fisica en 1921, aunque no fue

por la relatividad, sino por su trabajo de 1905 sobre el
efecto fotoeléctrico.




