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Proporciones bProporciones báásicas en sicas en 
La AlhambraLa Alhambra





2





2

3



1 2×

1×Φ
1 3×
1 2×

1 C×
1 1×



1
  1 ,3065629648763765278566431734272

2 2
C = ≈

−





C





1 5

2

+Φ=

2 2

                           

:   ,  0

( 1)

1   1 0

1 1 4 5 1
;  

2 2

x x

x
x

x x

x x x x

x x

−

Φ = = < <
−

=
= − ⇔ + − =

− ± + −= =

ℓ

ℓ
ℓ

ℓ

ℓ

1 5 1

2

2 2( 5 1) 5 1

5 1 25 1

−=
Φ

+ +Φ = = =
−−

1
1= Φ −

Φ



Espiral de Durero



Proporción 
áurea

O

Divina 
proporción
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Fachada del
Palacio de
Comares en
el Patio del

Cuarto Dorado
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Movimientos euclídeos

Directos Inversos

Sin puntos 
fijos

Translaciones
Reflexiones en 

deslizamiento

Con puntos 
fijos

Rotaciones Reflexiones



Reflexión o Simetría (axial)

El horizonte estEl horizonte estEl horizonte estEl horizonte estáááá en los ojos y no en la realidad.en los ojos y no en la realidad.en los ojos y no en la realidad.en los ojos y no en la realidad.
Ángel Ganivet





Movimientos Movimientos eucleuclíídeosdeos en en 
La AlhambraLa Alhambra



Rosetones o Rosáceas
Diseños invariantes por isometrías 

euclídeas sin translaciones.

Dos familias infinitas de grupos:

•Cn, cíclico de orden n, 

•Dn, diédrico de orden n.











Techo de 
la Torre de 
las Damas

(Museo de Pérgamo, 
Berlín)



















Frisos, Cenefas o Grecas

Diseños invariantes por isometrías 
euclídeas con todas las traslaciones en la 

misma dirección:
7 clases afines de grupos.



















Mosaicos, Embaldosados,Mosaicos, Embaldosados,
Alicatados, Arabescos, Alicatados, Arabescos, 

Teselados y Kaleidoscopios.Teselados y Kaleidoscopios.

Diseños periódicos invariantes por isometrías 
euclídeas con translaciones en direcciones 

independientes:

17 clases afines de grupos.
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Algoritmo de Reconocimiento de Grupos Cristalográficos Planos

¿Hay 
alguna 

reflexión?

¿Hay alguna reflexión en 
deslizamiento cuyo eje no sea un 

eje de reflexión?

¿Hay alguna reflexión en 
deslizamiento?

¿Están todos los 
centros de rotación 

sobre ejes de 
reflexión?

¿Cómo es 
la rotación 

más 
pequeña?

180º

NO

60º

cm

pm

pg

p1

pmm

cmm

pmg

pgg

p2

p6m

P6

NO

SI

NO

SI

NO

SI

NO

SI

NO

SI

NO

SI

¿Hay reflexiones con ejes 
perpendiculares?

NO

SI

¿Hay 
alguna 

reflexión?

¿Hay 
alguna 

reflexión?

NO

SI

¿Hay alguna reflexión en 
deslizamiento?

¿Están todos los centros de 
rotación sobre ejes de reflexión?

90º

p4m

p4g

p4

NO

SI

NO

SI¿Hay 
alguna 

reflexión?

¿Están todos los centros de 
rotación sobre ejes de reflexión?

120º

p3m1

p31m

p3

NO

SI

NO

SI
¿Hay 

alguna 
reflexión?



p1 (p111)

ta, tb

cm (c1m1)

σL, σL’a/2, aL, L’ ≠ L

pm (p1m1)

ta, tb, σL, aL, b ⊥ L

pg (p1g1)

tb, σL,a/2, a ⊥ b

p2 (p211)

ta, tb, rC,π

cmm (c2mm)

rC,π, σL, σM, L ⊥ M, C ∉ L, C ∉ M

pmm (p2mm)

ta, tb, σL, σM, aL ⊥ Μb

pmg (p2mg)

ta, σL, σM,b/2, aL ⊥ Mb

pgg (p2gg)

σL,a/2, σM,b/2, L ⊥ M

p3 (p311)

rC,2π/3,rC',2π/3

p3m1 (p3m1)

σL, σM,  σΝ, ∠ (L, M) = ∠ (M,N) = ∠ (L, N) = π/3

L ∩ M ∩ N = ∅

p31m (p31m)

rC,2π/3, σL, C ∉ L

p4 (p411)

ta, rC,π/2

p4m (p4mm)

σL, σM,  σΝ, L⊥M, ∠ (L, N) = ∠ (N,M)  = π/4

L ∩ M ∩ N = ∅

p4g (p4gm)

rC,π/2, σL, C ∉ L

p6 (p611)

rC,π/3, rC',π

p6m (p6mm)

σL, σM,  σΝ, L⊥M, ∠ (L, N) = π/3, ∠ (N,M)  = π/6

notación internacional 
abreviada (ampliada)

generadores

región
fundamental

Sin isometrías
inversas

Con isometrías inversas

2

4
4

3

2

3

2

3
3

Clasificación de Grupos Cristalográficos Planos



amplia corta Γ (Γ∞)

p111 p1 T 0 p1 C 1 C 1
I o W 1 (b:a):1 1

p211 p2 S2222 (C 2 ) p2 C 2 C 2
II 2222 W 2 (b:a):2 2

p1m1 pm A (D 2 ) p1m D 1 KK C S
I ** W 1

2 (b:a):m 3

p1g1 pg K (D 2 ) p1g D 1 gg C S
II xx W 1

3 (b:a):b 4

c1m1 cm M (D 2 ) pm1 D 1 Kg C S
III x * W 1

1 (a:a):m 8

p2mm pmm D 2222 (D 4 ) p2m D 2 KKKK C 2V
I *2222 W 2

2 (b:a):2.m 5

p2mg pmg D22 (D 4 ) p2g D 2 KKgg C 2V
III 22* W 2

3 (b:a):m: a 6

p2gg pgg P22 (D 4 ) pg2 D 2 gggg C 2V
II 22x W 2

4 (b:a): b : a 7

c2mm cmm D2 22 (D 4 ) pm2 D 2 KgKg C 2V
IV 2*22 W 2

1 (a:a):2.m 9

p411 p4 S442 (C 4 ) p4 C 4 C 4
I 442 W 4 (a:a):4 10

p4mm p4m D 442 (D 8 ) p4m D 4 * C 4V
I *442 W 4

1 (a:a):4.m 11

p4gm p4g D4 2 (D 8 ) pm4 D 4
○ C 4V

II 4*2 W 4
2 (a:a):4. a 12

p311 p3 S333 (C 3 ) p3 C 3 C 3
I 333 W 3 (a:a):3 13

p3m1 p3m1 D 333 (D 6 ) p3m D 3 * C 3V
I *333 W 3

1 (a:a):m.3 15

p31m p31m D3 3 (D 6 ) pm3 D 3
○ C 3V

II 3*3 W 3
2 (a:a):3.m 14

p611 p6 S632 (C 6 ) p6 C 6 C 6
I 632 W 6 (a:a):6 16

p6mm p6m D632 (D 12 ) p6m D 6 C 6V
I *632 W 6

1 (a:a):m.6 17

Internacional Topológica Wells 
Bell 

Flech

Shubinov 
Koptsik

Fejes-
Thot

Conway
Niggli 

Speiser
PólyaBossard

Notaciones equivalentes de Grupos Cristalográficos Planos



Teorema de la Alhambra

La Alhambra es el único 
monumento de la antigüedad 
(anterior al siglo XIX) donde se 
han hecho dibujos o diseños 
periódicos con los 17 grupos 
cristalográficos planos.





5 grupos cristalográficos que sólo 
tienen movimientos directos:

p1,  p2,  p4,  p3,  p6
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6

2



p6  

Museo de
La Alhambra
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p3 



p2



p4  



12 grupos cristalográficos que tienen 
movimientos directos y 
movimientos inversos:

p1:  cm, pm, pg

p2:  cmm, pmm, pmg, pgg

p3:  p3m1, p31m

p4:  p4m, p4g

p6:  p6m



cm  



pm  



Puerta del Vino







pg 





cmm 
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4

2

4 4

4

4

4

2

22

2

22

222

4

4
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44

2
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pmm





pmg



pgg 



p4m 



p4g





p3m1





p31m 



p6m 











Ejercicios para casa















¿ p4g  ?




