UNIVERSIDAD
DE GRANADA

Facultad de Ciencias

GRADO EN MATEMATICAS

TRABAJO DE FIN DE GRADO

Anillos Conmutativos de
Dimension Cero

Presentado por:
Elisa Alvarez Fernandez-Llimés

Tutor:
Pascual Jara Martinez
Departamento de Algebra

Curso académico 2021-2022







Anillos conmutativos de dimensidn cero

Elisa Alvarez Fernandez-Llimés



Elisa Alvarez Fernandez-Llimos
Anillos conmutativos de dimensién cero.

Trabajo de fin de Grado. Curso académico 2021/2022.

Responsable de tutorizacién:

Pascual Jara Martinez

Grado en Matematicas
Facultad de Ciencias

Universidad de Granada



DECLARACION DE ORIGINALIDAD

D./Diia. Elisa Alvarez Fernandez-Llimos

Declaro explicitamente que el trabajo presentado como Trabajo de Fin de Grado
(TFG), correspondiente al curso académico 2021-2022, es original, entendida esta, en
el sentido de que no ha utilizado para la elaboracién del trabajo fuentes sin citarlas
debidamente.

En Granada, a 16 de junio de 2022

Fdo: Elisa Alvarez Fernandez-Llimés






Dedicado a mi familia.






Indice general

Agradecimientos Xl
Abstract X111
Introduccién XV
1 Objetivos previstos . . . . . ... ... Lo XV
2 Antecedentes . . . ... ... XVI
3  Resultados obtenidos y principales fuentes consultadas . . . . . ... .. XVI

4 Resumen .. ... ... .. ... o XVII
1 Anillos y médulos 1
1.1 Anillos, sus elementos y propiedades generales . ... .......... 1
1.2 Idealesyradicales. . . . ... ... ... .. ... L L L 2
1.2.1  Ideales primos y el nilradical . . . . . ... ... ... ... ..., 2
1.2.2 Ideales maximales y el radical de Jacobson . . . .. .. ... ... 4
1.3 Modulos . . .. 5
1.3.1 Producto tensorial de médulos . . . . . ... Lo Lo 7
1.4 Anillos Noetherianos . . . . .. .. ... ... ... ... .. ... ... .. 8
1.4.1  Mobdulos en anillos noetherianos . . . . .. ... ... ... ... . 10
1.5 Localizaciondeunanillo. . . . . ... ... ... Lo 11
2 Anillos de dimensién cero 15
2.1 Dimension . . . .. ... e 15
2.2 Anillos artinianos . . . . ... L 16
2.2.1  Modulos artinianos . . . . .. ... Lo 20
2.2.2  Ejemplos de anillos artinianos . . . . ... ... .......... 22
3 Anillos regulares von Neumann 25
4 Anillos cero—dimensionales 33
4.1 Topologias . . . ... ... . . 33
4.2 Producto de anillos conmutativos . . . ... ... ... ... ... ... 35
4.3 Resultadosyejemplos . . ... ...... ... ... ... ... ... ... 36
43.1 Cuerposfinitos . . . ... ... ... .. L L L oo 37
Bibliografia 41

IX






Agradecimientos

En primer lugar, me gustarfa agredecerle a Pascual Jara toda la dedicacién e impli-
cacién que ha tenido conmigo desde el principio, ayuddndome en la realizacién de
la mejor version de este trabajo y transmitirme sus grandes y extensos conocimien-
tos. También queria mencionar a Concepcién Vidal, excelente docente, matemaética y
madre, gracias por todos tus consejos y ayuda recibida.

A mis padres, quienes nunca dejaron de animarme y apoyarme, tanto a mi como a
mis dos hermanos en cada una de nuestras etapas de la vida.

Finalmente, quiero agradecer a las personas que me han acompafiado en esta etapa
universitaria, con las cuales he compartido agobios, penas, pero sobre todo, muchas
pero que muchas alegrias. Soy quien soy gracias a vosotros.

XI






Abstract

The intent of this project is collecting the maximum amount of zero-dimensional
results and characterizations. This type of rings has been the object of studies since the
introduction of the dimension concept, but it became the norm after the publication of
Stone Representation Theorem, developed as a desire to generalize geometric ideas. This
result called the attention of important mathematicians who started a new research
field in both Algebra and Topology, obtaining new topological representation theorems
as well as important results related to Boolean algebras and rings.

John von Neumann and Reinhold Baer discoveries in von Neumann regular rings
and injective modules, respectively, assured the centrality of zero—dimensional rings.
Simultaneously, the case of noetherian rings with zero dimension were understood
as artinian rings which origin the formalization of its structure theory. Moreover,
James Huckaba’s fundamental work and Arapovic’s new researches gave the final
importance to constitute the centrality of zero—dimensional rings and appeal the object
of more studies.

First of all, through this work a ring will be associative, commutative and with an
identity. In order to pursue the objectives described before, this work is introduced
by some preliminaries related to rings and ideals” description, along with their cor-
responding properties and characterizations which are used to investigate different
classes of zero-dimensional rings, as well as some properties of dimension theory.

The second part of this chapter also includes module theory exposition accompanied
with the definition of the tensor product of modules, we will discuss the general and
definition properties of this kind of module and the behavior of exact sequences.
This theory is essential to introduce flat modules which will play an important role
in von Neumann regular ring theory. Furthermore, the localization process is also
commented, as it is the technique that allows to obtain the total quotient ring, denoted
by T(A) for a ring A, and as we are going to demonstrate, these types of rings have
0 dimension. The localization of a ring can be generalized to the localization of a
module which becomes a module as well, the localized ring has the property of being
a flat module, which makes it very special for this work. This chapter is ended with
noetherian ring and module theories which constitute the basis of the construction of
the structure theory for artinian commutative rings.

Following this expository chapter, some aspects of dimension theory are presented,
starting with the definition of the term as the supreme of the lengths of proper prime
ideals chain. Consequently, zero—dimensional rings are those which each prime ideal
is maximal due to the fact that every existent chain is reduced to one element. One of
the main examples of this type of rings are fields, because as it is demonstrated only
accepts the zero ideal. Nevertheless, non usual examples are presented along this work.
With all the proper primaries, artinian rings are introduced as the first example of zero—
dimensional ring. This class of rings has an easy and simple structure, an intensive
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Abstract

study of its properties and characteristics has been realized in order to demonstrate
the main theorem which connect artinian and noetherian rings, a ring is artinian if,
and only if, it is noetherian with zero dimension. These recorded results are motivated
by the inquiry of analyzing its simple structure and it is resulted that every artinian
ring is equal to a local artinian rings product.

Von Neumann regular rings are given as the second main example of zero-dimen-
sional rings. This class of rings was introduced by the important algebraist John
von Neumann motivated by the seek of clarification in some aspects of operator
algebras. That is the reason why they are highly connected to functional analysis.
However, as much as I am concerned, this work only treats introductory theory with
the development of basic properties with the use of idempotents in regular rings. Von
Neumann regular rings are reduced and every ideal is idempotent and radical, as well
as every module is flat. Moreover, another important characteristic property is when
the set of prime ideals of the ring is finite, then it is Artinian too.

Finally, zero—dimensional rings are characterized by the Zariski topology, the topo-
logy defined in the spectrum of the ring in which {D(a) | a C A}, where D(a) =
{p € Spec(A) | a ¢ p}, is a system of open sets. As we are going to demonstrate, the
Zariski topology on Spec(A) is Hausdorff if, and only if, A has zero dimension. It is
well known that both the finite and infinite products of fields are zero—dimensional
rings, in order to generalize this idea, Cartesian products of rings arise in the study of
zero-dimensional rings. There is an important result obtained by [Mary4] which gives
us the properties that the Cartesian product of zero-dimensional rings has to verify
to be zero—dimensional ring. To conclude this work, an exhaustive study is realized
about the ring structure of FY as an example, as well as other derived rings. Due to
all this deepening, this work requires a brief introduction of the theory of filters and
ultrafilters, and the correspondence between maximal ideals and ultrafilters.

X1V



Introduccion

Como propone la gufa docente, estructuramos esta seccion del trabajo en cuatro puntos
diferentes:

Jun

= » N

1.

. Objetivos previstos e indicar si han sido alcanzados,
antecedentes para el desarrollo,
resultados obtenidos y las correspondientes fuentes consultadas,

una bibliograffa final incluyendo todas la referencias.

Objetivos previstos

Los objetivos que estdn previstos para este trabajo han sido los siguientes:

)

. Comenzar el trabajo introduciendo teoria basica de la dimensién.
. Desarrollar resultados elementales sobre los anillos cero-dimensionales.
. Ejemplificar esta teoria con los anillos artinianos y otros ejemplos.

. Introducir la teoria de médulos sobre anillos cero-dimensionales.

Todos estos objetivos se han realizado con éxito:

» Para el primer punto, hemos introducido el concepto de dimensién, acompafia-

do por un poco de la historia que conduce a definir este concepto, los resultados
maés relevantes de ésta y las caracterizaciones correspondientes. Todo ello pre-
cedido por resultados de dlgebra bésica imprescindibles para el estudio de la
dimensién de Krull de un anillo.

El ejemplo de los anillos artinianos se ha incluido dentro del segundo capitulo,
ya que como se verd en el trabajo, esta clase de anillos tiene un estructura bas-
tante sencilla y resultados bastante accesibles. De esta forma, se puede constatar
que algunas propiedades de los anillos artinianos se corresponden con propie-
dades de los anillos cero-dimensionales. Para el dultimo punto, los médulos
sobre anillos de dimension cero, nos hemos centrado fundamentalmente en los
moédulos artinianos.

Otro ejemplo con el que hemos trabajado y que goza de gran importancia dentro
de este campo del dlgebra y, en el que se basan muchos resultados de anillos
cero—dimensionales, son los anillos regulares von Neumann.

Para finalizar, en el tltimo capitulo hemos incorporado los resultados de anillos
cero—dimensionales, algunos obtenidos directamente de toda la teoria previa y
otros mas complejos, fundamentalmente topoldgicos, ya que el espectro primo
de un anillo es un espacio topolégico que satisface ciertos invariantes en el caso
de que el anillo sea cero—dimensional.
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Introduccion

2. Antecedentes

Para el desarrollo de este trabajo, en particular, del capitulo uno, han sido necesarios
los conocimientos adquiridos en teorfa de anillos en la asignatura de Algebra Iy en las
otras que la suceden. Los anillos y en particular, los anillos conmutativos, son estruc-
turas consideradas como basicas en Algebra. El concepto de médulo, sin embargo no
ha sido visto con tanta profundidad en ninguna de las asignaturas obligatorias, pero
si en la de Algebras, Grupos y Representaciones y que he utilizado para consultar y
documentarme.

Ademads, como se explica a lo largo del trabajo, este tipo de estructuras tienen
relacién con la Geometria Algebraica y por ello, también encontramos antecedentes
en la geometria como el concepto de localizacién o dimensién de una variedad afin.

Finalmente, como se menciona en el altimo capitulo, hemos estudiado la topologia
de un espectro primo, de manera muy elemental, y los invariantes topolégicos que se
cumplen dentro de ésta. Todas estas herramientas se estudiaron en las asignaturas de
Topologfa.

3. Resultados obtenidos y principales fuentes consultadas

(1) Se han presentado un gran nimero de resultados relativos a algunas estructuras
dentro de los anillos, fundamentalmente, los ideales. Entre ellos destacaremos el
nilradical y el radical de Jacobson, ya que ambos van a caracterizar a los anillos
de dimensién cero.

(2) Sobre el concepto de dimensién, hemos recordado varios resultados que nos ayu-
dan a determinar la dimensién de un anillo. Se contintia con la teorfa de anillos
artinianos, comenzando con una gran cantidad de resultados y caracterizaciones
que forman parte de los preliminares para el teorema que relaciona los anillos
noetherianos con los anillos artinianos, asi como dos grandes resultados sobre la
estructura de este tipo de anillos, uno para en el caso general y otro, para el caso
en el que el anillo artiniano sea local.

(3) El capitulo tres del trabajo se centra en la teoria de los anillos regulares von Neu-
mann y sigue la misma linea que el capitulo dos, la presentacién de proposiciones
y teoremas que caracterizan la estructura de los ideales y anillos regulares von
Neumann.

(4) Hemos caracterizado la topologfa de Zariski, es decir, la topologia definida en
el espectro primo del anillo, para los anillos cero—dimensionales, y corolarios
originarios de las consecuencias de todos los resultados anteriores. Hemos es-
tudiado qué propiedades ha de cumplir un producto finito o infinito de anillos
cero—dimensionales para que el anillo resultante sea también cero-dimensional.
Lo hemos ejemplificado con el producto infinito numerable de cuerpos, lo que ha
motivado la introduccién de los conceptos de filtro y ultrafiltro.

Las principales fuentes consultadas son la siguientes:

[AM69] Sobre todo para los conceptos preliminares,
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4 Resumen

[Goo79] para extraer la maxima informacién acerca de los anillos regular von Neu-
mann,

[And95] documento en el que incluye gran cantidad de resultados sobre los anillos
cero—dimensionales.

Estos tres libros han sido los principales junto con todas las notas y demostraciones
que me ha proporcionado mi director de TFG, el profesor Pascual Jara [Mar].

4. Resumen

El objetivo principal de este trabajo ha sido la recopilacién y ejemplificacién la teo-
ria de anillos cero-dimensionales, tan presentes a lo largo de la carrera. Para ello,
comenzamos recordando e indagando en los conceptos bdsicos de estas estructuras
algebraicas, revisamos las clases de ideales presentes y sus propiedades correspon-
dientes, seguidos por la teoria de médulos. Recordamos la clase de anillos y médulos
noetherianos junto con sus resultados mas importantes. Ademds, profundizamos en
aplicaciones especificas como el producto tensor, que serd necesario para introducir
el importante concepto de mddulo plano, presente en la caracterizacién de los anillos
regulares von Neumann. La localizacién juega un papel importante en este trabajo ya
que es el proceso necesario para obtener un anillo de fracciones; es el caso del cuerpo
de los racionales que se construye a partir del anillos de los enteros y, como veremos al
final del proyecto, todo anillo de fracciones de un anillo regular von Neumann es un
anillo cero—dimensional. El proceso de localizacién también se puede aplicar a los m6-
dulos obteniéndose, por ejemplo, que la localizacién de un anillo es un médulo plano.
Asimismo, en Geometria Algebraica, la localizacién permite estudiar un entorno en
una variedad algebraica en lugar de la totalidad de la misma.

Introducimos formalmente la dimensién de Krull de un anillo A, denotada como
dimA y definida como el supremo de las longitudes de las cadenas de ideales primos.
Consecuentemente, los anillos de dimensién cero son aquellos que verifican que toda
cadena suya de ideales primos se reduce a un tnico elemento, y por tanto, los ideales
primos del anillo son ideales maximales. El ejemplo mds comuin de este tipo de anillos
son los cuerpos, como Q, R o Zj, con p un entero primo, ya que solo posee ideales
impropios, el trivial y el total. Otros anillos con esta propiedad son los cocientes
propios del anillo de los enteros.

Una vez comentada esta teoria procedemos a la introduccién de uno de los ejem-
plos mds importantes de anillos de dimensién cero: los anillos artinianos. Se realiza
un estudio de las caracteristicas principales de sus ideales y como consecuencia se
obtiene el teorema que nos dice que todo anillo artiniano es un anillo noetheriano de
dimensién cero. También, estos resultados son fundamentales para estudiar la estruc-
tura de un anillo artiniano, tanto un anillo semilocal como local, y ver que todo anillo
artiniano es igual al producto finito de anillos locales artinianos.

A continuacién estudiamos en profundidad los anillos regulares von Neumann, otra
clase de anillos cero—dimensionales, quizds un poco més desconocida. Estos anillos
son cero—dimensionales y reducidos, es decir, el nilradical es nulo, y todo ideal del
anillo es un ideal radical e idempotente. Dentro de este capitulo demostramos que
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Introduccion

este tipo de anillos se pueden relacionar con los artinianos y por consiguiente, también
con los noetherianos, tinicamente en el caso de que el ntiimero de ideales primos sea
finito. Ademas, se tiene que los anillos regulares Von Neumann son absolutamente
planos, esto quiere decir que todo médulo sobre el anillo es un médulo plano.

Y para finalizar este trabajo, caracterizamos los anillos de dimensién cero a través
de la topologia de Zariski, la definida en el espectro (el conjunto de todos los ideales
primos y denotado como Spec(A)) del anillo A cuyo sistema de abiertos es: {D(a) |
a C A}, donde D(a) = {p € Spec(A) | a ¢ p}. Se demostrard que, con esta
topologia Spec(A) es un espacio Hausdorff o T en el caso de que el anillo sea cero-
dimensional. Sabemos que el producto tanto finito como infinito de cuerpos resulta un
anillo cero-dimensional, pero esto no siempre ocurre en el caso de que los anillos sean
cero—dimensionales. El resultado se verifica si el nilradical y el radical de Jacobson
coinciden.

Concluimos haciendo un estudio exhaustivo de la estructura del anillo F)Y como
ejemplo, asi como otros anillos derivados, y se realiza una pequefia introduccién de
la teoria de filtros y ultrafiltros correspondiente para el estudio de este anillo.

XVIII



1 Anillos y médulos

1.1.  Anillos, sus elementos y propiedades generales

Para comenzar este estudio y recopilaciéon de resultados, introducimos una serie de
definiciones y caracterizaciones sobre los anillos conmutativos que serdn de gran
utilidad y constituirdn la base de teoremas mas complejos y de mas informacion
acerca de los anillos cero—dimensionales, sus propiedades y ejemplos.

Primeramente, recordamos la definicién de anillo conmutativo:
Un anillo A es un grupo abeliano sobre el que existe una aplicacién binaria, llamada
multiplicacién, que verifica las siguientes propiedades:
(1) asociativa, dados elementos a,b,c € A se cumple que a x (b x¢) = (a x b) x ¢
(2) distributiva de la multiplicacion respecto a la suma, dados elementos a,b,c € A,
se cumple: a x (b+c¢) = (a x b) + (a x ¢)
(3) existencia de un elemento identidad, denotado por 1, de manera que 1 x a =
axl=aparatodoaec A
Si ademas el anillo verifica la propiedad conmutativa:

(4) axb=0>bxa,

decimos que se trata de un anillo conmutativo.

Dado que todo este estudio se va a realizar sobre anillos conmutativos, supondre-
mos de ahora en adelante esta clase sin especificar. Ademas, salvo que se mencione
expresamente lo contrario, partiremos de que 0 # 1 y por tanto, A # 0.

Recordamos la definicién de ideal y sus caracterizaciones:

Un ideal a en un anillo A es un subconjunto no vacio del anillo que cumple lo
siguiente:
(1) Para todos a,b € ase tienequea+b € a
(2) Siacayrec Aentoncesra € a

Ejemplo 1.1. Tomamos el anillo Z de los ndmeros enteros como ejemplo. En él todo
ideal a C Z es de la forma nZ = (n) donde n = min{m > 0| m € a}.

Un ideal a en un anillo A se dice propio si se verifica que a # A.

Para cada ideal a C A de un anillo A, en el grupo cociente A/a podemos definir
una multiplicacién a través de los representantes de las clases. Se obtiene un anillo al
que llamamos anillo cociente de A por a.

Introducimos ahora alguno de los elementos especiales de un anillo A.

Los divisores de cero son los elementos a del anillo A para los cuales existe un

elemento b € A que verifica que su producto es cero, es decir, ab = 0. Denotamos
Div(A) al conjunto de los elementos divisores de cero. Aquellos elementos que no



1 Anillos y modulos

forman parte de la clase de divisores de cero se denominan elementos regulares. En
el caso de que el anillo A solo tenga un divisor cero y ese elemento sea el cero, se
habla entonces de un dominio de integridad.

Sea A un anillo con divisores de cero. Para todo elemento del anillo a € A, definimos
el conjunto anulador de 4, y lo denotado por Ann(a), como el conjunto formado por
todos los elementos del anillo que anulan a g, esto es:

Ann(a) = {x € A| xa = 0}.

Tenemos que Ann(a) es un ideal del anillo A.

Decimos que un elemento del anillo 2 € A es nilpotente si se verifica que para
algin n € IN se tiene a” = 0. Los elementos nilpotentes son divisores ceros, pero el
reciproco no es cierto. El conjunto de todos los elementos nilpotentes de un anillo se
llama el nilradical del anillo, y se denota como Nil(A).

Dado un elemento a € A, un elemento inverso de a es un elemento b € A que
cumple que a x b = 1y se denota por a~!. Los elementos del anillo que tienen inverso
se dice que son invertibles o unidades. El conjunto de todos los elementos invertibles
del anillo A constituye un grupo abeliano multiplicativo.

Los cuerpos son anillos (conmutativos) en los que todo elemento no nulo es inver-
tible. Por consiguiente, todo cuerpo es un dominio de integridad (el reciproco no es
siempre cierto; es el caso de Z, que es un dominio de integridad, pero solo tiene como
unidades 1y —1).

Proposicién 1.1. Sea A un anillo. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) A es un cuerpo.

(b) Los tinicos ideales de A son 0 y A.

(c) Todo homomorfismo de A en un anillo B es inyectivo.

Dado un subconjunto i en A, existe un menor ideal que lo contiene y se representa
por RA o (R). Este ideal es la interseccién de todos los ideales que contienen a
R. El ideal recibe el nombre de ideal generado por R, y I se llama un sistema de
generadores de (R). En el caso de que este conjunto esté formado por un tnico
elemento x decimos que es el ideal principal generado x, y lo denotamos por (x).

Un elemento x € A es invertible si, y s6lo si, (x) = A = (1).

1.2. Ideales y radicales

En esta seccién vamos a introducir los ideales caracteristicos de los anillos:

1.2.1. Ideales primos y el nilradical

Dado un ideal p en un anillo A se dice que es primo si p # A y dados dos elementos
a,b € A siempre que ab € p, entoncesa € p 6 b € p:

p es primo si, y s6lo si, A/p es un dominio de integridad.



1.2 Ideales y radicales

Ejemplo 1.2. Tomando de nuevo Z como en el ejemplo anterior, sus ideales primos
son el ideal cero y los ideales de la forma pZ, donde p es un primo entero positivo.

Llamamos el espectro primo de A al conjunto formado por todos los ideales primos
del anillo A, y lo denotado como Spec(A).

Dentro de este conjunto de ideales primos, distinguimos los ideales primos mini-
males. Sean dos ideales a,p C A. Decimos que p es un ideal primo minimal sobre
el ideal a si es minimal en el conjunto de los ideales primos que contienen a a, esto
es, si p es un ideal primo, a C p y, si existe un ideal primo q C A tal que a C q C p,
forzosamente se tiene que q = p.

Los ideales minimales sobre el ideal 0 son los ideales primo minimales del el anillo
A.

Cabe destacar que en un dominio de integridad, el tinico ideal primo minimal es el
ideal cero.

Proposicién 1.2. Todo ideal primo minimal de A estd formado por divisores de cero.

Demostracion. Definimos X~ = {st | s € A\p, t € Reg(A)}; es claro que X es un
conjunto multiplicativo y también es claro que 0 ¢ X, ya que si 0 = st,cont € A
regular, entonces s = 0, y por tanto s ¢ A \ p. Como 0 ¢ X, existe un ideal q¢ maximal
entre los que verifican ¢ N X = &. Por la maximalidad, el ideal q es un ideal primo, y
verifica:

qN(A\p) = =qCp

qmz:@ﬁ{ qNReg(A) = @ = q C Div(A)

Por la minimalidad de p se tiene p = q C Div(A), y tenemos el resultado. O

Este resultado es de gran interés, ya que estard presente en posteriores demostracio-
nes relacionando los divisores de cero con la dimensién de un anillo.

Proposicion 1.3. Si un ideal primo p C A verifica que para cada x € p existe y ¢ p tal que
xy = 0, entonces p es un ideal primo minimal.

Demostracion. Si q ; p es un ideal primo, para todo x € p\ q existe y ¢ p tal que
xy = 0 € q, lo que es una contradiccién. O

Proposicion 1.4. El nilradical en un anillo A es un ideal y se verifica que Nil(A/Nil(A)) =
0.

Demostracion. Si a,b € Nil(A), por definiciéon se tiene la existencia de un n € IN
de manera que 4" = b" = 0; se verifica entonces, por el binomio de Newton, que
(a+Db)*" = 0, ya tenemos que el nilradical es cerrado para la suma. Para cada elemento
c € Ase tiene (ca)” =0y ca € Nil(A).

Seax € Ayx = x+Nil(A) € A/Nil(A). Tomamos n € N tal que X" = x" +Nil(A);
por consiguiente, ¥ = 0, entonces x" € Nil(A) y se tiene (x")* = 0 para algun k > 0;
concluimos entonces que x € Nil(A) por lo tanto ¥ = 0. O

Los anillos A que verifiquen que Nil(A) = 0 se llaman anillos reducidos o semipri-
mos.



1 Anillos y modulos

A continuacién introducimos una caracterizaciéon del nilradical de especial interés:
Proposicién 1.5. El nilradical de A es la interseccién de todos los ideales primos del anillo.

Demostracion. Denotamos por R la interseccién de todos los ideales primos del anillo.
Sear € Ay p C A un ideal primo. Si r es nilpotente, entonces " = 0 € p para algin
n > 0, por tanto 7 € p, ya que p es primo, y por tanto r € R.

Supongamos ahora que r no es nilpotente. Definimos:
I'={aCA|n>1r"¢a}.

Entonces I no es vacio ya que 0 € T. El par (T, C) es un conjunto ordenado, y ademds
es inductivo, tenemos todas las condiciones para poder aplicar el lema de Zorn a
nuestro conjunto I', concluimos que este tiene un elemento maximal, p. Vamos a que
ver p es un ideal primo.

Tomamos 4,b € A de manera que ab € p. En el caso de que a,b & p los ideales
p+ (a) y p + (b) contienen propiamente a p, y por tanto no pertenecen a I', lo cual
implica que existen m,n € IN tal que:

Mmep+(a), r"ep+(b).
Si tomamos r"r" = "™t € p + (ab) C p esto nos llevaria a una contradiccién. De esta
manera, se tiene que p es un ideal primo. O
1.2.2. Ideales maximales y el radical de Jacobson

Un ideal m C A es un ideal maximal si m # A y para cada ideal propio a de A tal
que m C a C A se tiene que m = a. Esto es equivalente a decir que:

m es un ideal maximal si, y sélo si, A/m es un cuerpo.

Se tiene entonces que todo ideal maximal es primo.

Veamos ahora algunos resultados interesantes sobre los ideales maximales:
Teorema 1.6 (Teorema de Krull). Todo anillo A # 0 tiene como minimo un ideal maximal.

Demostracion. Definimos el conjunto I' = {a | a ideal propio de A}. Tenemos que I
es distinto del vacio ya que el 0 es un elemento de I' y es un conjunto ordenado por la
inclusién. Aplicando el lema de Zorn a este conjunto y considerando una cadena en I,
ésta estd acotada superiormente por la unién de todos los ideales, que necesariamente
es un ideal propio. Concluimos entonces que I tiene elementos maximales; cada
elemento maximal de I' es un ideal maximal de A. O

Corolario 1.7. Todo elemento del anillo A que no es invertible pertenece a un ideal maximal.

En relacién con el niimero de ideales maximales hacemos la siguiente distincion:

Un anillo se dice local si tiene un solo ideal maximal; por el contrario, si el niimero
de ideales es superior a uno y es finito, estamos ante un anillo semilocal.
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El cuerpo A/m, donde A es un anillo local y m su correspondiente ideal maximal,
se denomina cuerpo residual de A.

De manera paralela a los ideales primos, definimos el radical de Jacobson como
la interseccién de todos los ideales maximales del anillo A, y lo representamos por

Jac(A).

Proposicién 1.8. Un elemento a en A pertenece a Jac(A) si, y sélo si, 1 — xa es una unidad
del anillo para todo x € A.

Demostracion. (=). Supongamos que a € Jac(A) y 1 — xa no es una unidad. Como
consecuencia del teorema de Krull, se tiene que este elemento ha de pertenecer a un
ideal maximal m, como a € Jac(A) C m, entonces xa € my 1 € m, lo cual es una
contradiccién. Concluimos entonces que 1 — xa es invertible.

(«<). Sia ¢ Jac(A) entonces existe un ideal maximal m tal que a ¢ m. La suma de a
y m da lugar al anillo total; es decir, m + xa = 1 para algin m € m y algtin x € A. Por
tanto, 1 — xa € m y se tendria que no es unidad, lo que contradice la hipétesis. O

Gracias a esta caracterizacion se puede observar que dada una familia de anillos
{Ax}aen, se verifica:

Jac (H Aa> = []Jac(As).

aEA aEA

Finalizamos esta seccién introduciendo el radical de un ideal y la definicién de ideal
primario.

Sea A un anillo y a C A un ideal, definimos el radical de a como el conjunto dado

por:
rad(a) = {a € A| 4™ € a para algan m € IN}.

Es facil deducir que todo ideal estd contenido en su radical y ademds que se tiene
rad(0) = Nil(A). También se verifica que rad(a)/a = Nil(A/a).
Un ideal propio a en A se dice primario si dados dos elementos 2,b € A se cumple
que:
ab € aya ¢ a, entonces existe n € IN tal que b" € a.

Podemos deducir que si a es un ideal primario, entonces su radical es un ideal primo,
por lo que a los ideales primarios q con radical p = rad(q) los llamaremos p—primarios.

Lema 1.1. Para cada ideal maximal m C A se tiene que m' C A es primario para cada
0#teNN.

1.3. Moédulos

Con la introduccién del Algebra Moderna cobré mas importancia la teoria de médulos,
ya que este tipo de estructuras permite una mayor ampliacién del espacio obteniendo
asi més claridad y simplicidad en la teoria. Ademads, los médulos permiten generalizar
el concepto de espacio vectorial ya que no se requiere que el conjunto de escalares sea
un cuerpo. Gracias a la introduccién de los médulos se dio pie a una realizacién y
formalizacién de la teoria general de representaciones.
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Sea A un anillo conmutativo. Un A-médulo es un par (M, c) donde M es un grupo
abeliano y ¢ es un homomorfismo de anillos ¢ : A — End(M). Representamos por
am al elemento o (a)m, paracadaa € Ay m € M.

Para cualesquiera a,b € Ay m,n € M se verifican las siguientes propiedades:
(@) a(m+n) =am +an,

(I) (a+b)m =am+bm,

() a(bm) = (ab)m,

Iv) 1m =m.

Como comentdbamos en la introduccién, los médulos son una generalizacién de
algunos conceptos familiares:

Ejemplo 1.3. (1) Todo ideal de un anillo A es un A-modulo. Trivialmente, el propio
anillo A es un A-médulo.

(2) SiK es un cuerpo, entonces un K-moédulo es un K—espacio vectorial.

(3) Cuando A = Z, se verifica que los Z-moédulos son los grupos abelianos, en este
caso se tiene que nx =)' | x,sin € z+.

(4) Si A = K[X], donde K es un cuerpo, es el anillo son los polinomios con coeficientes
en K, entonces un A-médulo es un par formado por un K-espacio vectorial y una
transformacién lineal.

En la linea anterior, sea A un anillo y M un A-médulo. Un submédulo N de M es
un subgrupo de M que es cerrado respecto a la multiplicacién por elementos de A, es
decir, para cadaa € A y cada n € N se tiene que an € N.

Lema 1.2. Sea A un anillo, M un A-médulo y N un subconjunto no vacio de M. Equivalen:

(a) N es un submédulo de M.
(b) Para todos a,b € Ay n,m € N se tiene que am + bn € N.

Vamos a introducir la importante propiedad de exactitud dentro de una sucesién de
moédulos, necesaria para futuras caracterizaciones y resultados dentro de los médulos,
especialmente con el producto tensor.

Dada una sucesién de A-médulos y A-homomorfismos:

& Yit1
= M — M — M —
se dice exacta si se verifica Im(«;) = Ker(a; 1) en cada M;. Particularmente:

0— M i) M es exacta si, y solo si, f es inyectiva.

g o )
M = M” — 0 es exacta si, y s6lo si, ¢ es sobreyectiva.

Lema 1.3 (Lema de Nakayama). [AM69] Sea M un A-modulo finitamente generado y a
un ideal del anillo A contenido en el radical de Jacobson de A. Si aM = M entonces M = 0.

Demostracion. En el caso M # 0, consideramos un conjunto minimal de generadores
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{mq,my,...,my} de M; cada m; se puede expresar de la forma:

¢
m; = Zﬂijmj/ conag;j €aC Jac(A).
j=1

En particular m; = 2;21 agmj, y se tiene entonces que

(1 —ay)my) 2 agjmyj;

como a;; € Jac(A), por (1.8), se tiene que 1 — ay es una unidad, lo cual implicaria
que el conjunto {mq,my,...,m;_1} es un sistema de generadores, lo que contradice la
hipétesis. O

Un A-médulo M es simple si es no nulo y sus tinicos submoédulos son el 0 y M.

Un médulo no nulo se dice indescomponible si no puede ser descompuesto en la
suma directa de dos submédulos no nulos. Todo médulo simple es indescomponible.
Sin embargo, el reciproco no es necesariamente cierto. Por ejemplo, el grupo aditivo de
los ntiimeros enteros (Z,+) es un grupo abeliano indescomponible pero no es simple.

Definimos el asociado de un A-médulo M como el conjunto de los ideales primos
que son anulador de un elemento no nulo de M:

Ass(M) = {p € Spec(A) | existe 0 # m € M, p = Ann(m)}.

1.3.1. Producto tensorial de modulos

Aparte de su gran importancia dentro del Algebra Abstracta, la construccién del pro-
ducto tensor nos concierne para la definicién de médulos planos, que como veremos
posteriormente, tienen una fuerte relacién con una clase de anillos cero-dimensionales.

Sea A un anillo y M, N, P tres A-médulos. Una aplicacién de la forma f : M x N —
P se dice A-bilineal si se verifica que, para x € M la aplicacién dada por y — f(x,y),
con y € N, es A-lineal; y, fijando un y € N, la aplicacién x — f(x,y) también es
A-lineal, lo que significa, en particular, que f(ax,y) = af(x,y) = f(x,ay).

A partir de estas nociones, construimos el producto tensor de M en N como un A-
moédulo T, de manera que exista una biyeccién entre las aplicaciones A-bilineales M x
N — Py las A-lineales T — P, que se verifica para cada A-médulo P. Formalizamos
este concepto:

Proposicién 1.9. Dados dos A-médulos M y N existe un A-médulo T y una aplicacion

A-bilineal t : M X N — T tal que para cada A-médulo X, cada aplicaciéon A-bilineal f :
M x N — X existe un iinico homomorfismo de A-mddulos ' : T — X tal que f = f' ot

MxN——>7T

N
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Hemos dicho antes que al A-médulo T lo denominamos el producto tensor de M
por N y se denota por M ®4 N, podemos omitir el subindice A en el caso de que no
exista ambigiiedad sobre el anillo. Entonces T estd generado por los productos x ® y
para cada x € M ey € N. Si estos dos médulos son de generacién finita, resulta que
T también lo es.

Proposicién 1.10. Sea
f g
MMM =0
una sucesion exacta de A-modulos. Si tomamos N un A-modulo cualquiera, entonces se tiene
que la siquiente sucesion es exacta:

N N
M’®N&>M®N&M®Neo

El producto tensor no siempre preserva monomorfismos. Para ello, vamos a estudiar
el siguiente ejemplo:

O—>ZL>Z,

donde f = 3x y estd definida para todo x € Z. Supongamos que queremos tensorizar-
lo con N = Z3, la sucesién resultante es:

05ZzaoNIEN zonN,

pero esta sucesion no es exacta, ya que si tomamos x ® y € Z ® N obtenemos el
resultado:
(foN)(x®y)=(Bxoy) = (x@3) =x®0=0,

y por tanto, Ker(f ® N) = Z® N = Z.

Cuando el funtor Ty : M -+ M ®4 N es exacto, decimos que N es un A-médulo
plano.

1.4. Anillos Noetherianos

Los anillos noetherianos son una clase muy importante de anillos dentro del Algebra
Conmutativa y también en la no Conmutativa, ya que permite trabajar con herramien-
tas de simplificacién de la estructura ideal de un anillo. Ejemplos bastante conocidos
que pertenecen al grupo de los anillos noetherianos son los niimeros enteros o el anillo
de polinomios con coeficientes en un cuerpo. Ademds, hay numerosos teoremas de
gran importancia como el de Lasker—Noether, el teorema de la interseccién de Krull y
el teorema de la Base de Hilbert de aplicacién a los anillos noetherianos.

Un anillo A es noetheriano si satisface las tres condiciones equivalentes:

(a) Todo ideal en A estd finitamente generado.

(b) Satisface la condicién de cadena ascendente, esto es, toda cadena de ideales en A
se estabiliza:

a1 Cap C...Cay C... existe un n tal que a,; = a, para todo m > n.



1.4 Anillos Noetherianos

(c) Todo conjunto no vacio de ideales en A tiene un elemento maximal; es la condicién
maximal.

Proposicién 1.11. Todo anillo cociente de un anillo noetheriano es noetheriano.

Demostracién. Sea A un anillo noetheriano, consideramos el anillo cociente A /a. Todos
los ideales del anillo cociente son de la forma b/a y por ser A noetheriano, los ideales
b son finitamente generados, y los generadores de b son generadores de b/a. O

Los anillos noetherianos tienen unos resultados muy interesantes relacionados con
las caracteristicas de sus ideales.

Comenzamos introduciendo unos resultados generales, los cuales no son especificos
de este tipo de anillos:

Lema 1.4. Sea A un anillo. Consideramos una cadena {p | i € I} de ideales primos, se
verifica que U;p; y N;p; son ideales primos.

Demostracion. (1). Tomamos a,b € A de manera que ab € U;p; entonces existe un j € |
tal que ab € pj, por consiguiente como es un ideal primo, se tiene que a € p; 6 b € p;.

(2). Volvemos a tomar dos elementos del anillo a,b € A con ab € N;p;, en el caso de
que a ¢ M;p;, entonces ha de existir j € I tal que a ¢ p; lo cual supondria que para
todo k > ja & py y como ab € py (el cual es primo), forzosamente se tiene que b € py.
Asi que b € N;p;. Concluimos entonces, que la interseccién es un ideal primo. O

Lema 1.5. Para todo anillo A y todo ideal a C A, existe de un ideal primo p que es minimal
sobre a

Damos pie a la introduccién de resultados especificos de los anillos noetherianos:

Proposicion 1.12. Si A es un anillo noetheriano, el niimero de ideales primos minimales es
finito.

Demostracion. Consideramos el conjunto

I'={a C A | ano tien un namero finito de ideales primos minimales}.

Si T es no vacio, existe a € T maximal en I'. Entonces el anillo A/a no tiene un
numero finito de ideales primos minimales, per cada ideal no nulo de A/a si tiene
s6lo un ndmero finito de ideales primos minimales. Si suponemos que A verifica esta
condicién, entonces A no es un dominio de integridad.

Existen ideales no nulos a,b C A tales que ab = 0. Si p es un ideal primo minimal
de A, se verificaab =0 C p, y se tiene a C p 6 b C p. En consecuencia 6 a 6 b tiene que
tener un ndmero infinito de ideales primos minimales, lo que es una contradiccién.
Tenemos pues que, necesariamente, I'es vacio, y cada ideal de A tiene s6lo un ntiimero
finito de ideales primos minimales. O

Proposicién 1.13. En un anillo noetheriano A, cada ideal contiene una potencia de su radical.
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Demostracion. Consideramos un ideal a C A, y el correspondiente radical rad(a). Por
ser A noetheriano, tenemos que rad(a) es finitamente generado, sean x, ..., x; los
generadores. Entonces se tiene que x?i € apara todo 1 < i < k. Definimos el elemento
m dado por m = Y¥_;(n; — 1) + 1. Luego rad(a)™ estd generado por x}' -- -xk de
manera que m = Z?:l t;, por la forma en la que hemos definido m se tiene que r; > n;
en al menos un r; y n;. Asi que cada uno de estos elementos estd dentro del ideal a y
se concluye que rad(a)” C a. O

Corolario 1.14. En un anillo noetheriano el nilradical es nilpotente

1.4.1. Mobdulos en anillos noetherianos

Un A-médulo M es noetheriano si todo submédulo tienen un sistema de generadores
finito.

Proposicion 1.15. Sea A un anillo. Las siguientes condiciones en el A-médulo M son equi-
valentes:

(a) M es noetheriano
(b) Toda cadena ascendente de submédulos My C My C ... es estacionaria
(c) Todo conjunto de submédulos de M tiene un elemento maximal

Proposicién 1.16. Sea A un anillo y consideramos la siguiente sucesion de A-médulos:

oM S ME M o

(1) Si N, P son submédulos de M tales que a(M') NN = a(M')NP y B(N) = B(P),
entonces N = P

(2) Si M’y M" son finitamente generados, entonces M también lo es
(3) M es noetheriano si, y slo si, los médulos M' y M" son noetherianos.

Demostracién. (1). Sean n € Ny p € P tales que B(n) = PB(p), entonces se tiene
que B(p —n) = 0. Ademéds p — n pertenece a a(M’), luego p —n € a(M')N Py por
hipétesis p —n € a(M’) "N C N. Entonces p = (p —n) +n € N.

(2). Sea S’ un conjunto de generadores finito de M’ y S” un subconjunto finito de M
de manera que B(S”) es conjunto de generadores de M". Consideramos el submodulo
N de M generado por a(M')US”, tal que a(M’') NN = a(M') y B(N) = M", entonces
por el apartado anterior concluimos que N = M.

(3). Comenzamos demostrando la implicacién suficiente. Supongamos M médulo
noetheriano. Toda cadena ascendente tanto de M’ como de M" a través de « y B da
lugar a una cadena en M, y por ser este noetheriano, se estabiliza, luego las cadenas
en M’ y M” también se estabilizan y por tanto, son médulos noetherianos.

Para la condicién necesaria, consideramos una cadena de submédulos de M y como
M" es noetheriano dicha cadena, a través de la imagen de f, satisface la condicién
de cadena ascendente en M". De igual modo, M’ es noetheriano y la interseccion de
la cadena con a(M’) también se vuelve constante, de nuevo, por el primer apartado,
concluimos que la cadena cumple la condicién de cadena ascendente. O

10
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Como consecuencia, la suma directa, M = M; & M,, de A-mddulos es noetheriana
si, y s6lo si, M; y M, son noetherianos.

Lema 1.6. Sea A un anillo A, a,b C A ideales, con a finitamente generado, tales que los
anillos cocientes A/a y A/b son noetherianos, entonces A/a, a/ab y A/ab son A-mddulos
noetherianos.

Demostracion. Como A/a es noetheriano, entonces A/a es un A-moédulo noetheriano
y lo mismo ocurre con el anillo A/b. Para seguir, es sabido que a/ab = a® (A/b) y
como A/b es un A-médulo noetheriano y a es un A-médulo un finitamente generado,
se tiene que a/ab también es un A-médulo noetheriano. Finalmente, tenemos la
sucesion

0—>a/abi>A/ab£>A/a—>O

Y por hipétesis, a/ab y A/a son médulos noetheriano, obtenemos que A/ab también
lo es. O

Proposicion 1.17. Todo modulo finitamente generado sobre un anillo noetheriano es noethe-
riano

1.5. Localizacion de un anillo

En el Algebra Conmutativa cobra especial interés la técnica de la llamada localiza-
cién, el proceso asociado a la formacién del anillo de fracciones. La localizacién es
fundamental sobre todo en el campo de la geometria algebraica, debido a su fuerte
vinculacién con la Teoria de haces. Esto permite estudiar el anillo de funciones de una
variedad algebraica en un entorno (local) de ésta.

Como hemos mencionado antes, la localizacién permite, por ejemplo, obtener cuer-
po de fracciones a partir de un dominio de integridad A. Este es el caso del cuerpo
de los racionales Q, obtenido a partir del anillo de los enteros Z.

Sea A un anillo, un subconjunto £ C A es un subconjunto multiplicativamente
cerrado si verifica: 1 € £, 0 ¢ £ y Z es cerrado respecto a la multiplicacién, es decir, %
es un semigrupo del semigrupo multiplicativo de A.

Consideramos el producto cartesiano X x A, y definimos la siguiente relacién de
equivalencia:

(s,a) = (r,b) < t(sb —ra) = 0 para algun t € X
denotado por 7! A al conjunto cociente. La clase de equivalencia de (s, a) la repre-
sentamos por a/s o por s~ 1a.

El conjunto £~ A tiene una estructura de anillo con las operaciones:

suma : (a/s)+ (b/r) = (ar +bs)/sr,
producto : (a/s)(b/t) = (ab)/(br),

elemento uno: 1/1.

El anillo Z~1 A se llama el anillo de fracciones de A respecto de .

11
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Existe un homomorfismo de anillos p : A — %714, dado por p(a) = a/1, que
cumple las siguientes propiedades:

1) Sis € ¥, entonces p(s) es una unidad en =71 A.
(1) %

(2) Para cada a € A se tiene: p(a) = 0 si, y s6lo si, existe s € X tal que as = 0.

1

(3) Cada elemento de 2! A es de la forma p(s) "!p(a) paraalguna € Ay algtins € &

De manera reciproca, las tres condiciones anteriores determinan el anillo de fraccio-
nes de A salvo isomorfismo.

Los ejemplos mds usuales de anillos de fracciones son:

(1) Cuerpo de fracciones. Sea D un dominio de integridad. Tomamos ¥ = D\{0},
entonces el anillo Z7'D se corresponde con el cuerpo de fracciones de D. El
ejemplo mds conocido es el del anillo de los enteros como el dominio de integridad,
que realizando el proceso de localizacién da lugar al cuerpo Q de los ntimeros
racionales.

(2) Generalizando el apartado anterior, podemos considerar el anillo A y como grupo
multiplicativo & = A\{r € A | r es divisor de cero}. Entonces Z ' A es lo que se
conoce como el anillo total de fracciones de A.

(3) Anillo de polinomios de Laurent. Sea a € A un elemento no nilpotente. Consideramos
el grupo multiplicativo ¥ = {a" | n € N}; esto dalugara L 1A = {X | x €
A, n € N}. Si tomamos A = K[X], siendo K un cuerpo y X una indeterminada,

siguiendo la linea anterior:

ZlA—{f{(;f)| feK[X],ne]N}—{iaixw a,-eK}.

i=—t

Lo que se conoce como el anillo de polinomios de Laurent.

(4) Localizacién en p. Sea p un ideal primo de un anillo A. Es fécil ver que ¥ = A\p es
un subconjunto multiplicativamente cerrado, por la consecuencia légica obtenida
de la negacién de la definicién de ideal primo: si a ¢ p,b ¢ p entonces ab ¢ p.
En este caso " 'A = A, y se denomina como el localizado de A en p. El conjunto
2~ !p constituye un ideal m en Ay, que podemos representar como pA;. De esto se
sigue que si un elemento s~ 'b ¢ pA,, entonces b ¢ p y por lo tanto b € &y s~ 1b
es una unidad de A,. Si a es un ideal en A, de manera que a ¢ pA, entonces a
contiene una unidad y por tanto es todo Ay. Concluimos entonces que pA, es el
Unico ideal maximal en Ay, es decir, que Ay es un anillo local.

Como caso particular de este tltimo punto estudiamos el localizado de un anillo
de polinomios. Tomamos A = K[Xj,..., Xy, con K un cuerpo de caracteristica
algebraicamente cerrado, y Xy, ..., Xy, un conjunto de indeterminadas indepen-
dientes, escogemos p un ideal primo de A. El anillo de fracciones de funciones de
racionales tales que el denominador no pertenece al ideal p es Aj. Si tomamos la
variedad afin V definida por el ideal p, esto es, todos los x = (x1,...,x,) € K" de
manera que para todo f € p se tiene que f(x) = 0. Por ejemplo tomamos V = {x}.
El localizado de A en p se corresponde con el anillo de las funciones racionales en
K" definidas en un entorno de x; o sea, es el anillo local a lo largo de la variedad V en
el punto x. En la Geometria Algebraica se trabaja mucho con este tipo de anillos.

De manera equivalente, también podemos construir el médulo £~'M sobre un

12
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A-modulo, M. El proceso es el mismo que con los anillos; definimos la relaciéon de
equivalencia en X x M:

(s,m) = (s',m’) si, y s6lo si, existe t € X tal que t(sm’ —s'm) = 0.

La clase de equivalencia para cada par (s, m) se indica por s~!m 6 por m/s. El conjunto
de todas las clases de equivalencia es =~ ! M. Este conjunto es un £~ A-médulo con
las correspondientes definiciones de las operaciones suma y multiplicacién. Entonces,
si ¢ : M — N es un homomorfismo de A-médulos, se obtiene un homomorfismo de
Y~ 1A-médulos T~ 1¢ : 7'M — =7IN.

. el . . o B p
Proposicién 1.18. Si tenemos una sucesion M = M = M",exacta de A—médulos, entonces

_ la o 1 _ g _ .
PIRRYLY =N Yy V| —5> Y1 M" es una sucesion exacta de ¥~ A—médulos.

Teniendo en cuenta este resultado, podemos estudiar las distintas operaciones de
submoédulos de un A-médulo M:

Corolario 1.19. Sean N, P dos submédulos de un A-médulo M, entonces:
(1) T Y(N+P)=Z"IN+Z71P,
(2) T YNNP)=2"INNnZ P,
(3) los =t A~médulos, &1 (M/N) y (2~'M)/(Z~IN), son isomorfos.

Demostracion. El primer resultado, es trivial ya que se deduce de la propia definicién.

Para (2), si dos pares n/s = p/tconn € N, p € Pys,t € X entonces existe r € X
tal que r(nt —sp) = 0, llamando w = rnt = rsp € NN Py por tanto, y/s = w/stu €
£ 1(NNP). Se deduce entonces que T 'NNEZ'P C -1 (NNP).Y es trivial que
Y Y(NNP)CZINNZIP.

Finalmente, en el punto (3) aplicamos ! a la sucesién exacta de A-médulos
0—+N—-M—M/N — 0y por (1.18) tenemos que es una sucesiéon exacta. O

Proposicién 1.20. Sea M un A-mddulo. Por las propiedades universales, del producto tensor
y el médulo de fracciones, existe un iinico isomorfismo entre los ¥~ 1A médulo Z~'M y
Y 1A ®4 M, dado por:

f((a/s)®@m) = (am)/sdondea € A,s € X, m € M.

Como consecuencia de este resultado y de (1.18) sea tiene que ¥~ A es un A-médulo
plano.

Una vez introducida la localizacién de médulos, definimos el conjunto soporte de
un médulo M como

Supp(M) = {p € Spec(M) | M, # 0}.

Al contrario que con el conjunto de ideales primos asociados, para cada sucesiéon
exacta0 - N - M — M/N — 0, se tiene que Supp(M) = Supp(N) U Supp(M/N).
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2 Anillos de dimension cero

2.1. Dimension

El concepto de dimensién es ubicuo en muchos campos de las Matematicas; en particu-
lar, en Geometria Algebraica, ya que la dimensién es uno de los principales invariantes
de las variedades algebraicas. Una de las primeras definiciones de dimensién de ani-
llos aparecié a mediados del siglo XX; hoy la conocemos como la dimensién de Krull.
Los dos conceptos de dimension, en variedades algebraicas y en anillos, verifican que
la dimensién de una variedad algebraica coincide con la dimensién de su anillo de
coordenadas.

Sea A un anillo conmutativo. Una cadena de ideales primos es una sucesién (ascen-
dente o descendente) estricta finita de ideales primos:

PoCP S Cpn

Esta cadena se dice que tiene longitud #.

La altura de un ideal primo p de un anillo A es el supremo de las longitudes de las
cadenas de ideales primos con p, = p, y se representa por ht(p).

Para un ideal cualquiera a de A, definimos la altura de a como el minimo de las
alturas de los ideales primos que son minimales sobre a, también se representa por
ht(a)

La dimensién de un anillo A, denotada como dimA 6 dim(A), y también se llama
la dimensién de Krull, es el supremo de las longitudes de las cadenas de los ideales
primos de A.

dim(A) = sup{ht(p)|p C A, primo }.

En el caso de que existan cadenas de ideales primos de longitud arbitraria, diremos
que A es un anillo infinito-dimensional y escribimos dimA = co.

En los anillos cero-dimensionales, dado que toda cadena suya de ideales se reduce
a un solo elemento, se deduce que todo ideal primo es maximal.

Ademas, la dimensién se preserva mediante extensiones enteras, luego toda exten-
sién entera de un anillo de dimensién cero es también de dimensién cero.

Observa que todo cuerpo K es un anillo de dimensién cero, ya que la tinica cadena
de ideales primos es la cadena 0. En consecuencia, los cuerpos son los dominios de
integridad de dimensién cero.

En Geometria Algebraica los anillos de dimensién cero estan asociados a conjuntos
finitos de puntos, lo que los hace interesantes. Ademas, tal y como se muestra en los
trabajos de Seidenberg [Sei53] los anillos cero-dimensionales verifican la siguiente
propiedad:

dim(A[Xq,..., Xy]) =dimA+n=mn
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2 Anillos de dimensién cero

para todo conjunto finito de indeterminadas {Xy,..., Xy }.

El ejemplo tipico de esta clase de anillos es el anillo A = K[X3, Xy, ..., X;,] de los
polinomios sobre un cuerpo K

Es bien conocido que si A un anillo local noetheriano, m su ideal maximal y
F = A/m el cuerpo residual, entonces el médulo m/ m? es un F-espacio vectorial
de dimensién finita. Los anillos locales noetherianos para los que se verifica la igual-
dad

dimp(m/m?) = dimA

son los anillos regulares.
Proposicién 2.1. Para cada ideal primo p de un anillo A se verifica la relacion:
ht(p) = dim (Ap) .

Demostracion. Dado un anillo A y p € A un ideal primo, el localizado A, es un anillo
local con ideal maximal pAj. Por consiguiente, dim(A;) = ht(p). O

Aplicando la definicién de dimensién, se tiene que:

dimA = sup{dim(Ay) | p € Spec(A)}.

2.2. Anillos artinianos

En el capitulo anterior, habiamos introducido los anillos noetherianos, sus propiedades
y sefialado el gran protagonismo que tienen en Algebra. Otra clase de anillos muy
significativa la forman los anillos artinianos; son los anillos que verifican la condicion
de cadena descendente (c.c.d.), esto es, para toda cadena de ideales de la forma

ag2a2D...

existe un indice # tal que a, = a;,, para cada m > n. Estas cadenas se llaman estacio-
narias.

Aunque la posible simetria con los anillos de noetherianos se pierde rdpidamente,
si se observa una dualidad entre estas dos clases de anillos y médulos. Conviene
destacar que todo anillo artiniano es un anillo noetheriano y que los anillos artinianos
son particularmente sencillos, pues son los anillos noetherianos de dimensién cero.

El primer punto serd estudiar los ideales primos de los anillos artinianos.

Proposicién 2.2. Si A es un anillo artiniano, para cada ideal a C A se tiene que el anillo
cociente A/ a es un anillo artiniano.

Demostracion. La demostracion es andloga a (1.16), solo que sustituimos la condicién
de cadena ascendente por descendente, y submédulos por ideales. O

Proposicién 2.3. En un anillo artiniano A todo ideal primo p C A es un ideal maximal.
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2.2 Anillos artinianos

Demostracion. Sea p un ideal primo en A anillo artiniano. Entonces A/p es un dominio
de integridad y también es un anillo artiniano. Tomamos x € A/p no nulo. Como se
satisface la c.c.d., obtenemos que (x") = (x""*!) para algtn n y por tanto, x" = x" 1y
cony € A/p. Como A/p es un dominio de integridad y x # 0, simplificamos x" de
manera que resulta xy = 1. Deducimos entonces que x tiene inverso en A/p y por
tanto A/p es un cuerpo, lo cual implica que p es un ideal maximal. O

Corolario 2.4. En los anillos artinianos, el nilradical y el radical de Jacobson coinciden.

Demostracion. Basta tener en cuenta que los ideales primos en un anillo artiniano son
maximales, aplicando las definiciones de nilradical y radical de Jacobson obtendriamos
el resultado. O

Proposicién 2.5. Un anillo artiniano contiene sélo un niimero finito de ideales maximales.

Demostracion. Sea F el conjunto de todas las intersecciones finitas m; N ... Nm; de
ideales maximales. Este conjunto tiene un elemento minimal, el cual seria de la forma
my N...Nmy. Para cada ideal maximal m se tiene que mNmy N...Nmy =my N...Nmy,
lo cual implica que m 2 my N...Nm. De esto se deduce que m O m; para algin
1 <i <k, pero como m es maximal, tenemos m = m; O

Corolario 2.6. El nilradical de un anillo artiniano es el producto finito de los ideales maxima-
les.

Corolario 2.7. Sea A un anillo artiniano, se tiene que el cociente A/Jac(A) es isomorfo a un
producto finito de cuerpos.

Demostracion. Si A es un anillo artiniano, entonces por todos los resultados anteriores
sabemos que el nimero de ideales maximales es finito y todos ellos son primos, sean
my, ..., my dichos ideales. Por definicién del radical de Jacobson, Jac(A) =m;N...N
my,, entonces por el Teorema Chino del Resto se tiene que:

A/Jac(A) =2 A/my x ... x A/my,.

Proposicién 2.8. En un anillo artiniano A, el nilradical es nilpotente.

Demostracion. Denotamos el nilradical del anillo como Nil(A). Como todo anillo arti-
niano verifica la condicion de cadena descendente, se tiene entonces que Nil(A)F =
Nil(A)**! = ... = a para algtn k > 1. Supongamos que Nil(A)¥ # 0. Definimos el
conjunto I' formado por los ideales b en A tales que ab # 0. Claramente, I' # @ ya
que a € I'. Tomamos ¢ un elemento minimal de I', entonces existe ¢ € ¢ de manera que
ca # 0, por tanto (¢) C ¢ y por la minimalidad de ¢ se tiene que ¢ = (¢). Sin embargo
(ca)a = ca? = ca # 0,y ca C (c), por tanto ca = (c), de nuevo por la minimalidad

del ideal. Entonces, ¢ = cy para algtiny € a,yc=cy = cy?> = ... = cy" = ... Pero
y € a = Nil(A)* C Nil(A), entonces y es nilpotente y por tanto ¢ = cy" = 0. Esto
contradice la eleccién de c y por tanto a = 0. O
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2 Anillos de dimensién cero

A continuacién vamos a introducir un teorema que relaciona los anillos artinianos
con los noetherianos y cuya demostracién requiere la presentacién de un resultado
previo sobre las condiciones de cadena y el producto de ideales maximales.

Lema 2.1. Si A es un anillo y el producto de sus ideales maximales m - - - my, (no necesaria-
mente distintos) es igual a cero, entonces A es noetheriano si, y sélo si, es artiniano.

Demostracion. Considérese la cadena A O mq O mymy O my---m,; = 0. Entonces
cada extension mj ---m;_1/my---m; es un espacio vectorial sobre el cuerpo A/m;.
La condicién de cadena ascendente (c.c.a.) se verifica si, y s6lo si, se verifica la de
descendente para cada factor. Pero en virtud de los resultados (1.16) y (2.2), si se
verifica c.c.a. (respectivamente c.c.d.) para cada factor significa que se cumple c.c.a.
para cada A. Por tanto, en A, se cumple la c.c.a. si, y s6lo si, se cumple la c.c.d. O

Teorema 2.9. Un anillo A es artiniano si, y sélo si, es un anillo noetheriano de dimension
cero.

Demostracion. (=). Por (2.3) deducimos que dimA = 0 y por (2.5) tomamos m; con
1 < i < n los distintos ideales maximales finitos del anillo. Entonces [T ; mi»‘ C
(N, m;)*¥ = Nil(A)*¥ = 0. Y por el lema anterior, tenemos que A es noetheriano.
(«). Como A es noetheriano, el ideal cero puede descomponerse y el conjunto
de ideales primos minimales es finito, ademads estos ideales son maximales ya que

A es un anillo cero-dimensional. Entonces Nil(A) = _; m;; se tiene entonces que
Nil(A)k = 0 por (1.14), entonces H;‘:l m; = 0 como en la parte previa de la demostra-
cion. Entonces A es un anillo artiniano. O

Si A es un anillo local artiniano con ideal maximal m, entonces se tiene que m es
ademds el tnico ideal primo del anillo y por tanto, también es el nilradical. Aplicando
lo demostrado anteriormente, m es nilpotente y todo elemento suyo también lo es. Se
deduce que todo elemento del anillo o es una unidad o es nilpotente.

Proposicion 2.10. Sea A un anillo local noetheriano y m su ideal maximal. Entonces se
cumple sélo una de estas dos proposiciones:
(1) m" % m"* para todo n;

(2) m" # 0 para algiin n, y en este caso, estariamos ante un anillo local artiniano.

Demostracién. Vamos a suponer que m" = m"*! para algtin n. Por el lema (1.3) (lema
de Nakayama) se tiene que m" = 0. Si tomamos p C A un ideal primo como m” C p
tenemos que m = p. Entonces m es el tinico ideal primo de A y por tanto es un anillo
artiniano. O

Teorema 2.11 (Teorema de estructura para anillos artinianos). Todo anillo artiniano es
un producto directo finito de anillos locales artinianos.

Demostracion. Sea A un anillo artiniano y m;, 1 <i < n los ideales maximales de A. En

la demostracién de (2.9) hemos visto que para algtn producto de ideales maximales
se verifica que mj! - - -m;* = 0. Para algunos i # j, el ideal m;" -+ m]r.l] no esta contenido
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2.2 Anillos artinianos

en ningtn ideal maximal y por tanto, la suma es igual al anillo total. Aplicando el
teorema chino del resto se tiene que :

A= A/m X x A/mpk,
y claramente cada A/m;"’ es un anillo local y su ideal maximal es m/m". O

En la anterior demostracién hemos visto cémo se puede expresar un anillo artiniano,
teniendo en cuenta que los ideales maximales son comaximales, es decir, primos dos
a dos y que el nilradical es la interseccién de todos ellos, se tiene que:

A A A
A >~ x...x —,
Nil(A)"  m! m}
Recordemos que A es un anillo local si inicamente tiene un tnico ideal maximal m. El
anillo cociente k = A/m se llama el cuerpo residual y el A-médulo m/ m? es anulado
por m, es decir, para todo x € m se tiene que x(m/m?) = 0, y por tanto este ideal tiene
estructura de un k-espacio vectorial. En el caso de que m este finitamente generado,
por ejemplo, si A es noetheriano, las imdgenes de un conjunto de generadores de m
en m/m? van a generar el espacio vectorial m/m? luego dimy(m/m?) es finita.

Teniendo en cuenta estos resultados, procedemos a introducir una caracterizacién
de gran utilidad.

Teorema 2.12 (Teorema de estructura para anillos locales artinianos). Sea A un anillo
local noetheriano. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) A es un anillo artiniano.

(b) El ideal maximal es nilpotente.

Demostracion. (a) = (b). Si A es un anillo artiniano, todo ideal maximal es primo, luego
el tnico ideal maximal m es el nilradical. Hemos visto que en todo anillo noetheriano,
el nilradical es nilpotente, por tanto, m es nilpotente.

(b) = (a). Si el tinico ideal maximal m es nilpotente, entonces existe un #n natural
tal que m"” C p para cada ideal primo p. Entonces se tiene que m C p, pero m es
maximal, luego m = p. Hemos demostrado que todo ideal primo es maximal, luego
A es artiniano. O

Proposicién 2.13 ([AM69]). Sea A un anillo local artiniano. Equivalen:
(a) todo ideal en A es principal.

(b) el ideal maximal m es principal.

(c) dimg(m/m?) < 1.

Demostracion. (a) = (b) = (c) es trivial.
(c) = (a). Supongamos que dimy(m/m?) = 0, entonces se tiene que m = m? y por
tanto, m = 0 lo cual implicaria que A es un cuerpo.

En el caso de que dimg(m/m?) = 1, entonces se tiene que m es un ideal principal.
Seam = (x), y a un ideal en A tal que a # 0,1. Entonces m coincide con el nilradical
del anillo y ademds es nilpotente. Teniendo en cuenta esto, existe un entero r tal
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2 Anillos de dimensién cero

que a Cm’ y a € m"1. Deducimos entonces que existe un y € a que cumple que
y = ax" y quey ¢ (x¥*1), entonces se concluye que a ¢ (x), y por tanto a es una
unidad del anillo. Luego, x" € a, por lo tanto m" = (x") C a; concluimos entonces que
a =m" = (x"). Entonces a es un ideal principal. O

En otras palabras, con la proposicién anterior podemos deducir que si A es un anillo
local artiniano con m su ideal maximal principal, entonces m es de la forma (x), y por
consiguiente todo ideal en A es igual a (x") para algun r > 0.

Cabe destacar que un subanillo de un anillo artiniano no necesariamente ha de ser
artiniano o noetheriano. Un ejemplo de este caso lo observamos en el cldsico anillo
de polinomios de infinitas variables S = K[Xj, X3, ...], donde K es un cuerpo. S es un
dominio de integridad, y podemos definir un embebimiento de S en K’, su cuerpo de
fracciones. El cuerpo K’ claramente es noetheriano y artiniano, ya que su tnico ideal
es el trivial. Sin embargo, el subanillo S no cumple ninguna de estas condiciones ya
que si tomamos las cadenas:

(Xl) - (Xl,Xz) cC...,
ésta no estd acotada superiormente, y
(X1,X2,X3,...) D) (X2,X3,...) ...

y esta segunda tampoco tiene una cota superior.

Otro ejemplo son los anillos Z C Q, ya que Z no es artiniano.

2.2.1. Mébdulos artinianos

Sea A un anillo. Un A-médulo M se dice artiniano si satisface la condicién de cadena
descendente (la definicién es equivalente a la de los anillos), es decir, toda cadena
descendente de submédulos de M es estacionaria o equivalentemente, cada conjunto
no vacio de submddulos contiene un elemento minimal.

Consideramos la cadena descendente de submoddulos del A-modulo M:
NiDN, DO ...
Entonces existe un nimero natural m tal que: Ny = N1 = ...

Proposicion 2.14. Sea N un submédulo de un A-médulo M. Entonces M es artiniano si, y
solo si, N y M/ N son médulos artinianos.

Demostracion. Si M es un médulo artiniano claramente se obtiene que el submédulo
N es artiniano. Lo mismo ocurre para el médulo cociente M/ N, ya que:

Ni/N 2 N/NDON3/ND...

Relacionando cada submoédulo N; de M con N;/N a través de la proyecciéon candnica
de M.

Reciprocamente, supongamos que M y M/ N son artinianos.
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2.2 Anillos artinianos

Sea N; D N; D ... una cadena descendente de submodulos de M.

Consideramos la proyeccién canénica 7 : M — M/N, entonces :
NiNNDANND... yTL’(Nl)QTC(Nz)Q
Por hipétesis, existe un numero natural n tal que:

N;,N"N=N,NN
n(N;) = (Ny),

que se verifica para todo i > n. Vamos a demostrar que N; = N, para todo indice
i > n. Basta con demostrar la inclusiéon contraria. Tomamos un elemento a € N,,.
Entonces se sabe que existe un elemento x; € N; de manera que a — x; € N. Luego,

a—x; € NyNN=N;,NN CN;
Esto implica que a € N;, lo que completaria nuestra demostracion. O
De manera andloga a los médulos noetherianos, obtenemos el siguiente resultado:

Proposicion 2.15. Sea M un A-médulo suma de un niimero finito de submédulos artinianos,
entonces M es artiniano.

Demostracion. Consideramos un A-médulo M que verifica que: M = Y/’ ; N;. Para
demostrar que M es un médulo artiniano haremos induccién en .

Para n = 1, se tiene que M = Nj , lo cual es trivialmente cierto.

Suponemos cierto para n — 1, entonces tenemos que H = 2?;11 N; es un médulo
artiniano. Esto da lugar a la sucesion:

n
M
0—>H—>M=ZNi—>ﬁ—>o,

i=1

y por tanto,
M Yisq Ni _ Z?;ll Ni+Nn 2;1;11 N;

- -1 o -1 - _
H Z17'1:1 Ni Z?:1 Ni (Z?:ll Ni) N Ny

es artiniano, ya que Z;’;ll N; = H loes.
O

Corolario 2.16. Si A es un anillo artiniano, todo A—mddulo finitamente generado es artiniano.

Teorema 2.17. Todo A-mddulo artiniano M es la suma directa de un niimero finito de submé-
dulos indescomponibles.

Demostracion. Demostraremos este teorema por induccién. Tomamos un submédulo
arbitrario N de M y suponemos que el teorema se cumple para todos los submédulos
propios de N; vamos a probar que entonces N es una suma directa de un ntimero
finito de submoédulos indescomponibles. Si N es indescomponible (por ejemplo, si N
es simple) es trivial puesto que no hay nada que demostrar.
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2 Anillos de dimensién cero

5i N no es indescomponible, existe una descomposicién: N = Ny @ N,. Por hipétesis,
sabemos que a su vez los submédulos N7 y N, descomponen de la siguiente manera:

k1 ks

Ni=) Ny, Np=) Ny
i=1 j=1

siendo los Ny; y Ny; submoédulos indescomponibles. Esto da lugar a la descomposicion

de N:
kl ko

N=Y N;®) Ny
i=1 j=1

2.2.2. Ejemplos de anillos artinianos

(1) En conclusién de todos los resultados tedricos anteriores, uno de los mayores
ejemplos de anillos artinianos, y también noetherianos, son los anillos finitos.

(2) Otro de los ejemplos mds comunes es el anillo Z,, para cada n natural. Este es un
ejemplo de anillo finito y por lo tanto artiniano y noetheriano. En el caso de que n
no sea primo, entonces los ideales primos del anillo son de la forma p;Z/nZ con
p; divisor primo de n. Si la factorizacién de 1 es n = pi! - - - pj!, entonces el anillo
total podria descomponerse de la siguiente manera:

z ..., Z
Pz Pz’

donde cada uno de los %Z’
p.

1

para 1 <i <t son anillos locales artinianos.

Entonces, el nilradical del anillo es igual a:

p1---pZ _ pZ piZ
A AN A
Py P;

Nil(Z,) =

y se tiene que Nil(Z,)" = 0 donde r = max{ry,...,7:}.
Por el teorema de estructura de anillos artinianos, el anillo Z,, se puede expresar
de la forma:

Z/nZ Z/nZ _ Z z
mx...x 7 >~ ”1 X...XT.
pr&/in pZ/nZ  p'Z 4

Il

Zy

(3) Consideramos ahora el anillo cociente K[X]/(f"), para un polinomio irreducible
f € K[X]. Tenemos que K[X]/(f") es un anillo con un tnico ideal maximal (todos

los ideales forman una cadena de longitud n).

Si el polinomio f es reducible, por ejemplo: f = fi' -+ 3", donde cada f; es un

polinomio irreducible; el anillo K[X]/(f) descompone como sigue:
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2.2 Anillos artinianos

Se podria pensar que un anillo con un tnico ideal primo es un anillo noetheriano;
sin embargo, no necesariamente es cierto — por tanto, tampoco es un anillo artiniano.
Tomamos de nuevo el anillo de polinomios sobre un cuerpo K en un ntmero infinito
numerable de indeterminadas X;, y definimos A = K[Xj, X3, ...]; hemos visto ante-
riormente que este anillo no es noetheriano, por consiguiente, tampoco es artiniano.

Consideramos el anillo A = K[X3,..., Xy, ...], el ideal a = (Xl,X%, LX) yel
anillo cociente correspondiente B = A/a; resulta que el anillo B tiene sélo un ideal
primo: la imagen de (X1, Xp, ..., Xy, ...); por lo tanto B = A/a es un anillo local de
dimension 0. No obstante, B = A/a no es un anillo noetheriano ya que su tnico ideal
maximal no finitamente generado.
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3 Anillos regulares von Neumann

Los anillos regulares von Neumann fueron introducidos por el matematico de renom-
bre John von Neumann para clarificar ciertos aspectos de la teoria de las dlgebras
de von Neumann, vinculada fuertemente con los espacios de Hilbert y operadores
autoadjuntos. En lo que concierne a este trabajo, esta clase de anillos son objeto de
estudio ya que, junto con los artinianos, son ejemplos de anillos cero—dimensionales.

Un anillo A es regular von Neumann si para cada elemento a € A existe un
elemento b € A de manera que aba = a.

Proposicién 3.1. Sea A un anillo conmutativo, se tiene:
(1) Sean a,b € A si aba = a, entonces el elemento ab es idempotente

(2) Un anillo A es regular von Neumann si, y solo si, cada ideal principal estd generado por
un elemento idempotente.

Demostracion. (1). Basta recordar la definicién de idempotencia y ver que ab = abab.

(2). Si A es regular von Neumann, por definicién, para cada elemento a € A, existe
un b € A de manera que a = aba. Entonces se tiene que 1A = abA cada ideal principal
estd generado por un idempotente.

Reciprocamente, sea a € A, se tiene un ¢ € A idempotente tal que A = eA, luego

podemos afirmar la existencia de un elemento b € A de forma que se verifica e = ab,
a = ea = aba. O

Proposicién 3.2. Para un anillo A, equivalen:
(a) A es regular von Neumann

(b) A es reducido y cada ideal primo es minimal

Demostracién. (a) = (b). Tomamos a € A de manera que a*> = 0. Se tiene que existe
un e € A idempotente de manera que aA = ¢A, luego 0 = A = ?A =eA =aAy
se tiene que a = 0.

Sea ahora p C A un ideal primo, entonces A/p es un anillo regular y un dominio,
por lo tanto, los tinicos elementos idempotentes del anillo cociente son 0 y 1. Vamos a
tomar x € A/p no nulo, entonces existe y € A/p de manera que x = xyx, por tanto
y # 0y el elemento xy = e es idempotente, lo cual nos deja ante los casos:

s xy = 0, esto implicaria que x = 0, lo que es una contradiccién.

» xy = 1, por tanto x es invertible y A/p es un cuerpo, entonces p es un ideal
maximal.

(b) = (a). Dado un elemento x € A consideramos Ann(x). Por ser A un anillo
reducido, obtenemos que xA N Ann(x) = 0. Si xA + Ann(x) # A, entonces existe un
ideal primo minimal p tal que xA + Ann(x) C p. Por la Proposicién (1.2) tenemos que
todo elemento de p es un divisor de cero. Si Ann(x) = 0, entonces x es regular, lo
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3 Anillos regqulares von Neumann

que es una contradiccion; si Ann(x) # 0, como xA + Ann(x) C py A, es un cuerpo,
resulta (xA + Ann(x))A, C pA, = 0. Existe s € A\ p tal que xs = 0, lo que es una
contradiccién, ya que Ann(x) C p. En consecuencia, xA + Ann(x) = A; existena € A,
y € Ann(x) tales que 1 = xa +y, y se tiene x = xax.

Otra prueba. Como A es reducido, entonces A, es reducido; en efecto, si (a/ 1)2 =0,
existen s € A \ p tal que a?s = 0, se tiene (as)? = 0, y por tanto as = 0, luego a/1 = 0.
Si A es reducido y cero-dimensional, entonces A, es un cuerpo, ya que pAy es el
tnico ideal primo.

Para cada x € A se tiene xA/x*A = 0 si, y solo si, (xA/x*A), = 0 para cada
ideal primo; como, por hipétesis, A, es un cuerpo, resulta aA, = a®A,, y por tanto
xA = x2A. En consecuencia, existe a € A tal que x = x2a. O

Lema 3.1. Si A es un anillo reqular von Neumann, para todo a € A existe un b € A tal que
a =abaybab =D.

Denominamos a b como el inverso débil de 4, y estd determinado de manera tnica.

Demostracion. Tomamos a € A, por hipotesis existe un elemento x € A tal que a = axa;
si definimos el elemento b = x24, se tiene:

a=axa = axaxa = axZau = Clbﬂ,

b = x%a = x%ax?a = bab.

Hemos demostrado la existencia de al menos un inverso débil. Supongamos b,c € A
son inversos débiles de a:

b = bab = bacab = bcaba = bca,

de la misma manera:
¢ = cac = cabac = cbaca = cba,

lo cual nos lleva a concluir que b = c. O

Lema 3.2. Sea A un anillo y {eq,e,...,e,} un conjunto de elementos idempotentes ortogo-
nales, esto es, ey + - - - + ey = 1y se verifica que ejej = 0 si i # j. Entonces equivalen:

(a) A es regular von Neumann.
(b) Para cada a € e;Ae;j existe b € ejAe; tales que a = aba.

Demostracion. La demostracién la hayamos en el Lema [Goo79, Lemma 1.6] O

Teorema 3.3. Sea A un anillo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) A es un anillo reqular von Neumann.

(b) Todo ideal principal de A estd generado por un elemento idempotente.

(c) Todo ideal finitamente generado de A estd generado por un elemento idempotente.
(d) Todo ideal principal de A es un sumando directo.

(e) Todo ideal finitamente generado de A es un sumando directo.
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Demostracion. La demostracién de (a) = (b) la tenemos gracias a la Proposicién (3.1).

(b) = (c). Supongamos ¢, f € A dos elementos idempotentes, se tiene que (e, f)A
estd generado por un idempotente. Se observa que (e, f)A = (e, f —ef)A, luego existe
un x € A tal que f —ef = (f —ef)x(e —ef), entonces se tiene g = (f —ef)x es
idempotente, y se verifica que eg = 0, entonces (¢, f)A = (¢,g)A = (e + g —eg)A, ya
quee=(e+g—geley g = (e+g—ge)g luego (e, f)A es un ideal principal.

Claramente, observamos que (b) < (d) y (c) < (e) es una trivialidad. O

Antes de introducir el siguiente teorema de caracterizaciéon de anillos regulares von
Neumann, precisamos de dos importantes definiciones.

Un anillo A se dice absolutamente plano si todo A-mdédulo es plano.

Dada una sucesién de A-mdédulos:
fo fi
0— My — M; — M, —0

decimos que es una sucesién exacta corta si fy es inyectiva, f; es sobreyectiva y se
verifica: Im( fy) = Ker(f7).

Teorema 3.4. Sea A un anillo, entonces equivalen:

(a) A es un anillo reqular von Neumann.

(b) Todo médulo es plano (A es un anillo absolutamente plano).
(c) Todo médulo ciclico es plano.

(d) Toda sucesion exacta corta de médulos es exacta.

Demostracion. (a) = (b). Tomamos un ideal a de A finitamente generado y sabemos
que es un sumando directo, luego para cada A-médulo derecha se tiene el monomor-
fismo M ®a — M® A.

(b) = (c) es trivial.

(c) = (a). Consideramos la sucesiéon 0 =+ aA — A —+ A/aA, como Ay A/aA son
planos se tiene que 2A N Aa C aAa. Concluimos entonces que a € aAa por tanto existe
b € A tal que a = aba.

Finalmente, la equivalencia entre (b) y (c) también es evidente. O

A continuacién introducimos un teorema que nos permite caracterizar los anillos
regulares von Neumann:

Teorema 3.5. Las siguientes condiciones en un anillo A son equivalentes:

(a) A es un anillo reqular von Neumann.

(b) A tiene dimension de Krull iqual a cero y ademds es un anillo reducido.

(c) Para cada ideal p € Spec(A) se tiene que Ay, el localizado en p, es un cuerpo.

(d) Todo ideal de A es un ideal radical.

(e) Todo ideal de A es idempotente.

(f) Para cada elemento a del anillo existe un iinico b € A tal que a = aba y b = bab (inverso
debil).

(g¢) Cada elemento del anillo es el producto de un elemento invertible y otro idempotente.
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3 Anillos regqulares von Neumann

Demostracion. (a) = (b). Si A es regular von Neumann, por la Proposicién (3.2) sabe-
mos que es reducido. Veamos que es de dimensién cero: Sea p C A un ideal primo,
tomamos a € A\p sabemos que existe un x € A de manera que a = axa, esto es,
a(1—xa) =0 € py porlo tanto (1 — xa) € p, y es invertible luego A/p es un cuerpo,
entonces p es maximal.

(b) = (c). Suponemos que A es cero—dimensional, luego A, también lo es, para cada
p ideal primo en A. Entonces pAy es un ideal maximal del localizado. Sea x/s € pAy
donde x € pys € A\ p. Ademds tenemos que x/s € Nil(A), luego es nilpotente. Sea
n € N tal que (x/s)" = 0. Sin embargo, A es reducido, lo cual implica que x/s = 0
en Ay y pAp, =< 0 >, esto significa que Ay es un cuerpo.

(c) = (d). Sea a un ideal del anillo A y sea x € rad(p). Claramente se tiene que
x € aAy, donde p € Spec(A), de aqui se obtiene que x* € aA, para algtin k € N ya
que cada ideal en el cuerpo A, es un ideal radical.

(c) = (a). Sea a € A y m un ideal maximal en A se tiene:

aA\ o (@A)m _ aAm _0
a2A ), (a2A)m  a?An

Es decir, que aA = a?A, y por tanto existe un x> € A de manera que a = a°

(d) = (e). Para todo ideal a C A se tiene que a C rad(a?)
(e) = (f) es evidente.

X = axa.

(@) = (g). Suponemos A regular von Neumann, entonces dado a € A, existe b € A
tal que a = aba y el elemento e = ab es idempotente.

Seau =uae+ (1—e)yv=">be+ (1—e), obtenemos lo siguiente:

uv = (ae+ (1 —e))(be+ (1 —e)) =abe+1—e=1,
ue = (ae+ (1 —e))e = aee = a.

(g) = (b). Si todo elemento del anillo es producto de un elemento invertible y un
elemento idempotente, claramente el Nil(A) = 0. Tomamos un ideal primo p que
verifica que p C m, para algtin ideal maximal m de A. Tomamos a € m, luego a = ue,
siendo u un elemento invertible y ¢, idempotente; por tanto, e € m. Notamos que
e(l—e) =0¢€p,luegosil—e €p,1=e+(1—e)m, locual es una contradiccion.
Entonces, concluimos que e € p y por consiguiente, a € p. Lo cual implica que todo
ideal primo, es maximal y dim(A) = 0. O

Con respecto al tltimo punto del teorema anterior, podemos decir que la factori-
zacién de todo elemento de un anillo regular von Neumann A es tinica. Vamos a
demostrar este resultado: supongamos que un elemento 2 € A admite las factorizacio-
nes a = ujeq = upey. Haciendo una serie de modificaciones uje; = a = aep = ujeqep,
por ser u; invertible, se tiene que e; = eje;. Realizando el mismo procedimiento con
upey, llegamos al mismo resultado obteniendo asi la unicidad del elemento idempoten-
te. Para cada elemento a del anillo, se descompone de la forma a = ue y el elemento
us = a+ (1 —e) es invertible, donde su inverso u;' = u~le + (1 —e) (esto se com-
prueba con una simple operaciéon matematica). Entonces se concluye que el elemento
u estd determinado de forma tinica por el elemento 4.
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De todos estos resultados se sacan una serie de conclusiones:

(1) La imdgenes homomorfas de anillos regulares von Neumann, también son anillos
regulares von Neumann. Esto se deduce del apartado (e) de (3.5), ya que esta
caracteristica se preserva por homomorfismos.

(2) El producto de anillos regulares von Neumann es también un anillo regular von
Neumann. Si para cada « en A existe un a, y b, tal que a, = a,bya, también se
cumple en A = []yep Aa

(3) Las localizaciones de anillos regulares von Neumann son también anillos regulares
von Neumann.

(4) Los anillos regulares von Neumann también se preservan por extensiones enteras.

Un ideal a en un anillo A se dice regular v. N. si para cada a € a existe un x € a tal
que a = aba.

Lema 3.3. Sea A un anillo, y a < b dos ideales de A. Entonces b es regular v. N. si, y sélo si,
ay b/ason regulares v. N.

Demostracion. (=). Si b es regular v. N. entonces b/a es también un ideal regular. Para
a; dado a € a, se tiene que existe b € b tal que a = aba. Definimos x = bab que es un
elemento de a y verifica axa = a, se obtiene por tanto que a es regular v. N.

(«<=). Suponemos ahora que b/a y a son ambos regulares v. N.. Dado un x € b,
por la regularidad v. N. de b/a, existe y € b tal que x — xyx € a. Por consiguiente,
x —xyx = (x — xyx)z(x — xyx) para algun z € a, lo cual concluye que x = xwx para
algin w € by por tanto b es regular v. N. O

Corolario 3.6. Todo ideal primario en un anillo regular von Neumann A es maximal.

Demostracion. Sea q un ideal p-primario. Si A es un anillo regular von Neumann,
entonces A/Nil(A) también lo es y por tanto, todo ideal primo es maximal. Ademds,
se tiene que Ay es un cuerpo, luego el ideal trivial es el tnico ideal primario, es decir,
q = p por la correspondencia entre ideales p-primarios de Ay A, O

Proposicion 3.7. Si A es un anillo regular von Neumann, las siguientes condiciones son
equivalentes:

(a) Spec(A) es finito.

(b) A es artiniano.

(c) A es un producto finito de cuerpos.
(d) A es noetheriano.

Demostracion. (a) = (b). A un anillo regular von Neumann, por tanto es un anillo
cero—dimensional y reducido. Suponemos que el conjunto de los ideales primos, y
por tanto maximales, es finito. Denotamos por my, ..., m, estos ideales maximales.
Entonces Nil(A) = N;m; = []; m;, luego la proyeccion A — []; A/m; establece una
correspondencia. Es decir que A se puede expresar como el producto finito de cuerpos
y por tanto A es un anillo artiniano.

El resto de implicaciones han sido demostradas en los capitulos anteriores. O
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3 Anillos regqulares von Neumann

Al principio, hemos caracterizado los anillos regulares von Neumann como anillos
absolutamente planos, siendo ésta una condicién necesaria y suficiente. En particular,
todo ideal de un anillo regular von Neumann es idempotente.

Lema 3.4. Si A es un anillo absolutamente plano y a es un ideal de A, se verifica que a®> = a.

Demostracion. Consideramos la sucesién exacta0 - a — A — A/a — 0, como A/a
es plano se tiene que

A A A A
0—>Q®AE—>A®AE—>;®AE—>O

es también un sucesion exacta, ademads de que:

a® =2
A 7Cl2,
A A
A®A7:71
a a
A A_A
a AT

O

Corolario 3.8. Sea A un anillo conmutativo, y a C A un ideal. En el caso de que el anillo
cociente A/ a sea plano, se tiene que para todo ideal b C A se verifica que aNb = ab

Demostracion. De manera similar a la demostraciéon anterior, consideramos la situacion
exacta con el ideal b:

0—b—A— 4 —0
por hipétesis, A/a es plano, luego la sucesioén resultante:

O—>b®A§—>A®A§—>A

& é —0
b A a
Comenzamos estudiando b ®4 A/a:

Seaa — A — A/a, y aplicamos el functor b® 4:

A
b®Aa—>b®AA—>b®A;

Los elementos de b ® 4 a son de la forma Y ;b; ® a; = Y, b;a;, es decir, de manera
equivalente podriamos convertir la sucesién anterior a:

A
0—>ab—>b*>b®AE—>0

Y el conjunto b ® 4 % es isomorfo a b—[’a
Por lo tanto, se tiene que:
b

b —.
©a ba
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Claramente, se da la siguiente igualdad: A ® 4 % = <.

Finalmente, estudiamos el conjunto A/b ® 4 A/a: consideramos el homomorfismo

A A
tA/a — — —,
Y /a b®Aa

definida y(a+a) = y(1®a+a) = (1+b) ® (1+ a), donde el ntcleo del homomor-
fismo es

Ker(7) = {b+a| beb} = bj:“.

Aplicando el primer teorema de isomorfia se tiene que:

e o A LA A
b+a/a bta b A

Dado que la aplicacién % — ﬁ tiene como ntcleo la interseccién b N a, concluimos
que bNa = ab. O

Otra demostracion de que todo anillo regular von Neumann es reducido es la
siguiente.

Proposicién 3.9. Sea A un anillo absolutamente plano, entonces se verifica que Jac(A) =
Nil(A) =0

Demostracion. Comenzamos estudiando el radical de Jacobson de un anillo absoluta-
mente plano:

Sea a € Jac(A), entonces 1 — xa es un elemento invertible para cada x € A. Paralela-
mente, por ser A absolutamente plano se tiene que (a)? = (a), es decir, a = xa® para
algtin x € A, lo que se traduce a a(1 — xa) = 0 y nos lleva a concluir que 4 = 0. Luego
Jac(A) = 0.

Veamos que ocurre con el nilradical: Supongamos que Nil(A) # 0, sea a € Nil(A)
y n € N el minimo natural para el cual se tiene que 4" = 0, con n > 2. Como
(a)> = (a), existe un x € A para el cual se verifica a = xa?, esto nos lleva a deducir
que a"~! = xa" = 0 (contradiccién). Asi que se tiene que Nil(A) = Jac(A) = 0. O
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4 Anillos cero—dimensionales

Hasta ahora en este trabajo hemos hablado de los anillos cero—dimensionales més
estudiados en el Algebra, los anillos artinianos y los anillos regulares von Neumann.
Hemos demostrado que los artinianos son los anillos noetherianos de dimensién cero
y los regulares von Neumann son artinianos tnicamente cuando el ndmero de ideales
primos es finito. Esto nos lleva a preguntarnos si existen otros ejemplos de anillos
cero—dimensionales que se relacionen, o bien con los anillos noetherianos o bien con
los regulares von Neumann que no son noetherianos y a través de qué resultados. Tam-
bién en este capitulo se comentardn algunos ejemplos de anillos cero-dimensionales
para visualizar toda esta densa teoria y conseguir una mayor compresion, a parte de
una coleccién basica de teoria de anillos de dimensién cero.

4.1. Topologias

Comenzamos este capitulo introduciendo la topologia de Zariski que es la topologia
en Spec(A) definida por:

D(a) = {p € Spec(A) | p 2 a}
V(a) = {p € Spec(A) [ p 2 a}

Siendo {D(a) | aes unideal de A} el conjunto de abiertos del espacio topolégico
Spec(A).

Proposicién 4.1. Sea A un anillo, entonces Spec(A) es un espacio topoldgico casi—compacto.

Demostracion. Dado Spec(A) = UjcjO; = UjeD(a;) = D (Ljcr a;), un recubrimiento
por abiertos de Spec(A), para todo ideal maximal m contenido en el anillo y que
m € Spec(A) = D (Liera;), se tiene que m 2 Y ;c; a;. Como todo ideal esta contenido
en un ideal maximal, concluimos que la sumatoria de estos ideales es el anillo total,
es decir, ) ;c;a; = A, entonces existe un subconjunto finito | C I, de manera que
A = Yjca; y Spec(A) = D (Zje] a]-> = NjejT(a;), es decir, un subrecubrimiento
finito del recubrimiento O. O

Ademas de la vista, podemos definir una nueva topologia para cada anillo A, lla-
mada topologia constructible en Spec(A).

En el caso de que el anillo A sea regular von Neumann, hemos visto que todo
elemento suyo puede factorizarse como un elemento invertible y un elemento idem-
potente, construimos la base de la topologia constructible:

{D(a)| a€ A} ={D(e) | e € A idempotente}.
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4 Anillos cero—dimensionales

Teorema 4.2. Sea A un anillo, las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) A/Nil(A) es reqular von Neumann.
(b) Spec(A) es Hausdorff

(c) La topologia Zariski y la constructible coinciden.

Teorema 4.3. Sea A un anillo. Equivalen:
(a) A es cero—dimensional.
(b) Spec(A) es compacto.
(c) Spec(A) es Hausdorff.

Demostracion. (a) = (b). Tomamos O una familia de conjuntos abiertos de Spec(A)
que es recubrimiento finito. Vamos a ver que O admite un subrecubrimiento finito,
consideramos O = {p € Spec(A) | p € a;}ic;. Definimos a = Y ;; a;. Entonces como
O es un recubrimiento para el Spec(A), se tiene que para cada i € I, a; ¢ m para
cada ideal maximal del anillo. Entonces a = A, y existe un subconjunto finito | C I
de manera que A = };c;a; y no hay ningun ideal primo que lo contenga. De esta
manera, hemos demostrado que }_jc; a; es un subrecubrmiento finito.

(@) = (c). Suponemos dim(A) = 0. Sean p y q dos elementos de Spec(A), es decir,
dos ideales primos. Entonces se tiene p +q = A, luego p+¢g = 1 para algtn p € p
y q € q. Entonces, como todo ideal primo es maximal, se tiene que D(pA) y D(gA)
son conjuntos de abiertos disjuntos para los ideales pA y gA, respectivamente en el
conjunto de Spec(A). Asi pues, demostramos que Spec(A) es un espacio topoldgico
7> o Hausdorff.

(c) = (a). Supongamos que dim(A) # 0, esto supondria que dados dos ideales
p,q € Spec(A) se tiene que p C q. Esta condicién implica que para todo conjunto de
abiertos D(a) para un ideal a C A que contiene a ¢, contendria también a p, entonces
el espacio Spec(A) no es Hausdorff, lo cual es un absurdo. O

A raiz de estos dos resultados anteriores, se extrae una ttil consecuencia de gran
interés.

Corolario 4.4. Sea A un anillo. Se verifica la equivalencia entre la siguientes condiciones:
(a) La dimensién A es cero.
(b) A/Nil(A) es reqular von Neumann.

Demostracion. (a) = (b). Supongamos que A es cero—dimensional, por consiguiente el
anillo cociente A/Nil(A) también lo es y por (1.4) sabemos que es reducido. Vamos
a ver que es regular von Neumann. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que A es un anillo reducido. Sea a € A un elemento regular, definimos el subconjunto
multiplicativo £ = {a"(1 —xa) | n € N, x € A}. Este conjunto contiene al uno
(1 = a%(1 —0a)), y vamos a demostrar que el 0 estd contenido en el conjunto a
través de una reduccién al absurdo. Si 0 ¢ X, entonces para todo p € Spec(A) se
tiene que pNX = 0, pero como dim(A) = 0, todo ideal primo es maximal y por
consiguiente, todo elemento del anillo ha de estar en algtin ideal maximal, lo cual es
una contradiccién. De esta manera, se demuestra que 0 € X y por tanto, para algiin
x € Ayn € N se tiene que a"(1 — xa) = 0, es decir, que es nilpotente y por tanto
a = axa.
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4.2 Producto de anillos conmutativos

(b) = (a). Todo ideal primo de un anillo regular von Neumann es un ideal maximal.
Tomando la proyeccién canénica A — A/Nil(A), las preimagenes de los ideales
primos, siguen siendo ideales maximales. Luego A es un anillo de dimensién cero. [J

Como consecuencia los anillos regulares von Neumann son los anillos reducidos y
cero—dimensionales.

4.2. Producto de anillos conmutativos

Sabemos que tanto el producto finito como infinito de cuerpos es un anillo cero—
dimensional. Pero en el caso de que tengamos una familia { A; },<; de anillos conmuta-
tivos cero—dimensionales pero no necesariamente cuerpos, ;bajo qué condiciones po-
driamos garantizar que el producto de todos estos resulta un anillo cero-dimensional?
De manera intuitiva podriamos hacer una caracterizacion con el nilradical y el radical
de Jacobson, ya que en el caso de los anillos cero—dimensionales, todo ideal primo ha
de ser maximal. Hemos visto en el capitulo anterior que dada una familia de anillos
cero—dimensionales { Ay },ca se tiene que:

Jac (H A,X> = [ ] Jac(Aq).

LSTA aEA

Sin embargo, la situacién no es la misma en el nilradical y solo se puede asegurar la
inclusién:

Nil (]‘[ A,x> C [ Nil(Ag).
x€EA aEA
Entonces dim(A) es cero si, y solo si, Jac(A) = Nil(A).
Por ejemplo, tomemos A = [ 1(Z/p"Z), entonces Jac(A) = [T, 1(pZ/p"Z) y
p € Jac(A). Sin embargo, p ¢ Nil(A), luego Jac(A) # Nil(A) y concluimos que
dim(A) # 0.

Vamos a extender este resultado y formalizarlo.

Teorema 4.5. [Mary4] Si {Agen} es una familia de anillos cero—dimensionales y llamamos
A = Tluen Ax, las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) A es cero—dimensional.
(b) El nilradical y el radical de Jacobson coinciden.
(c) Nil(A) = TTyea Nil(Aq).

Demostracion. (a) = (b). Si dim(A) = 0, los ideales primos son maximales, luego
Nil(A) =Jac(A).

(b) = (c). Dado que Jac(A) = [TaeaJac(Ax) = [Taea Nil(Ay) = Nil(A).

(c) = (a). Supongamos que Nil(A) = [T,ea Nil(A). Entonces:

A 1A

Ag

Nil(A)  [INil(A,) L INil(4,)

~
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4 Anillos cero—dimensionales

Cada A, /Nil(Ay) es regular von Neumann, luego su producto hemos visto que tam-
bién es regular von Neumann. Por tanto, por (4.4) se tiene que A = [],cp Ax es de
dimensioén cero. O

4.3. Resultados y ejemplos

En la seccién de localizacién de un anillo hemos introducido lo que se conoce como
anillo total de fracciones de un anillo A y se representa por T(A) 6 Qt(A). Para
obtener este anillo resultante tomamos como subconjunto multiplicativo > = Reg(A),
es decir, los elementos regulares del anillo A. Ademas se verifica que este subconjunto
es saturado, dados dos elementos a,b € A tales que ab € ¥, entoncesa € 2 6 b € . El
anillo 71 A ests formado por elementos los cuales son divisores de cero o invertibles.

Confirmamos la existencia de una biyeccién entre los ideales primos de T(A) y
los ideales primos de A que no cortan a %, es decir, los ideales de A formado por
divisores de cero. Es de interés caracterizar cuando el anillo total de fracciones es un
anillo cero-dimensional, es decir, el ideal formado por los divisores de cero es minimal.
A continuacién, introducimos resultado:

Teorema 4.6. Si A un anillo noetheriano reducido, T(A) es un anillo cero-dimensional.

Demostracion. Es claro que si A es un anillo noetheriano reducido, entonces su anillo
total de fracciones T(A) también va a ser un anillo noetheriano y reducido. Como T(A)
es noetheriano, entonces por (1.12) sus ideales primos son finitos y sean p1, 92, ..., p;
los cuales verifican que N_;p; = 0. Vamos a suponer que el ideal p; no es maximal,
entonces ha de existir un segundo ideal a que verifica p; C a C T(A). Tomamos a € a
no nulo y se tiene que este a es un divisor de cero (porque no es invertible), entonces
existe 0 # b € A tal que ab = 0. Dado que ﬂfilpi = 0, existe un p; tal que b ¢ p; y por
lo tanto, a € p; C Ulepi. Por consiguiente, a C Ulepl- entonces existe un indice i tal
que a C p;. Y llegamos a la siguiente contradiccion, p; C a C p; O

Proposicién 4.7. Todo anillo A cero—dimensional es un anillo de fracciones.

Demostracion. Sea A un anillo conmutativo de dimensién cero. Consideramos el lo-
calizado A, donde p € Spec(A), y como A es cero-dimensional se tiene que todo
ideal primo es maximal, de forma que este anillo lo denotamos como A,. Hemos
visto en el capitulo I que Ay es un anillo local con mAy, ideal maximal. Tomamos
a € m C Nil(A), esta propiedad se extiende al localizado ya que a/1 € Ay y por lo
tanto también es nilpotente. Es sabido que todo elemento nilpotente es divisor de cero.
En consecuencia se tiene que Um es la unién de los divisores de cero. Sea 1 el minimo
natural que verifica que s 14" = 0 donde s € A\m, entonces s~ 'a"~! = 0. Concluimos
entonces que los elementos regulares, no pertenecen a Um y por lo tanto forman el
anillo de fracciones. O

Proposicién 4.8. [Huc88] Todo anillo A cero—dimensional tiene un ideal a finitamente gene-
rado contenido en Div(A) de manera que Ann(a) # 0.

Demostracion. Sea a C A finitamente generado y p el ideal primo minimal sobre a.
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4.3 Resultados y ejemplos

Si a C Nil(A), existe un n € N tal que a" = 0; por tanto, a”~! C Ann(a) # 0.
Supongamos ahora que a ¢ Nil(A). Consideramos la proyeccién canénica dada por
m: A — A/Nil(A), se tiene que 7t(a) C 7(p). Tomamos x € A/Nil(A) tal que
n(x)7t(a) = 7(0), lo que significa que xa C Nil(A). Entonces x"a"~! C Nil(A) # 0,
como querfamos demostrar. O

4.3.1. Cuerpos finitos

Uno de los anillos cero-dimensionales que no pertenece a la clase de anillos artinianos
ni regulares von Neumann es el producto infinito numerable de cuerpos finitos, es
decir, FY. Por simplicidad y para mayor compresién, tomaremos el anillo IF3Y.

Comenzamos describiendo su estructura. Es sabido que:

Por lo tanto, el anillo ]Fg\I estd formado por las n-uplas (a,),en donde a, € Fp:

]F]IZ\T = HIF2 = {<an)n€]N | an € ]FZ}
N

Definimos los elementos ¢; = (;,); siendo ¢ la funcién dada por:

1, sii=mn,
Oin = ..
0, sii#n.

Y consideramos los ideales primos generados por (1 — ¢;)FIN que tienen la forma:

pi:<1_ei)]Fgl\I:{<an)n€]N| anZOSin:i/unE]FZSin#i}
i
. . ~ =~
es decir, para cada i € IN, se tiene: p; =Fp x --- x 0 xFpx...

Estudiando el anillo cociente para cada uno de estos ideales y se verifica que:
Fp' /pi =

El anillo cociente es un cuerpo y por tanto, estos ideales son maximales, por sim-
plicidad, denotaremos estos ideales m;. Deducimos entonces que FY es un anillo
cero—dimensional.

Consideramos ahora el ideal a = ]FSN) el cual estd formado por las sucesiones de
elementos de IF, casi nulas. Este ideal a no estd contenido en ninguno de los ideales
maximales anteriores m;, de manera que dentro del anillo total ha de existir otra clase
de ideales maximales. La descripcién de estos nuevos ideales es un problema complejo,
el cual se puede clasificar dentro de la teoria de filtros y ultrafiltros.

Antes de continuar con el desarrollo de problema, introducimos brevemente las
nociones de filtros, ideales y ultrafiltros.

Sea X un conjunto.
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4 Anillos cero—dimensionales

(1) Un filtro en X es un subconjunto § C P(X) que verifica las condiciones siguientes:
(1) Xesg.
(11) Si A1, A € §, entonces A1 N Ay € F.
(111) SiA € F,eY € P(X) verifica A C Y, entonces Y € §.

(2) Un ideal en X es un subconjunto J C (X) verificando las proposiciones duales de
(D, (I) y (III) anteriores.

(3) Un ultrafiltro en X es un filtro § maximal, es decir:
(1) § # P(X).
(11) § verifica:
(1) ©¢3.
(2) T es un filtro.
(3) ParacadaY C X setienequeY € § 6 YegF

Teorema 4.9. Los ideales maximales del anillo 11:]12\1 estdn en correspondencia con los ultrafiltros
del mismo.

Para cada elemento x = (x,), € FY¥ definimos el conjunto dado por:
Ny={neN| x, =0}.

Este conjunto verifica las siguientes condiciones:

(1) Dados x,y € FY se tiene que Ny1y = (NyNN,) U (Nxy N Ny) = NyUN, U (Ny N
Ny ), luego Ny NNy € Nyyy.
(2) Parax,y € IF]%\T se tiene que Ny, = Ny UN,, y por tanto, Ny C Nyy.

Tomamos ahora un ideal a C A = IFHZ\T, y definimos el filtro:

§o={H CIN| existe x € atal que Ny C H}.

Podemos hacer la siguiente caracterizacién: Sim C A = FY es un ideal maximal,
entonces se tiene que §y es un ultrafiltro. Vamos a comprobarlo:

(1). Se verifica que @ & §m ya que 1 ¢ m.
(2). Es claro.

(3). Dado un Y C N definimos y = (y,) mediante y, = 0 s6lo si n € Y, y definimos
z=1-y. Tenemos N, =Yy N; = N\ Y. Como yz = y(1 — y) = 0, se tiene que
yemobézem porlotanto Y € Fm 6 N\Y € Fpn.

Por consiguiente, a cada ideal maximal m le podemos asociar un ultrafiltro
Sm ={HCN|3x € mtal que Ny C H}
Dado un ultrafiltro § de IN definimos un ideal

mg = {x = (Xp)nen | Nx € F}.

Vamos a comprobar que mz es un ideal maximal.
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4.3 Resultados y ejemplos

(1). Es cerrado para la suma, ya que dados x,y € mg, por definicién se tiene que
N, Ny € § y por lo tanto Ny N Ny € §. Por otra parte, wa = N, U Ny U (Ny N
Ny) € § y tenemos que x +y € mg
(2). Es cerrado para la multiplicacién, ya que dados x = (x,), € mg y z = (2u)n € A,
tenemos que:
Nxz = NxUNy € §, y por lo tanto xz € mg.

(3). mz # A, ya que al ser § un ultrafiltro @ # §.
(4)' gmg - S"

La inclusién § C Smg €8 clara. Vamos a ver Smy; C §. Sea H € §m; entonces
existe x € mg tal que Ny € H, de manera que podemos garantizar la existencia
de un elemento y definido como y, = 0si n ¢ H, y se verifica que y = xz para
algtn z € A entonces y € mgz y por lo tanto H = N, € §.

(5). Finalmente, vamos a ver que si existe un ideal a que verifique m C a C A, se tiene
que § = §q. Para cada H € § existe un elemento (xy)p tal quex, =0sinc€ Hy
xn = 1 en caso contrario. Entonces si x € m C g, se obtiene Ny € §4 pero no que
Ny € Fmz = §. Como § es un ultrafiltro, concluimos que §o = P(N) y a = A

De esta manera, hemos demostrado y descrito la correspondencia existente entre
los ideales maximales del anillo con los ultrafiltros presentes.

Como hemos mencionado al principio del capitulo, este ejemplo es valido para
cualquier cuerpo finito [F,, y las componentes de las n-uplas serfan la tinica variable.
En general, todo producto infinito numerable de cuerpo es un anillo cero-dimensional.

Otro ejemplo de anillo de dimensién cero que se obtiene a través del cuerpo IF,
es B = ]FSN) + 1IF, donde sus elementos son n—-uplas que forman sucesiones de
elementos de IF, convergentes a 1.

Claramente, se tiene que el ideal a = ]FSN) es un ideal del anillo B. Ademas, si

)

consideramos el anillo cociente B/ ]FSN
por tanto a es maximal.

, se tiene que es isomorfo a IF, (un cuerpo), y

Consideramos ahora el conjunto IN con la topologia discreta 7p. Definimos IN* =
IN U {oo}, donde oo es un punto de acumulacion.

Consideramos el espacio topoldgico (IN*, T) con 8 base de entornos de T definida
como:
B={{n}n e N} U{Veuln € N}.
donde Vi, es el entorno de oo definido como Voo, = {m | m > n para n dado}.
Vamos a comprobar que es una topologia:
(1). En primer lugar, se tiene que tanto @ como IN* pertenecen a .
(2). La unién de todos los abiertos J,cn Or € T, y cualquier {Oy }pen € T.

(3). Finalmente, para todo O, = {{n}| n € N} se tiene que O, NO;, =D € Ty para
la interseccién con el entorno Vi, distinguimos dos casos:

(1) Sim > n, entonces Oy N Vo s = Voo, € T,
(11) sim < n entonces Oy N Veon =D € T.

Por lo tanto, se tiene que (IN*, T) es un espacio topoldgico.
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4 Anillos cero—dimensionales

Construimos el anillo A = C(IN*,TF,), es decir, las funciones continuas entre los dos
espacios. Por tanto, dado f € A, se tiene que f~1(0) y f~1(1) son abiertos en (IN*, 7).
Consideramos el punto de acumulacién {co} y distinguimos los siguientes casos:

(1) Si oo € f71(1), se tiene que f(m) = 1 para todo m > n para un n dado, luego la

funcién f es igual a la funcién constantemente 1 a partir de m,
(11) en el caso de que o € f~1(0), entonces f(m) = 0, lo que supone que f(m) es
constantemente 0 a partir de un m > n para un n dado.

Entonces el anillo A se corresponde con el anillo B = ]FSN) +1F;
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