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Introduccion

Sea K un anillo conmutativo y X una indeterminada sobre K. Representamos por K[ X ]
al conjunto de todos los polinomios en X con coeficientes en K, y en él consideramos
las operaciones suma y producto que, junto con el polinomio constante, 1 forman un
anillo conmutativo.

Existe una aplicacién, gr, de K[X ] a N que a cada polinomio no nulo asocia su grado.
Podemos modificar esta aplicacion definiendo una nueva mediante:

d : K[X]— N, definida d(F (X)) = 2&FCD,

La razén es que d es multiplicativa, si K es un dominio de integridad, mientras que gr
es aditiva.

Si F(X) y G(X) # 0 son polinomios, si existen polinomios Q(X) y R(X) y una com-
binacién F(X) = G(X)Q(X) + R(X), siendo R(X) = 0 6 d(R(X)) < d(G(X)), tene-
mos la division euclidea de F(X) por G(X) con cociente Q(X) y resto R(X). Cuando
K es un cuerpo, estos polinomios Q(X) y R(X) son unicos en el siguiente sentido;
si F(X) = G(X)Q'(X) + R'(X) es otra divisién euclidea, entonces 0 = G(X)(Q(X) —
Q' (X)) + (R(X) —R'(X)), esto es, R(X) — R'(X) = G(X)(Q(X) —Q'(X)), y por tanto,
como gr(R(X)—R/(X)) < gr(G(X)), se tiene R(X)—R'(X) =0y Q(X)—Q'(X) =0.
Observa que esta propiedad no ocurre en otros anillos, como, por ejemplo, en el anillo
Z de los numeros enteros. Dados dos enteros f y g # 0, existen nimeros enteros q y
r tales que f = gq+r, siendo r =0 6 |r| < |g|. Que la unicidad de q y r no se tiene
asegurada lo prueba el siguiente ejemplo: 5=2x2+1=2x3—1.

En el caso de Z tenemos que a cada numero entero asignamos un elemento de N,
su valor absoluto, mientras que en el caso de K[X ] no tenemos un valor asignado al
polinomio cero. Para solventar este problema, de forma que la divisién euclidea sigua
siendo una herramienta ttil, vamos a asignar al polinomio cero, y al nimero entero
0, un valor superior a cualquier elemento de N; para esto consideraremos, en vez de
N el conjunto NU {oo}. Y como necesitamos una relacion de orden (en realidad una
relacion de orden que sea un buen orden), vamos a considerar en NU{co} la siguiente

relacién:
a<p, cuando a, 3 € N 6,

sia=o00

asﬁﬂ{

De esta forma basta asignar al polinomio cero, 6 al nimero entero cero, el valor co.



Tenemos entonces que si K es un cuerpo, para cualesquiera F, G € K[X ] existen poli-
nomios Q, R tales que F = GQ +R, siendo R =0 6 d(R) < d(G), e igual para nimeros
enteros.

Estos ejemplos prueban que para estudiar la division euclidea no necesariamente te-
nemos que considerar N, sino que lo mds indicado es considerar un ordinal, en estos
ejemplos hemos tomado w + 1. Comprobaremos que esta modificacion permite exten-
der la teoria de dominios euclideos a anillos que no necesariamente son dominios de
integridad, e incluso a anillos que no son conmutativos.

Tras una introduccién a la teoria de ordinales y ntimeros ordinales, a la que dedi-
caremos el primer capitulo, haremos la definicién de anillo euclideo a izquierda: un
anillo R es un anillo euclideo a izquierda si existen un ordinal ¢ y una aplicaciéon
6 : R—> 0 tal que 6(0) = inf{a| 6(a) < a para todo a € D\ {0}}, y que que para
par de elementos a, b € R existen elementos c,r € Rtalesque a =cb+r,conr =0
6 6(c) < 6(b). Tenemos asi la division euclidea a izquierda de a por b con cociente ¢
y resto r. De igual forma se define un anillo euclideo a derecha. Cuando R = A es un
anillo conmutativo, tendremos el concepto de anillo euclideo.

A continuacién estudiaremos las propiedades que se pueden deducir de la definicién
de anillo euclideo, tanto en el caso conmutativo como en el no conmutativo, teniendo
en cuenta que nuestro objeto principal de estudio lo forman los anillo conmutativos.
Probaremos que

(1) Todo anillo euclideo es una anillo de ideales principales.

(2) Elproducto de dos anillos euclideos es un anillo euclideo (esto generaliza el hecho
de que el producto de dos anillos de ideales principales es un anillo de ideales
principales).

(3) El anillo de matrices 2 x 2 sobre F, es un anillo euclideo.

La inclusién de ordinales no necesariamente numerables tiene por objeto ampliar el
numero de ejemplos que son anillos euclideos; y tiene otra finalidad, ésta mds practi-
ca; mientras que el producto de anillos de ideales principales es un anillo de ideales
principales, no ocurre lo mismo con el producto de anillos euclideos, ahora bien, si
ampliamos el conjunto en el que la funcién euclidea toma valores, obtenemos una
estructura de anillo euclideo en el producto; pero para poder hacer esto necesitamos
que la funcién tome valores en un ordinal, no necesariamente en w u w + 1. Este
serd el dltimo resultado que incluimos en esta memoria: “el producto de dos anillos
euclideos es un anillo euclideo”. Existen muchos otros problemas relativos a anillos eu-
clideos que no vamos a tratar pero que son particularmente sugerentes; uno de ellos
hace referencia a la existencia o no de anillos euclideos que no admiten una funcién
euclidea a w + 1; existen ejemplos de su existencia desde el inicio mismo de la teo-
ria (ver la bibliografia); la construccién de ejemplos que sean dominios de integridad
es mds reciente, desafortunadamente la teoria de ordinales subyacente excede a esta
exposicion (ver la bibliografia).



La estructura de la memoria es la siguiente: como predmbulo a la teoria general, que es
el objeto principal de esta memoria, y que exponemos en el tltimo capitulo, el cuarto,
en el capitulo dos recordamos los conceptos elementales de dominios de integridad y
divisibilidad, y en el capitulo tres los conceptos de dominios euclideos, en donde com-
pletamos la teoria desarrollada en el Grado al estudiar las relaciones entre los diversos
tipos de dominios: euclideo, de ideales principales y de factorizacién tnica. Como en
el capitulo uno hemos estudiado los ordinales, podemos dar una introduccién a la
teoria de anillos euclideos conociendo los resultados fundamentales de los dominios
euclideos.






Introduction

Let K be a commutative ring and X an indeterminate over K. We represent by K[ X ] the
set of all polynomials in X with coefficients in K, and in it we consider the operations
sum and product that, together with the constant polynomial, 1 form a commutative
ring.

There is an application, gr, from K[X ] to N that associates its degree to each non-zero
polynomial. We can modify this application by defining a new one using:

d : K[X]— N, defined d(F(X)) = 28X,

The reason is that d is multiplicative, if K is an integrity domain, while gr is additive.

If F(X) and G(X) # 0 are polynomials, if there are polynomials Q(X) and R(X) and a
combination F(X) = G(X)Q(X)+R(X), where R(X) =006 d(R(X)) < d(G(X)), we have
the Euclidean divisionf F(X) times G(X) with quotient Q(X) and remainder R(X).
When K is a field, these polynomials Q(X) and R(X) are unique in the following sense;
if F(X) = G(X)Q'(X) + R'(X) is another Euclidean division, then 0 = G(X)(Q(X) —
Q'(X)) + (R(X)—R'(X)), that is, R(X) —R'(X) = G(X)(Q(X) — Q'(X)), and therefore,
as gr(R(X)—R'(X)) < gr(G(X)), we have R(X) —R/(X) =0 and Q(X) —Q'(X) = 0.
Note that this property does not occur in other rings, such as the Z ring of integers.
Given two integers f and g # 0, there are integers q and r such that f = gq +r,
where r =0 6 |r| < |g|. That the uniqueness of g and r is not assured is proven by the
following example: 5=2x2+1=2x3—1.

In the case of Z we have that to each integer we assign an element of mathbbN, its
absolute value, while in the case of K[X ] we do not have an assigned value to the zero
polynomial. To solve this problem, so that Euclidean division continues to be a useful
tool, we are going to assign the polynomial zero, and the integer number 0, a value
greater than any element of N; for this we will consider, instead of N the set NU{oo}.
And since we need an order relation (actually an order relation that is a good order),
we are going to consider in N U {oo} the following relation:

a<p, when a, 8 €N 6,
sia =00

asﬁﬂ{

In this way, it is enough to assign the polynomial zero, or the integer zero, the value



o0o. We then have that if K is a field, for any F,G € K[X] there are polynomials Q,R
such that F = GQ +R, where R =0 or d(R) < d(G), and the same for whole numbers.

These examples prove that to study the Euclidean division we do not necessarily have
to consider N, but rather consider an ordinal, in these examples we have taken w +
1. We will verify that this modification allows us to extend the theory of Euclidean
domains to rings that are not necessarily integrity domains, and even to rings that are
not commutative.

After an introduction to the theory of ordinals and ordinal numbers, to which we
will dedicate the first chapter, we will define a left Euclidean ring: a R ring is a left
Euclidean ringf they exist an ordinal ¢ and an application 6 : R — @ such that
6(0) = inf{a| ;6(a) < a for all a € D\ {0}}, and that that for a pair of elements
a, b € Rthere are elements c,r € Rsuch thata = cb+r,withr =06 6(c) < 6(b). Thus
we have the Euclidean division to the left of a by b with quotient ¢ and remainder r. In
the same way, a Euclidean ring is defined on the right. When R = A is a commutative
ring, we will have the concept of Euclidean ring

Next we will study the properties that can be deduced from the definition of the Eucli-
dean ring, both in the commutative and non-commutative cases, taking into account
that our main object of study is the commutative rings. We will prove that

(1) Every Euclidean ring is a ring of main ideals.

(2) The product of two Euclidean rings is a Euclidean ring (this generalizes the fact
that the product of two main ideal rings is a main ideal ring).

(3) The ring of matrices 2 x 2 on FF, is a Euclidean ring.

The inclusion of ordinals not necessarily countable is intended to expand the number
of examples that are Euclidean rings; And it has another purpose, this more practi-
cal one; While the product of rings of main ideals is a ring of main ideals, the same
does not happen with the product of Euclidean rings, however, if we expand the set in
which the Euclidean function takes values, we obtain a Euclidean ring structure in the
product; but in order to do this we need the function takes values in an ordinal, not
necessarily in w u w +1. This will be the last result we include in this report: “ the pro-
duct of two Euclidean rings is a Euclidean ring ”. There are many other problems related
to Euclidean rings that we will not discuss but that are particularly suggestive; one of
them refers to the existence or not of Euclidean rings that do not admit a Euclidean
function at w + 1; there are examples of its existence from the very beginning of the
theory (see the bibliography); the construction of examples that are integrity domains
is more recent, unfortunately the underlying ordinal theory exceeds this discussion
(see bibliography).

The structure of memory is as follows: as a preamble to the general theory, which is
the main object of this memory, and which we expose in the last chapter, the fourth,
in chapter two we recall the elementary concepts of domains of integrity and divisi-
bility , and in chapter three the concepts of Euclidean domains, where we complete



the theory developed in the Degree by studying the relationships between the various
types of domains: Euclidean, main ideals and single factorization. Since we have stu-
died ordinals in chapter one, we can give an introduction to the theory of Euclidean
rings by knowing the fundamental results of the Euclidean domains.






Capitulo 1

ORDINALES

1. Conjuntos parcialmente ordenados

Dados un conjunto X y una relacion de orden < en X, el par (X, <) se llama un con-
junto parcialmente ordenado. Recuerda que una relaciéon binaria < en un conjunto
X es una relacion de orden si verifica las propiedades:

(1) Reflexiva. Para todo x € X se tiene x < x.

(2) Antisimétrica. Para todo par x;,x, € X, si x; < x5, ¥ X5 < X, entonces x; = X,.
(3) Transitiva. Para toda terna x;, x,, x5 € X, si x; < x, ¥ X, < X3, entonces x; < Xs.

SiS € X es un subconjunto de un conjunto parcialmente ordenado (no siempre es ne-

cesario indicar cual es la relacién de orden), tenemos los siguientes conceptos relativos

as.

(1) Un elemento x € X es una cota superior de S si verifica s < x para todo s € S.
De igual forma se define cota inferior.

(2) Un elemento s € S es un maximo de S si es una cota superior. De igual forma se
define minimo.

(3) Un elemento x € X es un supremo de S si es un minimo del conjunto de las cotas
superiores de S. De igual forma se define infimo.

Observa que, dados S y X, la existencia de estos elementos no estd asegurada; sin

embargo, si existen, el maximo, el minimo, el supremo y el infimo de S son tnicos.

Un conjunto parcialmente ordenado es

(1) Totalmente ordenado si para cualesquiera dos elementos x;,x, € X se tiene
X1 < Xy 0 Xy < X5

(2) Bien ordenado si cada subconjunto no vacio tiene un elemento minimo (o primer
elemento)

Es claro que el conjunto N de los nimeros naturales, con el orden usual, es un conjunto
bien ordenado, por tanto totalmente ordenado. Sin embargo, el conjunto Z de los
numeros enteros, aunque es totalmente ordenado, no es bien ordenado.

9



10 CAPITULO 1. ORDINALES

Amen de relaciones de orden, vamos a trabajar con relaciones de equivalencia, esto
es, relaciones binarias R en un conjunto X que verifican las propiedades

(1) Reflexiva. Para todo x € X se tiene xRx.

(2) Simétrica. Para todo par x;,x, € X, si x;Rx,, entonces x,Rx;.

(3) Transitiva. Para toda terna x,, x,, x5 € X, si x;Rx, y x,Rx5, entonces x;Rxs.

Ejemplo 1.1. Consideramos el conjunto Z de los nimeros enteros y la relacién de
“divisién”; esto es, si a,b € Z entonces a|b cuando existe x € Z tal que b = xa.
Observa que esta relacién verifica las propiedades reflexiva y transitiva, pero no la
propiedad antisimétrica, pues 2| —2 y —2|2, pero 2 # —2. Podemos definir una nueva
relacion para nimeros enteros:

aRb sialb y bla.

Es claro que R es una relacion de equivalencia en Z. Consideramos el conjunto cocien-
te: Z/R, en él tenemos una nueva relacion. Si representamos por [a] a la clase del
numero entero a, tenemos:

[a] <[b]sialb.

Para poder seguir trabajando necesitamos probar que ésta es una buena definicién;
esto es, que no depende de los representantes elegidos en las clases. Supongamos que
[a] = [a’], por hipétesis existen x,y € Z tales que a’ = xa, a = ya’. Como conse-
cuencia, si a|b, existe z € Z tal que b = za. Tenemos entonces b = za = zya’, y por
tanto a’|b, esto es, [a’] < [b]. De forma se trabajaria si tomamos otro representante
de la clase [b].

Una vez probado que la definicién es correcta, falta ver que es una relaciéon de orden.
Las propiedades reflexiva y transitiva son inmediatas de probar. Para la propiedad
antisimétrica, si [a] < [b] y [b] < [a], entonces a|b y b|a, por tanto [a] = [b], y se
cumple la propiedad antisimétrica.

Observa que en este ejemplo se tiene una biyeccion entre el conjunto Z/R y el conjunto
N de los numeros naturales, definida f : N— Z/R, f (n) = [n] (considerando N C Z).
Podemos definir en N la relacién a|b si existe x € N tal que b = xa. Entonces f verifica:
si a|b, entonces f(a) < f(b).

Dados dos conjuntos parcialmente ordenados X e Y, una aplicacion f : X — Y es
creciente (también se llama monodtona) si para todo par de elementos x;,x, € X
cuando x; < Xx,, se tiene f(x;) < f(x,). En el ejemplo anterior f : N— Z/R es una
aplicaciéon monétona.

Dado un conjunto parcialmente ordenado con relacién de orden <, la relacién de
orden estricto asociada a < es la relacion binaria “<”, definida:

a<bsia<bya#b.

Observa que < sdlo verifica la propiedad transitiva, no verifica las propiedades refle-
xiva ni antisimétrica.
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Dados dos conjuntos parcialmente ordenados X e Y, una aplicacién f : X — Y es
estrictamente creciente (también se llama isétona) si para todo par de elementos
X1,X, € X cuando x; < Xx,, se tiene f(x;) < f(x,). En el ejemplo anterior f : N —
Z /R es una aplicacion isotona.

2. Conjuntos bien ordenados y ordinales

La introduccién de los ordinales la llevaremos a cabo a partir de los conjuntos bien
ordenados. Recuerda que un conjunto bien ordenado es un conjunto parcialmente
ordenado en el que cada subconjunto no vacio tiene un primer elemento; en conse-
cuencia, todo conjunto bien ordenado es un conjunto totalmente ordenado.

Lema 2.1. SiX un conjunto bien ordenado y f : X — X una aplicacion estrictamente
creciente (o isétona), entonces f (x) > x, para todo x € X.

DEMOSTRACION. Si definimos T = {x € X| f(x) < x}, vamos a ver que T = 0.
Supongamos que T es no vacio, por ser X un conjunto bien ordenado, existe el minimo
de T. Sea min(T) = x. Entonces se verifica: f(x) < x; como f es isétona, tendriamos
f(f(x)) < f(x)porlo que f(x) € T y ésto es absurdo ya que f(x) < x = min(T).

Si X es un conjunto bien ordenado, un segmento inicial de A es un subconjunto
propio, A C X, de manera que para todo y € A tenemos que todos los elementos z < y
estan también en el subconjunto A.

Lema 2.2. Sea X un conjunto bien ordenado, se verifica:

(1) X no es isomorfo a ninguin segmento inicial A, = {y € X| y < x}.
(2) SiACX esun segmento inicial de X, entonces A=A,, para algin x € X si, y s6lo
si, X \ A tiene minimo.

DEMOSTRACION. (1). Probamos que X no es isomorfo a ninguno de sus segmentos
iniciales. Si existe un isomorfismo f : X — A, para algtin x € X, entonces f(x) €A,
por tanto f(x) < x y estariamos contradiciendo el Lema (2.1.).

(2). Si el segmento inicial A es de la forma A, = {y € X| y < x}, entonces x =
min(X \ A, ). Reciprocamente, si existe x € X tal que x = min(X \ A), veamos que
A=A,.Siy €A, como A es segmento inicial y x € X \ A, tenemos que y < x, esto es,
y €A,. porlo que y < x; ya que x es minimo en X \ A entonces y ¢ X \ A si no que
y € A. Para terminar, Como todo segmento inicial es propio entonces X \A # @ y como
X es un conjunto bien ordenado, si tomamos x = min(X \ A) obtenemos que A=A, .

Corolario 2.3. Si X es un conjunto bien ordenado, entonces el tinico isomorfismo
f : X — X es la identidad.
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DEMOSTRACION.Si f es un isomorfismo, tanto f como su inversa, f !, cumplen el
Lema (2.1.). Esto es, si a cualquier x € X le aplicamos el Lema (2.1.) para f !, ten-
driamos que f~!(x) > x y si a ésta desigualdad le aplicamos el mismo lema para f,
tenemos que x > f(x). Como el Lema (2.1.) nos dice que f(x) = x, llegamos a que
f(x)=x, y esto quiere decir que f es la identidad.

Corolario 2.4. SiX es un conjunto bien ordenado, para cada conjunto bien ordenado
Y existe como mucho un isomorfismoX — Y.

DEMOSTRACION. Utilizamos el Corolario (2.3.);si f : X — Yy g:X — Y son
isomorfismos, entonces se tiene que g~ o f : X — X es un isomorfismo, y por lo
tanto la identidad. Es decir, se tiene f = g.

A raiz de los expuesto hasta ahora, podemos destacar el siguiente resultado sobre
conjuntos bien ordenados.

Teorema 2.5. Si X e Y son dos conjuntos bien ordenados, se verifica una de las si-
guientes situaciones, mutuamente excluyentes:

(1) X eY son isomorfos.

(1) X es isomorfo a un segmento inicial deY .
(i1) Y es isomorfo a un segmento inicial de X .

DEMOSTRACION. Sabemos que, por los corolarios y lemas vistos, éstas propiedades
son excluyentes dos a dos y ademads el isomorfismo es Unico. Para la demostracion
basta comprobar que se da una de estas situaciones. Para cada x € X definimos A, =
{z €X|z <x}, ypara cada y € Y definimos A, = {z € Y| z < y}. Ahora construimos
un subconjunto X’ € X y un subconjunto Y’ € Y mediante:

X'={xeX|existe y €Y tal que A, = A, },
Y'={y €Y|existe x €X tal que A, A, }.

Six € X' existe y € Y y un isomorfismo f : A, £ A,, y para cada x” € A, tendremos un
isomorfismo entre A,, y A(,.); en consecuencia X’ es un segmento inicial 6 X’ = X. Si
;. : ) o~ ,
Y €Y/, existe x € X y un isomorfismo f : A, = A, }/ paracada y' <y tendrern/os un
isomorfismo entre A,y Apayn; €0 consecuencia, Y’ es un segmento inicialoY' =Y.
Veamos que existe una aplicacién inyectiva de X" a Y’; en efecto, siA, = A, yA, =
A, , entonces A, = Ay siy; # y,, sea y; < y,, entonces A, SA,,loque es una
contradiccién. En consecuencia, y; = y,. Llamamos ¢ : X’ — Y’ a esta aplicacion.
Veamos que ¢ : X' — Y’ es una aplicacién monétona. Si x;, x, € X’ verifican x; < x,,
. ;o ) ) ~ . ~
ex1s£<?n Y1,Y, € Y’ e isomorfismos f; tA, =A,,parai = 1,2, entonces A, =A, C
A,, =A, ,lo que implica y; < y,.
Como consecuencia, se tiene un isomorfismo X’ = Y’, ya que podemos construir una
aplicacion inversa de .

Finalmente, vamos a ver que necesariamente se tiene una de las siguientes tres posi-
bilidades:
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¢

1) X=X'"2Y'=Y.

(2) SiX'"#X eY' =Y, entonces X’ es un segmento inicial, y existe x € X tal que
X' =A, ypor tanto Y es isomorfo a un segmento inicial de X.

(B) SiX'=XeY #Y, entonces Y’ es un segmento inicial, y existe y € Y tal que
Y’'=A, y por tanto X es isomorfo a un segmento inicial de Y.

(4) SiX'#XeY' #Yexistenx€Xey€V talesqueX'=A, eY' =A,,y por tanto
x €X' ey €Y', loque es una contradiccién.

Ahora, la finalidad sera ver si los ordinales valen para representar a los conjuntos bien
ordenados, por tanto vamos a ir estudiando sus propiedades.

Un conjunto X es transitivo si cada elemento x € X verifica que para cada y € x se
tiene y € X.

Un ordinal (6 un numero ordinal) es un conjunto transitivo en el que la relaciéon
definida, para cada par de elementos x, y € X, por y € x, es un buen orden.

Ejemplo 2.6. Para cada numero natural n € N definimos n = {0, 1,...,n—1}. Observa
que para cada n € N tenemos un ordinal, ya que {0,1,...,n— 1} es transitivo, y la
relacion de pertenencia es un buen orden. También N = {0, 1,2,...} es un ordinal.

Ejemplo 2.7. El conjunto {1,2} no es un ordinal, ya que no es transitivo.
Para cada ordinal o definimos S(c) =0 +1=0cU{c}.
Lema 2.8. Para cada ordinal o se tiene que o + 1 es un ordinal.

DEMOSTRACION. Cada elemento de S(o) es 6 un elemento de o 6 o, que también es
un subconjunto de S(o); por tanto S(o’) es transitivo. Ademas como o0 ¢ 0,y T < O
para todo T € o, concluimos que S(o) estd bien ordenado.

Llamamos a S(o) = o + 1 es siguiente de o.
En atencion a esta definicién distinguimos varios tipos de ordinales:

(1) Ordinal sucesor, si es de la forma S(o) := o U {o} para algun ordinal o.

(2) Ordinal nulo, es 0 := 0.

(3) Ordinal limite, aquel que no es ni ordinal sucesor ni ordinal nulo.

(4) Ordinal finito, el que verifica que para todo ordinal T < o se tiene T =04 T es
un ordinal sucesor.

Ejemplos 2.9. (1) Por extension, a los ordinales finitos también se les llama numeros
naturales.

(2) Todos los nimeros naturales mayores que 0 son ordinales sucesores.

(3) El primer ordinal limite es el ordinal del conjunto de los nimeros naturales, y la
representamos por w u w.

Lema 2.10. Sio es un ordinal y x € o un elemento, entonces x es un ordinal.
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En otras palabras, cada elemento de un ordinal es un ordinal. DEMOSTRACION. Tene-
mos que x = A, es un subconjunto de o. Para cada y € x, por ser transitivo, tenemos
que y € 0,y por tanto y es un segmento inicial A,. Como y < x, entonces y =A, es
subconjunto de A, = x.

Una vez visto que los elementos de un ordinal o son también ordinales, veamos si
el reciproco también es cierto. Vamos a ver que los ordinales contenidos en o son
elementos de o.

Lema 2.11. Sean o y 7 ordinales, si 0 C T entonces o € T.

DEMOSTRACION. Si o C 7, esto es T\ 0 # @, por lo que habrd un primer elemento A
debido a que T es un conjunto bien ordenado. Basta probar que A = o.

Si x € A entonces x < Ay como A es minimo de 7 \ 0, se tiene x € o.

Si x € o entonces no se tiene A < x, ya que: o bien A = x, y entonces A = x € 0, 0
bien A < x, y entonces A € x, y por tanto A € g, lo que es una contradiccién, porque
Ago.

Por tanto, x < A, esto es, x € A, entonces o = A.

Hemos probado que un nimero ordinal es un conjunto que estd formado por todos
sus subconjuntos propios los cuales son ntimeros ordinales.

Observacion. 2.12. Para cada ordinal o se tiene o ¢ o.

Observacion. 2.13. Tenemos que si o es un ordinal con o # @) entonces §§ C o, por
tanto0 =0 € o.

Esquemadticamente, para un ordinal o tenemos la siguiente situacion:

= Sif) C o, entonces 0 =0 € o, y tenemos 1 = {0} C o.

Si o0 =1 tenemos una buena descripcidon de o, y en caso contrario 1 = {0} C 0.

En este segundo caso se tiene 1 € o, y tenemos 2 = {0,1} C 0.

Repitiendo el proceso llegamos a que o es un ntimero natural o bien w; C o.

Si w,; = 0, tenemos una buena descripcién de o, y en caso contrario w C o.

En este segundo caso se tiene w € o, y tenemos w+ 1 C 0.

Y seguimos este proceso.

Con este esquema nos damos cuenta que los ordinales tienen el aspecto que comen-
tdbamos al principio de este capitulo.

Dicho ésto; vamos a tratar cada nimero ordinal como un conjunto en el cual definimos:
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» un orden o < 7 cuando o € 1, 0 equivalentemente o C 7,

= un orden o < 7 cuando o < T 6 0 = T, 0 equivalentemente o C 7,

para asi ver que con este orden los ordinales van a comportarse como un conjunto
bien ordenado salvo por no forman un conjunto; esto es, no existe el conjunto de todos
los ordinales (Burali-Forti).

Teorema 2.14. Sean o, T, A ordinales, se verifica:

(1) Sioc<tTyt<Aentonceso < A.

(2) Sio < 7 entonces T £ o

(3) Para cada dos ordinales6c <t 071 <o0.

(4) SiT es una coleccion no vacia de ordinales entonces existe a de T de manera que
a < a' paratodoa’ deT.

(5) SiX es un conjunto de ordinales entonces | | X es el supremo de X. Esto es, o es
un ordinal de manera que v < o para todo v € X y esto implica que o + 1 es
un ordinal que no puede estar en X y o es el minimo entre los ordinales o’ de
manera que T < ¢’ para todo T € X

DEMOSTRACION. (1) y (2) son consecuencia del Lema (2.11.). (1) se debe a la tran-
sitividad de A y (2) sigue a (1) porque si 0 < T < ¢ tendriamos o < 0.

(3). Para demostrarlo vamos a considerar o N7 que obviamente es un ordinal. Por la
Observacion (2.12.) se tiene cN T ¢ o N T. Por tanto, o bienocNt¢oc 6o N1 €& T.
SiocN7t ¢ o, esdecir, cNT ¢ o entonces o NT = o, debido a que c N T C 0, esto es,
o C 7 que significa o0 < 7.

SioNnt ¢, esdecir,cNT ¢ 7 entonces 0 N T =T debido a que c N 7T C 7, esto es,
T C 0 que significa T < 0.

(4). Fijamos a, de T. Entonces, por el Axioma de Separacién, T' = {a’ € a,| a € T}
€s un conjunto.

» Si T’ = () para cada a’ € T tenemos que a’ ¢ a, entonces a’ £ a,, y aplicando
(3) se tiene a, < a’, entonces a = a,,.

= Si T’ # ) entonces, como a, tiene buen orden eso implica que a va a ser el
primer elemento de T’.

Por tanto, si @’ € T; o bien a’ € a, o bien a’ ¢ a,.

(D sia’ € ay, entonces a < o’.
() sia’ ¢ a,, entonces a, < a’'.

Juntando (I) y (II) resulta que a < a’.

Por ultimo; observamos que UX es un conjunto de ordinales por el Lema (2.10.), (cada
elemento de un ordinal es un ordinal) por (3) y (4) observamos también que esta bien
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ordenado y o = UX es un conjunto transitivo ya que si por ejemplo, X = {1,2,4},
UX =1U2U4, entonces 4 =1{0,1,2,3} y4€X pero4+1=5¢X.

Luego; si T € X tendremos T C 0, esto es, T < 0. Sea ¢’ € 0 = UX entonces 0’ € T
o lo que es lo mismo ¢’ < 7 para algin T € X entonces no hay o’ < ¢ que sea cota
superior de X, es decir, no hay ¢’ de tal manera que 7 < ¢’ para todo T € X cumpla
que o’ < 0. Aplicando (3) tenemos que o < o’.

Teorema 2.15. Los numeros naturales son los ordinales finitos.

DEMOSTRACION. Por el Ejemplo (2.6.), sabemos que cada niimero natural es ordinal
y finito. Lo que hay que comprobar es que un ordinal finito es un nimero natural.

Sea N = w y o un ordinal. Si o no es natural entonces o ¢ w esto es, 0 £ w,
entonces usando el Teorema (2.14.), w < T, esto es w C 0. Es decir, o es infinito ya
que contiene al conjunto infinito de los naturales. Por tanto, o tiene que ser natural.

Llegados a este punto, podemos citar el objetivo de ésta seccién con el siguiente teo-
rema:

Teorema 2.16. Cada conjunto bien ordenado es isomorfo a un unico ordinal.

DEMOSTRACION. Hemos visto anteriormente que dados dos ordinales ¢ y 7 6 son
isomorfos 6 uno es un segmento inicial del otro. Basdndonos en el Corolario (2.3.);
ahora podemos también decir que cada conjunto bien ordenado es isomorfo, como
mucho, a un tnico ordinal. Veamoslo.

Sea (X, <) un conjunto bien ordenado; sea < una relacion entre los elementos x de
X, es decir, x € X y sea o el Unico ordinal al que es isomorfo y sea A un subconjunto,
A C X formado por los elementos x € X.

Definimos la relacién binaria p(x,0) := {x € A| existe f : A, = o}.
Entonces si x € Ay 0,0’ son dos ordinales, la relaciéon ¢(x,0) y ¢(x,0’) nos dice

que o y o’ son isomorfos ya que del Corolario (2.1.) precede que dos ordinales o y
o’ son isomorfos entonces o = ¢’ y el unico isomorfismo es la identidad.

Veamos distintos puntos.

= Sea A, un segmento inicial de A, tenemos que para todo x € A, existe o de
manera que f : A, = o. Tomamos un z € A con z < X, entonces A, es un
subconjunto de A, y, ademads, es segmento inicial de A, .

= Sidefinimos 7 := f(A,) la imagen, diriamos que f (A, € o debido a que f define
un isomorfismo que también es segmento inicial de o, lo cual, T < 0.

= Si definimos ahora, por restriccién, la funcién h como un isomorfismo entre A,
y 7T (siendo T un ordinal) tendriamos que la relacién binaria ¢(z,7) y 2 €A,.
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= Sea O un ordinal; se cumple que O es un segmento inicial de la clase de los
ordinales (todo conjunto transitivo de ordinales es un ordinal porque o es un
conjunto transitivo por hipétesis y la relacidon de pertenencia € sobre o, para un
buen orden estricto y todo conjunto # @} de ordinales tiene un minimo (0 € X y
o = min(X))).

= Se define g como isomorfismo entre A, C Ay el ordinal O. Sabemos que g es
sobreyectiva y estrictamente creciente por tanto g es un isomorfismo.

» SiA, ¢ Ay tomamos x, = min(A\A,). Se tiene que A, =A, ycomo g : A, —
O es un isomorfismo, tendriamos la relacién binaria como ¢(x,,0) por tanto
A, =A

Juntando todos los puntos vemos que g es un isomorfismo entre (X, <) y A.

3. Aritmética de ordinales

En la teoria de conjuntos, la aritmética de los ordinales describe las operaciones que
usamos normalmente con niumeros ordinales tales como son la suma, la multiplicaciéon
y la exponenciacion.

Adicion.

Sean 7 y o ordinales, su suma 7 + o es la operacién definida por recurrencia sobre o
mediante:

(D) t+0=r.
m t+(c+1)=(r+0)+1.

(m 740 = Ua,<a(7 + 0’) si o es un ordinal limite (es decir, T + o es el limite de
T + o’ para todo ¢’ < o).

Observacion. 3.1. Cuando aparece +1 tras el nimero ordinal, hacemos referencia a
su sucesor, no a la suma con 1 aunque ambas cosas coinciden.

Observacion. 3.2. La suma de los ordinales cumple con la propiedad asociativa y
elemento neutro, pero no es conmutativa ni cancelativa ya que n+w = | J y(n+r) =
w es distinto de w + n porque

reN

w+n={0,1,2,...,0,0+ 1, 0w+ (n—1)}.

y
w+w=1{0,1,2,...,0,0+1,w+2,...}.

Ademads, si n + w = r + w no tiene el porqué de ocurrir que n =r
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Multiplicacidn.

Sean 1 y o ordinales, su producto 7 - o es la operacion definida por recurrencia sobre
o mediante:

() 7t-0=0
am t-(c+1)=(r-0)+7
() 70 =], .,(7-0')sio esun ordinal limite y o # 0

Observacion. 3.3. A la multiplicacion le ocurre lo mismo que a la suma; que no es ni
conmutativa ni cancelativa ya que, por ejemplo, 7-2=7-(1+1)=7-14+7-1=7+7
(siendo T un ordinal).

Usando induccién sobre n tendriamos: 7-n = 7+...+ 7. Particularmente, haciendo de
forma anéloga a lo que hemos hecho con la suma en la Observacién (3.2.), tenemos;

w-n=w+...+0={0,1,...,w,0+1,...,0-(n—1),w-(n—1)+1,...}

w'w:{0317w7w+1,---,w'n,w'n+1,...}.

En cambio, n-w =, (n 1) = w.

Exponenciacion.

Sean 7 y o ordinales, la exponenciacién 77 es la operacion definida por recurrencia
sobre o mediante:

M t°=1.
() 19t =19.1.

() t° = Ua,<a(r"/) si o es un ordinal limite y o # O.

Esta primera aproximacion a la aritmética de ordinales se completa con una aritmética
mads avanzada el que el principal exponente es el siguiente resultado.

Teorema 3.4. (Teorema de la forma normal de Cantor) Cada ordinal o # 0 se re-
presenta de forma tinica como

o=w"n; + -+ wn,

conay>--->a, >0, ordinales, yn,,...,n, €N.
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Existen otras operaciones suma y producto de ordinales que si son asociativas, conmu-
tativas y distributivas; una de ellas es la suma y el producto natural o de Hessenberg.
Se representan por 0 ® T y 0 ® T, respectivamente, y estdn definidas como sigue:

cet=sup({oc+pB|B<tiU{a+T|a<o}),

oc®Tt=min{y|y®(a®p)>(cep)e(a®1)}.

Si las formas normales de Cantor de o y de T son

o=w"n; +---+w*n,
T=w"m +---+w*m,

donde algin n; 6 m; puede ser cero, se tendria:

ocoT=w*(n+m)+ -+ w*(n,+m,),
t t . .
O®T =, 2, @tnm;.






Capitulo 2

NOCIONES BASICAS SOBRE ANILLOS

1. Anillos

Un anillo es un conjunto R junto con dos operaciones +, suma, y x, multiplicacién, y
un elemento 1 € R, verificando las siguientes propiedades:

(1) (R,+) es un grupo abeliano. Representamos por 0 al elemento neutro, y lo llama-
mos el cero del anillo.

(2) (R, x,1) es un monoide. El elemento 1 se llama el uno del anillo.

(3) La multiplicacién es distributiva respecto a la suma:

ax(b+c)=axb+axc,
(b+c)xa=bxa+cxa,

para todos a, b,c €R.

Un anillo R es un anillo conmutativo si la multiplicacién es conmutativa. En general
vamos a utilizar la letra A para referirnos a anillos conmutativos.

La primera propiedad que podemos probar en un anillo es la siguiente:

Lema 1.1. SiR es un anillo se verifica:

(1) Existe un unico elemento cero.
(2) Existe un unico elemento uno.
(3) Para cada elemento a € A se verificaOxa=0=a x 0.

Por comodidad, la multiplicaciéon x se representa, a veces como el simbolo -, o sim-
plemente por yuxtaposicion.

Observa que si 0 = 1 en un anillo, entonces R = {0}. Este anillo se llama el anillo
trivial. En lo que sigue suponemos que los anillos que estudiamos son no triviales.

Veamos algunos tipos especiales de elementos de un anillo R:

21
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(1) Un elemento a € R es invertible a la izquierda si existe b € A tal que ba = 1.
Andlogamente se define elemento invertible a la derecha. Un elemento a € R
es invertible si es invertible a la derecha y a la izquierda.

(2) Un elemento a € R es un divisor de cero a la izquierda si existe 0 # b € A tal
que ba = 0, y andlogamente se define divisor de cero a la derecha. Un elemento
a € R es un divisor de cero si es un divisor de cero a la izquierda 6 a la derecha.

(3) Un elemento a € R es un elemento regular si no es divisor de cero a izquierda ni
a derecha.

(4) Un elemento a € R es nilpotente si existe una potencia a” igual a cero.

Estos tipos de elementos permiten una primera clasificacién de anillos.

Un anillo R es

(1) un anillo de division si cada elemento no nulo es invertible.

(2) un anillo de integridad si cada elemento no nulo es regular.

(3) un dominio o dominio de integridad si es un anillo de integridad conmutativo.
(4) un cuerpo si es un anillo de divisién conmutativo.

Dados dos anillos R y S, un homomorfismo de anillos de R a S es una aplicacién
f :R— S que es homomorfismo para la suma, la multiplicacién y el uno.

Lema 1.2. Para cada anillo R existe un unico homomorfismo de anillos de 7 a R,
definido por f(n) =n1l, para cadan € Z.

Dado un homomorfismo de anillos f : R— S llamamos nucleo de f a

Ker(f)={r €R| f(r) =0},

y llamamos imagen de f a
Im(f)={f(r) €R|r €R}.

El ntcleo Ker(f) verifica las siguientes propiedades:

(1) Ker(f) es un subgrupo aditivo.
(2) ax,xa € Ker(f) para cada x € Ker(f)y cada a €R.

Ejemplo 1.3. Losideales de Z son los subconjuntos de la forma nZ = {nx € Z| x € Z}.

Un subconjunto 2 € R que verifica estas dos propiedades se llama un ideal de R.
La imagen Im(f ) verifica las siguientes propiedades:

(1) Im(f) es un subgrupo aditivo.

(2) a+ b,ab € Im(f) para cada a, b € Im(f).

(3) 1€Im(f).
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Un subconjunto T € R que verifica estas dos propiedades se llama un subanillo de R.
Observa que cada subanillo es un anillo con las restricciones de las operaciones suma
y multiplicacién, y la inclusion T < R es un homomorfismo de anillos.

Observacion. 1.4. Todo subanillo de un anillo de integridad es un anillo de integri-
dad; en particular, todo subanillo de un cuerpo es un domino de integridad. Para cada
anillo R el inico homomorfismo de anillos f : Z — R define un entero positivo o nulo
n tal que Ker(f ) = nZ. Llamamos a n la caracteristica de R. Si n es positivo, entonces n
es el menor entero positivo que verifica nl =0, y si n = 0, entonces no existe ningtin
entero m tal que m1 = 0. El numero n se llama la caracteristica del anillo R.

Todo ideal 21 C R define una relacién de equivalencia en R:
a~ygbsia—bell
En el conjunto cociente R/ ~ se definen operaciones suma y producto

[a]+[b]=[a+Db],
[a]x[b]=[axDb],

que, junto con [1] definen una estructura de anillo de forma que la proyeccién R —
R/ ~y es un homomorfismo de anillos. El anillo R/ ~, se representa, abreviadamente,
como R/2l.

Un homomorfismo de anillos f : R — S es un isomorfismo si existe un homomor-
fismo de anillos g : S — R tal que fg = idg y gf = idg. Es fécil ver que f es un
isomorfismo si, y s6lo si, f es una aplicacidn inyectiva y sobreyectiva. En particular,
observa que se tiene un isomorfismo entre R/ Ker(f) e Im(F) (Primer teorema de iso-
morfia).

2. Ideales

Un subconjunto a C R es un ideal a izquierda si verifica:

(1) a €R esun subgrupo aditivo.
(2) ax €aparacadaa€Rycadax € a.

De la misma forma se define ideal a derecha.

Lema 2.1. Para cada familia & de ideales a izquierda de un anillo R se verifica:

(1) La interseccion de los elementos de la familia & es un ideal a izquierda. Se re-
presenta por N%, y es el mayor ideal a izquierda contenido en todo elemento de
F.

(2) El conjunto {Zi a;| a; € F} es un ideal a izquierda de R; se representa por Y. F,
y es el menor ideal a izquierda que contiene a todo elemento de % .
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Dado un subconjunto G € R definimos el ideal a izquierda generado por G como el
ideal
(G) =n{a| G C a, y aes un ideal a izquierda}.

Un ideal a izquierda a es finitamente generado si existe un conjunto finito contenido
enR, {a,...,a,} CR, tal que a = (ay,...,q,), y es principal si existe un elemento
a € R tal que a = (a).

Lema 2.2. Para cada subconjunto G C R el ideal a izquierda (G) generado por G tiene
los siguientes elementos:

t
(G) = {Zaigil a; €R, g € G}~

i=1

El ideal a izquierda (G) también se representa por RG.

Un anillo R es noetheriano a izquierda si cada ideal a izquierda es finitamente gene-
rado, y es un anillo de ideales a izquierda principales si cada ideal a izquierda es
un ideal principal.

Dados dos ideales a izquierda a y b su producto ab se define como el ideal a izquierda
generado el conjunto {ab|a € a, b € b}.

Un ideal a izquierda p es primo si p # Ry para cualesquiera ideales a izquierda a,b € R
tales que si ab C p, se tiene a S p 6 b C p. Si R = A es un anillo conmutativo tenemos
la siguiente caracterizacién de ideales primos.

Lema 2.3. Sea A un anillo conmutativo, para un ideal propio p % R son equivalentes:

(a) p SR es un ideal primo.
(b) Para cualesquiera a,b €R, siab € p, entoncesa €p 6 b € p.

Un ideal a izquierda m C R es un ideal maximal si m # R y para cualquier ideal a
izquierda a tal que m C a G R se tiene a = m.

Lema 2.4. Sea A un anillo conmutativo, cada ideal maximal es un ideal primo.

Proposicion 2.5. Sea A un anillo conmutativo, para cada ideal propio p son equiva-
lentes:

(a) p es un ideal primo.
(b) A/p es un dominio de integridad.

Proposicion 2.6. Sea A un anillo conmutativo, para cada ideal propio m son equiva-
lentes:

(a) p es un ideal maximal.
(b) A/p es un cuerpo.
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3. Construccion de anillos

Producto de anillos

Dada una familia de anillos {R;| i € I'} en el producto cartesiano ]_L.Ri se definen una
operacion suma y una multiplicacién mediante:

(r)i +(s;)i = (ri +50)s,
(r)i(sp); = (risdis

que junto con el elemento 1 = (u;);, siendo u; = 1 para cada indice i, forma un anillo.
Para cada indice j € I existen un homomorfismo de anillos:

pj: nRi —R;, pj((ri)i) =r;.

El producto de anillos verifica la siguiente propiedad universal.

Proposicion 3.1. Para cada anillo S y cada familia de homomorfismos de anillos f; :
S — R—j existe un unico homomorfismo de anillos f : S — | [.R; verificando

f(s)=(fi(s)); para cadas € S.

Anillos de polinomios

Para cada anillo R el anillo de polinomios en la indeterminada X con coeficientes
. . . t i

en R tiene como conjunto subyacente las expresiones formales ). a;X', con a; € R

junto con las siguientes operaciones suma y multiplicacién:

max{t,s}

Zt:aixi +Zsjblxi = > (a;+b)X,
i=0 i=0

i=0
siendoa;=0sii>tyb;,=0sii>s.

t+s

> aixf)(i bX) =D (D a+b)X’,
i=0 i=0

i=0 h+j=i

y el elemento uno el polinomio constante igual a 1. En este caso tenemos un homo-
morfismo de anillos 1) : R — R[X] definido y(r) es el polinomio constante igual a
r.

El anillo de polinomios R[X ] esta caracterizado por la siguiente propiedad universal.

Proposicion 3.2. Para cada anillo S, cada homomorfismo de anillos f : R— S y cada
elemento b € S tal que f (r)b = bf (r) para cada r € R existe un tinico homomorfismo
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de anillos f' : R[X]— S tal que f = f'y.

R R[X]
|
\ \|Y5|1f/
S
Anillos de matrices
ANADO:
Consideramos: I =J = {1,2,...,n} conjuntos de niimeros enteros positivos, y A una

matriz. Las aplicaciones son de la forma f : I xI — (R, +, -, 0) cuyos elementos vienen
dados por:

f = (aij)nxn = (aij)n :Anxn :An =A

En este caso, el conjunto de éstas aplicaciones lo llamamos conjunto de matrices por-
que la operacién producto que vamos a definir, si tiene sentido como lo que usual-
mente entendemos como matrices. Sea el conjunto M,(R) = {(a;;).x,} junto con las
operaciones

nxn

(aij) + (bij) = (aij + bij)(aij) : (bij) = (Z(aijbjk)) = (dij)

j=1

conseguimos que el conjunto M, (R) sea un anillo.
Vamos a probarlo:

Sea la matriz A = (a;;), y B = (b;;), otra matriz, la suma de ambas matrices seria
A+B = (a;; + b;j),.

Si tomamos la matriz B formada por el cero del anillo; todos los elementos son cero.
Esto es, B = (0;;),. Si hacemos (a;; +0;;),, = (a;;), ya que cada uno de los elementos
a;; y 0, al ser el neutro el cero del anillo y estar sumando elementos del anillo, pues
obtenemos el mismo elemento.

Esto significaria que A+0 = Asiendo 0 = (0;;),, y también 0+A = Ay asi tendriamos un
elemento neutro para la suma de matrices cuadradas. Si en lugar de poner a;; ponemos
los opuestos de cada uno de ellos; si hacemos la suma A+ B = (q;; + (—a;;)), = (0),, ¥
tendriamos para cada elemento un opuesto y entonces la matriz B la llamariamos —Ay
por tanto, A+(—A) = (—A)+A = 0. Obviamente la asociatividad A+(B+C) = (A+B)+C
es inmediata y también es inmediata la conmutatividad.

Asi que el conjunto de éstas matrices cuadradas de orden o de tamafio n con entradas
en el anillo A, es un grupo abeliano.

Ahora probamos la asociatividad del producto.



3. CONSTRUCCION DE ANILLOS 27

Sea A= (a;;),, B = (bjx)n, C = (ck; )y, veamos que (AB)C =A(BC).

(AB)C = (Z;;l a;ibj)(c)n = (ZZZl(Z}Ll a;;bjide)) = (Zzzl Z;lzl(aijbjk)ckr)) =
(Z;lzl Zzzl aij(bjkckr)) = (Z;lzl aij(zzzl bjkckr)) :A(BC)

Probamos ahora la distributividad del producto respecto a la suma por ambos lados.

Sean las matrices cuadradas A = (a;;),xn,B = (Dji)nxns C = (Cxp)nxn- Probamos que
AB+C) =AB+AC y (A+B)C = AC + BC pero no lo vamos a hacer ya que es un
ejercicio de calculo a partir de las definiciones que hemos dado para cada una de
éstas operaciones. Una vez que probamos éstas propiedades, podemos asegurar que
el conjunto de las matrices cuadradas de orden n con entradas en un anillo cualquiera
con esa suma y ese producto, es un anillo.

En particular, también podemos probar que en el caso en que el anillo del que las
matrices toman sus valores, fuera un anillo unitario; esto es, (R,+,-,0,1), también
seria éste anillo de matrices un anillo unitario. Por ultimo nos preguntamos; ¢cudl
seria la unidad? o mejor dicho, écudl seria el elemento neutro para el producto?

Definimos

5 — 1,sii =],
Y0, sii#],

Y definimos la matriz I = (6;;),x, que es justamente el uno del anillo de las matrices
cuadradas de orden n con entradas en ese anillo unitario, ya que Al = IA=A.

Cabe destacar que no importa el anillo de matrices cuadradas que tomemos siempre
que n sea mayor que 1; esto es, siempre que n > 2. Es decir, no importa qué anillo
sea que siempre tendremos divisores de cero aunque no los tenga el anillo de partida.
Vedmoslo.

Consideramos un anillo R que no tenga divisores de cero; (R, +, -,0) anillo sin divisores
de cero, y consideramos dos elementos a y b de ese anillo, ambos distintos de cero,
a, b # 0. (no es necesario que los elementos sean divisores de cero). Vamos a formar
matrices de orden n con n > 2.

a O 0 b 0 0 0 O 0
0 O 0 0 O 0 0 O 0
0 O 0/, \0 0 - 0/ o o - 0/

Vemos entonces que siendo las matrices A,B # 0 tenemos que A-B = 0 por lo que
tenemos divisores de cero en todo anillo de matrices con n > 2, ya que si n = 1,
tendriamos que M, (R) = R o incluso podemos considerar que M;(R) =R, por lo tanto,
si no tuviera divisores de cero tampoco tendria divisores de cero el conjunto de esas
matrices cuadradas de orden 1 que realmente serian los elementos del anillo.

Hablando de las unidades, podemos decir, sin adentrarnos en ello, que una vez te-
nemos un anillo de matrices cuadradas cuyas entradas son de un anillo unitario,
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una matriz (a;;), € %(M,(R)) si, y solamente si, podemos encontrar una matriz
(bij)nxn € M, (R) de forma que (aij)(bij) = (bij)(aij) = (5ij) =1d
Concluimos entonces:

= Estas matrices cuadradas de orden n con las operaciones que vimos con entradas
enR; (M,(R),+,-,0) forman un anillo.

= Siacaso el anillo de partida fuera unitario, también seria el anillo de las matrices
un anillo unitario.

= Todos éstos anillos de matrices ya sean unitarios o no, tienen divisores de cero
siempre que n > 2.

Ejemplo 3.3. Si F es un cuerpoy n € P = {1,2,3,...} = N\ {0}; decimos que el
anillo de matrices M, (F) = F™" son las matrices n x n con entrada en F junto con las
operaciones suma y producto.

SeaA=[q;;],B =[b;;],C = [c;], entonces, C = AB si, y solamente si c;, = Z;;l

Estd claro que M, (F) =F. Para n > 2, el anillo M, (F) no es conmutativo. Hablando de
forma mas general, las mismas definiciones de suma y producto matriciales nos per-

miten definir M, (R) el anillo de matrices n x n con entradas en un anillo R cualquiera.

FIN DE ANADIR

Si R es un anillo, para cada entero positivo n consideramos el R—-mdédulo a izquierda
R" = ®!_|R. Este es un R-mdédulo a izquierda libre y sus endomorfismos, Endg(R"),
forman un anillo para las siguientes operaciones:

(f +8)(x) = f(x) + g(x),

(fg)(x) = f(g(x)),
para f, g € Endiz(R") y x € R", siendo id el elemento uno.
Fijada una base {e,,...,e,} de R", para cada f € Endiz(R") y cada indice j se tiene que
f(e;) se expresa como una combinacion lineal, con coeficientes en R, de los elemen-

. n
tos e;’s, por ejemplo, tendremos f(e;) = 21:1 a;;e;. Podemos entonces representar f
mediante la matriz

a;; dyp crr gy
dp; Ay -+ Ay,
Ay dpy 0 Apy

. n
De forma que si representamos el elemento x = Zizl a;e; como la columna (al a,

la imagen, f(x) de x, se obtiene multiplicando la matriz anterior por esta columna:

a;p dyp o dyy a,
dyy dyy -+ dyy a,

app Ay 0 dpy a

an)tJ



3. CONSTRUCCION DE ANILLOS 29

Existe una biyeccién entre endomorfismos f € Endgz(R") y matrices cuadradas n x n,
M € M,(R), con coeficientes en R. En consecuencia, ya que Endz(R") es un anillo,
existe una estructura de anillo en M, (R).

La estructura de M, (R) esta intimamente ligada a la estructura de R; por ejemplo, los
ideales de M, (R) son todos de la forma M, (2l) para ideales 2f C R, por lo que si R es
un cuerpo 6 un anillo de divisidn, los inicos ideales de M, (R) son el cero y el total (es
un anillo simple). Sin embargo tiene varios ideales a izquierda y a derecha.

ANADIR

Ejemplo 3.4. En el anillo matricial R = M,(F); los ideales a izquierda se encuen-
tran clasificados a través de una serie de columnas. De hecho, si J = {j;,...,j.} C
{1,...,n}. Sea M;, todas las matrices en R en las que las entradas no nulas ocurren
en las columnas indiciadas por J. Dicho de otro modo, ¢ = [¢;;] € M(;, si, y solamente
si, ¢;; = 0 para j ¢ J que es un subgrupo aditivo de R. Si A€ R, la entrada (i, j) de AC
es ZZ:1 a;,.Cyj, también es cero si j & J. Por tanto, M) es un ideal a izquierda en R.

Cualquier ideal a izquierda de R = M, (FF) es de la forma M, para algtinJ C {1,...,n}.
Como la traspuesta de AC es (AC)' = C'A’, vemos aqui que cualquier ideal a derecha
de M,(F) es de la forma M(;); todas las matrices cuyas entradas no nulas ocurren en
las filas indiciadas por J.

Observamos que el ideal a izquierda M, no es un ideal a derecha salvo cuando se
tratade J =@y J ={1,...,n}. Por lo que los tnicos ideales bilaterales de R = M,,(IF)
son los ideales triviales {0} y R, esto es, el anillo de matrices M, (F) es simple.

ESTO DE ARRIBA LO PONDRIA POR EL ULTIMO PARRAFO

Ejemplo 3.5. Sea F" el espacio vectorial de vectores con n entradas en un cuerpo
F. El anillo de matrices R = M,(F) actda sobre F" por (A,x) — Ax al multiplicar
una matriz en R por un vector columna. Asi, F" es un R-mddulo a izquierda. Sea
F" := {x"; x € F"} el espacio vectorial de vectores fila con n entradas en F. El mismo
anillo de matrices R = M,,(IF) acttia a la derecha sobre vectores fila por (x‘,A) — x‘A,
de manera que F, es un R—-moédulo a derecha.

FIN DE ANADIR. ¢ejemplo 3.5 lo pongo?
. . K K\ .. K O 0 K
Por ejemplo, en el caso de n = 2, el anillo M,(K) = (K K) tiene a (K 0) ya (O K)
K
0 O
que todos ellos son ideales principales a izquierda 6 a derecha segtin el caso.

como ideales a izquierda, y a ( ) ya ( 13 1(3) como ideales a derecha. Observa
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Anillos de fracciones

Si A es un anillo conmutativo, para cada subconjunto X € A que es multiplicativa-
mente cerrado, esto es, 1 € ¥ y ab € X para cada par de elementos a, b € %, existe
un anillo 7'A y un homomorfismo de anillos A : A— ¥ 7'A que verifica la siguiente
propiedad universal. Para cada anillo conmutativo B y cada homomorfismo de anillos
f : A—> B verificando que f(s) € B es invertible para todo s € X, existe un unico
homomorfismo de anillos f’: 7'A— B tal que f = f’A.

A

A A
|

13,f/
; Vlf
B

La construccién de XA se realiza como sigue:

(1) Se considera el producto cartesiano % x A.

(2) En X x A se define una relacién de equivalencia: (s;,a;) ~ (s,,a,) si existe s € X.
tal que s(sya, —s,a;) =0

(3) En el conjunto cociente, A = (X x A)/ ~, la clase del par (s,a) se representa

1 7 a . . . .
por s—'a 6 por —. Se definen, en el conjunto cociente, dos operaciones:
s

(51_101) + (Sz_laz) = (515) (s, + 51a,),
(51_1611) x (Sz_laz) = (5155) ' (aya,).
(4) Entonces YA es un anillo con elemento uno igual a 17'1.
(5) La aplicacién A : A — X7'A, definida A(a) = 17 'a es un homomorfismo de
anillos.

El anillo ©7'A se llama el anillo de fracciones de A con respecto a *.

Ejemplo 3.6. Esta es la construccion que se usa para construir Q a partir del anillo
de los numeros enteros; en este caso X =7 \ {0}

No siempre el homomorfismo A es inyectivo. Consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.7. Se considera el anillo A = Z, = Z/6Z, y el subconjunto multiplicativo
¥ = {1,3} C Z. En este caso tenemos que % 'A tiene los siguientes elementos:

0o 2 4 0 2 4 1 3 5 1 3 5

1 1 1 3 3 3 1 1 1 3 3 3
Por tanto Ker(A) = {0, 2,4}. En este caso, ademds, XA es un cuerpo isomorfo a Z,.

Observacion. 3.8. (1) Cuando X estd formado por elementos invertibles se tiene
TIAZA

(2) Los anillos de fracciones son de interés cuando se estudian ideales primos, ya que
si p C A es un ideal primo, entonces A \ p es un subconjunto multiplicativamente
cerrado.



Capitulo 3

DIVISIBILIDAD EN DOMINIOS

En este capitulo vamos a considerar dominios de integridad, y utilizaremos frecuen-
temente la letra D para referirnos a ellos; para acortar a veces los nombraremos sélo
como dominios.

1. Divisibilidad

Sea D un dominio de integridad, por lo tanto es un anillo conmutativo sin divisores de
cero no nulos, para cada par de elementos a, b € D el elemento a divide al elemento
b si existe un elemento ¢ € D tal que b = ac, y lo representamos por a|b. También se
dice que b es un maltiplo de a.

Observacion. 1.1. (1) Siempre 1|a y a|0 para cada elemento a € D.

(2) Por el contrario, si a|l, entonces a es invertible, y si O|a, entonces a = 0, para
cadaa € D.

(3) Larelacién de divisién verifica las propiedades reflexiva y transitiva, pero no ne-
cesariamente la antisimétrica.

(4) Dos elementos a, b € D se llaman asociados cuando a|b y b|a; o equivalentemen-
te, cuando existe un elemento invertible u € A* tal que b = ua.

Proposicion 1.2. Si D es un dominio la relacién “asociado”, a la que representamos
por ~, es una relacion de equivalencia, y en el conjunto cociente D/ ~ podemos definir
la relacién [a]|[b] si a|b. Se verifica que ésta es una relacién de orden en D/ ~.

Dados dos elementos a,b € D de un dominio D, si [d] es un infimo de {[a],[b]} en
D/ ~, resulta que se tienen las siguientes propiedades:

(1) dlayd]b,

31
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(2) para cada c € D tal que cla y c|b se tiene que c|d.

Dados dos elementos a,b € D un maximo comun divisor de a y b es un elemento
d € D que verifica las condiciones anteriores, o equivalentemente, [d ] es un infimo de
{[a],[b]} en D/ ~. Como consecuencia, el maximo comun divisor esta determinado
salvo asociados.

Observa que no necesariamente tiene que existir el maximo comun divisor de un par
de elementos. El maximo comun divisor de dos elementos a y b se representa por
mcd{a, b} 6, abreviadamente, por (a, b).

De forma similar se define el minimo comun maultiplo de un par de elementos a, b €
D, el cual se presenta por [a, b] 6 por mcm{a, b}.

Veamos algunos tipos de elementos de un dominio en relaciéon a la division.

Sea D un dominio de integridad, y sea x € D un elemento distinto de cero y no
invertible.

(1) x es irreducible en D si en cualquier factorizaciéon x = ab se tiene que a es
invertible 6 b es invertible.

(2) x es reducible en D si no es irreducible.

(3) x es primo en D si cuando x|ab, se tiene x|a 6 x|b; esto es, cuando el ideal (x)
es un ideal primo,

Mientras que todo elemento primo es irreducible, el reciproco no siempre es cierto.

Ejemplo 1.3. Considera el anillo Z[v—5] = {a+ bv—5| a, b € Z} C C. En este anillo
tenemos las siguienes factorizaciones:

(1+v/-5)1—-vV-5)=6=2x3.

Por otro lado, la norma, definida N(a + bv/—5) = a? + 5b? es multiplicativa, por lo
que se verifica N(xy) = N(x)N(y), para cada par de elementos x,y € Z[+/—5];
entonces 2,3 € Z[+v/—5] son elementos irreducibles, pero no son primos, ya que 2|6 =
(1 + +v=5)(1 — v/=5), pero no divide a ninguno de estos factores. Tenemos pues un
ejemplo de un elemento irreducible que no es primo.

Este mismo anillo proporciona un ejemplo en el que no todo par de elementos tiene
un maximo comun divisor. Consideramos x = 2(1 + +/=5) e y = 6. Es claro que 2
divide a x y a y, y lo mismo le ocurre a 1+ +/—5; por lo que el m4ximo comun divisor
d de x e y, si existe, debe ser un multiplo de 2 y de 1 + +/—5, pero esto es imposible,
ya que entonces N(d) = 12 que no se puede escribir en la forma a® + 5b? para enteros
ayb.

Tenemos el siguiente resultado que nos caracteriza a los elementos irreducibles en
términos de ideales principales.

Proposicion 1.4. Sea a € D un elemento no nulo y no invertible, son equivalentes:
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(a) a € D es irreducible.
(b) Elideal (a) es maximal entre los ideales principales.

PROOF (a) = (b). Si existe un ideal principal (a) € (b) & D, existe ¢ € D tal que
a = bc, por tanto ¢ es un elemento invertible, y se tiene {a) = (b).

(b) = (a). Sia = bcy b no es invertible, tenemos (a) € (b) & D, y por tanto (a) = (b).
Entonces existe d € D tal que b = ad, y se tiene a = adc; como a # 0, y D es un
dominio, se tiene 1 =dc, y ¢ es un elemento invertible. O

2. Dominios Euclideos

A la hora de trabajar en un dominio de integridad uno de los problemas con los que
nos encontramos es cémo calcular, por ejemplo, el maximo comun divisor de dos ele-
mentos o como probar que un determinado elemento es primo o irreducible. Vamos
a ver un tipo de dominios en los que tenemos algoritmos que nos ayudan en estos
calculos.

Un dominio de integridad D es un dominio euclideo si existe una aplicacién 6 : D —
w + 1 que verifica:

(1) 6(0) = w.

(2) 6(ab)= 6(a), para todo par a,b € D

(3) Para cada par de elementos a,b € D existen elementos ¢, € D tales que a =
bc+r,siendor =006 6(r) < 6(b).

En estas circunstancias decimos que a = bc + r es la division de a por b, llamamos a
c el cociente de la divisién, a r es resto, y a 5 la funcién euclidea'.

Ejemplo 2.1. (1) El anillo Z de los nimeros enteros es un dominio euclideo con fun-
cién euclidea | | : Z\ {0} — N, y | |(0) = w.

(2) En la misma situacion, para cada cuerpo K al anillo de polinomios K[X] es un
dominio euclideo.

(3) Cada cuerpo K es un anillo euclideo con funcién euclidea 6 : K — w+1 definida
6(0)=wydla)=0si0#acKk.

Como consecuencia de la definicién tenemos:

Lema 2.2. Sea D un dominio euclideo con funcién euclidea 6, para cada elemento
a € D, se verifica:

(1) 6(1) < 6(a),

(2) 6(1)=6(a) si, y solo si, a es invertible.

'En el siguiente capitulo veremos que podemos prescindir de la condicién (2) el trabajar en dominios
euclideos.
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DEMOSTRACION. (1). Es consecuencia directa de la definicién, ya que a = 1a.

(2). Dividiendo 1 por a, se tiene 1 = ac +r. Si r # 0, entonces 6(r) < (1), lo que es
imposible por (1). Como consecuencia, 1 = ca, y a es invertible. Reciprocamente, si
a es invertible existe ¢ € D tal que 1 = ac, por tanto 6(a) < 6(ac) = 6(1), y se tiene
6(a)=26(1).

Podemos afinar un poco mas respecto a la aritmética en un dominio euclideo.

Lema 2.3. Sea D un dominio euclideo, y a,b € D elementos, se verifica:
(1) Sialb yd6(a)=056(b), entonces a y b son asociados.
(2) Sialb yb+ta, entonces 6(a) < 6(b).

DEMOSTRACION. (1). Basta ver que b|a; dividiendo a por b se tiene a = bc +r. Si
r # 0 entonces 6(r) < 6(b). Por otro lado existe d € D tal que b = ad, y se tiene
r=a—bc=a—adc=a(l—dc), portanto 6(a) < 6(r) < 6(b) = 6(a), lo que es una
contradiccion. Por tanto a = bc y tenemos el resultado.

(2). Como a|b, se tiene 6(a) < 6(b). Si se tiene la igualdad, entonces b|a, y como ésto
no es cierto, necesariamente 6(a) < 6(b).

Como anunciamos al inicio de esta seccidn, el trabajar en dominio euclideos tiene la
ventaja de que podemos hacer célculos, esto es, existen algoritmos para trabajar con
elementos; uno de estos algoritmos es el algoritmo de Euclides que permite calcular
el maximo comun divisor de un par de elementos de D.

Si D es un dominio euclideo, dados dos elementos a, b € D, supongamos que 6(a) >
6(b); al hacer la division de a por b se obtiene a = bc + r. Es claro que mcd{a, b} =
mcd{b, r}, y hemos disminuido el valor del maximo de los deltas. Como las cadenas
estrictamente descendentes en un conjunto bien ordenado son finitas, reiterando el
proceso llegamos a un par de elementos uno de los cuales es cero, y por tanto obtene-
mos el maximo comun divisor de a y b. Explicitamente tenemos:

r, =a,
ro =b,
r, = resto de la division de r_; =a por r, = b, | 6(r;) < 6(ry)
r, = resto de la divisién de r, = b por rq, o(ry) <6(ry)
ry = resto de la divisién de r; = a por r,, 6(rg3) < 6(ry)
r, = resto de la divisionde r,_, =a porr,_;, | 6(r,)<o(r,_;)
0=r,,; = restode ladivisién de r,_; =a porr,,

Por otro lado, se tiene
mcd{a, b} = med{b, r } = med{ry,r,} =---med{r, ,r,} = mecd{r,,0} =r,.

Como consecuencia, se tiene que el maximo comun divisor d de dos elementos a, b €
D se expresa como una combinacién lineal de a y de b; esto es, existen elementos
a, 3 €D tales que d = aa + b (identidad de Bezout).
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La siguiente conclusidn es mds interesante desde el punto de vista de los ideales:

Proposicion 2.4. Sea D un dominio euclideo, para cada par de elementos a,b € D
existe el mdximo comtin divisor de a y b; ademds, si d = mcd{a, b}, entonces {(a, b) =
(d); esto es, el ideal generado por a y b es el ideal principal generado por el maximo
comun divisor

Esta propiedad sobre ideales es cierta no solo para ideales generadores por dos ele-
mentos, sino para ideales arbitrarios de un dominio euclideo.

Un dominio de integridad D es un dominio de ideales principales si todo ideal es un
ideal principal.

Proposicion 2.5. Todo dominio euclideo es un dominio de ideales principales.

DEMOSTRACION. Dado un ideal no nulo a € D, consideramos el conjunto A =
{6(a)| a € a} € w+ 1. Como w + 1 es un conjunto bien ordenado, existe un pri-
mer elemento de A, sea a. Si a € a verifica 6(a) = a, es inmediato probar que a estd
generado por a; esto es, a = (a), y por tanto es un ideal principal.

Podemos ahora probar que en un dominio euclideo todo elemento irreducible es pri-
mo; basta probarlo para dominios de ideales principales.

Proposicion 2.6. SiD es un dominio de ideales principales, todo elemento irreducible
es primo.

DEMOSTRACION. Primero sefialamos que un elemento no nulo y no invertible p € D
es primo si, y sélo si, el ideal principal (p) es un ideal primo. Por la Proposicién (1.4.)
se tiene que p es irreducible si, y sélo si, el ideal principal (p) es maximal entre los
ideales principales. Como todos los ideales de D son principales, se tiene the si p es
irreducible, entonces (p) € D es maximal, y por tanto primo, luego p es un elemento
primo.

Otra consecuencia de este hecho tiene relacion con los ideales primos y maximales.

Corolario 2.7. SiD es un dominio de ideales principales, todo ideal primo no nulo es
maximal.

DEMOSTRACION. Si p es un ideal primo no nulo, como esta generado por un elemento
primo, y éste es irreducible, se tiene que p es un ideal maximal.
La teoria de dominios euclideos y de ideales principales tiene aplicaciones a la facto-

rizacién de elementos; veamos coémo son estas aplicaciones. Primero necesitamos una
definiciéon. Un dominio de integridad es un dominio de factorizacién tnica si

(1) cada elemento no nulo y no invertible a existe una factorizacién en elementos
irreducibles, seaa =q;---q,.
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(2) si un elemento no nulo y no invertible a tiene dos factorizaciones en elementos
irreducibles, seaa =q,---q, =r, -1, entonces t = s y existe una permutaciéon
o € S, tal que para cada indice i € {1,...,t} los elementos q; y r,(; son asociados.

Para este tipo de dominios también todo elemento irreducible es primo.

Lema 2.8. Si D es un dominio de factorizacion unica, todo elemento irreducible es
primo.

Podemos reformular esta definicion de dominio de factorizacién tnica utilizando fac-
torizaciones en elementos primos.

Proposicion 2.9. Sea D un dominio de integridad, son equivalentes:

(a) D es un dominio de factorizacion unica.
(b) Cada elemento no nulo y no invertible tiene una factorizacion en elementos pri-
mos.

DEMOSTRACION. Dado un elemento no nulo y no invertible y una factorizacién en
irreducibles a = q; ...q,, como existe una factorizacién en primos, supongamos que
ésta es a = p;...p,. Como p, divide a a = q;---q,, existe un factor q tal que p,|q,
supongamos que ¢ = ¢,, entonces q; = p,p}; como ¢, es irreducible, se tiene p;
es invertible. Simplificando por p, en la expresién p; ---p; = p;p g, -+ - ¢, se obtiene
P2+ Ps = Piqs - - q,. Basta hacer induccién sobre la longitud de las factorizaciones en
primos para tener el resultado.

El resultado fundamental en esta teoria es el siguiente:

Teorema 2.10. Todo dominio de ideales principales es un dominio de factorizacion
Unica.

DEMOSTRACION. Basta ver que cada elemento no nulo y no invertible tiene una fac-
torizacion en primos y aplicar la Proposicién (2.9.). Como en un dominio de ideales
principales todo elemento irreducible es primo, basta ver que todo elemento no nulo y
no invertible tiene una factorizacion en irreducibles. Dado a € D no nulo y no inverti-
ble, si a es irreducible ya hemos terminado; en caso contrario, existe una factorizacion
a = a,a) con a,,a; no invertibles. Si a, es irreducible hemos encontrado un factor de
a irreducible, y en caso contrario tenemos una factorizacién a, = a,a;, con a,,a, no
invertibles. Si en este proceso no encontramos q; irreducible, construimos una suce-
sion a,, a,, ... de elementos no invertibles de forma que a;,,|a; y a; 4 a;,; parai > 1.
El ideal (a,,a,...) es principal, por tanto existe b € D tal que (a,,a,...) = (b), y por
tanto un indice tal que (a;,a,...) = (q;), lo que es una contradiccién. En conclusion,
el elemento a tiene un factor que es un elemento irreducible.

Comenzamos de nuevo el proceso; si a es irreducible hemos terminado, en caso con-
trario existe un irreducible g, tal que a = g,a,; si a, es irreducible hemos terminado,



2. DOMINIOS EUCLIDEOS 37

en caso contrario existe un irreducible g, tal que a; = q,a,, y se tiene a = q,9,a,;
si a, es irreducible hemos terminado; en caso contrario construimos g5 y as, etc. Si
no encontramos un qg; irreducible hemos construido una sucesién a;, a, ... de elemen-
tos de D tales que a;,4|a; y a; § a;;; para i > 1. Al igual que antes llegamos a una
contradiccion, y por tanto necesariamente uno de los q; es irreducible y tenemos una
factorizacion en irreducibles de a.

Ejemplo 2.11. Es facil encontrar dominios de factorizacién tinica que no son domi-
nios de ideales; por ejemplo, el lema de Gauss nos dice que si A es un dominio de
factorizacion tnica, entonces el anillo de polinomios A[X | es un dominio de facto-
rizacién dnica. Por tanto Z[X ] es un DFU, pero Z[X] no es in DIP ya que el ideal
(2,X) € Z[X] no es principal.

Un poco mads dificil es encontrar un DIP que no sea un DE. Un ejemplo seria el siguien-
te:

Ejemplo 2.12. El anillo z[ 22 ”2_19] es un DIP y no es un DE.






Capitulo 4

ANILLOS EUCLIDEOS

El objetivo de ese capitulo es extender la teoria de dominios euclideos a anillos que no
necesariamente son un dominio de integridad e incluso no son conmutativos; en este
proceso, continuando con el desarrollo hecho para dominios, veremos que podemos
cambiar el conjunto bien ordenado N por un ordinal, que necesariamente no tiene que
ser finito o numerable.

1. Anillos Euclideos

Sea R un anillo y @ la clase de todos los ordinales. Una norma euclidea a derecha
en R es una aplicacién 6 : R — @ que satisface:

(1) 6(0)=inf{o € 0| 6(x) < o paratodo x € R\ {0}}.
(11) Para cada x,y €R, existe g,r € R de maneraque x = yq+ryr=006r#0y
6(r)<é(y).

Observacion. 1.1. (1) Imponemos la condicién adicional 6(0) = inf{o € 0| 6(x) <
o para todo x € R\ {0}} para evitar la tradicional restricciéon de b # 0 en el punto
(ID) anterior.

(2) Con g y r nos referimos al cociente y resto, respectivamente, de la divisién de x
por y. Los llamamos asi pero no estdn determinados de una tinica forma.

(3) Un anillo euclideo a derecha, es un anillo R junto con una norma euclidea a
derecha en R.

De la misma manera podemos definir normas euclideas a izquierda y anillos euclideos

a izquierda. A partir de ahora, utilizaremos norma euclidea para referirnos a norma

euclidea a derecha y anillo euclideo para anillo euclideo a derecha, y la alusién de

izquierda la usaremos para normas y anillos euclideos a izquierda.

Observacion. 1.2. SiR es un anillo euclideo, entonces es un anillo de ideales a dere-
cha principales, y no es necesariamente un anillo de ideales a izquierda principales.

39
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Z 0
Ejemplo 1.3. Sea R el anillo (Q Q) junto con la norma euclidea 6 : R — {0, 1,2}
definida
0, six €R™
6(x)=1{ 1,six#0yx¢R*
2, six=0.
Entonces R es un anillo euclideo a derecha, es un anillo de ideales a derecha principa-

les, y no es un anillo de ideales a izquierda principales. Por ejemplo; si a = ( (% 0)

Q
. o o . 0 0 0 0
no es un principal a izquierda principal, puesto que se tiene a = ( ) = ( ) +

Q Q) \Qo
)

Como cada norma euclidea esta definida por @, podemos comparar dos de ellas. Esto
es, si,,0, : R—> 0 son normas euclideas y definimos 6, < 6, cuando 6,(x) < §,(x)
para cada x € R, para cualquier familia {5;| i € I} de normas euclideas en R, tenemos
que A;0; es una normal euclidea, (lo veremos mas adelante).

Lema 1.4. Sea R un anillo euclideo, existe una norma euclidea 6, de manera que
0, < 6 para cada norma euclidea 6. Por tanto, 6, es la norma euclidea minima en R.

DEMOSTRACION.Construccién de Motzkin.

Vamos a considerar los siguientes subconjuntos:

(1) T, :={0},

(2) T, ={a€Rparacada b €R existe q €R,r € T._, de manera que b = xq+r} U
(.-, T.) para cualquier o € €.

Por lo tanto, el conjunto {T,}, incrementa y como R es euclideo, existe o € 0 de
manera que R = T,. De hecho, R es euclideo si, y solo si, existe un o € € tal que
ReT,.

Definimos pues:

Oo(a) =inf{o|a e T,}sia#0.
60(0) =inf{o| 6(a) < o para todo 0 # a €RR}.

Nos damos cuenta que si inf{o| T;_z} es un ordinal limite, entonces 6,(0) = inf{o| T,
R}; al contrario, 6,(0) =inf{c| T, =R} +1

Lema 1.5. Sea R un anillo euclideo, entonces Ty\T_; es el conjunto de todos Ios ele-
mentos invertibles por la derecha de R.

DEMOSTRACION. Est4 claro que sia € T,, para cada b € R, existe q € R de manera que
b = aq; particularmente, existe q tal que 1 = aq. De lo contrario, si a € R es invertible
por la derecha, con inverso a’, para cualquier b € R tenemos que b = a(a’b).



1. ANILLOS EUCLIDEOS 41

Existe un método alternativo para construir el minimo de las normas euclideas en un
anillo euclideo.

Proposicion 1.6. Sea {0;| i € I} una familia no vacia de normas euclideas en un anillo
R, entonces, A;0; es una norma euclidea.

DEMOSTRACION. Para cada x € R, definimos A;6; = inf{5,| i € I} y demostramos que
es una norma euclidea. Dados x, y € R, hay un indice i € I tal que A;6;(y) = 6;(¥);
por lo tanto, existen q,r € R de manera que x = yq+r siendor =06 6,(r) < 6;(y).
Asi tenemos que A;0,(r) < 6;(r) < 6:(y) = N;6:(¥).

Si 6 es una norma euclidea en R, definimos el rango de 6 como 6(0) y definimos el
rango absoluto (o tipo de orden euclideo) de R o simplemente rangoe R como el
rango de la norma euclidea minima.

Ejemplo 1.7. Si consideramos el anillo Z de los niimeros enteros; el valor absoluto,
define una norma euclidea 6] como sigue:

lal, sia #0,
w, sia=0.

En este caso, el rango de 6| es w; que es el primer ordinal infinito.

Lema 1.8. SiR esun anillo euclideo y & es una norma euclidea de R, son equivalentes:

(a) R es trivial.
(b) & es constante.

En este caso, el rango deR es 0.

DEMOSTRACION. (a) = (b) Es obvio.

(b) = (a). Si 6 es constante, y dividimos 1 por 0, obtenemos que 1 = Oqg + r. Para
6(r) < 6(0), es necesario que r = 0. Por eso, 1 =0 y R es el anillo trivial.

Recordemos que los anillos que tratamos son no triviales, por lo que en lo que sigue y
todas las normas euclideas serdn no constantes a menos que digamos lo contrario.

Lema 1.9. SeaR un anillo, y 6 una norma euclidea no constante en R. Para cualquier
a €R, si 6(a) es minimo en 6(R), entonces a es invertible por la derecha en R.

DEMOSTRACION. Si §(a) minimo en &§(R), entonces existen q,r € R de manera que
1=aq+r.Sir # 0 entonces 6(r) < 6(a) y esto es imposible, por lo tanto, r =0y a
es invertible por la derecha.

Ejemplo 1.10. Sea D un anillo de divisién; definimos la norma euclidea como:

0, sia#0,
1, sia=0,

6(a) ={
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por otro lado, si D es un anillo y lo anterior es una norma euclidea en D, entonces
D es un anillo de divisién. En efecto, por el Lema (1.9.), cada elemento distinto de
0 es invertible por la derecha. En este caso, el rango de D es 1. Como consecuencia
tenemos que D es un anillo de division si, y solo si, el rango de D es 1.

Ejemplo 1.11. (Norma euclidea minima en Z) Siseguimos la construccién de Motz-

kin de la norma euclidea minima, tenemos:

(1) T—l = {0}3

(2) TO = {_1: 0) 1}

(3) T, = Tyu{a € Z| paratodo b € Z, existe ¢ de maneraque b = aq £ 1} =
{-3,—2,-1,0,1,2,3}

@ ...

(5) T,={a€Z|al <2"'}

En particular, T,/T,_, = {a € Z| 2" < |a| < 2""'}. Por lo tanto, §,(a) = [log,(a)]
cuando a # 0. De lo contrario; 6,(0) = w. En consecuencia de ésto, como ya dijimos
anteriormente, se tiene rango(Z) = w.

Ejemplo 1.12. (Norma euclidea minima en K[X]) SiK es un anillo de divisién y X
una indeterminada sobre K para cada polinomio P € K[X]. Consideramos el grado
gr(P) de P. La construccién de Motzkin es la siguiente:

(1) 7_, ={0}

(2) T,=K

(3 Ty ={x+yX €K[X]|x,y €K}
4 ...

(5) T, = {polinomios de grado n}.

En consecuencia, tenemos 6,(P) = gr(P) paracada 0 # P € K[X ],y 6,(0) = w.
Por lo tanto, rango(K[X ]) = w.

Observacion. 1.13. En los Ejemplos (1.11.) y (1.12.) anteriores, observamos que los
rangos son igual a w, es decir, al primer ordinal infinito.

Modulos

Sea M un R-modulo a la derecha. Una norma euclidea en M es una aplicacién 6 :

M — 0 que cumple:

(1) 6(0)=infloc € 0| 6g < o, paracada g€ M \ {0}.

(2) Paracada g,,8, € M, existeq € Ry r € M de manera que g, =g,q+ryr=09
r#0y6(r) <6(gs).

Un R-modulo a la derecha M es un modulo euclideo si existe una norma euclidea &
en M.

Un R-modulo a la derecha M se llama principal si submoédulo de M sea ciclico.
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Lema 1.14. Si M es un R-mddulo a la derecha euclideo, entonces M es principal.

Lema 1.15. Si M es un R-médulo a la derecha euclideo a la derecha, entonces cada
subméddulo N € M es un moédulo euclideo.

Lema 1.16. SiM es unR-mddulo a la derecha euclideo, para cada submoéduloN € M,
el cociente M /N es un médulo euclideo.

Si {6;| i € I} es una familia de normas euclideas en un R—-mdédulo a la derecha M,
y definimos A;6; como A;6;(a) = inf{6;(a)/ i € I}, para cada a € M, tenemos la
siguiente proposicion:

Proposicion 1.17. Haciendo uso de la notacién anterior; para cada familia no vacia
{6;| i € I} de normas euclideas en M, tenemos que A;0; es una norma euclidea. En
particular, en cualquier R-mddulo a la derecha euclideo existe una norma euclidea
minima, &,.

DEMOSTRACION. Dados f,g € M sea A;5,(f) = &,(f), para algin indice i € I.
Basdandonos en las hipdtesis, hay un ¢ € Ry r € M de manera que g = fq+r,
siendor = 0,6r # 0y 6,(r) < 6;(f). Por lo tanto, como si r # 0, ocurre que
NO(r)<6,(r)<d6;(f)=NA;6,(f), tenemos que A;5; es una norma euclidea en M.

Ejemplo 1.18. Consideramos QQ como grupo abeliano y definimos 6 : Q — & como

5(q) = w, siqg=0,
V=1 max{i| x; #0, en|ql=>.- _ x;10", la expansion decimal de |q|}.

Es decir, 6(q) = [log(q)].

Siq1,9> € Q- ¥ 6(q1) = 6(q3)) entonces q; = qZ[g—l] + (¢ _Q2[%])- Por eso, 6(q; —
CIz[g—;]) < 6(q,) y por recurrencia obtenemos q,r € Q de manera que q; = q,q + 1
verificando r =006 r #0y 6(r) < 6(q,).

El resultado serd cierto para cualquier par q;,q, € Q*.

En el caso particular en el que g, = —1, por el algoritmo extendido de Euclides, obte-
nemos la expansion en fracciones continuas de q; .

Normas semi—multiplicativas

La condicién exigida a una funcién euclidea en el caso clasico 6(a) < 6(ab) para
cualesquiera a, b € D la hemos obviado al hacer esta definicidn mds general de norma
euclidea; vamos a rescatarla, por lo que nos aparecerd un tipo especial de norma
euclidea; veremos que esta condiciéon no aporta nada cuando estudiamos la estructura
de un anillo euclideo.

Sea 6 una norma euclidea en el anillo R decimos que 6 es:
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(1) Semi-multiplicativa a derecha, si para cada x,y € R, tenemos que 6(xy) >
o(x).

(2) Semi-multiplicativa a izquierda, si para cada x,y € R, tenemos que 6(yx) >
o(x).

(3) Siunanorma es euclidea a derecha y a izquierda, se llama norma euclidea semi-
multiplicativa.

Juntando con lo dicho anteriormente, una norma euclidea por la derecha que sea
semi-multiplicativa, la llamaremos norma euclidea semi-multiplicativa.

Sea M un R-modulo a la derecha, y 6 una norma euclidea en M, tenemos entonces
que o:
(4) Es semi-multiplicativa si para cada g € M y x € R se cumple que 6(xg) = 6(g)

Vamos a demostrar que asociando a cualquier norma euclidea en cualquier R-médulo
a la derecha euclideo, existe una norma euclidea semi-multiplicativa.

Sea 6 una norma euclidea en M para cualquier a € M, definimos:

5.(a) = inf{6(ax)| x €R, sia#0
nay= inf{o| 6,(a) < o, paratodo 0 #a € M, si a = 0}.

De la misma forma, para cada N € M definimos 6,(N) = inf{6(f)| f €N.
Observamos que, en general, podemos tener que §,(0) # 6(0).

Proposiciéon 1.19. Con todo lo que hemos dicho, juntando los resultados, tenemos
que:

(1) Para cualquier a € M, existe a’ € aR de manera que 6(a’) = 6,(a) y a’R = aR.

(2) SiN; C N, entonces ocurre que 6,(N,) < 6,(N;) y 6;(N,) = 6,(N;) cuando N, =
N,.

(3) Para cualquier a € M tenemos que 6,(a) < 6(a).

(4) 6, es una norma euclidea.

(5) 6, es semi-multiplicativo, es decir, 6,(at) > 6,(a) para cadaa € M y cada t €R.

(6) 6 es semi-multiplicativo si, y solo si, 6 = 0;.

DEMOSTRACION. (1) y (3) son obvias por la definicion.

(2). La condicién suficiente esté clara. De lo contrario, si 6,(gt) = 6(g) para cualquier
v € R existe q,r € R de manera que gv = (gt)q + r; si r = 0 entonces 6,(r) <
6,(gt) = 6,(g) pero como r = gv—gtq € xR. Esto es, §,(r) = §,(g), lo cual es una
contradiccion.

(4). Sean g,,8, € M ya €R con 6,(g,) = 6,(g,a). Existe ¢ € Ry r € M de manera
que g, = g,aq +r. Si r = 0, entonces tendriamos una divisién. Si r # 0 entonces
tenemos que 6,(r) < 6(r) < 6(ga) = 6,(g,) y tenemos una divisién.

(5). Esta claro que para cada a € M y cada t € R, tenemos que 6,(at) < 6(at) >
6,(a).
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Proposicion 1.20. Sea 6 una norma semi-multiplicativa en M, para cualquier g, f €
M tenemos que:

(1) 6(f) <6(g) cuando gR C fR
(2) SigRC fR entonces 5(f) < 5(g) siysolosi gRG fR

DEMOSTRACION. (1). Esta claro haciendo uso de la definicién.

(2). Si 6(f) < 6(g) entonces gR & fR. De lo contrario, si gR & fRy 6(f) = 6(g),
hay g € Ry r € M de manera que f = gq + r, donde r # 0, por hipoétesis, tenemos
que 6(r) < 6(g) < 6(f)peror =f +gq € fR, porlo que 6(f) < &(r), lo cual es una
contradiccion.

Observacion. 1.21. La norma euclidea minima 6, es siempre semi-multiplicativa, pe-
ro no todas las normas euclideas son semi-multiplicativas.

Ejemplo 1.22. Sea § : Z — N U {w} definida como:

n 1 2n—1, sin>0
6(n)—2|n|+m—§—{_2n’ sin <0.

y 6(0) = w. Tenemos que & no es una norma euclidea semi-multiplicativa. De hecho,
o(—1D)(-1))=06(1)=1<2=06(—-1)

Sabemos que si 0 es una norma euclidea en R, los elementos a € R de manera que
6(a) es minimo en 6(R) son invertibles por la derecha.

Podemos dar la vuelta a esta implicacion bajo las condiciones de norma semi-multiplicativa.

Lema 1.23. Sea 6 una norma euclidea semi-multiplicativa en un anillo R, para cada
elemento a € R son equivalentes:

(a) a es invertible por la derecha.
(b) 6(a) es minima en 6(R).

DEMOSTRACION. (b) = (a). Lo hemos visto en el Lema (1.9.).

(a) = (b). Si a €R es invertible por la derecha, entonces existe y € R de manera que
ab =1, entonces, 6(1) = 6(ab) = 6(a).

Por otro lado tenemos que para cada elemento v € R ocurre que 6(v) = 6(1v) = 6(1).
En consecuencia, obtenemos que 6(a) = 6(1) y 6(1) es minimo en 6(R).

Si en lugar de tener un anillo, tenemos un médulo G, obtendriamos este otro lema:

Lema 1.24. Sea 6 una norma euclidea semi-multiplicativa en un R-mddulo a la de-
recha M, para cada g € M son equivalentes:

(a) g es un generador de M.
(b) 6(g) es minimo en 6(M).
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Ejemplo 1.25. Sea p € Z un ntimero entero positivo primo, para cualquier n € N, el
anillo Z . es euclideo.

Cualquier elemento distinto de cero en Z,. tiene una unica representacion de la forma
p“x siendo 0 <a <nyo < x <p. Definimos 6, : Z,. — € como:

0, sil<x<p,
So(x)=1 a, six=puya#0,1<u<p,
n, six=0

Tenemos que &, es la norma euclidea minima en Z,..

Ejemplo 1.26. Sean p,...p, € Z numeros enteros positivos primos y [;...l, € N*.
Entonces el anillo Z,, 1, 1, es euclideo.

Supon.gamos_que p; < ... < p, entonces cada elem_ento en Z,n_, tiene una repre-
sentacién unica que es de la forma p,;*...p,*a, siendo 0 < x; < [; para cualquier
i=1,...,s yaun primo relativo con py, ..., p;.

Vamos a definir pues;

(1) T_, ={0}.
(2) T,=T_,U{a<p,"...p,5| primo relativo con p;...p,}

(3) T,=T,U{p;ala<p,"...pls| primo relativo con p;...p,}

Por lo que ocurre que para cualquier b = p;™...p*a € Z, 1, 1 \ T. Six; > 1,
entonces tenemos que b —p;(p;**...p;5'...p5a) =0 € T,.

Si ocurre lo contrario, esto es, si x; = 0 siento los indices j # i de tal manera
que x; = 0, vamos a decir que {j; ..., j}, b —pi(nizlpjn) es primo relativo con
DP1.--Ds Y €S por esto que sabemos que b —pi(nizlpjn) e T,.

Si a € T,, entonces p;a € T, para cada p;.

(4) T,=T,U{p,"...p,q| ijl X; = 2y a es un primo relativo con p; ...p,}. Con-
S
tamos con que para cada b=p,"...p“a €Z, n_,1 \ T; ocurre que 21:1 x; = 2.
Ahora bien, consideramos pf ; Sl x; = 2 entonces va a existir un q € Z, n,_, . de
manera que b—piq € T;.

Six; =1, existirAunq € Z p%

de manera que - —p,;q € T, y es por esto que

l
p1'1...psbs

Si x; = 0, procedemos igual que en el punto anterior, es decir, si x; = 0 existira
unq € Z, n 1 de manera que b —p, € T, y es por esto que b —pfq eT;.

De la misma forma razonariamos que p,p, € T,.

Por lo tanto, el resultado es vélido para todos los productos p;p;.
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Si definimos
N
T,=T,_,U{p,™...p,“q| in =ny a es un primo relativo con p; ...p,}
i=1
paratodon=3,...,>._ I;—1, entonces obtendriamos la norma euclidea minima en
S S
Zypn picond(0)=>,_ Ly&(p,...p5a) =2, x;.
Posiblemente, haya mas normas euclideasenZ, 1, _, i, como por ejemplo, las que estan
definidas por el producto Z, iy, -

Llegados a este punto; nos preguntamos: {Podriamos extender éste resultado para
anillos no integrales y factorizaciones en ellos?.

Problema 1.27. Sea D un dominio euclideo y con 0, la norma euclidea minima tal
que 6,(D) tiene N como un segmento inicial.

Sea g el conjunto de representantes de elementos primos y v,(a) la mayor potencia
de p en la factorizacidn de a.

En esta situacion tenemos que 6,(a) > Z{vp(a)l p € g} paratodo0# a€D.

Solucidén 1.28. Lo hacemos por induccién en Y. v,(a). Si > v,(a) = 0 entonces a es
invertible, lo cual implica que 6,(a) = 0.

Supongamos pues que Y. v,(a) <s € Nyseaa € R de manera que va(a) = s, entonces
va a existir una factorizacién a = p;...p,a’ con p; € p y a’ € R invertible.

Como desde p,...p,a’ es un propio factor de a y >, v,(p,...psa’) = s — t entonces
ocurre que 6(a) > 6(p,...p,a’) =>s—1.

Proposicion 1.29. Sea A un dominio de ideales principales, que tiene solo un con-
Jjunto finito de representantes de elementos primos o = {p;...p,} entonces d,(a) =
Z{vp(a)l p € p} define la norma euclidea minima de R.

DEMOSTRACION. Denotamos por v; = v, la valoracién definida por p; para cualquier
indice i = 1,...,s. Sea x,y € R de tal manera que x # yR y consideramos cualquier
a € x €R/yR. Si v;(a) = v,(y) para cualquier indice i, entonces y|a, y x € yR lo cual
es una contradiccidn.

Entonces; para todo a € X, existird una particién p = p;Up, conp; = {p € p| v,(a) <
v, (¥} y p2 ={q € pl v4(a) = v (¥)}-

(1) Para cualquier q € p,, sea f = v,(a) = v,(y) =gya=¢’a’,y =q8y’, enton-
ces g t y’. Por lo tanto, existe ¢, € R de manera que y’'c, = q/¢a’( méd q). Si
multiplicamos por g¢ tenemos yc, = a( mdd qéth.

Para cualquier q € g, consideramos la ecuacién de congruencias X = (1 —c,)(
mdd q) y variando q tendrfamos el sistema de congruencias X = (1—c,)( méd q)|q €
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1. Por el teorema chino del resto, existe un ¢ € R de manera que ¢ = (1 —c,)(
moéd gé*!) para cualquier ¢ € p,. En consecuencia de esto, tenemos que b =
a + yc es otra representacion de x y satisface que q¢|b. Ademas tenemos que:
y=a+yc=a+y(l—c)( méd ¢¢*)=a+y—yc, =a+y—a( mdd ¢¥™") = y(
méd g8t?h).

Por tanto, v,(b) = v,(y) = g.
(2) Para cualquier p € p;, con f = v,(a) < v,(y) = g ya que b=asin= v,(b) =
v(y)=g.

Entonces b —a = p"b’ — pfa = p/(p" /b’ —a’) es muiltiplo de y = p8y’ y con
f < g, entonces, p|(p"f b’ —a’) y esto es una contradiccién.

En consecuencia, tenemos que v,(b) < v,(y).
De ésta manera, encontramos b € X tal que ZP v,(b) < ZP v, (¥).

El Ejemplo (1.26.) podria ser un ejemplo de éste resultado en el caso de un anillo que
no es de integridad.

Corolario 1.30. Sea D un dominio de ideales principales que posee solamente un con-
Jjunto finito de representantes de elementos primos p, ..., p,. Entonces para cualquier
eleccion (t4,...,t;) € (N*)’ tenemos:

.....

entre las normas aditivas siempre que (t,...t;)=(1,...,1).
(@) . , ;.
@) S, ci(a)=2,; tl.v"‘ *’ define una norma euclidea de D la cual es un minimo entre
las normas multiplicativas siempre que (t...t,)=(1,...,1).

Corolario 1.31. Sea D un dominio de integridad y 6,6, normas euclideas aditivas.
No necesariamente 6, A 6, es aditiva.

Corolario 1.32. Sea D un dominio de integridad y 6,, 6, normas euclideas multipli-
cativas. No necesariamente 6, A 6, es multiplicativa.

Podemos incluso tratar casos no conmutativos como el siguiente:

Problema 1.33. Sea C un cuerpo y D = M,(C) el anillo de las matrices cuadradas
2 x 2 con coeficientes en C. Vamos a demostrar que D es un anillo euclideo. Para ello
definimos
0, six esinvertible,
6(x)=1{ 1, six#0 yno es invertible,
2, six=0,

y probamos que es una norma euclidea semi-multiplicativa. De hecho, es la norma
euclidea minima.
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Solucidén 1.34. Queremos ver que 6 es una norma euclidea, por lo tanto, tenemos que
ver que para dos matrices x e y de rango 1, existen g, r € D de manera que x = yq+r,
siendor =06 6(r) < 6(y).

X111 X12 .

Sea x = una matriz de rango uno entonces podemos suponer que la se-
Xo1  X22

gunda columna es multiplo de la primera.

. Xll _ X12 ]. _C _ XH 0
> (le) —° (xzz) entonces X (0 1 ) a (le 0).

Ahora suponemos que ocurre lo mismo con la matriz y. Esto es, si y = G’/ = i 12)
21 Yoz
ntonces existe una matriz x 1L de tal manera L=\ _(yun O
entonces existe u 0 1 e equey01_y210‘

0 0
Juntamos lo obtenido y tenemos que x = (x“ ) ey= (y 1 ) Asi que pueden
Xy 0 Yor O
ocurrir dos cosas:

. X ,
(1) Que exista s € C de manera que (xll) =5 G:”). Y en este caso tendriamos que
21 21

s O ey
xX=y (0 0), que es una divisidn exacta.

. X ,
(2) Que no exista s € C tal que (XH) =5 (§ 11). Y en este caso entonces tendriamos
21 21

0 _1 X]_l y].l « e e .
que x =Yy + que es una division con resto en una matriz
0 0 Xo1 Y21

invertible.

En cualquiera de los dos casos ocurre que existen g, € D de manera que x = yq+r
y o bien r =0 o bien 6(r) < 6(y).
Lo que haremos serd considerar el caso general, entonces estariamos en la siguiente

) ., 1 —c 1 —n 1 —n 1 ¢
situacion: x =y 0 1 q + r por lo tanto, x = y 0 1 q 0 1 +

0 1
1 ¢
r01'

1 1
» Sir =0 tendriamos que r (0 i) = 0 y si r es invertible entonces r (0 i) es

invertible.

Los otros casos se resuelven con el mismo razonamiento.

Ahora bien, para demostrar que 6 es una norma euclidea semi-multiplicativa, para
cualquier x, y € D, tenemos que:
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= Si xy =0 ocurre que 6(xy) = 6(x).

= Si xy # 0 es invertible, ocurre que x e y son invertibles y por tanto, 6(xy) =
0=25(x).

= Si xy no son invertibles, entonces, o bien x no es invertible y por tanto 6(xy) =
1= 6(x) o bien x es invertible y entonces 6(xy) =1> 0= 6(x).

1
0 0) entonces 2 = §(a?) y 6(a)6(a) = 1 por tanto son distintos

ya que 2 # 1 y queda demostrado que 6 no es multiplicativo.

Por tltimo, si a = (

Dijimos anteriormente que hay ejemplos de normas euclideas en Z que no son semi-
multiplicativas, asi que vamos a mostrar otro ejemplo de dichas normas.

Ejemplo 1.35. (Norma euclidea no semi-multiplicativaen Z) Sea 6 : Z — NU
{w} la aplicacion definida como:

In|, sin#5,0
6(n)=+< 13, sin=5
w, sin=0

Primero de todo es ver que 6 es una norma euclidea. Dados x,y € Z, tenemos un
tnico problema que surge cuando 6 < |y| < 13. Y en este caso, la divisién cldsica
euclidea x = yq+r con 0 < r < |y| < 13 funciona siempre que r # 5. Vemos que pasa
si r = 5. En este caso, realizamos una modificacion: x = |y|qg+r = |y|(g+1)+(5—|y])
y tendriamos que 6(5—|y|) < 6(y).

Con 6(10) =10 < 13 = 6(5) tendriamos que 6 es no semi-multiplicativa.

Observacion. 1.36. Como consecuencia de la Proposicion (1.19.), la norma eucli-
dea minima definida por la construccién de Motzkin en el Lema (1.4.) o la Proposi-
cién (1.6.) es semi-multiplicativa.

Veamos algunas propiedades que posee la norma euclidea minima.

Proposicion 1.37. Sea 6, la norma euclidea minima en el anillo euclideo R, y defini-
mos:

Ryy={a€R|6(x)<0}R, ={a€R|5(x) <o}

Entonces R,y es la unidn de {0} y {y € R|R, — R/yR es sobreyectiva}

DEMOSTRACION. Est4 claro que para cualquier y € R(s)\R, la aplicacién n : R, —
R/yR es sobreyectiva. Para todo x € R, la clase x + yR es la imagen del resto de la
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division de x por y. De lo contrario, si n : R, — R/YR es sobreyectivay 6(y) > o,
podemos definir una nueva norma euclidea tal que asi:

_ [ 8o(@), siaty,
6(a)—{5? sia=y

Por tanto, 6 < d,, lo que es una contradiccién.
En consecuencia de esto, §,(y) < 0, e y €R(y).

Esto significa que existe un método de induccién transfinito para construir la norma
euclidea minima.

Este resultado puede ser reformulado para la norma euclidea minima en un D-modulo
a la derecha M, y puede caracterizarse como sigue:

Proposicion 1.38. Sea 6 una norma euclidea en M, son equivalentes:

(1) & es minimo.
(2) Paratodo g € M y cualquier ordinal o < 6(g), existe g, € M \ gR de manera que
6(g, — g,) = o para todo q €R.

DEMOSTRACION. (a) = (b). Definimos 6’ : G — @ como:

6(a), sia#g,
o, sia=g,

6'(a) = {

Tenemos entonces que & es minimo y 6’(g) < 6(g) entonces 6’ no es una norma
euclidea.

Por tanto existe g, € G \ gD de tal manera que 5(g, —g,) = 0.

(b) = (a). Supongamos que existe una norma euclidea 6’ de tal manera que 6’ < &
entonces existe g € M tal que 6'(g) < 6(g).

Tomamos g de manera que si 6'(a) < 6(g) entonces §(a) < &'(a).

Si llamamos o = 6'(g), existe g, € G \ gD tal que 6(g, — g,) = o = §'(g) para todo
q€D.

Por otra parte, la divisién de g, por g respecto de la norma &’ nos da un elemento
q € D que cumple que 6'(g, — g,) < 6'(g) = o < 6(g). Por lo tanto, 6(g, — g,) <
0'(g5 — &,) < 0, 1o que es una contradiccién.

Producto directo de anillos euclideos

Con todo lo dicho, vamos a nombrar la proposicién a la cual queriamos llegar, que es
el tercer y dltimo objetivo que tocamos en éste trabajo:

Proposicion 1.39. El producto de un numero finito de anillos euclideos es un anillo
euclideo.
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DEMOSTRACION. Sean D,, D, anillos euclideos con normas euclideas &; : D, — &
coni = 1,2. Consideramos 0’ = 0, X 0, y 0 = 0' + 0’ como el producto y la suma
respectivamente con las inclusiones j,, j, : 0' — 0, j,(0) < j,(1), V o,T € 0".

Definimos j : D = D; x D, — @ por:

[ RS, sixy £0,
St ={ o e e o

Podemos afirmar entonces que 6 es una norma euclidea.
Por lo que si (x1,x,),(y;,¥,) € D, tendriamos que diferenciar entre los siguientes

€asos:
(1) y; # 0 entonces x; = y;q; + 11, Xy = Yaqy + Ty

» Sir; # 0 entonces (x1,x;) = (¥, ¥2)(q1,q2) + (1, 75) y 6(rq,75) < 8(y1, ¥o).

» Sir; = 0 entonces (xy,x,) = (¥1,Y2)(q1 — 1,42) + (y1,72) ¥ 8(y1,13) <
5()’1,)/2)-

(2) y; =0, entonces x; =1y, Xy = Y9Qq + I'y.

» Sir; #0, entonces (x,x,) = (0, y,)(q1,q5) + (ry,15) y 6(r1,15) < 6(0,y,).
. Sl rl = O entonces (xlz xZ) = (O: J’z)(‘h - 17 qZ) + (0: rZ) y 5(0: rZ) < 5(0) .yZ)

Observacion. 1.40. Podemos usar 6 : D — @, x @, como usamos j, solo cuando la
primera componente es cero.
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ANADIR
Antes de citar los siguientes ejemplos, necesitamos dos definiciones:

Definicidon 1.41. Seax; Cx, C...C x, C...una cadena de ideales, entonces si exis-
te un n € N tal que x,, = x,,; para todo k € N decimos que el anillo es noetheriano.

Definicién 1.42. Sea x; 2 x, 2 ... 2 X, 2 ... una cadena de ideales, entonces si
existe un n € N tal que x,, = x,; para todo k € N decimos que el anillo es artiniano.

Definicidon 1.43. Sea D un anillo y sea x un elemento del anillo, x € D, dicho ele-
mento se llama nilpotente si existe un nimero entero positivo, n, tal que x" = 0.

DESPUES DE LA OBSERVACION 1.38:

Ejemplos 1.44. 1. Vamos a considerar el anillo A = Z x Z y vamos a considerar
un anillo euclideo conmutativo arbitrario con un nimero finito de elementos
invertibles y con una norma euclidea en N. Esto es, tenemos la aplicacion 6 :
A—> NU{w}; para todo n € N el subconjunto 6~ *(n) es finito. Sea Ap=1{xe
A|d6(x)<n}yA,={x €A|(x) < n}. Haciendo uso del Lemma (1.9.), Ay,
es finito.

Supongamos entonces que A, es finito y probamos que A, es finito para cual-
quier n > 1. Para cualquier y € A, \ A, tenemos que 6(y) = n y una aplicacién
sobreyectiva: A, — A/yA por lo tanto A/yA es finito. Particularmente; cual-
quiera que sea y € A, \ A, tendriamos un ntimero finito de cocientes distintos
de la forma A/ yA.

Ahora consideramos la familia {x; / i € I} de todos los ideales yA con 6(y) =n
de manera que A/x; = A/x; =: Y es finito, entonces definimos x = N,x;, por
lo tanto, tendrfamos la aplicacién de un anillo inyectivo: A/x — [, £ = Y'.
Por lo que Y es finito, es artiniano y tiene un nimero finito de ideales maximos:
r,...,Ts que satisfacen:

() Y/r; es finito, por lo tanto es un cuerpo finito si |Y/r;| = z; entonces
Y%—y€r;paratodoy €Y.

. . t;
(11) r; es nilpotente por tanto existe t; € N de manera que r;’ =0

Si consideramos todos los ideales maximos r]’.t entonces todo elemento y € Y

verifica que l_[j.zl(yzi — y)bY = 0. Particularmente, todo elemento de Y es una
7 . . S . .

raiz del polinomio P(X) = ]_[jzl(X 5 —X)4,

Lo mismo ocurre para Y! y para A/x.

Sea H=A/x y p € H un ideal primo, entonces todos los elementos de H/p son
resto de P(X) y H/p es finito, por tanto también es cuerpoy p C H es un ideal
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maximal. Decimos entonces que todo ideal primo es maximal. Dado que H es
noetheriano, entonces H es artiniano con cuerpo residual finito por lo que H es
finito.
Finalmente; si consideramos la correspondencia entre el ideal de H y los ideales
de A que contienen a x, entonces existen muchos de ellos, es decir, la familia
{x; |i €I} es finita.

2. Supongamos que existe la norma euclidea 6 : Z x Z — NU {w}. Sea n € N tal
que 6(1,0) = n. Por lo tanto, existe una aplicacion sobreyectiva A, — %, lo

cual es una CONTRADICCION.

Sean G, y G, D — modulos por la derecha. Si G; y G, son principales; su producto
G, x G, no tiene por qué ser necesariamente principal. Consideramos, por ejemplo, el
producto Z, x Z,. De hecho, si G es un D—modulo por la derecha, el producto directo
G x G nunca es principal porque no es ciclico.

En el siguiente teorema se caracteriza esos pares de mddulos principales G, y G,, tales
que su producto G; x G, es principal.

Sean G, y G, D — modulos por la derecha, entonces ocurre que G, y G, no tienen
subfactores isomorfos distintos de cero.

Una condicién aritmética necesaria; es que para cualquier g, € G,, g,, g, € G, tenemos
que; Ann(g,) +(g;D : g;) = D. Por lo cual, Ann(g,) +Ann(g,) = D para cualquier
g, € G1, g, € G,. Siendo Ann el nucleo de la aplicacion, al que llamamos anulador que
es de la forma: Ann(G)={meD / mg=0YV g€ G}.

Obtenemos asi el siguiente resultado:

Teorema 1.45. Sean G,,G, D —modulos principales por la derecha. Entonces:
1. G, x G, es principal.
2. G, y G, no tienen subfactores isomorfos distintos de cero.

Son equivalentes.

DEMOSTRACION. a) = b) Sea T un subfactor comtn de G, y G,. Dado que T es un
subfactor de G,, existe un cociente G,/X; tal que T 4se isomorfo a un submodulo de
G,/X;. Por lo que T es isomorfo al cociente del submodulo de G;.

DIAGRAMA
De la misma forma, existe un submodulo B, C G, de manera que T es cociente de B,.

En éstas condiciones, tenemos que B; X B, C G, x G, C tiene un cociente isomorto a
T x T. Por eso, G; x G, no es principal.

b) = a) Si G, G, no tienen subfactores isomorfos distintos de cero, entones £ (G, x
G,) = %(G;) x £(G,) por lo que para cualquier submodulo F C G; x G, existen
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submodulos F; € G, v F, € G, de manera que F = F; xF, y solo tenemos que demostrar
que el producto de dos médulos ciclicos es un mdédulo ciclico.

Sea G, = g;D y G, = g,D; por hipétesis tenemos que Ann(g,)+Ann(g,) = D. Y existe
un isomorfismo G; = g;D = D/Ann(g;) parai=1,2.

Existe la aplicacion del monomorfismo canénico D/Ann(g,) = Ann(g,) = D y aplica-
mos el Teorema Chino del Resto. Por lo tanto, G; x G, es un modulo ciclico.

En efecto, sea x;,x, € D, con D = Ann(g;) +Ann(g,), existe a; ; € D de manera que
Ay,1,095 €ANN(E1), A1 5,051 €ANN(E,) A1 1 + A1 5 = X1,057 + Ay = Xy
Por lo tanto, a; 5 +ay; — Xy = Ay 5, — Ay, €Ann(g,).

Hemos caracterizado cuando el producto de dos D —modulos principales por la dere-
cha es principal.

Podemos demostrar también que el producto directo de dos D — modulos euclideos
por la derecha, es un médulo euclideo.

Teorema 1.46. Sean G,,G, D —modulos principales por la derecha. Entonces:

1. G, x G, es un médulo euclideo.

2. G, y G, son mdédulos euclideos y no tienen subfactores simples distintos de cero.

Son equivalentes.

DEMOSTRACION. a) = b) Si G, x G, es euclideo, entonces G, y G, son euclideos v,
por lo tanto, es principal, entonces G; y G, no tienen subfactores simples distintos de
cero.

b) = a) Supongamos que G; es euclideo con la norma euclidea §; : G; — @ siendo
0, =1m(5)).

Consideramos el producto @, x @, y la suma, es decir, la unién disjunta ¢, = (0, x
0,) Y (0, x 0,) con las inclusiones:

j1: (0, x 0,) — 0, j, : (O, x 0,) — 0, que satisfacen j,(a) < j,(b) para cualquier
a,be o, x0,.

Definimos 6 : G; x G, — 0, como sigue:

_ ) J1(81(81),62(82)) si g1 #0
281 8:) = {jl(d(oi 5,(g.)) i g1 = 0

Sean (g1, §2), (f1, f2) € (G, X G,) tales que (g1, &,) & (f1,£2)D.

Existe q; € D y r; € G; parai = 1,2 de manera que g; = f;q; +1;.

Tenemos pues Ann(f;) +Ann(f,) = D por lo que existe [; € Ann(f;), parai = 1,2 tales
que [; + 1, = 1. Tenemos las siguientes posibilidades:
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= f; #0yr, #0. Considerando q = l,q; + [,q, tenemos que (f;, f,)q + (ry,75) =
(f1l2q1, fol192) + (1, 12) = (f1q1, f292) + (1, 72) = (81, 82) ¥y 0(1r1,72) < 8(f1, f2).

» f; =0y r; =0. Considerando g = [,(q; — 1) + [,q, tenemos que (f;, f,)q +

(f1,12) = (fila(q1—1), fol192)+(f1, 72) = (f191, £292)+(0,75) = (g1, 82) Yy 6(f1,72) <
5(f1)f2)°

= f; =0y r; # 0. Si consideramos ¢ = g, tenemos que (0, f,)q + (g,73) =
(0, £292) + (81, 72) = (&1, f2q2 + 12) = (81, 82) ¥ 6(8&1,12) < (0, f,) = 6(f1, f2)-

= f, =0y r; =0 entonces g; = 0y si consideramos q = g, tenemos que (0, f,)q +
(0,15) = (0, f2q2) + (0,15) = (0, foq5 + 12) = (&1,82) ¥ 6(0,15) < 8(0,f,) =
6(f1, f2)-

Sea ahora A un anillo conmutativo y sea R = A un dominio integral:

Corolario 1.47. SiR es un dominio integral, entonces el rango de R es indescompo-
nible.

Corolario 1.48. SiR es un dominio integral, y no es anillo de division, el rango de R
es mayor o igual a w.

Ejemplo 1.49. Sean D,, D, anillos euclideos con las normas euclideas aditivas 6;, 0,
respectivamente.

En general, tenemos que D; x D, no es aditiva.

Por la Proposiciéon (??) tenemos que

7108101, 85(x2)) si X, # 0
&(xq,x5) = {12(51(0;, 52&5) . x11: )

Sicogemos (x1, X,), (¥1,Y2) € Dy X D, entonces: 8((x1,x2)(¥1,¥2)) = 6(x1y1, X2¥2) =
J1(01(x151), 62(x2Y2)) = j1(61(x1) + 61()1), 02(x2) + 65(¥2)) = Jj1(61(x1), 82(x,) +
J1061(71), 62(y2) = 6(x1, x5) + 8(x,, ¥5).

De lo contrario, six;y; = 0y x;, y; # 0, entonces: 6((x7, X5)(¥1, ¥2)) = 6 (X1 Y1, Xo¥5) =

J2(61(0), 85(x22)); 6(x1, x2)+6(y1, ¥2) = j1(01(x1), 82(x2))+j1(61(1), 82(y2)) y son
diferentes.

Del mismo modo, si cogemos x; = 0y x, 7# 0, entonces, 6((0, x5)(¥1,Y2)) = 6(0,x,y,) =

J2(61(0), 65(x2Y2)); 6(0,x3) + 6(y1,y2) = ja(61(0), 62(x2)) + j1(61(y1), 82(y2)) y son
diferentes.

Vamos a ver que la existencia de una norma euclidea aditiva implica la exitencia de
una norma multiplicativa. Si R es trivial o es un anillo de divisién, se mantiene el
resultado.

En otro caso, si 6 es una norma aditiva euclidea, en un dominio integral, existe un
ordinal o > 1 tal que a — 0@ es una norma multiplicativa euclidea.
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Proposicion 1.50. Sea D un anillo y sea 6 una norma euclidea, existe un ordinal o
tal que 6, es una norma multiplicativa, y 6 < 6,

DEMOSTRACION. Si D es un anillo de divisién entonces una norma euclidea aditiva
0 es el minimo y es multiplicativa.

Supongamos que D no es un anillo de divisidn;y sea A el rango de 6. Existe un a € R
y un ordinal o tal que 6(a) =0 > 1.

Si para todo a € R, distinto de cero y no invertible, tenemos 6(a) = 1, entonces A = 2
y a®> = 0. De lo contrario, 6(a?) = §(1)@ 6(a) = 2 de la misma forma ab = 0 para
todo a,b € R no nulo y no invertible. En esta situaciéon tenemos que 6 es también
multiplicativo.

En el caso en el cual existe a € R tal que 6(a) = r > 1 tenemos la aplicacion h del
cociente que envia D*/ s a 0, = {0 | 1 < o0 < A} siendo a 5 y siendo 6(a) = 6(b)
definidas como h([a]) = 6(a).

Del mismo modo consideramos 6, = {o | 1 < o < 2*}. Ambos, 6, y @, son monoides,
el primero con la suma natural y el segundo con el producto natural. Ademas, para
cualquier 7 € ,, la aplicaciéon h, : 0 — 77 es una aplicacién monoide de &, a @, con
h. (1) = 7 el cual es constante cuando 7 = 1 y uno a uno en otro caso (estrictamente
creciente o isotona).

En particular, la composicién 6, : D*/ 5 LN o, LA 0, verifica que 6.(ab) = 6,4,(a) ®
0 ,q,(b) cuando ab # 0.

Para mostrar que . define una norma euclidea cuando 7 # 1, sea x,y € R, existe
q,r € R de manera que x = yq+r. Si r # 0 entonces 6(r) < 6(y) por tanto 6.(r) <
6.(y)cuandor,y #0.Si y =0 entonces r = x y 6(r) < 6(0) = 6(y). Para finalizar;
es suficiente definir 5.(0) =Inf{y | 6.(a) <7y, a #0} < 2*.

Obviamente, § < &, porque para cualquier a € R* tenemos que 6(a) < 7°@.
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[1] A. J. Bevelacqua, A family of non—euclidean PIDs, Amer. Math. Montly 123
(2016), 939-939.
Construye dominios, cocientes de anillos de polinomios, que son DIP y no son DE.
Un ejemplo es R[X,Y]/(X%?+Y?2+1).

[2] P L. Clark, A note on euclidean order types, Order 32 (2015), 157-178.
Estudia anillos euclideos en relacion con ordinales.

[3] C.J. Conidis, Higher euclidean domains, College of Staten Island (2015).
Construye dominios euclideos de rango infinito arbitrario, basado en la teoria de
anillos euclideos de Samuel y extendiendo resultados de Hiblot.

[4] C. J. Conidis, P P Nielsen and V. Tombs, Transfinitely valued euclidean domains
have arbitrary indecomposable order type, arXiv:1703.02631v2 (2018). Comm.
Algebra 47(3) (2019), 1105-1113.

Nueva exposicion de [3].

[5] J. J. Hiblot, Des anneaux euclidiens dont le plus petit algorithme nest pas valeurs
finies, C.R. des Sciences A 281 (1975), 411-414.
Construye, basado en la teoria de anillos euclideos de Samuel, dominios euclideos
de rango w?.

[6] M. Harper, Z[ v/ 14] is euclidean. Canad. J. Math. 56(1) (2004), 55-70.
Prueba que Z[+/14] es un DE mediante una modificacion de la construccion de
Motzkin.

[7] N. Jacobson, Basic Algebra I, Freeman, (1985).
En €l aparece la teoria bdsica sobre dominios de integridad.

[8] A. V. Jategaonkar, Rings with transfinite left division algorithm, Bul. Amer. Math.
Soc. 75 (1969), 559-561.
Estudia el caso no conmutativo.

[9] PJara, Notas de trabajo 14. Algebra conmutaiva. Algebra conmutativa avanzada,
Granada, (2018).
Se estudian ordinales y anillos euclideos con valores en ordinales.
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[10] M. A. Jodeit, Uniqueness in the divisioin algorithm, Amer. Math. Monthly 74(7)
(1967), 835-836.
Prueba que un DE tiene resto de la division unico si, y s6lo si, es un cuerpo o un
anillo de polinomios con coeficientes en un cuerpo.

[11] E Lemmermeyer, The euclidean algorithm in algebraic number fields, Expo. Math.
13 (1995), 385-416.
Una de las finalidades de la introduccion del algoritmo de la division es poder rea-
lizar el cdlculo del mdximo conmun divisor de dos niimeros y en consecuencia es-
tudiar la factorizacion en elementos irreducibles o en elementos primos, y es en los
anillos de enteros algebraicos en donde podemos obtener gran niimero de ejemplos.
En estos anillos el primer candidato a funcion euclidea es la norma; por esto tiene
sentido si se pueden caracterizar los anillos de enteros algebraicos para los que la
norma es una funcion euclidea; también aquellos otros anillos para los que existe
una funcién euclidea diferente de la norma. Se prueba que para niimeros positi-
vos, sélo para m = 2,3,5,6,7,11,13,17,19,21,29,33,37,41,57,73 el anillo de
enteros de la extension Q(4/m)/Q verifica que la norma es una funcion euclidea.
Por ejemplo, en el anilo de enteros de la extensiéon Q(+/14)/Q la norma no es una
funcion euclidea, pero existe una funcion euclidea ya que es un DE.

[12] H. L. Lenstra, Lectures on Euclidean Rings, University of Bielefeld (1974).
Buena y anema exposicion de la teoria de anillos euclideos de Samuel. Estudia el
caso de modulos.

[13] J. Liu and M. Chen, Euclidean modules, Math. Notes 95(6) (2014), 937-946.
Estudia modulos euclideos.

[14] T. Motzkin, The euclidean algorithm, Bull. Amer. Math. Soc. 55 (1949), 1142-
1146.
Construye el algoritmo euclideo minimal de un anillo euclideo; lo que entre otros
permite probar que ciertos anillo no son euclideos.

[15] P Samuel, About euclidean rings, J. Algebra 19 (1971), 282-301.
Inicia el estudio de anillos euclideos utilizando ordinales.

[16] J. C. Wilson, A principal ideal ring that is not a euclidean ring, Math. Magazine
46(1) (1973), 34-38.
Utilizando la construccion de Motzkin se prueba que el anillo Z[%__w] es un DIP
y no es un DE.

[17] K. S. Williams, Note on non—euclidean principal ideal domains, Math. Magazine
(1975), 176-177
Prueba que los tinicos anillos de enteros algebraicos de Q(v'—d)/Q que son DIP y
no son DE se obtienen para d = 19,43,67 y 163. Por otro lado los unicos que son
DE se obtienen parad =1,2,3,7 y 11.
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